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RESUMO

NICOLUSSI, V. P. . Polindmios e aproximagoes de funcao. 2017. 88 p. Disser-
tagdo (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2017.

Os polinémios possuem caracteristicas e propriedades que os tornam bastante importantes,
seja modelando problemas da natureza e do cotidiano ou servindo como ferramenta de
resolucao de problemas ou, ainda, para alcancar resultados matematicos mais avancados.
O Curriculo do Estado de Sdo Paulo sugere uma sequéncia de contetidos para serem
trabalhados, levando o aluno a um aprendizado dos polinémios tanto do ponto de vista
tedrico quanto de aplicagoes. O ensino de polinémios é feito em espiral do 7¢ ano do
Ensino Fundamental até o 3° ano do Ensino Médio, isto é, seu contetido é trabalhado
gradativamente no decorrer dos anos escolares, sempre sendo retomado e aprofundado
de acordo com o tempo escolar adequado. Este trabalho tem como objetivo contribuir
com a formacao de professores de Matematica do Ensino Basico apresentando uma
solida teoria sobre os polindmios no que diz respeito a defini¢ao, propriedades, operacoes
algébricas, fungoes polinomiais, tragado de grafico de polinémios e, ja em um nivel mais
avancgado, derivada e integral de polinomios. Além disso, revisamos os conceitos de espagos
vetoriais, independéncia linear, base, projecoes e ortogonalidade. A teoria apresentada é
entao utilizada no estudo de aproximagoes de fungoes por polinémios. Entre as formas
de aproximacao, apresentamos o polindomio de Taylor, a Interpolacao Polinomial e o
ajuste polinomial pelo Método dos Minimos Quadrados. Ao longo do texto apresentamos
aplicacoes no cotidiano como o calculo do polinémio que descreve uma corrida de taxi, a
formula 95 para aposentadoria e a curva de lucro de uma sorveteria em funcao do prego

de seus sorvetes.

Palavras-chave: Polinomios, Fungoes polinomiais, Aproximacoes de fungoes, Interpolagao

polinomial, Método dos minimos quadrados.






ABSTRACT

NICOLUSSI, V. P. . Polynomials and function approximations. 2017. 838 p. Dis-
sertacao (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matematica)

— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2017.

Polynomials have characteristics and properties that make them very important, modelling
nature and daily problems or serving as a tool to solve problems, or even to achieve more
advanced mathematical results. The curriculum of Sao Paulo state suggests a sequence
of contents to be worked, leading the student to learning about polynomials from both
the theoretical and the applications point of views. The polynomials teaching is done in
a spiral way from the 7th year of elementary school to the 3rd year of high school, that
is, its contents are gradually worked during the school years, always being resumed and
deepened in accordance with the appropriate school time. This work aims to contribute
to the training of basic education Mathematics teachers introducing them a solid theory
of polynomials concerning about definition, properties, algebraic operations, polynomial
functions, polynomial graphics and already at a more advanced level, derivative and
integral of polynomials. In addition, we review the concepts of vector spaces, linear
independence, base, projections and orthogonality. The presented theory is then used in
the study of function approximations by polynomials. Among the forms of approach, we
present the Taylor polynomial, the polynomial interpolation and polynomial fit by the
least square method. Throughout the text we present applications in daily life such as the
calculation of the polynomial that describes a taxi ride, the 95 formula for retirement and

the the profit curve of an ice cream shop due to the price of their ice cream.

Keywords: polynomials, polynomial functions, function approximations, polynomial inter-

polation, least square method.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os polinémios modelam diversos problemas da natureza e do nosso cotidiano nas
mais diversas areas das Ciéncias Exatas, Biologicas e Humanas,e por isso, o interesse no
seu estudo. Os exemplos vao desde os mais simples, como calcular o preco de uma corrida
de taxi, até os mais complexos como o movimento de um corpo e objetos em queda. A
facilidade com que se pode trabalhar com as propriedades e caracteristicas dos polinomios
desde seu aprendizado no Ensino Fundamental até em situacoes mais elaboradas no Ensino
Superior os tornam facinantes. Além das aplicagoes praticas, os polinémios contribuem
na resolucao de problemas e sdo importantes para alcangar resultados matematicos mais

avancados.

Uma abordagem inicial dos polinémios faz parte dos conteiidos dos Ensinos Fun-
damental e Médio. E necessério que os alunos construam o conhecimento para lidar com
as expressoes, fungoes e equacoes polinomiais, que aprendam o comportamento de seus
graficos, a encontrar suas raizes e seus pontos de maximo e minimo. Também é importante
que os educandos compreendam algumas aplicagoes para relacionar com situacoes do
cotidiano ou de sua vida profissional que possam surgir. Assim, esse assunto contribui
diretamente na formacgao de profissionais e cidadaos conscientes dos acontecimentos do

mundo ao seu redor.

Para que o processo de ensino e aprendizagem seja realizado a contento, abordando
o assunto por diversos aspectos, apresentando as defini¢oes de forma certa e segura, sabendo
motivar os estudantes com exemplos praticos e, na medida do possivel, reais, o professor
precisa estar bem preparado. Assim, surgiu a motivacao para este trabalho, que consiste
em estudar os polindmios em um nivel do Ensino Superior, especialmente as func¢oes
polinomiais e os espagos vetoriais. Como principal aplicacao tratamos da aproximagao de

fungoes por polinémios.

Especificamente, o Capitulo 2 apresenta a pesquisa realizada no Curriculo do



22 Capitulo 1. Introdugdo

Estado de Sao Paulo sobre o ensino dos polindmios e uma breve revisao bibliografica,
destacando alguns trabalhos do Profmat com temas relacionados a este projeto. O Capitulo
3 introduz os conceitos bésicos e operacoes de polindmios, as fung¢oes polinomiais e o espaco
vetorial dos polinéomios. O Capitulo 4 aborda trés formas de aproximacao de fungoes por
polinémios: o Polinémio de Taylor, a Interpolacao Polinomial e o ajuste polinomial no

sentido do Método dos Minimos Quadrados.

O estudo ¢ abrangente e foi feito de modo que seja bem préximo do que conhecemos
como sequéncia didatica, pois inicia-se com levantamento de conhecimentos prévios do
assunto e, ao longo de todo o trabalho, inserimos conceitos tedricos, diversos exemplos e
aplicagoes no cotidiano levando ao objetivo final que é o aprimoramento do conhecimento
sobre polinémios e as aproximacgoes de fun¢des pelos mesmos. Esperamos que venha contri-

buir para a formagcao continuada dos professores de Matematica dos Ensinos Fundamental
e Médio.
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CAPITULO

2

POLINOMIOS NO ENSINO BASICO

Primeiramente, analisamos o Curriculo do Estado de Sao Paulo em busca de
assuntos relacionados a polinémios. Extraimos o contetido, o ano da apresentacao de cada
assunto, o contexto e as habilidades pretendidas. O intuito foi ter uma visao abrangente
e clara da proposta do Curriculo para direcionar o estudo dessa dissertacdo em nivel
superior, tanto na teoria quanto nas aplicacoes. Para finalizar, listamos alguns trabalhos

que agregam conhecimento sobre o assunto.

2.1 O Curriculo do Estado de Sao Paulo

O atual Curriculo do Estado de Sao Paulo (SAOPAULO, 2008) apresenta a
Matematica como uma area especifica tanto nas Linguagens e Codigos quanto das Cién-
cias da Natureza, partilhando também de outras ideias fundamentais. Todas as tarefas
especificas relacionadas ao conteiido matematico - Nuimeros, Geometria e Relagoes, ou
mais especificas como Algebra, Fungoes, Equagoes, Numeros Complexos, Trigonometria,
Combinatoria, Matrizes, etc - visam abordar as competéncias gerais, trabalhando as ideias
fundamentais de equivaléncia, ordem, proporcionalidade, medida, aproximacao, proble-
matizagao e otimizacao, conduzindo o aluno na construcao da capacidade de expressao,

compreensao, argumentacao, propositiva, contextualidade e abstragao.

Por meio de uma pesquisa detalhada do Curriculo, observamos uma sequéncia de
conteudos trabalhados que levam ao aprendizado dos polindomios. As Tabelas 1-4 trazem os
resultados obtidos na pesquisa, separados por ano de escolaridade e juntamente com alguns
exemplos de situagoes problemas mostram os conteidos e as habilidades correspondentes

que o educando deve adquirir.

A palavra polindmio aparece em dois momentos, no 82 ano do Ensino Fundamental

II, na habilidade “Realizar operagoes simples com monomios e polindmios” e no 3° ano do
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Ensino Médio na habilidade “Aprender a reduzir a ordem em uma equac¢ao polinomial
a partir de uma raiz conhecida”, referindo-se ao contetido de Equagoes Polinomiais. O
ensino de polindmios é feito em espiral, isto é, seu conteudo é trabalhado gradativamente
no decorrer dos anos escolares, sempre sendo retomado e aprofundado de acordo com o

tempo escolar adequado.

Tabela 1 — Contetidos e habilidades no ensino de polinémio no 72 Ano do Ensino Fundamental.

72 Ano Ensino Funda-| 4° Bimestre
mental

Contetidos Habilidades

tar um valor desconhecido. | nhecidos, em particular, no uso de formulas.

Uso de letras para represen- | Compreender o uso de Letras para representar valores desco-

Conceito de equagao.
Resolucao de Equacoes.

Equagoes e problemas.

Saber fazer a transposicao entre a linguagem corrente e lin-
guagem algébrica.

Compreender o conceito de equacao a partir de ideia de equiva-
léncia, sabendo caracterizar cada equagao como uma pergunta.
Saber traduzir problemas expressos na linguagem corrente em
equacoes.

Conhecer alguns procedimentos para a resolucao de uma equa-

¢ao: equivaléncia e operagao inversa.

Situagao de Aprendizagem I (Contetido do 72 ano, 4° bimestre)

Escreva a equagao que representa o problema e descubra a resposta, se houver:
Qual é o nimero cujo dobro somado com 3 resulta em 137

Resolucgao: 2x+3 = 13. Valor do niimero desejado é 5.

Comentario: O objetivo desta situacao de aprendizagem ¢é introduzir alguns
procedimentos para resolver equag 6es de primeiro grau com uma incognita. A existéncia
da letra cujo valor se quer descobrir (incégnita) faz da equacdo uma pergunta na linguagem
corrente. O aluno é capaz de responder a esta pergunta usando apenas um raciocinio
aritmético, ou seja, ele pode pensar que se o dobro de um niimero somado com 3 resulta
em 13, entdao o dobro deste nimero é 10 e, portanto, a resposta ¢ o 5. Mentalmente o aluno
consegue realizar essa operagao inversa em equagoes simples, com coeficientes inteiros. A
ideia que esta por tras do raciocinio é “desfazer” a equacgao por meio de operagoes inversas

até se obter o valor da incognita.
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Tabela 2 — Contetidos e habilidades no ensino de polinémio no 8 Ano do Ensino Fundamental.

82 Ano Ensino Funda-
mental

22 e 3° Bimestre

Conteudos

Habilidades

Expressoes algébricas.
Equivaléncias e transforma-
coes.

Produtos notaveis.

Fatoracao algébrica.

Resolucao de equagoes e ine-
quagoes de 1 grau.
Sistemas de equagoes.

Coordenadas de pontos no
plano cartesiano.

Realizar operacoes simples com monomios e polinémios.
Relacionar as linguagens algébricas e geométrica, sabendo
traduzir uma delas na outra, particularmente no caso dos
produtos notaveis.

Saber atribuir significado a fatoracao algébrica e como utiliza-
la na resolucdo de equagoes e em outros contextos.
Compreender o significado de expressoes envolvendo niimeros
naturais por meio de sua representacao simbolica e de seu
significado geométrico. Ex: 2n é um numero par, 2n+1 é
impar, etc.

Compreender situagoes problemas que envolvam proporcionali-
dade sabendo representa-las por meio de equagoes e inequacoes.
Saber explorar problemas simples de matematica discreta,
buscando solugoes de equacgoes lineares com duas incognitas.
Saber resolver sistemas lineares com duas equacgoes e duas
incognitas, pelo método de adigao ou substituicao, escolhendo
o mais adequado em cada situagao. Saber localizar no plano
cartesiano pares ordenados, bem como as solugoes dos sistemas
de equacgoes lineares.

Situagdao de Aprendizagem II (Contetido do 8° ano, 2°2 bimestre)

Represente geometricamente o produto notavel (x+a)(x+ b) e encontre uma

expressao equivalente.

Resolucao: O professor deve propor aos alunos que interpretem esse produto como

sendo a area de um retangulo de lados (x+a) e (x4 b). Em seguida, deve observar que os

lados podem ser pensados como soma de duas medidas, um lado mede uma quantidade

x mais uma quantidade a enquanto o outro lado mede uma quantidade x mais uma

quantidade b. Com isso, deve encontrar um quadrado de lado x, um retangulo de lados x e

a, um retangulo de lados x e b e um retangulo de lados a e b, conforme mostra a Figura

1(a).
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x t a
*#
(x+b)| x x? ax
] bx ab
(a) (®)

Figura 1 — Verificagdo geométrica do produto notével (x+a)(x+b) = x> +xa+xb+ab, a) medidas
dos lados do retangulo e b) dreas que compoem a area do retangulo.

) a+b)
| bx

x? + x.(a+b) +
produto dos

termos

soma dos termos

()

Figura 2 — Em (a) faz-se a organizacdo das areas que dardo origem ao trinémio (b).

Desta forma, os alunos devem concluir que a area total é igual a soma das quatro
4reas menores, ou seja, (x+a).(x+b) = x*> +xa+xb+ab. Além disso, a soma xa +xb pode
ser interpretada como x(a+ b), pois o estudo da fatoracao algébrica é anterior a este,
concluindo que (x+a).(x+b) = x> +x(a+b) +ab. Este fato pode ser ilustrado com uma
reorganizacao dos componentes geométricos em que os dois retangulos de areas xa e xb
quando unidos pelo lado comum x formam um novo retdngulo de lado x(a+b), como

mostra a Figura 2.

E importante observar que na expansio do produto (x+a).(x+5), o coeficiente de
x é a soma a+b e o termo independente é o produto dos mesmos termos ab. Este resultado

serda retomado pelo professor quando for tratar da solucao de equagoes do segundo grau.

O professor também pode introduzir a relagdo do trindémio quadrado perfeito,
mostrando que se a = b, (x+a)? = x> +2xa+a® e que a verificacio geométrica é semelhante

a anterior, mostrada nas Figuras 1 e 2.
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Situagao de Aprendizagem III (Contetido do 8° ano, 32 bimestre)

Dados os sistemas lineares:
2x+y = 3 2x+y = 3 2x+y = 3
a) b) ¢)
x—y = 6 4x+2y = 6 4x+2y = 10

Resolva cada um pelo método de adigdo. Em seguida, desenhe as retas no plano cartesiano

xy e classifique cada sistema de acordo com o tipo de solugao resultante.

Resolugao: a) No primeiro sistema observamos que ao somarmos diretamente
as equacgoes os coeficientes de y se anulam. Assim, obtemos 3x =9 = x=3 = y= -3.

Portanto, a solugao é (3,—3).

Para representar as retas no plano cartesiano sao necessarios dois pontos distintos
de cada uma. A reta 2x+y =3 passa pelos pontos (0,3) e (3/2,0) enquanto que a reta
x—y =6 passa pelos pontos (0,—6) e (6,0). Os tragados das retas estdo na Figura 3(a)

onde verificamos que o ponto de intersec¢ao é (3,—3) que é a soluc¢ao do sistema.

b) Observando que os coeficientes de y sdo 1 e 2, multiplicando a 1* equagao por
-2, obtemos outra equagao cujos coeficientes de y s@o opostos e irdo se anular com a soma.
—4x—-2y = —6
4x+2y = 6
Ao tentarmos anular o coeficiente de y, observamos que o coeficiente de x bem
como o termo independente também se anularam, resultando em uma sentenca verdadeira
“0=0". Esse resultado mostra que na verdade, as duas equagoes do sistema sao equivalentes,
ou seja, temos de fato uma tnica equagao com duas incognitas. Dessa forma, o sistema
é possivel e indeterninado, possui infinitas solugoes obtidas isolando uma das variaveis
e deixando a outra assumir qualquer valor real. Em termos matematicos, a solucao do

sistema sao todos os pontos da forma (x,3 —2x),x € R.

Para plotar as duas retas no plano cartesiano, tomamos dois pontos de cada
uma. Ambas as retas 2x+y =3 e 4x+ 2y = 6 passam pelos pontos (0,3) e (3/2,0).
Geometricamente, conforme Figura 3(b), as retas sao paralelas coincidentes, isto é, se

interceptam em infinitos pontos.

c¢) Semelhante ao item b), observando que os coeficientes de y sdo 1 e 2, multiplicando
a 12 equagao por -2, obtemos outra equacao cujos coeficientes de y sao opostos e irao se
anular com a soma.
—4x—-2y = —6
{ 4x+2y = 10
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No entanto, ao tentarmos anular o coeficiente de y, observamos que o coeficiente

de x se anula mas o termo independente fica igual a 4. Isso quer dizer que ao somarmos as

duas equagoes, o lado esquerdo da equagao resultante serd sempre igual a zero e o lado

direito igual a 4. Assim, a sentenca obtida é falsa e o sistema nao possui solugao. O sistema

é classificado como impossivel. Geometricamente, as retas definidas pelas equacoes sao

paralelas distintas, o que pode ser observado na Figura 3(c). Os dois pontos tomados para
tragar as retas foram (0,3) e (3/2,0) para a reta 2x+y =3 e (0,5) e (5/2,5) para a reta

4x+2y = 10.

Retas concorrentes
(a)

Retas paralelas coincidentes Retas paralelas distintas
(k) (c)

Figura 3 — Gréficos dos sistemas lineares da situacao de aprendizagem II1. O item (a) representa
um sistema possivel e determinado, o item (b) representa um sistema possivel e
indeterminado e o item (c) representa um sistema impossivel.

Tabela 3 — Contetdos e habilidades no ensino de polinémio no 92 Ano do Ensino Fundamental
e no 1 Ano do Ensino Médio.

92 Ano E. Fundamental
e 1l Ano E. Médio

22 Bimestre

Conteudos

Habilidades

Equagoes de 2° grau.
Nogoes basicas de fungoes e
a ideia de variagao.
Construcao de gréaficos de
fungoes de 1 e 2° grau.

Compreender a resolucao da equacao de 2° grau.
Compreender a relacao de interdependéncia presente nas fun-
coes.

Saber identificar e utilizar contextos praticos na resolucao de
situagdes problemas envolvendo proporcionalidade direta e
inversa entre duas grandezas.

Saber construir e analisar graficos de funcoes de 1 e 2° grau.

Situagao de Aprendizagem IV: (Contetido do 92 ano, 2° bimestre)

Um canteiro na forma de um quadrado foi reduzido de modo a ser contornado

por uma calcada com 2 metros de largura conforme a figura a seguir. Com isso, sua area

passou a ser de 144m?. Qual era a medida da &rea original desse canteiro?

Resolucgao: Se x for considerada a medida do lado do quadrado original, com a

redugao de 2m o lado do quadrado interno medira (x —4), conforme a Figura 5.
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144m?

Figura 4 — Canteiro original.

Figura 5 — Configura¢do nova do canteiro.

Portanto, é possivel escrever a seguinte equacio (x —4)> = 144. A solucio desta
equacao pode ser encontrada por meio de calculo mental. Perceba que 144 é o quadrado
do nimero 12, assim, (x —4) = 12, isto é, x = 16 metros. Entao a area do canteiro original

¢ de 256 metros quadrados.

Observagao: Cabe ao professor lembrar que (—12)? = 144, porém nao serve como

solucgao, pois se trata de medida de comprimento.

Vale ressaltar que outras atividades complementam o assunto, podendo iniciar-se
um enfoque mais formal das equagoes de segundo grau. Para isso, é sugerido aos alunos a
comparacao de equagoes construidas e apontem as semelhancas e diferencas entre elas.
Convém que todas estejam na mesma forma, a fim de que o segundo membro da equacao

seja igual a zero.

) x? =49 x> —49=0

)| 2x? =242 2x* —242 =0
¢) | x(x+8)=65 | X*+8x—65=0

)| (x—4)2=144 | x> —8x—128=0

Situagcado de Aprendizagem V: (Contetido do 1 ano Ensino Médio, 2°

bimestre)

Deseja-se murar um terreno retangular utilizando-se de uma parede ja existente no
terreno. Sabe-se que o comprimento de muro que sera construido para cercar os outros

trés lados do terreno devera ter 36 metros de comprimento.
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Parede

Figura 6 — Configuragdo do muro.

a) Expresse a drea A desse terreno em fungdo de x (medida de um dos lados do

retangulo).
Resolucgao: Sendo o comprimento dos trés lados do muro igual a 36m, se um dos
lados mede x, o outro medira 36 —2x, e a area do retangulo serd expressa por:
A(x) = x(36 —2x)

b) Construa o grafico de A em fungao do lado x.

Resolugao: O grafico da drea A(x) é uma pardbola com concavidade para baixo,

tento como raizes da equacgao de 2° grau correspondente os valores 0 e 18.

A

A(x)=36x—2x?

AN

0 9 18

162

Figura 7 — Grafico que descreve a Situagdo de Aprendizagem.

¢) Calcule a area maxima que o terreno cercado pode ter e suas respectivas dimensoes.

Resolucgao: O valor maximo da area é no ponto onde temos o vértice da parabola,

isto é, o ponto médio entre as duas raizes. Logo a area maxima sera a area quando
Ax) = x(36—2x)

o ) AL) = 9(36-29)
T A09) = 9(36-18)
A(9) 162m?

Situagao de Aprendizagem VI (Contetido 32 ano Ensino Médio, 2° bi-

mestre)

Considere o polinémio P(x) = 3x> —2x* 4+ 5x° — 11x% — Tx + 12.

« a) Mostre que x =1 é raiz da equagdo P(x) = 0.
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Tabela 4 — Contetidos e habilidades no ensino de polinémio no 3° Ano do Ensino Médjio.

32 Ano E. Médio 22 Bimestre
Contetdos Habilidades
Equacoes polinomiais. Compreender a historia das equagoes com o deslocamento das

atencoes das férmulas para analises qualitativas.

Numeros complexos: opera- | Conhecer as relagdes entre os coeficientes e as raizes de uma

¢oOes e representagao geomé- | equacao algébrica.

trica.

Teorema sobre raizes de uma | Aprender a reduzir a ordem em uma equacao polinomial a
equacao polinomial. partir de uma raiz conhecida.

Relagao de Girard. Conhecer o significado e expressar um niimero complexo por

meio do plano Argand- Gauss.

Resolugao: Basta substituir x por 1 em P(x) e verifivar que o resultado d& zero

P(1)=3(1)° =2(1)*+5(1)° =11(1)> =7(1) +12=3-24+5-11-7+12=0.

Isso significa que P(x) pode ser fatorado e apresenta (x — 1) como um fator, isto é, é

divisivel por (x —1). Entao, podemos escrever

P(x) = (x—1).0(v), (2.1)
onde Q(x) é o quociente da divisao de P(x) por (x—1).

« b) Calcule Q(x).

Resolugao: O quociente da divisdo serd um polinémio de grau 4, ou seja, Q(x) =
ax* + bx® + cx? + dx+e. Substituindo as expressoes de P(x) e Q(x) na expressio (2.1),

temos a seguinte identidade:

300 — 24 450 — 112 —Tx+12 = (x—1).(ax* +bx® +cex® +dx+e)

30 =245 — 112 —Tx+12 = ad+bx*+ex+dl +ex—ax* —bx® —c*—dx—e
300 =258 — 12 —Tx+ 12 = ax+(b—a)x* +(c—b)xX¥* +(d—c)x* +(e—d)x—e

Segue da igualdade de polinémios que a = 3;b = 1;¢ = 6;d = —5;e = —12. Portanto
o quociente desejado ¢ Q(x) = 3x* +x° +6x> — 5x — 12.

Comentario: Cabe ao professor retomar algumas propriedades dos polinémios
para que a resolucao da Situacdo de Aprendizagem faga sentido. Aqui a mais importante é
a propriedade de igualdade de polinomios, isto é, dois polindémios sdo iguais somente se 0s
coeficientes correspondentes sao iguais. Tal propriedade sera tratada mais detalhadamente

no proximo capitulo.
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2.1.1 Trabalhos Relacionados

Existem diversos trabalhos, inclusive dissertagoes do Profmat, abordando os as-
suntos polinémios, ajuste de curvas por polinémios, método dos minimos quadrados e
interpolg¢ao polinomial. Segue uma breve revisao bibliografica sobre o que se tem publicado

atualmente a esse respeito.

Hefez A. e Villela (2012), autores do livro Polindmios e Equagoes Algébricas, da
Colecao Profmat-SBM, introduzem os polindémios no contexto da Algebra, apresentando
um estudo detalhado, com énfase em suas propriedades basicas. Em especial, os autores

dizem que o estudo dos polinémios “mereceria ser mais desenvolvido no Ensino Médio”.

Gomes (2013) aborda o assunto nimeros complexos e polindémios considerando sua
relevancia para o ensino da Matematica na educagao bésica, apresentando inicialmente
uma breve historia sobre o tema. Em seguida trata da parte tedrica dos nimeros complexos
e polindmios sob o ponto de vista analitico, ou seja, visto como um espaco vetorial,
encerrando seu trabalho com um roteiro de atividades a serem aplicadas para os alunos
do 3° ano do Ensino Médio, utilizando como recurso didatico o programa computacional

GeoGebra, numa perspectiva de investigacdo matematica.

Santos (2015) discute o tema de ajuste de curvas por polinémios e por fungoes
logaritmicas e exponenciais, abordando a interpolac¢ao polinomial e o método dos minimos
quadrados. Sugere uma colegao de problemas a serem tratados em sala de aula. Além disso,

comenta os aspectos historicos dos ajustes de curvas e faz uso de planilhas eletronicas.

Almeida (2015) aborda o método dos minimos quadrados justificando que ajuste
de curvas nao faz parte do curriculo do Ensino Médio mas que os recursos matematicos
necessarios para isso estao ao alcance dos alunos do 3° ano. Apresenta a técnica de ajuste
de forma acessivel, aproveitando contetidos familiares aos alunos e introduzindo conceitos
novos de forma diferenciada e apenas o suficiente para entendimento do desenvolvimento
matematico envolvido. O trabalho é concluido com algumas atividades de aplicacao. Sugere
a utilizacao de recursos computacionais como modo de agilizar a resolugao das atividades

e promover o incentivo ao acesso a novas tecnologias.

Gabetta (2015) apresenta um estudo sobre a teoria classica de aproximagao por
interpolacao polinomial, em especifico, o método de interpolagdo de Lagrange. Utiliza o
GeoGebra como uma alternativa para visualizar as aplicagoes. Inicia o trabalho com uma
introducao histérica sobre o matematico Joseph Louis Lagrange. Finaliza o trabalho com

uma aplicagdo pratica para estimar precos de produtos hortifrutigrangeiros.

Silva (2015) explora o método dos minimos quadrados para o ajuste de reta.
Faz um estudo tedrico sobre conceitos do Célculo Diferencial, da Geometria Analitica e
da Algebra Linear. Apresenta uma proposta de aula sobre o tema em um contexto de

aula interdisciplinar, aliando Matematica e Informatica, com temas nao tradicional, para
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mostrar a importancia da Matematica e de se trabalhar com aproximagoes.

O trabalho de Silva (2016) tem por finalidade apresentar a Modelagem Matematica
como uma importante alternativa no resgate de um ensino significativo de Matematica no
Ensino Médio. Para tal, sugere uma proposta de aula onde apresenta a Interpolacao de
Lagrange para analisar tendéncias e previsao de resultados de experimentos envolvendo

Biologia, Fisica e Geografia.

Ja Carvalho (2016) estudou diferentes métodos de interpolagao de fungoes, apre-

sentando as caracteristicas e aplicabilidades de cada um.

Como diferencial, neste trabalho apresentamos a analise de curriculo do Estado
de Sao Paulo, exemplos de aplicagoes diferentes dos apresentados pelos outros autores e,
acima de tudo, um sélido estudo preliminar sobre fungoes polinomiais e algebra linear,

que nos leva a generalizagoes dos métodos apresentados.
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CAPITULO

3

ESTUDO SOBRE POLINOMIOS

Iniciamos este capitulo definindo polinémio e apresentando seus conceitos basicos.
Em seguida, tratamos das operagoes entre polindmios (soma, subtragao, multiplicagao e
divisdo), aprofundamos o estudo revisando contetidos de Célculo no que diz respeito as
fungoes - dominio, imagem, e graficos, além de operacgoes avancadas como derivada e integral.
Encerramos o capitulo revisando conceitos de Algebra Linear voltados especialmente a
aproximacoes de func¢oes por polinémios, incluindo espagos vetoriais, independéncia linear,

base, projecoes e ortogonalidade.

3.1 Definicoes e resultados basicos

Um polindmio é uma expressao algébrica formada pela soma de monomios.
Cada mondmio, por sua vez, é estruturado por um nimero (coeficiente), a, e uma variavel,

x, elevada a um expoente, n, do conjunto {0,1,2,...}, ou seja, tem a forma ax”.

Quando a expressao possui dois termos, é, frequentemente, chamada de binémio,
por exemplo, 4x> 4+ 2x2. Quando possui trés termos, pode ser chamada de trinémio, por

exemplo 4x> 4 2x> + 1 onde no tltimo termo a varidvel x tem expoente nulo, 1.x°.

De forma geral, podemos escrever um polinémio por

ao+ax+ax® + ...+ apx (3.1)

sendo agp,ay,...,a, nameros chamados de coeficientes. Se a, # 0 entdo dizemos que n é o
grau do polindmio e a, é o coeficiente lider do polinémio. Por exemplo, 4x> +2x? tem grau

3 e o polinémio p =5 tem grau zero pois corresponde a p = 5x°.

H& uma diferenca sutil entre um polindémio e uma fungao polinomial (LIMA, 2012).
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A todo polinémio real (3.1) corresponde uma fungao real p : R — R de expressao

p(x) =ag Fayx+ax® + ...+ ax". (3.2)

Existe uma correspondéncia biunivoca entre func¢oées polinomiais e polinémios, o
que nos permite, sem risco de confusdo, nos referirmos indistintamente ao polinémio p
ou a fun¢do polinomial p (LIMA, 2016). Por exemplo, ¢ indiferente falarmos em grau do
polindémio p ou grau da func¢ao polinomial p. O grau de ambos é n desde que a, # 0. Neste

texto usaremos o termo polindmio para nos referirmos a func¢ao polinomial.

Dados um nimero real ¢ e o polindmio p(x) de grau n, chama-se valor numérico

de p em ¢ a imagem de ¢ pela funcao p, isto é,

p(c) =a —}—alc—f—azcz—f—...—f—ancn. (33)

Dizemos que p é um polindmio nulo quando todos os seus coeficientes forem
nulos, ag = a; = ... = a, = 0. Para este polindmio normalmente nao se define o grau pois
nao possui nenhum coeficiente nao nulo. No entanto, é conveniente considerar que seu grau
é —oo. Esta convencao permite, por exemplo, que incluamos o polinémio identicamente

nulo quando nos referirmos aos polinémios de grau menor ou igual a n (LIMA, 2016).

As propriedades das operagoes dos polindmios estao relacionadas diretamente com
as propriedades de adi¢ado e multiplicagdo no conjunto de seus coeficientes (Z, Q, R, C).
Neste trabalho vamos nos restringir ao estudo dos poliné6mios com coeficientes reais. Ao
conjunto formado por todos os polindmios com coeficientes reais usaremos a notagao P(R)
e ao conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n com coeficientes reais, P,(R).
Em R, a soma de polindmios é um polinémio, bem como na subtracao e na multiplicagao.
Também ha um elemento neutro para a adi¢ao (o polinémio nulo) e um elemento neutro
para a multiplicagdo (o polinémio constante igual a 1). Além disso, as operagoes de
derivagao e integragdo de polinémios sdo bem simples e resultam em polinémios. Essas
propriedades serao enunciadas e algumas demonstradas nas préximas seg¢oes, no ambito

das fungoes polinomiais ou no ambito dos espagos vetoriais dos polindmios.

Poderiamos estudar os polindémios de forma mais geral, com coefientes complexos. A
vantagem de se tomar os coeficientes no conjunto dos niimeros reais é se aproximar da forma
como o assunto é tratado nos Ensinos Fundamental e Médio. A principal desvantagem ¢é
quando estivermos pensando nas raizes de uma equacao polinomial pois segundo o Teorema
Fundamental da Algebra, qualquer polinémio p(x) de grau n pode ser fatorado (de forma
tnica) como ¢(x —x1)(x —x2)...(x —x,) onde ¢ é um nimero complexo e xy, xp, ..., X, S40 n
raizes complexas de p, nao necessariamente distintas. Em outras palavras, uma equacao
polinomial com coeficientes complexos, de uma variavel e de grau n > 1 tem exatamente n

raizes complexas. Quando consideramos apenas o conjunto dos nimeros reais, estamos, na
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verdade, tomando um subconjunto dos niimeros complexos, no qual, muitas vezes, nao se

encontram todas as raizes da equacgao analisada.

Para exemplificar, considerermos o polinémio p(x) = x8 —x? restrito ao conjunto

dos ntimeros reais, vemos que ele pode ser fatorado como (x —0)(x—0)(x+1)(x—1)(x>+1).
As raizes reais da equagao p(x) =0 sao 0, 1 e -1; o fator x%>+ 1 ndo possui raiz real e
nao pode ser mais reduzido. J4 nos nimeros complexos, a equacio x>+ 1 = 0 possui
as raizes i e —i, de modo que podemos fatorar p completamente, ficando na forma

p(x)=(x=0)(x—0)(x+1)(x—1)(x—i)(x+1).

3.2 Operacoes algébricas com polindmios

Dois polinémios p e g sao iguais se, e somente se, os coeficientes deles forem

ordenadamente iguais. Em outras palavras, dados

p(x) =ag+aix+ax® + ... 4 a,x" (3.4)

q(x) = bo+bix+byx* + ...+ bx" (3.5)

p(x) = q(x) se, e somente se, a; = b;,Vi=0,1,...,n.

Dados dois polindmios como em (3.4) e (3.5), chama-se soma de p e g o polindémio

(p+q)(x)=(ap+bo)+ (a1 +b1)x+ (az -1-192))c2 + .ot (an+by)X". (3.6)

Exemplo 3.1: Somar p(x) =4+ 3x+x% e g(x) = 5+ 3x> +x*. Temos:

p(x) = 4+3x+x2+0x> 4+ 0x*
g(x) = 5+40x+3x% +0x> +x*

(p+q)(x)= (445 +B+0)x+(1+3)x>+(04+0)x>+ (0+ 1)x*

= 9+3x+4x?+x*

A operagao soma em P,(R) satisfaz as propriedades a seguir, para todo p,q,r €
Pu(R), p(x) =Y gaix', g(x) =Y bix' e r(x) = Y1 cix', para x € R.
A1) Associativa (p+q)+r=p+(qg+r)
A2) Comutativa p+qg=¢q+p

A3) Existéncia do elemento neutro, o polinémio nulo ¢,
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A4) Existéncia do elemento oposto de p, o polinémio —p

Demonstracao:

A1) Observamos que as somas dos coeficientes das parcelas de mesma poténcia sao
associativas pois sdo somas de nimeros reais, isto é, d; = (a; +b;) +¢; = a;+ (bi + ¢;) = e,

para todo i =0,1,...,n, de onde concluimos que

(p+q)+ 1)) = 2@" _ zo e = (p+ (g 1) ).

A2) Observamos que as somas dos coeficientes das parcelas de mesma poténcia sao
comutativas pois sao somas de nimeros reais, isto é, ¢; = a; + b; = b; + a; = d;, para todo

i=0,1,...,n, de onde concluimos que
n . n .
(P+q)x) =) ca’' =) dx' = (q+p)(x).
i=0 i=0

A3) Seja um polinémio ¢, € P,(R), €, (x) =Y" | 0ix;, vamos impor que p(x)+£,(x) =
p(x), para qualquer p(x) € P,(R). Observamos que os coeficientes das parcelas de mesma
poténcia devem satisfazer a; + o = a;. Portanto, o; = 0 para todo i =0,1,...,n. Logo,
concluimos que o elemento neutro para a adigao é o polinébmio nulo.

A4) Seja um polinémio o, € P,(R), o(x) = Y1, alx;, vamos impor que p(x) +o(x) =
¢, (x), para um dado p(x) € P,(R). Observamos que os coeficientes das parcelas de mesma

poténcia devem satisfazer a; + a; = 0. Portanto, a} = —a; para todo i = 0,1,...,n. Logo,

concluimos que o elemento oposto para p é o —p.

Tendo em vista a propriedade A4) definimos a subtragao de dois polinémios p e

g como a soma de p com o oposto de g, ou seja, p—q = p+(—¢q), o que resulta em

(p—q)(x) = (ap — bo) + (a1 — by)x+ (ay — b2)x* + ...+ (an — by)x". (3.7)

O produto de p(x) =YY" jaix' e g(x) =Y bix' é o polindmio

(pq) (x) = apbg + (a0b1 +a1b0)x+ (a2b0 +a1by + aobz)xz +...+ (ambn)xm+". (3.8)

Notemos que o produto pg é um polindmio a(x) = co+c1x+ cax® + ... + CppnX™ "
cujos coeficientes ¢, podem ser assim obtidos:
k

ck =aobr+a1by_1+...+arbg = Zaibk,,-. (3.9)
i=0
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Exemplo 3.2: Multiplicar p(x) = x+2x? +3x3 por g(x) = 4+ 5x + 6x°.

(fg)(x) = (x+2x%+3x%)(4+5x+6x?)
= x(445x+6x%) +2x%(4 + 5x + 6x2) +3x7 (4 + S5x + 6x%)
Ax +5x% = 63 + 8x2 4+ 103 + 12x* + 1203 + 15x* + 18%°
= dx+13x% +28x° +27x* + 18%°

A operagao produto em P, (R) satisfaz as propriedades a seguir, para todos p,q,r €
P,(R).

M1) Associativa (p.q).r = p.(q.r)
M2) Comutativa p.g=q.p
M3) Existéncia do elemento neutro, o polinémio constante igual a um £,,(x) =1

D) Distributiva p.(¢+7r) = p.q+ p.r,

As demonstragoes dessas propriedades podem ser encontradas em (IEZZI, 1977).

O grau do polinémio resultante da soma p+¢, com p(x) #0,q(x) #0 e p(x) +q(x) #

0 é gr(p(x)+q(x)) < max{gr(p(x)),gr(q(x))}, valendo a igualdade sempre que gr(p(x)) #
gr(g(x)). Analogamente, o grau da multiplicagdo de dois polindmios nao nulos p e g tendo

como coeficientes lideres, respectivamente a, e by, é gr(p(x).q(x)) = gr(p(x)) + gr(q(x)).

Além disso, o coeficente lider de p.q é a,.b,,.

Dados dois polinémio: p (dividendo) e g (divisor), a operac¢ao de divisao de p por
g determina outros dois polindmios d (quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem as

condigoes:

(i)dg+r=p

(i) gr(r) < gr(q) ou r =0 (caso em que a divisao é exata)

Exemplo 3.3: a) Sejam p(x) = 3x* —2x3 + 7x+2 e g(x) = 3x> — 2x> +4x — 1, obtemos
d(x) = x e r(x) = —4x*> +8x +2, que satisfazem as duas condigoes. De fato,

(i) d(x).q(x) +r(x) =x(3x> —2x% +dx — 1) + (—4x?> +8x+2) =3x* — 23 + Tx +2 =
p(x)

(i) gr(r)=2 e gr(g)=3. Logo, gr(r) < gr(q)

b) Sejam p(x) = 5x° +x> — 10x — 24 e q(x) = x — 2, obtemos d(x) = 5x> + 11x+ 12 e

r(x) =0, que satisfazem as duas condigbes. De fato,
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(i) d(x).q(x) +r(x) = (5x2 + 11x+12)(x —2) +0 = 5x> +x? — 10x — 24 = p(x)
(ii) r(x) =0

Quando um polinémio p puder ser expresso como o produto p = gd, diremos que
p € divisivel por g e d. No Exemplo 3.3b), p é divisivel por ¢, pois o resto é nulo, o que

torna x = 2 uma das raizes da equagao p(x) =0.

Exemplo 3.4: Verificar se o polindmio p(x) = 2x> +3x? —x — 1 é divisivel por g(x) =
2x+1.

Observamos inicialmente que, caso exista o polinémio d, ele deve ser do segundo

grau, da forma d(x) = ax> +bx +c, com a,b,c reais. Assim,

203 +3x% —x— 1= (2x+1)(ax* +bx+c)
= 2a°+(a+2b)x* + (b+2c)x+c

que pela definicao de igualdade de polinémios, 2a =2, a+2b=3,b+2c=—1ec=—1.
De onde segue que a=1,b=1 e ¢ = —1 e concluimos que existem niimeros reais a, b
e ¢ que satisfazem o sistema. Portanto, p é divisivel por g e o quociente da divisao é
d(x)=x>+x—1.

3.3 Graficos de funcoes polinomiais

Vamos iniciar o estudo dos graficos de fun¢des polinomiais pelas fungoes afins e

quadraticas e, em seguida, generalizamos para uma funcao polinomial de ordem mais alta.

Antes disso, é importante observar que uma fun¢ao polinomial estd definida para
todos os numeros reais, ou seja, Dy = R, e também ¢é continua para todo nimero real

(THOMAS, 2009).

Uma funcao f:R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R tais que
f(x) =ax+b para todo x € R. Chamamos a constante a de taxa de variagdo e a constante

b de coeficiente linear.

Segundo (LIMA, 2013) nao é adequado chamar o niimero a de coeficiente angular
da funcao f, uma vez que o angulo que o grafico da fungao faz com o eixo horizontal
depende das unidades escolhidas para medir as grandezas x e f(x) . O nome apropriado é

taxa de variagao, ou ainda, taxa de crescimento.
A funcado identidade f: R — R, definida por f(x) = x para todo x € R, é afim.

Também sdo afins as fungoes f: R —- R, f(x) =x+b, coma=1, f(x) =axcom b=0¢e

constantes f(x) =b, quando a =0.
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Um modelo matematico que caracteriza uma funcao afim é aquele em que a taxa
de crescimento é uma constante. Se a taxa de crescimento for positiva, a > 0, os valores de
x e f(x) sdo diretamente proporcionais e o grafico serd uma reta crescente. Analogamente,
se a taxa for negativa, a < 0 os valores de x e f(x) sdo inversamente proporcionais e o

grafico serd uma reta decrescente.

Para qualquer fungao afim, quando o valor de x é zero temos que f(x) =b. Logo, a

reta que representa a fungao afim f(x) sempre cruza o eixo das ordenadas no ponto (0,b).

Exemplo 3.5: Um exemplo classico ¢ uma corrida de taxi, no qual se cobra um valor
fixo, chamado de bandeirada mais um valor por quilometro rodado. A Tabela 5 ilustra
exatamente a caracterizacao da funcao afim, correspondente a uma bandeirada de R$ 8,00

mais R$ 3,00 por quilémetro rodado.

Tabela 5 — Dados do preco de uma corrida de taxi em fungdo dos quilémetros rodados.

km rodados | valor cobrado
1 11
2 14
3 17
4 20
X 3x+8

Note que, para o acréscimo de uma unidade nos quilometros rodados, tem-se um
crescimento de 3 reais no valor cobrado, ou seja a = 3. Antes do taxi comecar a corrida,
ou seja, quando x =0, o valor cobrado é apenas a bandeirada, assim, b = 8. Portanto, o

modelo que descreve a corrida de taxi é f(x) = 3x+8.

Valor cobradoe em reais

/

20

/

0 J 234 fm rodados

Figura 8 — Gréfico da func¢ao afim que modela o preco de uma corrida de taxi em funcao dos
quilémetros rodados.

Exemplo 3.6: Recentemente estudou-se a implantacao da “Férmula 95”7 para apo-



42

Capitulo 3. FEstudo sobre Polinomios

sentadoria do INSS. Por ela, os trabalhadores tem o direito a aposentadoria quando a

soma da idade com o nimero de anos trabalhados totalizar 95.

a)

Expresse tal fomula.

Resolucao: Chamando y a quantidade de anos trabalhados e x a idade em que se
comegard a trabalhar, entdo (x+y) serd a idade que o trabalhador terd direito a
aposentadoria. Assim,

(x+y)+y = 95

2y = —x+95
B —x+95
)

Com quantos anos uma pessoa que comece a trabalhar aos 21 anos ira se aposentar?

Resolugao: Aplicando a féormula encontrada,

—x+95

y = —F

_of 195

y s B ——

2

74
Y= 5
y = 37

Logo a pessoa tera o direito a aposentadoria apos trabalhados 37 anos, ou seja, ira

se aposentar aos 58 anos de idade.

Sabendo que o registro em carteira s6 pode ser feito apds os 16 anos de idade, esboce

o grafico da “Férmula 95”.

Anos trabalhados (y)

39,5

a7

Idade(x)

Figura 9 — Grafico da férmula 95.
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Uma funcdo polinomial de grau 2, associada a um trinoémio de segundo grau,

também é chamada de func¢ao quadratica

f(x) =ax* +bx+c, a#0. (3.10)

O gréfico da fungao quadratica é uma parabola. Sua concavidade serd determinada
pelo coeficiente a. Se a > 0 sua concavidade sera para cima e se a < 0 sua concavidade sera
para baixo. Para tracar o grafico da fungao quadratica, podemos investigar os pontos de
intersecgao da curva com o eixo x (zeros da fungdo), se existirem; o ponto de intersecgao

com o eixo y; o ponto do vértice; entre outros.

Pela féormula de Béaskara, calculamos o valor do discriminante A = b —4ac e os
zeros da funcio siao x| = (—b++v/A)/(2a) e x = (—b—+/A)/(2a). Se A > 0 existem dois
zeros reais e distintos e, neste caso, a parabola intercepta o eixo x em dois pontos distintos;
se A =0 existe um unico zero, ou um zero de multiplicidade dois, e, neste caso, a parabola
apenas toca o eixo x em um tunico ponto; e, se A < 0 nao ha zeros reais e a parabola nao

intercepta o eixo x.

O vértice da parabola corresponde ao ponto em que a funcao atinge seu valor
minimo (quando sua concavidade for para acima) ou ao ponto em que atinge seu valor ma-
ximo (quando sua concavidade for para baixo). Uma forma de determinar as coordenadas
do ponto do vértice é observar que tomando dois valores distintos x| # x, tais que suas

imagens sejam iguais, f(x1) = f(x2), entdo x; e xp sdo equidistantes do vértice da parabola.

—b+ VA —b— VA

Por exemplo, no caso de A > 0, tomando x; = 5 e xy = > , a abscissa do
a a
vértice, Vi ¢ obtida da seguinte maneira.
—b+vVA —b—VA —2b
V:x1+x2: 2a i 2a  _ 2a :__b
* 2 2 2 2a°

Para encontrar a ordenada do vértice, Vj, calculamos f em V,. Assim,

7 —b b 2b? n dac  b*—2b%*+4ac —b*+4ac —A
_— = ad—— — — _— = = —.
2a 4a>2  4a  4a 4a 4a 4a

Portanto, o vértice tem par ordenado

—-b —A
VoV )= —,— .
(Vs y) <2a’4a)

Para as situacoes em que A <0, basta tomar outros 2 pontos simétricos em relagao

a0 eixo x e obteremos a mesma férmula do vértice.

O valor 2—3 determinara o conjunto imagem da funcao, ou seja, se ele for o valor

minimo, o conjunto imagem serd determinado pelos valores maiores ou igual a ele, Imy =
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{xeR|x> Z—ﬁ}, e se for o valor maximo, o conjunto imagem serdo os nimeros menores ou

igual a ele, Imy = {x € Rlx < 75}

Exemplo 3.7: Joao tem uma fabrica de sorvetes. Ele vende, em média, 300 caixas
de picolés por 20 reais. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia 1 real no prego da
caixa, vendia 40 caixas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caixa para que sua receita

fosse maxima?

Resolugao: Chamando x o prego que se deve reduzir do valor de cada caixa e y o
valor da receita arrecadado, Joao vendera 300+ 40x caixas no valor de 20 —x reais cada.
Assim:

= (300+40x)(20 —x)
= 6000 — 300x + 800x — 40x>
y = —40x%+500x -+ 6000

Queremos o valor x que deve ser reduzido, para que Joao tenha uma renda maxima.

Entao, basta calcular o valor maximo de x na funcao, ou seja, o valor de x no vértice da

parabola.

x f— __b
 2a

. = —500
—2(—40)

. = —500
80

x = 6,25

Assim, Joao deve vender a caixa pelo valor de R$ 13,75 obtendo uma renda méxima
de R$ 7562,50.

De maneira geral, os graficos de fungoes polinomiais de grau n se comportam
dependendo da paridade de n. Se n for impar, os graficos vao do menos infinito a mais
infinito se o coeficiente lider a,, > 0, ou de mais infinito a menos infinito se a, < 0. Se n for
par os graficos vao a mais infinito tanto para x indo a menos infinito quanto a x indo a
mais infinito, se o coeficiente lider a, > 0, ou vao a menos infinito para x indo a menos
infinito quanto a x indo a mais infinito, se a, < 0. As Figuras 10 e 11 ilustram alguns

graficos de polinémios e a relagdo deles com a paridade.

3.4 Derivadas e Integrais de polin6mios

Nosso interesse ¢ apenas tratar derivada de fungoes polinomiais. No entanto,

para aproximacao de funcao por polindmios de Taylor, vamos precisar de derivadas de
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/ f\/ YA,
\ /o

(d)

®

Figura 10 — Gréficos de polindémios com coeficiente lider a, > 0, onde (a), (b) e (c) sdo de grau
impar e (d), (e) e (f) sdo de grau par

LA WA

@ ®) (©

/C\ / ;A\ [

U]

Figura 11 — Gréficos de polinémios com coeficiente lider a, < 0, onde (a), (b) e (c) sdo de grau
impar e (d), (e) e (f) sdo de grau par

fungoes. Por isso, vamos comecar com a defini¢do formal de derivada e, para mais detalhes
(THOMAS, 2009).

Definicao 3.1. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto X contendo x

e seja h € R tal que x+h € R. A funcao f é diferencidvel em x se

f'(x) = lim

h—0

fleth) - f(x)
h

existe. O nimero f’(x) é chamado de derivada (primeira) de f em x. Uma fung¢ao que tem

derivada em cada ponto de um conjunto X, é chamada diferenciavel em X.

Da defini¢ao e do binomio de Newton, segue a regra da poténcia utilizada para
calcular derivadas de monoémios. Seja f(x) = x", se n é um nimero inteiro positivo e x € R

entao

f(x) =nx""1.
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Demonstragao: Sabendo que:

1) — i T~ F(¥)
f(x)—hm h )

h—0

entdo a derivada de f(x) = x" serd dada por:

/ — 1 (x
fx) = lim .
_ lim 2= o [~
 h=0 h
L mh (e (e
0 h
p (e e
= h
1 _
T
h—0 h

n—1 n
— lim < )xph“l’.
hﬁopzo p

Fazendo a mudanca de variavel i =n—1— p, temos que:

n—1
f'(x) = lim (n— " )>x”1ihi

h—0 =4 (i+1

n—1 n o
= lim < , )x”_l_’h’
h—0 =\ (i+1)

n—1—iyi
—}llg%nx” +Z<(+1))x h

i=1
—1—igi -1
= n.x"” +%‘£’%£( +1))x" W= ! 40,

Portanto, f'(x) =nx""!.

Como um polinémio é uma soma de mondémios e a derivada da soma ¢é a soma das
derivadas, a derivada do polindmio serd a soma das derivadas de cada monomio. Observe

que as fungoes polinomiais sao diferenciaveis em R.

Critério da derivada primeira para determinag¢do de extremos. Seja f
uma fungao continua num intervalo fechado [a,b] e seja ¢ € (a,b). Se f for diferencidvel

m (a,b), exceto possivelmente em ¢ e
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(i) se f'(x) > 0 para todo x < c e f’(x) <0 para todo x > ¢, entao f tem maximo relativo

em c.

(ii) se f'(x) <0 para todo x < ¢ e f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdao f tem minimo relativo

em c.

Critério da derivada segunda para determinacao da concavidade. Seja f
uma fungao continua num intervalo fechado [a,b] e duas vezes diferencidvel em (a,b), isto

é, existe a derivada da derivada da f, denotada por f”(x).

(i) Se f”(x) > 0 para todo x € (a,b), entdao f é concava para cima em (a,b).

(ii) Se f”(x) <0 para todo x € (a,b), entdao f é concava para baixo em (a,b).

Para encontrar pontos de inflexdo da funcao basta fazer f”(x) = 0, tais pontos nos

mostram onde a concavidade da fun¢ao muda de sentido.

Exemplo 3.8: Esboce o grafico da funcio polinomial f(x) = x> —x2.

ao: Inicialmente, relembramos que o dominio das fungoes polinomiais
Resolucgao: | 1 te, relemb d das f 1 ,
desde que nao esteja explicito o contrario, sdo todos os reais. O préximo passo é encontrar

os zeros da f, ou seja, os valores de x que tornam f(x) = 0. Para isso, resolvemos a equacao

x®> —x? = 0 encontrando x = 0, raiz com multiplicidade 2, e x = 1. O estudo do sinal da

funcao mostra que:

e parax <0, f(x) <O0;
e para 0 <x <1, f(x) <O0;

e para x> 1, f(x)>0.
Para determinarmos os maximos e minimos relativos estudamos o sinal da derivada
primeira, f(x) = 3x* — 2x, cujos zeros sio x =0 ¢ x = % Assim,

e para x <0, f/(x) > 0;

. para0<x<%,f’(x)<0;

e para x> %, f(x)>0.
Logo, concluimos que x = 0 serd o maximo relativo e % o minimo relativo.
Finalizando, tomamos a derivada segunda f”(x) = 6x — 2 para estudar a concavidade
do grafico da fun¢do. Sendo x = % o ponto de inflexdo, obtemos:

o parax < %, f”(x) <0 (concavidade para baixo);
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o para x> I temos f”(x) >0 (concavidade para cima).

O gréfico a seguir mostra os zeros da funcao polinomial e os pontos de maximo e
minimo local. E importante visualizar que o ponto de maximo local coincide com um dos

zeros da funcao.

A

1] 04 0.6 08 1 1.2 1.4 1
O [ % g

Figura 12 — Grafico de fungdo impar com coeficiente lider maior que zero, com destaque para os
zeros da funcdo (pontos A e D) e pontos de maximo local A e minimo local B.

Para que o assunto sobre func¢oes polinomiais fique mais esclarecedor, trataremos
também nesta se¢ao o assunto sobre a primitiva de uma func¢ao e em seguida especificamente
da funcdo polinomial. Para mais detalhes consulte (THOMAS, 2009).

Definigao 3.2. Uma funcao F(x) é uma primitiva de uma funcao f(x) se
F'(x) = f(x)

para qualquer x no dominio de f. O conjunto de todas as primitivas de f ¢é a integral

indefinida de f em relagdo a x, denotada por

/ f(x)dx.

J é o simbolo de uma integral. A fungdo f ¢ o integrando de uma integral e o x é a variavel
de integracao. Ao encontrarmos uma primitiva F' de uma funcao f, as outras diferem delas

por uma constante. Sua notacao serda da seguinte maneira:

/f(x)dx:F(x)+C (3.11)

A constante C é chamada de constante de integragao. A Equagao (3.11) deve ser lida

como “a integral indefinida de f em relagdo a x é F(x)+C”.

Exemplo 3.9: Encontrar a integral indefinida das fungoes:
a) [e*dx

1 1 '
Solugdo: [e*dx = Eezx—I—C, pois (§€2x+C) = e
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b) [sen2xdx

cos2x
2

cos2x

/
Solugao: [sen2xdx = — -I—C) = sen2x.

+ C, pois (—

Generalizando, as integrais indefinidas sao determinadas pela inversao de formulas

de derivadas.

Algumas propriedades de integral indefinida serdo uteis em algumas situacoes deste

trabalho. Sao elas:

« Multiplica¢do por uma constante k: [kf(x)dx =k [ f(x)dx.
« Integral da Fungao Oposta: [ —f(x)dx = — [ f(x)dx. (Regra com k = —1)

« Soma e Diferenca: [[f(x) £g(x)]dx= [ f(x)dx=+ [ g(x)dx.

Exemplo 3.10: Calcule: [(x? —2x+5)dx

Solugao: Utilizando a propriedade de Soma e Diferenga podemos reescrever a

integral como:

/xzdx—/2xdx+/5dx.

Assim, podemos reconhecer as primitivas individualmente como:

3
/xzdx— /2xdx—|—/5dx = % +C —x2+C2+5x—|—C3.
Chamando a soma das constantes C| +C, +C3 = C, chegaremos a integral indefinida

.x3 2
g—x +5x+C.

Teorema: Todas as fungoes continuas sao integraveis. Isto é, se uma funcao f é

continua em um intervalo [a,b], entdo sua integral estd definida em [a,b].

Teorema: Se f é continua em todo ponto de [a,b] e se F é qualquer primitiva de

f em [a,b], entdo:

Exemplo 3.11: Qual é a integral da funcdo f(x) = 3x*> — 2x+5 no intervalo [-1,3]?

Solucgao: Podemos escrever matematicamente da seguinte forma:

3
/ (3x> — 2x+5)dx
-1
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Fazendo os célculos temos:
/31(3)62 —2x+5)dx = (¥ —x*+5x) ],
[3° —324+53] —[(—1)> = (—=1)2+5.(—1)] = 40.
Pode-se provar que se y = f(x) for ndo negativa e integravel em um intervalo fechado

[a,b], entdo a drea sob a curva y = f(x) desde a até b sera a integral de f de a até b.

Exemplo 3.12: Determine a area total da regiao entre a curva e o eixo x quando

y:x3—4x com —2<x<2.

Solugao: Calculando a integral de y no intervalo [—2,2], temos:

2 X4 )C2
/2(x3 —4x)dx = 7T —43|2_2

2 2 ((—2)4 _4(—2)2> _o

4 2

Verificamos que o resultado é zero. Observe na Figura 13 que a fungdo y no
intervalo de [0,2] é negativa. Entdo de acordo com a propriedade da Fungdo oposta,
faremos [ —f(x)dx = — [ f(x)dx neste intervalo.

Deste modo teremos duas integrais, uma no intervalo de [—2,0] e outra [0,2] que

permitira calcular a area sob o grafico.

) 0 2
Area = / (x* — 4x)dx — / (x® — 4x)dx
-2 0

0 2 4 2 4 2
/2(x3 —4x)dx—/0 (x3 —4x)d)€: (% _4%> ’(12_ (% _4x_) %

() () () ()
—0-4+8-4+8+0=8

[\

Logo a area correspondente € igual a 8 u.a..

A Figura 13 ilustra a situacao problema.

3.5 Revisdo de Algebra Linear

Para compreender a teoria de Interpolacao Polinomial e do Método dos Minimos
Quadrados, precisamos de alguns conceitos basicos de espaco vetorial, base, produto escalar,

ortogonalidade. Exploramos exemplos principalmente nos espagos R” e P,(R).

Definicao 3.3. Um conjunto V é dito ser um espago vetorial em R se nele estiverem

definidas duas operacoes, uma de adicao
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Q Function Inspector
3 3 Hx)=M2<x<2 -4y
Interval | Points

Property Value
Min _(I 1547, -30792)
Max (-1.1547, 3.0792)

Root 0

Integral 0
Area 8
Mean 0
Length 13.2683

(a) (b) ()

Figura 13 — Exemplo de célculo de drea usando integral, (a) gréafico da fungao original, (b) da
funcdo modificada para atender a defini¢do de drea sob a curva e (c¢) tabela mos-
trando o valor da integral e da &rea.

(u,v) VXV —ut+veV

e uma de multiplicagao por escalar

(o,u) ERXV — aueV.

e tais operagoes satisfazem as seguintes propriedades.

o Propriedades da Adicao: tomando trés elementos quaisquer v,u,w € V
A1) Comutativa: u+v=v+u
A2) Associativa: u+ (v+w) = (u+v)+w
A3) Existéncia de um elemento neutro: v+0 = v, onde 0 é um vetor nulo.

A4) Existéncia do elemento oposto a v, o qual chamamos de —v tal que: v+ (—v) =0

o Propriedades da Multiplicagdo por um escalar: tomando o, € R e u,v €V
ME1) a(Bv) = (aB)v
ME2) (a+pB)v=av+pv
ME3) a(v+u) =ov+ou
ME4) lv=v

Na Secao 3.2 j4 mostramos que em P,(R) valem as 4 propriedades da adigao.
Podemos mostrar de forma semelhante que em P(R) também valem as 4 propriedades

da adigao. Falta mostrar que este tltimo conjunto também satisfaz as propriedades da
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multiplicacdo por escalar em P(R). De fato, a multiplicacao por escalar of, com @ € R e
f €P(R), é definida por

of(x)= i oax’. (3.12)
j=0

As propriedades da multiplicacdo sdo demonstradas da seguinte forma.

Demonstragdo: Sejam o, € R, f,g € P(R), dadas por f(x) =YT gax/, g(x) =
Yo b;x/. Dado um x € R,

ME1)
a(ff(x)) = a(fao+Barx+...+Payx"+...)
= (aBag+afax+ ...+ afax"+...)
= (af)f(x)
ME2)

(a+B)f(x) = (a+B)(ap+aix+...+ax"+...)
= (a+PB)ag+ (a+Plajx+...+ (o4 B)ax + ...
= aapt+oaax+...+aax"+...+ Bag+ Paix+ ...+ PBax" + ...

= of(x)+Bf(x)

ME3)

alf(x)+gx)] = allap+bo)+ (a1 +bi)x+...4 (an+by)xX" + ...]

= |a(ap+bo)+ala;+bi1)x+...+ala,+bp)x"+...]
= (aag+ aby)+ (aa; +oby)x+ ...+ (aa, + ab,)x" + ...
= (aap+aaix+ ...+ oax"+...) + (abg + abyx + ... + obyx" + ...)
= of(x)+og(x)

ME4)

1f(x) = lap+aix+...+apx")
= (lap+ lajx+ ...+ la,x™)
= f(x)

Deste modo, o conjunto P(R) dos polinémios, incluindo o polinémio nulo, é um

espaco vetorial.

Outros dois conjuntos bastante conhecidos também formam um espaco vetorial. O
primeiro é o conjunto dos vetores da geometria, definidos através de segmentos orientados,
e o outro é o conjunto das matrizes reais m x n. Em ambos estao definidos uma adicao
dotada das propriedades comutativa, associativa, existéncia do elemento neutro (vetor
nulo ou matriz nula) e do oposto. Além disso, podemos multiplicar um vetor ou uma

matriz por um numero real. Essas multiplica¢oes satisfazem as quatro propriedades da
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multiplicacdo por escalar acima. Mais detalhes podem ser encontrados em (CALLIOLI
C.A.; DOMINGUES; COSTA, 1983).

Logo, os conjuntos dos vetores, das matrizes e dos polinémios apresentam uma
certa coincidéncia estrutural no que se refere a um par importante de operagoes definidas
sobre eles, os trés sao espagos vetoriais. Esse fato nos permite estudar simultaneamente
esses conjuntos e qualquer outro conjunto que seja um espago vetorial. Vejamos algumas
defini¢oes seguidas de alguns exemplos, dando preferéncia sempre a espagos de polindmios

mas tendo em mente que poderia ser em relagdo a outros espacos vetoriais.

Definicao 3.4. Seja V um espacgo vetorial sobre R, dizemos que um subespago

vetorial de V é um subconjunto W C V, tal que:

(a) 0ew
(b) Vu,ve Wu+veW;e

(c) VaeReVuecW,ouecWw.

Podemos observar que P,(R) obedece todas essas condigoes e, portanto, é um

subespago vetorial de P(R).

O objetivo do exemplo a seguir é desenvolver a habilidade de manipular polinémios

por meio das propriedades da adi¢ao e da multiplicagdo por escalar.

Exemplo 3.11: No espago vetorial P3(R) sejam dados os vetores f(t) =1 —1,
gt)=t*+t—1leh(t)=t+2.

a) Calcular 2f(r) +3g(r) —4h(z):
Resolugao:
2f(t) +3g(t) —4h(t) =2(3 — 1) +3(t>+1—1) —4(t +2)
=263 —2+432+3t—3—-4t—8=203+3> -1 —13.

b) Existe k € R de maneira que f(¢)+kg(t) =h(t) ?
Resolugao:
f(t) +kg(t) = h(z)
B =1 +k(>+t—1)=(t+2)
P —1+kt>+kt—k=1+2

kt?+kt —k=—13+1+3
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de acordo com a propriedade de igualdade de polinomios, temos o termo independente
k = —3 e pelo termo de grau 1, tem-se k = 1. Logo, nao existe k € R que satisfaca a

igualdade.

c) Existem ki , ky € R tais que f(t) = k1g(t) +kah(t)?
Resolucao:
f(t) = kig(t) + kah(r)
BP—1=ki(t*+t—1)+k(t+2)
£ —1=kit> + kit —ky + kot +2k>
13— 1=kit> +t(ky +ky) — ky + 2k

Nao ha termos com grau 3 no polinémio wy(¢), assim nao é possivel igualar os dois

polinémios. Portanto, nao existem kj , ky € R que satisfacam a igualdade.

Definicao 3.5. Seja V um espacgo vetorial sobre R, dizemos que um vetor v eV é

combinacao linear dos vetores uj,us,...u; € V se existem escalares o, 0, ..., 04 tais que:

V= 0qu + oous + ... + O 1. (3.13)

Definicao 3.6. Dizemos que um espago vetorial V ¢ finitamente gerado se existir
um subespago S, onde S C V, S finito, tal que V = [S] sendo [S] o conjunto de todos os

elementos que sao combinagao linear de S.

Notemos que P,(R) é finitamente gerado, pois fo, f1, f2,....f» dados por fo(t) =
Lfi(t)=t,f(t) =12,..., f,(t) =", para qualquer ¢ € R, sdo geradores de P,(R), pois

f(t) =ap+ait +ast® + ...+ apt" (3.14)
¢ um elemento de P,(R).
Observe que o conjunto gerador [S] = {fo, f1,/f2,-..., [u} tem n+ 1 elementos.

No entanto, P(R) nao é finitamente gerado, uma vez que dado [S] = { fo, f1, f2, -, fn} C
P(R), supondo que cada f; seja ndo nulo e que f, seja um polindémio de maior grau de S,
entao o grau de qualquer combinacao linear o f| + ap f> + ..., f, nao ultrapassa o grau
de fy. Assim, [S] s6 contém polindémios de grau menor ou igual ao de f,, porém P(R)
compreende todos os polindmios reais, onde ha neste espago polinémios de grau maior que

fn- Logo [S] # P(R), para todo conjunto finito § C P(R).

Definicao 3.7. Tomando V um espaco vetorial sobre R. Dizemos que um con-
junto L = {uj,us,....up} CV é linearmente independente (L.1.) se, e somente se, uma
igualdade

ouy + 0uy + ...0u, =0 (3.15)
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com os a; em R, s6 for possivel para @ =0 =...= o, =0.

Caso tenhamos a Equacao (3.15) sem que todos o; sejam iguais a zero, teremos

entdo um conjunto linearmente dependente (L.D.).

Exemplo 3.12: Quais dos subconjuntos de P4(R) abaixo sao linearmente indepen-
dentes?

a) {l,x— 1,x2+2x+1,x2}

Resolucio: Devemos encontrar coeficientes ofs tais que 0.1+ ap(x — 1) + oz (x> +

2x+ 1) + ayx? seja igual ao polinémio nulo. Assim,

o l+a(x—1) 4+ +2x+1)+ax> = 0

o + Ohx — 0 + 063)62 + 032x+ 03+ OC4)C2 =0
XZ((X3—|—O£4)—|—X((X2+2OC3)+061—062+OC3 =0
o—m+oy = 0
Pela igualdade de polinémios, temos: w+203 = 0
oat+as = 0
oy = —03
Supondo o3 a variavel livre, segue: ¢ oy = —203
o = O—03=0]=—203—03= 0 =—303

Tomando um o3 qualquer diferente de zero, como por exemplo az = 1, temos entao:
o =—-3,0p=—2,04 = —1. Logo, existe uma solucao nao trivial e portanto o conjunto

é linearmente dependente.

b) {x4+x— L3 —x+1,x2— 1}

Devemos encontrar coeficientes ofs tais que o (x* +x— 1)+ (x* —x+1) + o3(x* — 1)

seja igual ao polindmio nulo.

(X +x—1D) 4+ —x+1)+a@x*—1) = 0
O£1x4 + o x—oq+ Otzx3 — Ox+ 0 + 063)62 —o3 = 0
apxt+ o+ Fx(ag - o) —o o —az = 0

Neste caso, a unica solugao possivel é a trivial @ = op = a3 = 0. Portanto, este

subconjunto ¢ linearmente independente.

Definicao 3.8. Um espago vetorial tem dimensao n se:
a) existem n vetores linearmente independentes e,

b) (n+ 1) vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Definicao 3.9. Qualquer conjunto de n vetores linearmentes independentes é

chamado de base de um espago vetorial de dimensao n.
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O conjunto P,(R) é um espago vetorial de dimensao n+ 1, pois podemos obter

n+ 1 polindmios, por exemplo, 1,x,x%,...,x", que formam um conjunto L.I. e qualquer

outro polinomio de grau menor ou igual a n pode ser escrito como combinacao linear dos

elementos desse conjunto. Com isso, o conjunto B = {l,x,xz, ..,X"} é uma base do espago

P,(R), a qual chamamos de base candnica.

Exemplo 3.13: Determinar as coordenadas do polinémio 1+ 2t —#> € P3(R) em

relacgao:

a)

a base canonica desse espago.

Resolugao: A base canonica do espago P3(R) é {l,t,tz,t3} e, portanto, vamos encon-
trar a quadrupla ordenada (@, @, a3, a4) tal que satisfaga a igualdade o.1+ oot +
oat? + outd =142 — 1.

Pela propriedade de igualdade de polindomios temos:

Assim, as coordenadas em relagdo a base canonica, ordenada, sao (1,2,0,—1).

a base {1,1—1,1—-1>,1-1}.

Resolugao: Analogamente, vamos encontrar (o, 0, 03, 0) tal que satisfaga a igual-
dade:

a1+l —t)+oz(1—12) +oy(l—13) =142t —13
o —|—O£2—(X2t+063—063t2+064—064l‘3 = 1—|—2l‘—l‘3
Pela propriedade de igualdade de polindomios temos:

o +0m+o03+04 =

—0p = 2
—o3 = 0
—0ly = —1

onde oo = -2, a3 =0, a4 = 1 e, da primeira equacao, o} —24+0+1=1=—= a; =2.

Assim, as coordenadas em relagdo & base solicitada sao: (2,—2,0,1).

Pelo exemplo 3.13, observamos que um mesmo vetor v tem coordenadas diferentes,

dependendo da base escolhida. Podemos pensar entdo em como determinar as coordenadas

de v em uma base C = {vi,...,v,}, dadas suas coordenadas numa base B = {uy,...,uy},
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ambas do mesmo espagco vetorial V. Cada elemento de C pode ser escrito como combinagao

linear dos elementos da base B, ou seja,

V1 = 01Uy + OpuUp + ... + O ply

Vo = 01Ul + Opur ... 4+ Ooplty (3 16)

Vn = Oy + Oyt + ... + Oypliy

O sistema (3.16) possui sempre uma tnica solugao pelo fato de B e C serem bases

de V. A matriz quadrada de ordem n

o1 o1 ... Oqp

01 Opy ... Oy
P= ]

01 O4p .. Oyp

chama-se matriz de mudanga da base B para a base C.

Exemplo 3.14: A matriz de mudanca da base {1 +1,1 —t2} para a base C ambas

1 2
do mesmo sub-espaco de P»(R) é: ( L ) Determinar a base C.

Resolugao: Devemos encontrar C = {vy,v,} que satisfaz

v, = 0611(1+t)+(X12(1—t2)
vy = oc21(1+t)+a22(1—t2) .

1
Tendo a matriz | de mudanca de base, entao temos: a1 =1, op =2,
o1 =1 e opp = —1. Sendo assim, com as devidas substitui¢oes obtem-se:
vi = 1(1+6)+2(1 =) =14+1+2-22 = v =3 +1 -2
vy = 114 1(1-)=1+t—1+2= vy =t —1?

Assim a base C desejada é C = {3+t —22,t —1*}.

Definicao 3.10. Dado um espaco vetorial V de dimensao finita sobre R, o produto
escalar (ou produto interno) sobre V é uma aplicacao que transforma um par ordenado

(u,v) € V xV em um ntmero real, indicado por (u,v) obedecendo as seguintes condigoes:
(P1) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) ,Yu,v,w € V.
(P2) (ou,v) =o(u,v), Va e R e Yu,v€V.

(P3) (u,v) = (v,u), Yu,v€V.
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(P4) (u,u) é um ntmero real maior que zero para todo vetor u # 0 e igual a zero quando

u for o vetor nulo.

Um espago vetorial real V onde esta definido um produto escalar é chamado de

espaco euclidiano real.

Exemplo 3.15: Seja V = R? e sejam os vetores x = (x1,x2) e y = (y1,y2). Mostrar

que, definido o produto escalar

(u,v) = x1y1 +x2¥2 (3.17)

o R? se torna um espaco euclidiano real.

Solugao: Devemos mostrar que as condigoes P1)-P4) estao satisfeitas. De fato,

P1) (x+y,2) = (x1 +y1)z1 + (2 +y2)z2 = x121 +y121 + X022 + Y222 = (X121 +X222) +
(V1,21 +y222) = (x,2) +(y,2)

P2) (ox,y) = ax1y1 + axayz = a(x1y1 +x2y2) = @ {x,y)

P3)(x,y) = x1y1 +x2y2 = y1X1 + Y200 = (3, %)

P4) (x,x) =x3+x3>0e (x,x) =x3+x3 =0 quando x; =x; =0 = x =0
Logo, (3.17) é uma boa definicao de produto escalar.

Para V =R" dados x,y € V, isto é, x = (x1,...,x,) € y = (¥1, ..., Yn), definimos como

um produto escalar usual no R”"
n
(x,y) =Y xiyi. (3.18)
i=1

Para V = Cla,b], espago vetorial das fungoes reais continuas definidas sobre o
intervalo fechado [a,b] valem as 4 propriedades, o que o torna um espago vetorial euclidiano

real e, onde o produto escalar usual, dados f,g € Cla,b] é
b
(r.0)= | F@gdx (319)
a

A defini¢do de produto escalar é ttil em problemas de aproximagoes de fungdes pelo

Método dos Minimos Quadrados. Assim, retomaremos esse assunto no proximo capitulo.

Definicao 3.11. Dado um vetor u € V, V espaco euclidiano real, norma de u é o

nimero positivo dado por

[ u =/ (u,u). (3.20)
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Se considerarmos no R” o produto escalar usual, dado u = (x1,...,x,

| u = /%3 + ... +x2.

temos:

Exemplo 3.16: Sejam u = (1,2,

Solugao:

d <uvv>:Z3 1 Uivi-
(u,v) =134+2.14+(-1).0
(u,v) =3+2+0=5

° (u,u> = Zl | Witk
(uyuy =1.14224(—1).(—1)
(u) =1+4+1=6

1 lul(v+w)
(u,v+w)y=13+2.14(-1).2
(u,v+w)=342-2=3

o (u,v+w)=

~ ~

o Jlull=/{u,u).
| ul|=ve6.
2
. ||u+v||2: (u+vu+v) .
| u+v|* = (u+v,u+v).

Jutv|*=44433+(-1).(—1)
|u4v||*=16+9+1=26

Exemplo 3.17: Usando o produto escalar (f,g)

) nesse espago,

(3.21)

—1), v=(3,1,0) e w = (0,0,2) em R3. Calcular
(u,v), (wu), G v+w), [l e |lutv]?

= fol f(t)g(t)dt em Pr(R), calcular:

a) o produto escalar de f(t) =t e g(t) =1—1t%

Solugao:

() = R0 =) = [~ = (5-5) =4 -4 =

b) a norma de f(¢) e a norma de g(z).

Solucao:

LFOI=(F 0 = Ja (e

\/ (1 —12)2dt = @/

llg(?)

1
))2dt = \/ Jo £2dt = \/;
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Definicao 3.12. Seja V um espaco euclidiano real e sejam x,y elementos de V. Dizemos

que x é ortogonal a y se, e somente se, (x,y) =0.

Exemplo 3.18: No espago V = C[—=, 7] com (f,g) = [, f(x)g(x)dx, verificar se

Senx e cos X sao ortogonais.

Solucao: Temos que

Senzx

2

Assim, sen x e cos x sao ortogonais em V.

(senx,cosx) = [ senxcosxdx = I .=0.

Definicao 3.13. Seja V um espaco euclidiano de dimensao n. Se fi, f2, ..., f» sd@o dois a dois
ortogonais, ou seja, <ﬁ,fj> =0, i # j, eles constituem uma base de V, a qual chamamos

de base ortogonal.

Exemplo 3.19: Determinar f(x) € P>(R) que seja ortogonal a g(x) =1 e h(x) = x,

em relacao ao produto escalar dado por:
1
(0= [ sear

Solugao: Suponhamos f(x) = a+ bx + cx*. Entdo:

(f,g) = <a+bx+cx2,1>f_11a+bx+cx2dx: (ax—k%#—%) |£1:2a+% =0
(fyh) = (a+bx+cx?,x) [ (a+bx+cx?)xdx = (%4—1’%3—#%) =%2=0

de onde tiramos que b =0 e ¢ = —3a. Logo, f(x) =a— 3ax?, satisfaz o problema para todo

valor de a € R. Tomando, por exemplo, a = —% obtemos f(x) = x? — %

Um conjunto S = {uy,...,u,} de um espago euclidiano V se diz ortonormal se

|| i ||=1,Vi e dois elementos distintos de S sdo ortogonais.

Definicao 3.14. Em um espaco euclidiano real, chama-se projecao ortogonal
de x sobre y, y diferente do elemento neutro da adigdo, o vetor z definido por:

(x,y)
vy

Vo = (3.22)

Para analisar a projecao de um vetor sobre um subespacgo, consideremos que
V seja um espaco euclidiano e que W, de dimensao finita, seja um subespago de V. O
problema que desejamos resolver agora é o de obter um vg € W tal que v —vg seja ortogonal

a todo vetor de W. A Figura 14 ilustra o problema para o caso V =R3 e W = R?.

Seja {eq,...,e, } uma base de W. Como vy € W, vg pode ser escrito como combinagao

linear dos elementos da base de W, isto é:

Vo = aje; +azer + ...aey,. (3.23)
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Figura 14 — Projecao do vetor v € R? no espaco R?

Impondo que vy seja ortogonal a todo elemento da base de W, é necessario ter:

<v—v0,ej> =0, j=1,2,...,n, ou seja,

<v— (are —i—azez—l—...anen),ej> =0, j=12,...,n.

Aplicando as propriedades de produto escalar, obtemos:
aj <e1,ej> +as <e2,ej> +...ap <en,ej> = <v,ej>, j=1,...n, (3.24)

de onde decorre o sistema linear:

(e1,e1) (er,e2) -+ (er,en) ai (e1,v)
(er,e1) (ez,e2) -+ (e2,en) a | _ (ezz, V) (3.25)
(en,e1) (en,e2) -+ (en,en) an (en,Vv)

As Equagoes (3.24) sdo conhecidas por equagées normais, o sistema (3.25) é

chamado de sistema normal e vy é a projegao ortogonal de v sobre o espagco W.

Para mostrar que o sistema (3.25) tem solugao unica, realizamos uma mudanca de
base para uma base ortonormal de W, {e},e3,...,e;}. Essa consideragao nao é restritiva,
uma vez que é sempre possivel passar de uma dada base para uma base ortonormal. Agora,

escrevemos vy como combinagao linear dos elementos da base ortonormal:

Vo = bleT —I—bzeé + ... —I—bne:;.
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O sistema linear (3.25) se reduzira a

1 0 0 by (e, v
0 1 by _ (e5,v) (3.26)
0 1 by, (€5,v)

ou simplesmente, b; = <e}f,v>, j=12,...,n.

Exemplo 3.20: Seja V =C[—1,1] com (f,g) = f_llf(x
paco dos polinémios de grau < 2. O conjunto {L;(x) =1,L;

g(x)dx. Seja P»(R) o subes-

x) = x,L3(x) = x*} constitui

)
(

uma base de P>(R). Determine a projecao ortogonal de f(x) = )ﬁ sobre P (R).

Solugao: Vamos chamar a projecao de f sobre P;(R) de fy. De (3.23) temos que

fo(x) =a1Li(x) +axLa(x) + azLs(x). Assim, devemos determinar ay, a; e a3 e fazemos isso

por meio do sistema:

(Li,Li) (Li,Ly) (Li,L3) a (L1, f)
<L2,L1> <L2,L2> <L2,L3> ar - <L2,f> (327)
(Ls,L1) (L3,L) (L3,L3) a3 (L3, f)

sendo que

)
Ly f)=[' Zdx=[') (1 - 2)dx = (x—4In(x+4)) |1, = —0.04332
(

(La, f) = 1) 2qdx= [ (x—4+18) dx = ()‘72—4x—|—161n(x—|—4)> 1, =0.17328

O sistema linear fica:

2 0 23] [a 0.51083
0 2/3 0 ay | = | —0.04332 (3.28)
2/3 0 2/5]| | a 0.17328
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cuja solugéo é a; = 0.24979, a; = —0.06498 e a3 = 0.01688. Entao, a projecao ortogonal
de f(x) = —4 sobre P, (R) é:

fo(x) = 0.24979 — 0.06498x -+ 0.01688x>.

Este é um primeiro exemplo de aproximagao de fun¢ao por polinémio e tem como

objetivo mostrar a estreita relagdo com os conceitos de Algebra Linear.

Além disso, existem familias de polindmios ortogonais bastante importantes. Sejam

@o(x), 91 (x), ¢2(x),... uma familia de polindémios de grau 0, 1, 2, ... Se

(¢i,¢;) =0 para i ]
e (3.29)
(9, 0;) #0 para @;(x)diferente do polinémio nulo,

entao os polindémios @o(x),d;(x),d2(x),... sdo dois a dois ortogonais. Se tomarmos um
conjunto com n polinémios {@o(x), P (x),...,d,(x)}, ele constituird uma base para o espago
dos polinémios de grau menor ou igual a n. Dessa forma, qualquer outro polinémio de

grau menor ou igual a n pode ser escrito como combinagao linear dos elementos da base.

Os polindmios ¢;(x) podem ser obtidos da seguinte forma:

=t {x¢o, 9o) (x, 1)
= x— X600, Po X,
PO G M) (3.30)
Ory1(x) = ‘Pk(‘ akd’k)(x) —ﬁk(l)k_l(xz, k)z 1,2,...
_ x¢k’¢k e _ ¢k7¢k
onde o= (P, Ox) e (O—1,0k—1)

As familias de polinémios ortogonais dependem do produto escalar adotado. Os
Polin6mios de Legendre Py(x), P (x),... sdo obtidos usando o produto escalar usual no

intervalo de [—1,1]

8= s (3.31)

sendo que os trés primeiros ja foram obtidos no Exemplo 3.19.
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CAPITULO

A

APROXIMACOES DE FUNCOES POR
POLINOMIOS

Uma das ideias mais antigas e ainda muito utilizada é encontrar um poliné6mio
para a aproximacao de uma funcdo. A razao esta no fato de que os polindmios sao facilmente
computaveis, suas derivadas e integrais sao novamente polindomios, suas raizes podem ser

encontradas com relativa facilidade, entre outras vantagens.

A simplicidade dos polindmios permite que a aproximacao polinomial seja obtida de
varios modos, entre os quais podemos citar: Interpolagao, Método dos Minimos Quadrados,
Osculagao, Mini-Max, etc, portanto, é vantajoso substituir uma func¢ao complicada por
um polinémio que a represente (FRANCO, 2006). Além disso, os polindmios aproximam
as fungoes continuas uniformemente. Dada qualquer funcao definida e continua em um
intervalo fechado limitado, existe um polinémio que estd tao proximo da funcao dada

quanto se queira. Este resultado esta expresso de forma precisa no seguinte teorema.

Teorema da aproximacao de Weierstrass: Suponha que f seja definida e continua

em [a,b]. Para cada € > 0, existird um polindémio P(x) com a propriedade que

|f(x)—P(x)| <& para todoxem]a,b].

Neste capitulo apresentamos trés formas de aproximar uma fung¢ao real de uma
variavel real por uma fungao polinomial, o Polinémio de Taylor, a Interpola¢ao Polinomial

e o ajuste por polinémios pelo Método dos Minimos Quadrados.

Tais aproximagoes facilitam e possibilitam o estudo e a compreensao do comporta-
mento de uma fung¢ao num determinado intervalo numérico e é feita principalmente, em
situagoes que temos uma funcao de expressao complicada e quando é dada por meio de pon-
tos (xo, f(x0)), (x1,f(x1)),-,(xn, f(xn)). Este tltimo caso geralmente ocorre em problemas

reais, onde os dados sao obtidos experimentalmente.
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4.1 Polindbmio de Taylor

O polinémio de Taylor fornece uma aproximagao para uma fungao ao redor de

um determinado ponto e é descrito pelo seguinte teorema.

Teorema de Taylor: Suponha f € C"[a,b] (conjunto das fungdes continuas em [a,b]

n+1) exista em

e que possuem derivadas até ordem n todas continuas em [a,b]), que f (
la,b] e que xg € [a,b]. Para todo x € [a,b], existe um ntmero &(x) entre xy e x tal que

f(x) = Pu(x) + Ry(x), em que

ae () (. no (k) (y
Pa(x) = f(x0)+ f'(x0) (x—x0) + 2<!°) (x—x0)2+ ..+ L n(' 0) (x—xo)":k;)f k(! 0) (x— x0)F
(4.1) -

(1) (& (x
f + (5( >)<X—)C0)n+1. (42)

¢ Rl ="100

Aqui P,(x) é chamado polinémio de Taylor de grau n de f em torno de xg e
R, (x) é chamado resto (ou erro de truncamento) relativo a P,(x). O nimero &(x) no erro
de truncamento depende do valor de x no qual P,(x) estd sendo calculado. Entretanto,
nao devemos esperar que sejamos capazes de determinar explicitamente &(x). O Teorema
de Taylor simplesmente garante que tal funcao existe e que seu valor esta entre x e xg. A
série infinita obtida pela soma na Eq. (4.1) é chamada série de Taylor (BURDE R. L.
E FAIRES, 2003).

Em algumas aplicacgoes, é necessaria a linearizacao de uma funcao f em um ponto

a, ou seja, devemos obter o polinomio de Taylor de grau 1 dessa funcao em torno de a:

Pi(x) = f(a) + f'(a)(x—a). (4.3)

Assim, como a linearizagao de f em x = a fornece a melhor aproximacao linear de f
ao redor de a, os polindmios de Taylor de maior ordem fornecem as melhores aproximagoes

polinomiais dos seus respectivos graus.

Exemplo 4.1: Encontrar polindémios de Taylor que aproximem f(x) = ¢* em torno

de x =0, com 2, 3 e 4 termos.
Resolucao:

Sendo f(x) = ¢* obtemos a derivada f’(x) = €', logo em x = 0 temos f(0) = ¢’ =1
e f1(0) = e = 1. Assim, o polinémio de Taylor com 2 termos que aproxima a funcéo

f(x) = € em torno do ponto x =0 serd dada por:

Pi(x) = f(0) +f/(0)(x=0) = T+ Tx=x+1.
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Observando que f'(x) = f"(x) = f"(x) = ...f"(x) = ¢*, o polinémio com 3 termos

em torno de x =0 é

f//(()) 1 .X2
Py (x) = f(0) + £ (0)(x — 0) + 5 (x—0)2=1+1x+ Exz =5+t
E finalmente com 4 termos:
f(0) f"(0) 1 1
Ps(x) :f(0)+f’(0)(x—0)+T(x—0)2—|—T(x—O)3 =1+ 1x—|—5x2—|—§x3
X3 x2
=—4= 1.
6 + > +x+

-1

Figura 15 — Grafico mostrando a funcao original juntamente com as aproximagoes obtidas por
polinémio de Taylor Py, P, e P

Podemos verificar que quanto maior o nimero de derivagdes mais proximo é o
polinémio de aproximacao local. Além disso se derivarmos n vezes com n tendendo ao
infinito veremos que os polinémios gerados formam uma série convergente conhecida como

Série de Taylor.

fn(o) n _ X x" . - xk_
——x +..._1+x+——|—...+n—!+..._zﬁ_

X +...+
n! 2! =0

¢, (4.4)

£+ )+ 0

Exemplo 4.2: Determinar o polinémio de Taylor de grau 4 da fungao f(x) = cos(x)
em torno de x =0 em seguida usando o polindémio P4(x) determinar o valor aproximado

T . .
para cos 3 e dizer o que se pode afirmar sobre o erro cometido.

Solugdo: Para determinar o polindémio Ps(x), é necessario o valor de f e de suas

derivadas até ordem 4, em x = 0.
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f(x) =cosx, f(0)=cos0=1
fl(x)=-senx, f/(0)=-sen0=0
f"(x) =—cosx,  f"(0)=—cos0=—1
" (x) = sen x, F"(0)=sen0=0
) =cosx, fH0)=cos0=1

O polinémio de Taylor de grau 4 é dado por:

"(0) "0 @) (0o
P4(x):f(0)+f’(0)(x)+f2(' )x2+f3(, )y ! 4,( ) (4.5)
Calculando temos:
B (—1) 2.0 1 X
Py(x) =1+0x+-——+ X —|—3x+4x—1 2+24

T
Utilizando o polinémio Py(x) para determinar o valor aproximado de cos <€>’ pela

formula de Taylor, temos:

ok = (E) era(B) =1 (B () 52 (F)

. ’ 4
onde z é um nimero entre 0 e s

Como f)(x) = —sen x e | —sen x| < 1 para qualquer valor de x, podemos afirmar

T .
que o resto Ry (€> satisfaz

—senx /m\S 1 /m\>
R ( ) - (_> <_<_> ~ 0,000327.
[Ra = ) =120 \5

T
Logo, calculando o valor de cose pelo Py(x), temos:

(%)=1 1(”)2+ : (”)4~o 86606, podendo afi tid
cos () = AV i lg) =0 , podendo afirmar que o erro cometido
¢ menor ou igual a 0,000327.

Como os polinémios de Taylor tém a propriedade de que todas as informagoes
usadas nas aproximacoes estao concentradas em um tnico ponto xg, nao é incomum que
tais polindomios fornecam aproximacoes imprecisas a medida que nos afastamos de xp.
Isso limita a aproximagao polinomial as situagoes nas quais sao necessarias aproximacoes
apenas nos pontos proximos a xg. Para aproximacao de uma fung¢ao em um intervalo, é
mais eficiente utilizar métodos que incluam informagoes em diversos pontos, dos quais

dois serao considerados nas préximas segoes.

4.2 Interpolacao polinomial

Dados n—+ 1 niimeros reais distintos xg, xi,..., X, € os respectivos valores da

fungao calculada nesses pontos f(xo), f(x1),..., f(xn), queremos determinar um polindémio
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interpolador de grau no méaximo n, dada a condi¢ao de que o valor P,(x;) coincida com

f(xi) nos n+ 1 pontos x;, ou seja,
Pu(x0) = f(x0), Pu(x1) = f(x1), s Palxn) = f(xn). (4.6)

O seguinte teorema nos diz que tal polindémio existe e é tnico, na hipotese de que

todos dos pontos xg,x1,X2,....x,, sejam distintos.

Teorema: Dados n+ 1 pontos distintos (xo, f(x0)), (x1,f(x1)),-..,(xn, f(x,)) existe

um e s6 um polindémio P,(x), de grau menor ou igual a n que satisfaz as condigoes (4.6).
Demonstracgao:

Seja P,(x) = ag + a1x+ ax* + ...+ a,x", um polinénimo de grau no maximo n, com
n+ 1 coeficientes ag, ay, az, ...a, a serem determinados. Impondo as condigoes (4.6),

obtemos o seguinte sistema linear

a0+a1xo+a2x% +-- ~anx8 = f(xO)
ao—l—a1x1+a2x%+--~anx'fZf(xl) (4 7)

aop+aix, +a2xﬁ + - -apxl = f(xn)

com n+ 1 equagoes e n+ 1 incognitas, ag, ay,...,dy.

O determinante desse sistema tem a caracteristica especial de ter suas colunas
0 1

7, na 2 coluna x;, e assim por diante,

sendo poténcias de cada x;, na coluna 1 aparecem x
até a ultima coluna, com x}, onde i representa a linha de 1 a n. Este determinante ¢

conhecido como determinante de Vandermonde é dado por:

I xo ... x5

o o 1 X1 ... x’f
V =V (X0,X1,.0rXn) = | : (4.8)

1 x, ... x

Para calcular V, procedemos da seguinte maneira: consideremos a func¢ao V(x)

definida por

1 x Xy
1 x x|
V(x) =V (x0,X1, .0y Xp_1,X) = | ) (4.9)
1 x,-1 X
1 x x"
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A fungao V(x) é, como facilmente se verifica, um polinémio de grau menor ou igual
a n. Além disso, V(x) se anula em xg, x1, x2,...x,—1. Podemos entao escrever
V (X0, X1y -eesXn—1,X%) = A(x —x0) (x —x1) (x — x5—1), (4.10)

em que A ¢é o coeficiente do termo de maior grau e V depende de xg, x1, x2,...,X,—1. Para
calcular A, desenvolvemos (4.9) segundo os elementos da tltima linha e observamos que o

coeficiente de x" é V. =V (xp,x1,...,x,—1). Logo, (4.10) pode ser escrito como:

V(X0,X1, ooy Xn—1,X) = V (X0, X1, - Xn—1) (x — X0) (x —x1) ... (x —Xp—1). (4.11)

Substituindo x por x, em (4.11), obtemos a seguinte férmula de recorréncia:

V (X0, X1y ooy Xn—1,%n) = V (X0, X1, +eey Xn—1) (Xn — X0) (X — X1) oo (X0 — Xp—1). (4.12)

De (4.8), temos que: V(xp,x1) = x1 — Xp.

Em vista de (4.12), podemos escrever:

V(x0,x1,%2) = (x1 — x0) (x2 — x0) (x2 — x1) (4.13)

Por aplicagbes sucessivas de (4.12), obtemos:

V(x0,x1,...%0) = [ J(xi —x)). (4.14)
i>j
Por hipétese, os pontos xg,xp,...x, sao distintos. Entao, V # 0 e o sistema (4.7)
tem uma e apenas uma s6 solugao (ag,ay,...,a,) € provamos assim, que o polinémio de

interpolagao existe e é inico.

Assim, chamaremos de polinémio de interpolagao de uma fungao f sobre um

conjunto de pontos distintos xg,xp,...x,, a0 polinomio de grau maximo n que coincide com

f(x) em xgp,x1,...x5.

Exemplo 4.3: Determine o polinomio de grau < 2 cujos valores numéricos conhecidos
sao f(—1) =15, f(0) =8 e f(3) = —1. Resolucio: Seja P>(x) = ag+a1x+ax*. Logo,

f(—l):ao—a1+a2 = 15
f(0)=ao = 8
fB)=ao+3a1+9a, = -1
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cuja solucao é ag =8, a; = —6 e ap = 1. Assim, o polinomio de interpolacao desejado para
a funcdo dada pelos pontos (—1,15);(0,8);(3,—1) é Py(x) =x*> —6x+8.

Observe que para realizar a aproximacao no Exemplo 4.3 tomamos a base canonica
{1,x,x*} de P(R). No entanto, podemos usar bases mais apropriadas desse espaco que
facilitam o calculo do sistema. Aqui vamos considerar uma base formada pelos Polinomios
de Lagrange, apresentados a seguir, que gera um método de aproximacao de fungoes

bastante utilizado, a forma interpoladora de Lagrange.

Os polindémios de Lagrange Ly(x), Li(x),..., L,(x) sdo obtidos considerando n+ 1
pontos (nimeros reais) distintos, xo, x1,...,x, € impondo que L;(x;) = 1 e Li(x;) = 0 para
i # j. Assim,

Lo(xo) =1 Lo(x;)=0 -+ Lo(x,)=0
L (x()) =0 Ll(xl) =1 Ll(xn) =0 ‘ (4'15)
Ln(X()):O Ln(xl):O Ln(xn): 1

Cada polinémio tem grau n e ¢é escrito como

n X=X
Li(x) = , (4.16)
k:l()_};éi Xi — Xk

os quais verificam as condicoes L;(x;) =1 e Lj(xj) =0 para i # j e formam uma base do
P, (R).

Assim, cada polinémio do espago P,(R) pode ser escrito como combinagao linear

dos elementos da base lagrangeana, ou seja,

p(x) = aoLo(x) +aiLy(x) + ...+ apLy(x). (4.17)

Mais ainda, fazendo x = x; em (4.16), observamos que f(xo) = ao, f(x1) =ay,...,f(xn) =

ay,. Substituindo os coeficientes a; em (4.17), chegamos a férmula:

n

pu(x) = ) () Li(x). (4.18)

k=0

Como neste trabalho estamos interessados em aproximar uma fungdo por um

polinémio, prosseguimos assim

n

f@x) = pu(x) = ) (o) Li(x). (4.19)

k=0

Exemplo 4.4: a) Determine os polindémios de Lagrange correspondentes a sequéncia
de pontos (—1,0,3).
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Resolugao: Considerando trés polinémios Ly(x), Li(x) e Ly(x), vamos impor as
condigoes: Lo(—1) =1, Lyp(0) =0, Ly(3) =0,L;(—1) =0, L;(0) =1, Ly(3) =0, Lr(—1) =0,
L,(0) =0, Ly(3) =1,

(x—x1) (x—x2) (x—0) (x—3) x*-3x

Lot = o ) omm)  (C1=0) (—1-3) 4
Para xo=—1, x; =0 e x, = 3,
12 _3(—
Lo(—l)—( 1) 43.( 1)_1
2 _
La(0)= D230
2 _
Lo(3) = (3) 43.(3) _0
Li(x) = (x—x0) (x—x2) _ (x—(-1)) (x—3) :x2—2.x—3
(x1 —x0) (x1 —x2) (0—1) (0-3) -3
Para xo=—1, x; =0 e x, = 3,
Li(-1) = (—1)2—3.3(—1)—3 o
L1(0) = (0)2—_23.0—3 .
Li(3) = (3)2—2.3—3:()
—3
Ly(x) = (x—x0) (x—x1) _ (x—(=1)) (x—=0) :x2+x
(x2—x0) (x2—x1) (B—=(=1))(3-1) 12
Para xp = —1, x; =0 e xp = 3,
—1)2 _
Ly(—1) = (=1) 1_+2—( D_,
2
15(0) = (0)12+0 _0
2
Ly(3) = (3)12+3 _q

b) Exprimir os polinémios f(x) =x* e g(x) = x> +x+ 1 na base lagrangeana obtida
grang

no item a)
Para f(x) = x? teremos f(xo) = f(—1) = (=1)2 =1, f(x;) = f(0) = (0)2 =0 e
fn)=r(3)=(3)*=9.

O polinémio na base lagrangeana é expresso da seguinte forma: Ps(x) = f(xo).Lo(x) +
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f(x1)Li(x) + f(x2).La(x)

2 2 2
x“—3x x*—2x-3 xX“+x
Pz(x):1. 1 +0. 3 +9. B
2 2
x*—=3x+3x"+3.x
Py(x) = ) = X%

Para g(x) = x> +x+1 teremos g(xg) = g(—1) = (1> —1+1=1, g(x;) = g(0) =
(024+0+1=1eglx)=gB)=(3)2+3+1=13.
O polinémio na base lagrangeana é expresso da seguinte forma: P»(x) = g(xo).Lo(x) +
8(x1).L1(x) +8(x2).Lo(x)

2 2 2
x“—3.x x°—2x-3 x“+x
P =1. 1. 13.
2 (x) 2 + —3 + B

3x2 —9.x—4.x> +8x+ 12+ 13.x% +13.x

Pa(x) = 12
1222 + 12.x+ 12

Py(x) = * +12x+ =x>+x+1.

¢) Interpolar a fungao dada por trés pontos no Exemplo 4.3, ou seja, f(—1) =15,
f(0) =8 e f(3) = —1, utilizando os polindémios de Lagrange correspondentes a sequéncia

de pontos (—1,0,3), obtidos no item a)

Py(x) = f(xo)-Lo(x) + f(x1).L1(x) + f(x2).La(x)

2 2 2
x“—3.x x*—2x-3 xX“+x
P5(x) = 15. . —1).
z(x) 5 1 +8 3 ‘f—( ) B
45x2 —135x =322 +64.x+90 —x2 —x
Py(x) = 12
1202 —72.x+90
Py(x) = a s =x>—6.x+8.

12

Observamos que o polinémio encontrado é o mesmo do exemplo 4.3 pois, conforme
vimos, o polindémio interpolador é inico, independentemente da base de polinomios utilizada,

de um mesmo espaco.

Exemplo 4.5: Aproximar a fun¢ao que passa pelos pontos (—2,0), (—1,3), (1,-3)

e (2,0) por um polinémio interpolador.

Resolugao: Observamos que, como sao dados 4 pontos, o polindmio interpolador é
de grau < 3 e, que, conforme vimos, utilizar uma base lagrangeana reduz a quantidade
de célculos, ja que nao precisamos resolver um sistema linear. Assim, vamos comegar
construindo os polinémios £y, £1, ¢» e {3 e depois obtermos o polindmio interpolador
p3(x) = yolo +y1l1 +y262 +y303.

(x—x1) (x —xp) (x — x3) (D x—1)(x—2) (x—=2)(x*—1)

fo= (o —x1)(x0 —x2)(x0 —x3) (=24 1)(—2—1)(=2—-2) 12
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/- (x—x0)(x—x2)(x —x3) _ (x+2)(x—1)(x— 2) B (x> —4)(x—1)
(xl—xo)(xl—xz)(xl—X3) (—1+2)( 1-— 1)( 2) 6

0 = (x—x0)(x —x2)(x —x3) _ (x—|—2)(x—|—1)(x 2) _ (=2 4+4)(x+1)
(x1—x0)(x1 —x2)(x1 —x3)  (=1+2)(=1+1)(-1-2) 6

lo— (x—x1)(x—x2)(x —x3) _ (x+2)(x+1)(x—1) _(x+2)(—x2+1)
(xo —x1)(x0 —x2)(x0 —x3)  (—=2+42)(=2+1)(-2-1) 12

Assim, f(x) =~ p3(x) =0.ly+3.0; —30,+ 003 =

+3(° —x? —dx+4) —3(—x —x? —4x+4)  6x° —24x
6 6

Portanto, f(x) =~ x> — 4x.

Quanto ao erro na interpolagao associado a aproximagao de uma fungao f(x) por
um polinémio interpolador B,(x) obtido sobre um conjunto de pontos distintos xg,xp, ..., Xu,
ja sabemos que nos pontos xg, P,(xx) = f(xx), k =0,1,2,...n, ou seja, R,(xx) =0. No
entanto, para os demais pontos do intervalo [xg,x,] (supondo xo < x| < ... < x), em geral

P,(x) # f(x), ou seja, existe um erro em tal aproximagao,
f(x) = Py(x) 4+ Ry (x) (4.20)
O teorema a seguir nos fornece uma expressao para o termo do erro.

Teorema: Seja f(x) continua em [a,b] e suponhamos que f"+1)(x) exista em cada

ponto (a,b). Se a < xp < x; < ... < x, < b, entdo:

Rals) = f(2) = o) = St ) g (421

onde min{x,xp} < & < maz{x,x,}. O ponto & depende de x.

O termo R,(x) na expressao (4.20) é chamado de termo do erro ou erro de
truncamento. E o erro que se comete no ponto x quando se substitui a funcio por seu

polinomio de interpolagao calculado em x.

A importancia da expressao (4.21) é mais tedrica do que pratica, visto que nao
conseguimos determinar o ponto & de tal modo que seja vdlida a igualdade. Na prética, se
a expressao da fungdo f for conhecida, podemos estimar o erro cometido ao aproximar o

valor da fun¢do num ponto por um polinémio interpolador, utilizando a seguinte expressao

|x — xo][x — x1|...|x — x|

(n+1)!

[Ra(x)] < max(g<i<p) | (1) (4.22)
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No entanto, quando a expressao da f nao é conhecida, utilizamos a seguinte
substitui¢do na equagao (4.21):

FrE)

)] = fX0, X1, -+vsXn, X], para x € [xo,X,], X # x¢, k= 0,1,...,n, (4.23)

onde f[xg,x1,...,xn,x] é a diferenca dividida de ordem n, opera¢do matematica cuja defini¢ao
precisa e propriedades podem ser encontradas em (FRANCO, 2006). Para fim de aplicacao

neste estudo, vamos calcular as diferencas divididas necessérias através do seguinte teorema:

Teorema: As diferencas divididas de ordem k de uma fungao f(x) satisfazem:

_y flx)
f[XO7XI, W’Xk] N l_zé (xi —xo)...(xi —xi,l)(xi —x,-+1)...(x,- —xk) . (4'24>

For(E)

(n+ 1)' ~ f[x07x17 '~7xn7xextra]: para Xextrg € [X(),)Cn], Xextra #xkak =0,1,...,n, (425>

e assim, conseguimos uma aproximacao para o erro de interpolagao:

|Ru(x)| & |x — xo]||x — x1 |- |x — X0 || X0, X1 5 -5 Xy Xextral |- (4.26)

Na prética, quando nao dispomos de um Xeyrq € [X0,%,] utilizamos um Xy, fora do

intervalo, porém, a aproximag ao fica mais grosseira, conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.6: Voltando ao Exemplo 4.3, se quisermos calcular uma aproximagao

para o erro de interpola¢do no ponto x =1 e tomando o ponto extra (4,1),

B f(x0) f(x1)
Fb0,x1, %2, Yewral = (xo —x1) (%0 — x2) (X0 — Xextra) * (1 —x0) (x1 —x2) (X1 — Xextra) *
f(xz) + f(xextra)
<x2 - XO)(XZ - xl)(XZ - xextra) (Xextra - XO)(xextra _xl)(xextra - X2)
B 15 8 —1 1
T3 =4) (T34 BHDB)B—4) | G+ 1) @)E—3)
—0,05

Assim,

[(1+ D1 =0)[[(1=3)|
41

IRy(1)] ~ 0,05 = 0,00833.

Podemos entao concluir que o polindémio interpolador P>(1) fornece uma aproxima-

¢ao para f(1) com erro de aproximadamente 0,00833.
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4.3 Ajuste polinomial pelo Método dos Minimos Quadra-

dos

O método dos miminos quadrados ¢ uma forma alternativa para aproximar uma
funcao f(x) o qual consiste em, conhecidos os valores de f(x) em n pontos, determinar

uma funcdo g(x) que melhor se aproxime de f(x), em algum sentido.

A principio, a funcdo de ajuste g pode ser uma combinacao linear de funcoes
polinomiais, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas, entre outras, escolhidas a priori,

ou seja,

f(x) =~ g(x) = apgo(x) +aig1(x) + ... + amgm(x). (4.27)

Este método é bastante utilizado quando f(x) é conhecida apenas por meio de
pontos obtidos a partir de um experimento, e que, pela propria natureza experimental, tais
pontos sdo acometidos de pequenos erros/incertezas. Neste caso, é mais indicado que se
trace um diagrama de dispersao dos pontos e observe o comportamento para a escolha da
famila de ajustes. Por exemplo, fungoes lineares modelam crescimento ou decrescimento
linear, fungoes seno e cosseno modelam oscilagoes, entre outras. Existem ainda ajustes
por familias de fungdes que nao sao lineares nos pardmetros, como em (4.27). No entanto,
o objetivo deste trabalho é estudar apenas ajustes por func¢des polinomiais, conforme

veremos abaixo.

Para garantir a existéncia e unicidade da solugao g(x) em (4.27), é preciso escolher
um conjunto de fungoes {go, g1, .-, &m} linearmente independente, ou seja, as fungoes devem
formar uma base para o ajuste. Dessa forma, teremos um espaco vetorial de todas as
curvas desejadas e, deste espaco, escolhemos uma representante, escrita como combinacao

linear dos elementos da base, que seja a melhor solu¢ao para o problema.

Este resultado esta baseado no seguinte teorema, que generaliza o conceito da
geometria euclidiana de que dados um plano o e um ponto P fora dele, o ponto de & mais

préoximo de P é o pé da perpendicular tracada de P a o.

Teorema da Melhor Aproximacao: Seja W um subespacgo de dimensao finita de
um espaco euclidiano V. Se v for um vetor pertencente a V, entao vy, a projecao ortogonal

de v sobre W, sera a melhor aproximacao para v no sentido de que

v=wol<lv=yl, VyeW,y#w. (4.28)

Especificamente, o Método dos Minimos Quadrados para aproximar funcoes tem
como fundamento a projegao ortogonal da funcao f(x) de um espago vetorial V em um
subespago vetorial W, encontrando g(x) € W tal que a distancia de f e g seja minima.

Assim, queremos encontrar g que minimiza distancia (f(x),g(x)).
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Tomando como distancia a norma euclidiana ao quadrado, queremos

minimizar || f(x) —g(x) ||, (4.29)

de onde se justifica o0 nome do método: minimos quadrados.

No caso de ajuste por fungoes polinomais, vamos explorar primeiramente a base
candnica dos espacos de polindmios, ou seja, go(x) = 1, g1(x) = x, g2(x) =2, ....gm(x) = x™,

de onde obtemos uma func¢ao de ajuste da forma

f(x) = Pu(x) = ap+aix+ ... +anx™. (4.30)

bastando determinar os parametros ag, aj,...,dany.

Quanto ao grau do polinémio m, observamos que para uma quantidade n de pontos
na tabela, se n+ 1 = m recaimos em um problema de interpolagao polinomial, conforme
estudado na Se¢ao 4.2. Se n+ 1 < m, teremos um sistema com mais incégnitas do que
equagoes. Precisamos que n+ 1 > m, para termos um sistema sobredeterminado (com mais

equagoes, nao redundantes, do que incognitas).

Aqui o problema se divide em dois casos, o caso discreto, quando f é conhecida em

apenas alguns pontos, e o caso continuo, quando a expressao de f é conhecida.

4.3.1 Caso Discreto

Vamos inciar o estudo com o caso discreto e um ajuste linear, m = 1, e conhecendo-se

n pontos da funcao (x;, f(x;)), i =1,2,...,n. Assim,

f(x) = P (x) =ap+ax. (4.31)

Definimos r(x;) = f(x;) — P1(x;) o erro (ou desvio, ou residuo) cometido no ponto x;
quando aproximamos f por P;. Queremos determinar P; de modo que esses residuos sejam

pequenos, ou seja, tomando a norma euclidiana, Eq. (3.21), queremos
minimizar Y7 r(x)? = Ly [ () = P ()] = Xy [f0a) = (a0 + )]

Formalmente, queremos encontrar ag e a; da funcao de ajuste Py(x) = ap+ ajx que

melhor aproxime f(x), de forma que

[f(xi) — (a0 +611Xi)]2 seja minimo. (4.32)

-

E(ao,al) =

1

1

Do Célculo Diferencial, se a fungdo E possui um ponto de minimo, (agp,a;), entao

suas derivadas parciais devem ser nulas nesse ponto. Derivando E em relagdo a ag e a a; e
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igualando as derivadas a zero, obtemos

9 _ 2 [y
8a0_8a0 i

l

2(f(xi) —ao —a1x;)(—=1) =0 (4.33)

-

—

(f(x;) —ao— alxi)2] =

—_

k2 [Zn:(f(xi)—ao—01Xi)2] = iz(f(xi)_ao—alxi)(—)ﬁ) =0 (4.34)

8a1 N 8a1 i—1

Da Eq. (4.33) obtemos

2 [aoi 14+a; Zn:x,-] —2if(xi) =0
i=1 i=1 i=1

e da Eq. (4.34) obtemos

n n n
2 [aOin—l—al Zx?] —ZZx,-f(xi) =0
i=1 i=1 i=1

nay +
(.
(£)

O sistema obtido é chamado de sistema normal. Prova-se que a solu¢ao (aj,aj)

o que resulta no sistema

1=
B
s
[
-
=
=

N
I

—_
I

—_

2
Xi

1=
I
1=
B
\
£

ai

1

I
—_

é realmente ponto de minimo de E (veja, por exemplo em (FRANCO, 2006)), e portanto,
dentre o conjunto de todas as retas, a que minimiza a soma dos quadrados dos erros é
g(x) = aj+ajx.

Exemplo 4.7: Seja f(x) tabelada abaixo. Uma pessoa pega um taxi e anota a
quilometragem rodada e o preco pago. Sabendo que o taxista arredonda os valores para
facilitar o troco e que o valor da corrida cresce linearmente com relagao aos quildometros

percorridos, ajuste os dados anotados pelo passageiro na tabela por uma reta.

Kmrodadosx; |13 25 34 43 45
Valor cobrado f(x;) | 12 16 18 21 22

Esse é o mesmo taxi do Exemplo 3.5 , que posui bandeirada de R$ 8,00 e cobra R$
3,00 por quilometro rodado. Assim, a Figura 16 mostra a reta y = 3x+ 8 juntamente com

os pontos da tabela.
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30
Valor Cobrado

251

20 1

Em rodadas

0 ] 10 15 20 25 a0

Figura 16 — Pontos da tabela juntamente com a reta que representa a fungdo do Exemplo 3.5.

Observando o diagrama de dispersao desses pontos, vemos que os dados possuem
um comportamento linear. Usando o método dos minimos quadrados, vamos determinar a

reta que melhor se ajusta aos dados.

Tabela 6 — Dados necessarios para calculo de ajuste.

x| | fa) | xif(a)
131169 | 12 | 156
25 625 | 16 | 40
3,4 | 11,56 18 61,2
4311849 | 21 90,3
152025 22 | 99

| Y[ 16 [ 5824 ] 89 | 306,1 |

Assim, obtemos o seguinte sistema normal

S.a9 + 16.a; = 89
16.a0 + 58,24.a; = 306,1

cuja solugao é ap = 8,118176 e a; = 3,02557. Portanto, g(x) =8, 118176 + 3,02557.x, que

como podemos verificar é um 6timo ajuste encontrado para o Exemplo 3.5.
Calculando o erro associado, com o auxilio da Tabela 7,

obtemos que ):?:] [r,-]2 =0,379727 e, com isso, concuimos que qualquer outra reta possui a

soma dos quadrados dos erros superior a este valor obtido.

Para uma aproximacao dos dados que parecem se ajustar melhor a uma parabola
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Tabela 7 — Dados para célculo do erro associado para fungao g(x).

xi | Y7l
1.3 [ 0,002644
2,5 | 0,101059
34| 0,164117
4,3 10,016416
45| 0,07116

| X | 16 | 0,379727 |

ou seja, que a fungao f(x) seja aproximada por um polindémio do 20. grau, isto é,

f(x) ~ g(x) = ap+aix+axx’. (4.35)

Procedendo da mesma maneira como da aproximacao da f por um polinémio de
grau 1, construimos uma funcao E(ag,ar,az), a derivamos parcialmente em relagao a cada

componente e igualamos a zero. O sistema normal resultante é

(
I

Novamente, a solugao (aj,a},a;) é ponto de minimo de E, e portanto, dentre

1=
~
£

n
nay + (ZX,’ ay —+ lez a; =
i=1 ]

n
X |agp —+ lez a -+ Zx? a =
i=1 j

N
|
—_
~.
I
—_

D=

xi f (x:)

(ngE

~
—
~.
—

1

X7 f(x;)

M=

n

2 4

X; lap + Zx? ap + in a =
i=1 '

I
—_
I
—_

I
—_

o conjunto de todas as parabolas, a que minimiza a soma dos quadrados dos erros é
g(x) = a} + aix+asx’.

Generalizando, se desejarmos aproximar f(x) por um polinémio de ordem m, faremos

f(x) = g(x) =ao+aix+a® + ..+ apx" (4.36)

e o sistema normal, na forma matricial fica

n Y x;i Y2 o oo XAl ao Y f(xi)
Yxi o Y Yoo yartt aj Yoxif(xi)

Y Y Y o x| | = | D) | (4.37)

Y Yttt xRt oy || an | Y (i)



4.8.  Ajuste polinomial pelo Método dos Minimos Quadrados 81

Exemplo 4.8: Voltando ao Exemplo 3.12 do calculo da integral da funcao f(x) = x> —

4x no intervalo [—2,2], suponha que tomamos algumas medidas experimentais com pequenos
erros e para compensa-los tomamos uma maior quantidade de pontos. Colocaremos na

seguinte tabela para encontrar o melhor ajuste para f(x).

x |-20 -15 -10 05 0 05 1,0 15 20
fo) | 0 27 31 18 0 -1,9 29 26 0

fla) £ If[-2< e X P’ —42]

12 0) (0.0) (2.0

\05,-19) /

\ J15.28)
LL(1,2.9)
,3 1

Figura 17 — Pontos da tabela juntamente com a curva que representa a fungdo do Exemplo 3.12.

Observando a dispersao dos pontos na Figura 17, vemos que os dados possuem um
comportamento de fun¢ao polinomial de terceiro grau, entao precisaremos de determinar
4 pardmetros para obtermos uma P3, isto é, teremos m = 4 fungoes de ajuste, go(x) =
1,g1(x) = x,g2(x) = x* e g3(x) = x> obtendo assim P3(x) ~ f(x) com

3

P3(x) = ag + arx+ axx® + azx’.

Usando o método dos minimos quadrados

x| x| o« x; X X7 fCa) [ xif () [ () | x5 f ()
-2 4 -8 16 -32 64 0 0 0 0
-1,5 1 2,25 | -3,375 | 5,0625 | -7,59375 | 11,390625 | 2,7 -4,05 6,075 | -9,1125
S | 1 1 1 31 | 31 | 31 | -31
-0,5 | 0,25 | -0,125 | 0,0625 | -0,03125 | 0,015625 1,8 -0,9 0,45 -0,225
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,5 | 0,25 | 0,125 | 0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | -1,9 | -0,95 | -0,475 | -0,2375
1 [ 1 1 1 1 1 290 29 | 29 | 29
1,5 1225 3,375 | 5,0625 | 7,59375 | 11,390625 | -2,6 -3,9 -5,85 -8,775
2 4 8 16 32 64 0 0 0 0
Y| O 15 0 44,25 0 152,8125 0,2 -15,8 0,4 -24.35
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Assim, obtemos o seguinte sistema normal

9.aq9 + 0.a1 + 15.ap, —+ O0.a3 = 0,2
O.ap + 15.a; + 0.ay + 44.25.a3 = —15,8
9.a0 + O.a; + 44,25.ay, + 0.a3 = 0,4
O0.ap + 44,25.a; —+ 0.ap + 152,8125.a3= —24,35

cuja solucao ¢ apg = 10,0164, a; = —4,0012, a; = 0,0035 e az = 0,9993. Portanto, o polinémio
de ajuste serd: P3(x) = 0,0165 —4,0012.x + 0,0035.x% 4+ 0,9993.x%, que como podemos

verificar é bem préximo do resultado obtido no Exemplo 3.12.

4.3.2 Caso Continuo

Casos em que desejamos aproximar uma fungao f(x), continua em um intervalo [a, ],
por um polinémio. Neste caso, desejamos determinar g(x) = ag +aix+ax® + ... 4 apx™
que melhor se aproxime da fungao f(x), isto é, que a drea entre as curvas de f(x) e g(x)

no intervalo [a,b] seja a menor possivel. Assim, construimos a fungao

E(ag,ay,...,am) = /b [f(x) —g(x)]?dx = /b [f(x;) = (a0 +a1x+a2x2+...+amxm)]2dx,
(4.38) ’ ’

derivando E em cada uma das variaveis e igualando a zero, obtemos o sistema normal

[ [ldx  [xdx [x*dx - [xMdx ao [ [ f(x)dx

[xdx  [x*dx  [x*dx - [x¥"ldx aj [xif(x)dx

[x*dx  [x*dx  [x*dx - [¥"PPdx ay | = | [x2f(x)dx |. (4.39)
| [x™dx [ dx (¥ F2dx - [xPMdx || am | | [xlf(x)dx |

Novamente, a solucao do sistema (ag,aj,...,ay,) é Unica e representa um ponto de
minimo de E. Logo g(x) = aj+ajx+...+a;x™ é o polinémio de grau m que melhor ajusta

a funcao f, no sentido dos minimos quadrados.

Exemplo 4.9: Aproximar a funcdo f(x) = e * no intervalo [1,3] por um polinémio

de grau 1.

Observamos que o sistema normal (4.39) fica 2 x 2 e resolvemos as seguintes integrais

Ji1dx=2
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ffxdx =4

3 x2dx = 8,6667
Ji e dx=0,3181
7 xe ™ dx = 0,5366

obtendo

2 4 0,3181
Wl (4.40)
4 8,60667 ap 0,5366
cuja solugao é ap = 0,4578 e a; = —0,1494. Concluimos que no intervalo [1,3], a reta que
melhor se ajusta a f(x) =e™* é g(x) =0,4578 — 0, 1494x.

Observando a semelhanca dos sistemas normais para o caso discreto (4.41) e para

o caso continuo (4.39), e observando ainda o produto escalar para vetores e para funcoes:

<f,g>:if<xi>g<x,~> o (9= [ 1Wata

escrevemos o sistema normal de forma geral

(L) (L ) e ) e | [ LA

<X, 1> (x,x> <)C,X2> T <x7xm> ai <xa f>

<x27 1> <x27x> <x27x2> T <x27xm> a | = <x2,f> . (4.41)
| <xm71> <xm’x> <xm’x2> <xm’xm> 1L am ] | <xmvf> ]

Para finalizar, se tomarmos uma base {Lo(x),Li(x),...,Lyu(x)} de polindmios orto-

gonais, isto ¢, polinémios tais que:

#0, i=]
(Li(x),Lj(x)) 3 L
=0, i#]
o sistema normal se reduz a
<L(),L0> 0 0 ap <L07f>

0 (Ly,Ly) | 0 a.l <L1:,f> (4.42)

0 0 <LmaLm> am <LWl7f>
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Agora a solucao pode ser resolvida facilmente por

<Li7 >

<LiaLi>,

a; = i=0,1,..,m.

1
Exemplo 4.10: Aproximar f(x) = <34 Porum P5(x) usando os polinémios ortogo-
—_— x

nais de Legendre Ly = 1,L; = x,L, = x* — %

(Lo,f)  0,51083

_ _ —0,25542

W= Lo, Lo) 2 ’
(Li,f)  0,66667

ML L) T 0,04332 ’
(La, f) 0,003

_ _ —0,01688
T 017778
Sabendo:

Pz(x) =ag.Lo+a.Li+ay.Ly

1
Py(x) =ap+a;.x+as. (x2 — §)

1
P>(x) = 0,25442 — 0,006498x + 0,01688. ( 2 5) .
P>(x) = 0,24979 — 0,006498x + 0, 01688 .x2.

Com isso, obtemos o mesmo resultado do Exemplo 3.21 efetuando aqui um menor

nimero de contas. Para aumentar a ordem do polindbmio para 3, por exemplo, basta

(Ls, f)

acrescentar no polinémio a parcela azL3z(x), onde az = .13
3,L3

X .
eL3:x3—? que é o

polinomio de Legendre de grau 3.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Esta dissertacdo preocupou-se em apresentar ao professor de Matematica do
Ensino Bésico um estudo aprofundado e detalhado da teoria necessaria para se chegar aos
métodos de aproximagoes de func¢oes por polindmios. Alguns exemplos apresentados foram
resolvidos de varias formas diferentes e tiveram como objetivo mostrar a coeréncia nos

resultados. Além disso, tentamos criar situacoes do cotidiano para motivar o estudo.

O estudo foi exposto de maneira gradativa de forma a desenvolver os requisitos
matematicos para a compreencao dos processos de aproximacgoes de fungoes por polindémios.
Consequentemente, espera-se que o docente adquira a habilidade necessaria para que o
processo de ensino aprendizagem seja realizado com sucesso e de forma inovadora. A
partir do conhecimento da teoria, o professor pode criar exemplos novos e adequados ao
ano escolar do aluno, utilizando o método escolhido de forma simplificada respeitando o

conhecimento prévio da classe.

Como proposta de um estudo futuro, pensamos justamente em elaborar exemplos
praticos, tomando dados do cotidiano do educando e aproximar tais dados por fungoes
polinomiais. Exemplos que abordariam principalmente a parte financeira como previsao de
gastos com contas de luz, lucros de uma pequena empresa, etc. Estes exemplos poderiam

ser considerados como uma inclusao dos alunos como cidadaos conscientes de suas financas.

Também é uma proposta o uso de recursos computacionais, como as planilhas

eletronicas, para realizar as operacoes e mesmo para programar os métodos.
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