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“As leis da natureza nada mais sao que pensamentos
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RESUMO

BRAGA, Wagner Monte Raso, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2016.
Analise Combinatdria utilizando os nimeros binomiais e os principios funda-
mentais de contagem. Orientador: Edson José Teixeira.

O trabalho consiste em apresentar uma proposta alternativa para o estudo da analise combi-
natoéria utilizando o triangulo de Pascal associados ao principio aditivo e multiplicativo. Essa
proposta visa contar os diversos tipos de funcoes e também demonstrar algumas identidades

presentes no triangulo de Pascal via argumentos combinatorios.
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ABSTRACT

BRAGA, Wagner Monte Raso, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, february 2016. Analy-
sis Combinatorial using the binomial numbers and the fundamental principles of
counting. Adviser: Edson José Teixeira.

The work presents an alternative proposal for the study of combinatorial analysis using
Pascal’s triangle associated with additive and multiplicative principle. The proposal aims
to count the different types of functions and also demonstrates some identities present in

Pascal’s triangle through combinatorial arguments.
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INTRODUCAO

Atualmente a Andlise Combinatdria é um vasto e importante campo da Matemaética que
engloba temas como a Combinatoria Enumerativa, Combinatéria Algébrica, Combinatéria
Extrema, Teoria de Grafos, Topologia Combinatéria e muito mais.

As aplicacoes de Analise Combinatéria sao inimeras e vao desde Probabilidade e Es-
tatistica, Teoria dos Jogos, Quimica, Linguistica até campos tao abstratos como a Com-
putacao Tedrica.

Diariamente nos deparamos com situagoes-problema que envolvem célculos combinatérios,
dai a importancia de dominarmos o basico dessa teoria.

De modo geral os problemas iniciais de Analise Combinatéria sao de compreensao simples,
porém muitas vezes as resolucoes sao consideradas dificeis por estudantes e professores, isto
se deve ao fato de que é necessario estabelecer estratégias para resolve-los.

A abordagem desses problemas em sala de aula pode ser extremamente positiva, pois
apoés a compreensao de como resolver cada tipo de problema, os estudantes desenvolverao
a imaginacao e terao confianca para resolver outros problemas. No entanto, muitas vezes
os problemas de Analise Combinatoéria sao tratados de maneira mecanica e repetitiva, com
formulas dificeis de serem memorizadas.

A Anélise Combinatoria tem sido um obstdculo para muitos alunos e também professores
devido ao fato de ser um contetido que contempla uma quantidade excessiva de féormulas.
Essas dao suporte para apenas uma parcela pequena de exercicios propostos nos 6 livros
didéticos aprovados no PNLD 2015. O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) é o
mais antigo dos programas voltados a distribuicao de obras didéaticas aos estudantes da rede
publica de ensino brasileira. Aqui apresentamos muitos exercicios de contagem com niveis de

resolucoes mais elevados que poderiam ser inseridos nos referidos livros aprovados no PNLD
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2015.

Pretendemos com esse trabalho dar uma contribuigao no ensino de Andlise Combinatoria,
para isso introduziremos uma abordagem alternativa, cuja ferramenta principal utilizada
é o triangulo de Pascal através dos nimeros binomiais associados ao principio aditivo e o
principio multiplicativo. O objetivo é que essa metodologia seja aplicada aos alunos do ensino
médio. Vamos utiliza-lo para resolver diversos problemas de contagem de objetos, apresen-
tando estratégias, abordando possiveis erros em algumas solugoes com o intuito de investigar
e encontrar erros cometidos em algumas contagens miltiplas, inclusive para problemas mais
complexos e como consequéncia iremos utilizar o desenvolvimento dessa metodologia em ou-
tros problemas de Matematica, tais como, as demonstracoes das diversas identidades vias
argumentos combinatérios e também na contagem de fungoes.

A proposta desse trabalho é apresentar um método alternativo em Analise Combinatéria
sem a utilizacao de férmulas. O leitor precisa estar familiarizado com os niimeros binomiais
e os principios fundamentais de contagem tais como principio aditivo e multiplicativo. Este é
um trabalho desenvolvido para professores e alunos com o intuito de enriquecer o raciocinio
e de tentar diminuir a deficiéncia do ensino-aprendizagem desse tema.

Esté escrito em 4 capitulos. Iniciando o trabalho pela introducao, objetivos, motivacao
e justificativas.

No capitulo 1 abordaremos uma breve historia acerca dos problemas envolvendo conta-
gem.

No capitulo 2 apresentaremos uma sintese do triangulo de Pascal e os seus nimeros bi-
nomiais. Definiremos também bijecao, fatorial, principio aditivo e multiplicativo e algumas
propriedades que darao suporte para o desenvolvimento desse trabalho. Mostraremos todas
as féormulas com exercicios resolvidos em analise combinatéria propostas nos 6 livros didaticos
que foram aprovados no PNLD 2015. Nesse mesmo capitulo, veremos que os exercicios pro-
postos nesses livros didaticos poderao ser resolvidos utilizando apenas os niimeros binomiais
do triangulo de Pascal associados ao principio aditivo e multiplicativo.

Os 6 livros didéticos que foram aprovados no PNLD 2015/Ensino médio sao:

01) LEONARDO Fabio Martins de, Conexdes com a Matemética, Vol 02, Editora Mo-

derna, Sao Paulo, 2¢ edicao, 2013.
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02) DANTE Luis Roberto, Matematica Contexto e Aplicagoes, Ensino Médio, Vol 02,
Sao Paulo, Editora Atica, 5% edicao, 2013.

03) PAIVA Manoel, Matematica Paiva, Vol. 02, Sao Paulo, Editora Moderna, 2% edigao,
2013.

04) IEZZI Gelson, DOLCE Osvaldo, DEGENSZAJN David Mauro, PERIGO Roberto,
ALMEIDA Nilze Silveira de, Matematica Ciéncias e Aplicacoes, Vol 02, Editora Saraiva, Sao
Paulo, 7* edigao, 2013.

05) SMOLE Kétia Stocco e DINIZ, Maria Ignez, Matemadtica, Ensino Médio, Vol 02.
Editora Saraiva, Sao Paulo, 7* Edicao, 2013.

06) SOUZA Joamir, Matemdtica, Colegao Novo Olhar, Vol 02, Editora FTD, Sao Paulo,
2% Edigao, 2013.

No capitulo 3 faremos uma abordagem nos diversos tipos de fungoes com o intuito de
conté-las. Contaremos primeiramente as fungoes com exemplos particulares e posteriormente
as suas generalizagoes.

No capitulo 4 veremos como demonstrar algumas relacoes binomiais encontradas no
triangulo de Pascal através de argumentos combinatérios. Primeiramente testaremos as
relacoes para alguns exemplos particulares, posteriormente faremos a demonstracao algébrica
e finalmente a demonstragao através de argumentos combinatorios.

O trabalho se encerra com as consideragoes finais.



CAPITULO 1

HISTORICOS ACERCA DOS PROBLEMAS DE
ANALISE COMBINATORIA

A Anélise Combinatoria é um ramo da Matematica que visa desenvolver métodos que
permitam contar de uma forma direta ou indireta o nimero de elementos de um conjunto,
estando esses elementos agrupados sob certas condigoes.

Embora o homem tenha feito agrupamentos de elementos de conjuntos desde a época pré-
histérica, de maneira formal e de acordo com dados histéricos podemos dizer que a Anélise
Combinatoria se originou ainda na antiguidade, quando o matematico grego Arquimedes de
Siracusa (287 — 212 a.c.) prop6s um problema geométrico que se tornou famoso, chamado
Stomachion (palavra derivada do grego stomachos, em portugués, estomago), que consis-
tia em determinar de quantos modos poderiam ser reunidas 14 pecas planas, de diferentes

formatos e tamanhos, para formar um quadrado.

Figura 1.1: Stomachion
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Segundo([20])

“A Anélise Combinatéria voltaria a aparecer nos quadrados magicos. Um quadrado

2 em um quadrado

magico de ordem n é uma distribuicao dos ndmeros 1,2,3,...,n
n x n tal que cada linha, coluna e diagonal deste quadrado possua a mesma soma. O
primeiro quadrado méagico surge em I d.c. na China, chamado Lo-Shu, tratava-se de

um diagrama que estd associado as nove salas do paldcio mitico de Ming Thang.”

4192
35 |7
8 1|6

Figura 1.2: Quadrado méagico de soma 15.

16 | 3 | 2 |13
5 10|11 | 8
9|6 | 7|12
4 11514 | 1

Figura 1.3: Quadrado magico de soma 34.

17124 |1 | 8 |15
23| 5 | 7 |14 |16
4 | 6 |13 ] 20| 22
10 12|19 1 21| 3
11 |18 |25 2 | 9

Figura 1.4: Quadrado méagico de soma 65.

Os quadrados magicos se relacionam com as nove salas do paldcio mitico de Ming Thang,
e a troca de diversos simbolos por niimeros inteiros formam o famoso quadrado magico de
Saturn. Os Chineses transmitiram as ideias dos quadrados magicos para os arabes que por
consequéncia construiram quadrados maiores que o antigo Lo Shu.

H& de se destacar uma poesia infantil que relaciona com os diversos problemas combi-

natorios:

”Quando eu estava indo para St. Ives,



Eu encontrei um homem com sete mulheres,
Cada mulher tem sete sacos,
Cada saco tem sete gatos,
Cada gato tem sete caixas,
Caixas, gatos, sacos e mulheres,

Quantos estavam indo para St. Ives?”

Esta poesia pode ser interpretada como uma brincadeira, porém podemos refletir sobre
ela de forma séria, pois existe um problema similar no Liber Abaci,

”Sete mulheres velhas estao indo para Roma; cada uma delas tém sete mulas; cada mula
carrega sete sacos; cada saco contém sete paes; cada pao tem sete facas; e cada faca tem sete
bainhas. Qual é o nimero total de coisas?”, escrito por Leonardo de Pisa que dificilmente
negaria uma conexao entre este problema e a poesia infantil. As duas citagoes se caracterizam
pela adicao e a repeticao do niimero sete, com o intuito de sua memorizagao.

Segundo Wilson (1990), as regras bdsicas de contar e suas aplicagoes tém sido enfatiza-
das, desde as civilizagoes mais antigas por exemplos absurdos, onde era destacada a elusiva
propriedade da memorizacao, como o Problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind (cerca de
1650 a.C.) que se segue: "H4 sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos,
cada rato teria comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat 3 de graos;
quantos itens tém ao todo? Ou também o problema da construgao de quadrados magicos.”

Um grupo de estudantes drabes conhecido como os Ikhwan-al-Safa, encontraram alguns
quadrados méagicos de ordem 4, 5 e 6 maiores que o Lo Shu e afirmaram existir os de ordem
7,8¢e9.

A andlise combinatéria apareceu no final do século XVII e em poucos anos surgiram
trés notdveis obras: Dissertatio de arte combinatéria (1666) de Leibniz e Ars magna sciendi
sive combinatoria (1669) de Athanasius Kircher, Traité du triangle arithmétique de Pascal
(escrito em 1654 e publicado em 1665) e trabalhos de Wallis (1673), Frénicle de Bessy (1693),
J. Bernoulli (1713) e De Moivre (1718).

O matematico francés Frénicle (1693) apresentou todos os 880 quadrados de ordem 4,
e nesta mesma época seu compatriota, De La Loubere (1691) descreveu um método de

construcao de quadrados de ordem impar conhecido como método de fronteira que aprendeu
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com o povo de Siao.

Leibniz descreveu em 1666 a combinatoria como sendo o estudo da colocacao, ordenacao
e escolha de objetos, enquanto Nicholson em 1818 definiu-a como o ramo da matematica que
nos ensina a averiguar e expor todas as possiveis formas através das quais um dado nimero
de objetos podem ser associados e misturados entre si.

Segundo Berge (1971) a defini¢ao de combinatéria depende de conceitos de configuragoes,
pois os matematicos acreditam que certos problemas sao de natureza combinatéria e que os
métodos para resolvé-los devem ser estudados.

Para Biggs (1979) ha dois principios de contagem: o principio aditivo e o principio
multiplicativo. O 1° diz que quando quisermos contar um conjunto de objetos, podemos
dividir em casos, contar as partes separadamente, e somar os resultados. Ja no 2° principio
temos que se uma decisao pode ser tomada de x maneiras e a partir dessa, outra decisao
pode ser tomada de y maneiras, entao o niimero de maneiras possiveis sera o produto entre
xTeqy.

A andlise combinatéria estd fundamentada nas contagens e propriedades dos agrupamen-
tos diferenciando em 3 categorias: arranjos, permutacgoes e combinagoes.

No inicio do século XIX os termos arranjo e permutacao nao apresentavam significado
preciso. Leibniz dizia que as permutacoes tinha significado de variagoes, que é hoje utilizada
por alguns autores para indicar arranjo.

Durante muito tempo, diversos matematicos adotaram diferentes simbologias no estudo
da Andlise Combinatéria. O simbolo m(n) foi definido por Gauss (1777-1855) com o intuito
de representar o produto dos n primeiros nimeros naturais (fatorial de n), A. M. Legendre
(Paris, 1811) utilizava o simbolo I'(n+1); O simbolo n! é devida a Cristian Kramp (Colonia,
1808) e |n é utilizada por outros autores. O termo fatorial se deve a Arbogast (Strasburgo,
1800).

Em 1654, surge a Probabilidade, que inicialmente era considerada como um ramo da
Anélise Combinatoria, no Problema dos Pontos colocado a Pascal por Chevalier de Méré e
resolvido nas trocas de cartas entre Pascal e Fermat.

A e B jogam dados, vamos supor que A ganha 1 ponto quando o resultado pertence
ao conjunto {1,2} enquanto B ganha 1 ponto quando o resultado pertence ao conjunto

{3,4,5,6}. Se A precisa de n pontos para ganhar e B necessita m pontos para ganhar. Qual



a probabilidade que A ganhe o jogo?

Esse problema gerou muita discussao entre os matematicos da época. O primeiro a
estudar e discutir esse problema foi o médico italiano ( e também matemadtico, fisico e
astrélogo ) Girolamo Cardano (1501 - 1576). Mais tarde, Pascal e Fermat através de trocas
de cartas também discutiram e apresentaram solucoes para esse problema.

Outro problema importante ligado a Analise Combinatéria é o desenvolvimento do binémio
(1+2)", demonstrado por Isaac Newton (1646 — 1727) obtendo ainda uma generalizagao do
teorema do binémio ao considerar poténcias da forma (z+y+-- -+ 2)", o chamado teorema

multinomial.



CAPITULO 2

ANALISE COMBINATORIA

2.1 Triangulo de Pascal, bijecoes e fatorial

O triangulo de Pascal é um triangulo aritmético formado por nimeros que tém diversas
relacoes entre si. O triangulo de Pascal nao foi uma invencao de Pascal, porque onze séculos
antes dele, Al-Karkhi conseguiu as primeiras solu¢oes numéricas do triangulo, mas foi Pascal
quem descobriu a maioria de suas propriedades e relagoes, o que justifica o nome que é dado
ao triangulo.

A denominacgao desse triangulo varia muito ao longo do mundo. Os franceses o chamam de
triangulo de Pascal, os chineses chamam-no de triangulo de Yang Hui, os italianos chamam-no
de triangulo de Tartaglia e encontramos outras denominagoes como triangulo de Tartaglia-
Pascal ou simplesmente triangulo aritmético ou triangulo combinatério.

O triangulo aritmético de Pascal é formado por uma tabela onde podemos dispor orde-

) ) .. (n , n!
nadamente os coeficientes binomiais que é dado por ——.
k El(n — k)
Existem 2 formas classicas para apresentar o triangulo de Pascal. A primeira apresentada

de forma simétrica sem a existéncia de colunas verticais conforme a Figura 2.1 e a segunda,

uma forma assimétrica com a existéncia de colunas verticais conforme a Figura 2.2.
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Considerando a construcao do triangulo de Pascal de acordo com a Figura 2.1:

e Ao construirmos o triangulo aritmético de Pascal, colocamos na mesma linha (horizon-
tal) os nimeros binomiais cujo valor superior é o mesmo, e na mesma coluna (vertical)

0s numeros binomiais de mesma ordem.

e O numero binomial da 1* linha do triangulo aritmético é o coeficiente do desenvolvi-
mento de (z+a)? ; os niimeros binomiais da 2* linha sao ordenadamente os coeficientes
do desenvolvimento de (z +a)! ; os niimeros binomiais da 3* linha sdo ordenadamente
os coeficientes do desenvolvimento de (z + a)?; os ntimeros binomiais da 4* linha sao
ordenadamente os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)? ; e assim por diante até
os nimeros binomiais da (n+1)-ésima linha que sdo ordenadamente os coeficientes do

desenvolvimento de (x + a)™.

Na construcao do triangulo de Pascal, nao é necessario calcular os coeficientes binomiais
um a um. Temos algumas propriedades que facilitam sua construgao.

Considerando a construcao do triangulo de Pascal através da Figura 2.1 temos que:
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P;: Em cada linha do triangulo, o primeiro elemento vale 1, pois qualquer que seja a
n

linha, o primeiro elemento é (0> =1,VneN.

P,: Em cada linha do triangulo, o tdltimo elemento é vale 1, pois qualquer que seja a

n
linha, o ultimo elemento é ( ) =1,VneN.
n

P3: A partir da 3* linha, cada elemento (com exce¢ao do primeiro e do tltimo) é a
soma dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele. Esta propriedade sera
demonstrada no capitulo 4.

Py,: Numa linha, dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao iguais. Esta
propriedade também serd demonstrada no capitulo 4.

De acordo com essas 4 propriedades fundamentais do triangulo de Pascal, podemos cons-
trui-lo da seguinte forma:

1
1 21
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

17 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Figura 2.3: Triangulo Aritmético de Pascal com ntimeros naturais na forma simétrica

n
O numero binomial < k) representa a escolha de k objetos distintos dentre n objetos

distintos disponiveis.
n!

Conforme construgao do triangulo de Pascal (Z) = k'(n——k)'

Algumas defini¢oes deverao ser apresentadas nesse capitulo para que elas possam dar

suporte na continuidade desse trabalho. Uma delas é a definicao de fatorial.

Definigao 2.1. Seja m um nimero inteiro nao negativo (m € N). Definimos fatorial de m,

denotado por m!, por meio da relagao:

(i) ml=m-(m—1)-(m—2)---3-2-1 para (m > 2),
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(ii) 11 =1,
(iii) O = 1.

n
Ressaltando que ( ) representa a quantidade de maneiras de escolher n objetos distintos
n

dentre n objetos distintos disponiveis.
) ) i n n! n! L L.
Para que o niimero binomial = = = 1, faga sentido é necessario
n nl-(n—mn)l nl-(0)!

que 0! seja definido como 1, ou seja, 0! = 1.

Outra ferramenta importante na resolucao de problemas de analise combinatoria sao as

bijecoes.

Definigao 2.2. Uma fungao f: X — Y diz-se injetiva (ou injetora), se e somente se,
quaisquer que sejam xy e Ty (pertencentes ao dominio da fungao) x1 é diferente de x4 implica

que f(x1) € diferente de f(xs).

1y # w9 = f(21) # f(22).

Definicao 2.3. Uma funcao f : X — 'Y € sobrejetiva (ou sobrejetora), se o conjunto imagem

de f coincide com Y (contradominio de f).

Definicao 2.4. Uma funcgao f : X — Y chama-se bijecao, ou uma correspondéncia biunivoca

entre X e Y quando € injetiva e sobrejetiva.

Por consequéncia dois conjuntos X e Y tem a mesma cardinalidade, ou seja, o mesmo
nimero de elementos quando se pode definir uma bijegao (correspondéncia biunivoca) entre
eles.

Em alguns casos é muito dificil contar sistematicamente a quantidade de elementos de
um determinado conjunto. Essa contagem se torna mais facil se for possivel definir um outro

conjunto em bijecao com ele.

2.2 Principios de contagem

Nessa secao iremos definir os principios fundamentais da contagem. Através desses
principios associados ao triangulo de Pascal iremos resolver todos os problemas de analise

combinatoria.
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2.2.1 Principio aditivo

Suponha que um evento X possa ocorrer de x maneiras possiveis e um evento distinto e
disjunto Y possa ocorrer de y maneiras possiveis. Entao o evento X ou Y pode ocorrer de

x + y maneiras distintas.

Exemplo 2.5. Uma igreja tem 2 saidas ao norte e 3 saidas ao sul. De quantas maneiras é

possivel sair dessa igreja?

Ny N,

Igreja

S1 Sy S3
Figura 2.4: Exemplo do principio aditivo

Solugao: Para sair dessa igreja devemos escolher uma das saidas ao norte ou uma das saidas

ao sul. Pelo principio aditivo temos

2+3=5

maneiras distintas de sair dessa igreja. ]

O principio aditivo se aplica quando o problema for dividido em casos distintos. Podemos

perceber que no problema anterior, a proposta de solucao foi divida em 2 casos.

(I) escolher a quantidade de maneiras distintas para sair ao norte.

(IT) escolher a quantidade de maneiras distintas para sair ao sul.

2.2.2 Principio da inclusao e exclusao

O Principio da inclusao-exclusao é uma generalizagao do principio aditivo. Este principio

estd interessado na obtencao de uma féormula para contar o nimero de elementos que per-
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A (Analise Combinatéria) G (Geometria)

(AN G) — Andlise Combinatdria e Geometria)

Figura 2.5: Exemplo do principio da inclusao e exclusao

tencem a uniao de varios conjuntos nao necessariamente excludentes ou disjuntos. Na sua
forma mais simples calcula a cardinalidade da uniao de dois conjuntos A e B, no qual a
intersecgao entre A e B da-se um conjunto vazio.

Suponha agora que os eventos nao sao mais disjuntos.

Exemplo 2.6. Na turma do Profmat 2012, 13 alunos gostam de Andlise Combinatoria,
12 alunos gostam de Geometria e 5 alunos gostam dessas 2 disciplinas. Sabe-se que todo

aluno nessa turma gosta de pelo menos 1 dessas disciplinas. Quantos alunos hd na turma

do Profmat 20127

Solugao pelo principio aditivo:

Seja A, o conjunto dos alunos que gostam de Andlise Combinatoéria e GG, o conjunto dos
alunos que gostam de Geometria, sendo (ANG) o conjunto formado pelos alunos que gostam
das 2 disciplinas.

Dividiremos esse problema em 3 casos conforme ilustrado nos conjuntos abaixo.
(I) conjunto formado pelos alunos que gostam apenas de Anéalise Combinatéria.
(IT) conjunto formado pelos alunos que gostam das 2 disciplinas.
(III) conjunto formado pelos alunos que gostam apenas de Geometria.

Como os 3 casos sao formados por conjuntos disjuntos, pelo principio aditivo temos um

total de

(13—5)+5+(12—5)=13+12—-5=20
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alunos nessa turma. ]

Solugao pelo principio da inclusao e exclusao: Pelo principio da inclusao e exclusao

podemos utilizar a expressao:

n(AUB) = n(A)+n(B)—n(ANB)
= 13+12-5

= 20.

m Podemos perceber que ao somarmos a quantidade de alunos que gostam de Analise

Combinatéria (13 alunos) com a quantidade de alunos que gostam de Geometria (12 alunos),
estamos incluindo os alunos que gostam das 2 disciplinas (5 alunos) duas vezes. Desta
forma devemos exclui-los uma vez para que esses alunos sejam contatos apenas uma vez.

Generalizando o principio da inclusao e exclusao, temos para dois conjuntos A e B disjuntos:
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(AN B).
Para trés conjuntos A, B e C disjuntos aos pares

n(AUBUC) = n((AUB)UC(C)
= n(AUB)+n(C) —n((AUB)NC)
= n(A) +n(B) —n(ANB) +n(C)
—n((ANC) + (BNC)—n(ANBNC))
= n(4) + n(B) + n(C)—n(An B)
—n(ANC)=n(BNC) + n(ANBNC).

Para n conjuntos A;, As, ---, A,, vamos provar por inducao finita, que

n

n(AyUAy U UA,) = (1)1,
k=1

em que
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L= ), nAyn--n4y,)

1< << <n

O caso em que n =1 é trivial e para n = 2 e n = 3 ja foi demonstrado. Vamos assumir

que a féormula seja valida para um determinado valor de n. Entao:

U An+1)

n(AyU---UA,) +n(A,1)
—n((A; U UAy) N Anir)
n(AyU---UA,) +n(Am41)
—n((A; N A1) U(A2NA,)U

n

ST L+ n(Ags)

_Z(_l)kﬂ. Z (A, N

k=1 1< < <ip<n

(_l)k—‘rl . ]’I’L-i-l,k"
k=1

Assim, pelo principio da indugao finita, segue que a féormula

é valida.

n

U (A, NA))

N An—i—l)

n(AfUA U UA,) =) (=DM L,

k=1

2.2.3 Principio multiplicativo

Se uma decisao D; pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja essa escolha,

a decisao Dy pode ser tomada de ¢ modos, entao o nimero de maneiras de se tomarem

consecutivamente as decisoes Dy e Dy é igual a p - q.

Exemplo 2.7. Ezistem 2 caminhos para ir da cidade A para cidade B e 3 caminhos para

ir da cidade B para a cidade C. De quantas maneiras podemos ir da cidade A para cidade



SECAO 2.2 PRINCIPIOS DE CONTAGEM 18

C' passando pela cidade B?

Solugao:

Figura 2.6: Exemplo do principio multiplicativo

Podemos ir de A para B de 2 maneiras. Fixada uma maneira de ir de A para B,
independentemente da escolha feita para ir de A para B, tem-se 3 maneiras de ir de B para
C'. Pelo principio multiplicativo existem

2-3=6
maneiras de ir de A para C passando por B. [
Podemos perceber que o problema anterior foi dividido em 2 etapas.

(i) escolher o caminho para ir de A para B.

(ii) escolher o caminho para ir de B para C.

Vejamos a diferenca entre divisao em casos e divisao em etapas:

e Divisao em casos: as escolhas sao independentes, ou realiza-se a escolha de uma forma
ou de outra e nao na sequéncia, ou seja, ou a escolha é para para saida ao norte, ou a

escolha é para saida ao sul.

e Divisao em etapas: as escolhas acontecem em sequéncia 1* etapa equivale a 1* escolha,

2% etapa equivale a 2* escolha e assim por diante.

Exemplo:

(i) caminho a escolher de A para B.

(ii) caminho a escolher de B para C.
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O principio multiplicativo nao se aplica quando a quantidade de escolha de um determi-
nado evento depender da escolha do evento anterior. A escolha de um determinado evento
poderd depender ou nao da escolha do evento anterior, porém a aplicacao do principio mul-
tiplicativo se da pela independéncia da quantidade de escolha de um determinado evento em

relacao ao evento anterior.
Exemplo 2.8. Quantos numeros pares existem contendo 2 algarismos distintos?

Solugao: Nesse caso o principio multiplicativo nao se aplica quando o problema for resolvido
em uma so etapa, pois a quantidade de escolha para o algarismo da dezena depende da escolha
do algarismo da unidade, ou seja, se escolhermos o algarismo 0 (zero) para a unidade, a
quantidade de escolha para a dezena sera 9, e se escolhermos um algarismo diferente de 0
(zero) para a unidade, a quantidade de escolha agora para a dezena serd 8, pois o 0 (zero)
nao podera ser escolhido para representar o algarismo da dezena senao o nimero formado
terd apenas 1 algarismo.

Devemos portanto dividir esse problema em dois casos.

(I) quando o algarismo da unidade for o algarismo 0 (zero).

Nesse caso escolhendo o algarismo 0 (zero) para a unidade, a escolha para a dezena

podera ser feita de 9 maneiras. Pelo principio multiplicativo teremos

1-9=9

maneiras distintas.

(IT) quando o algarismo da unidade for um ntimero par diferente de 0 (zero).

£0

O nimero de maneiras de escolha para a unidade é 4 {2,4,6,8} e para a dezena ¢

8, pois 0 nimero nao poderd iniciar com o algarismo 0(zero), sendo ele serd formado por
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apenas 1 algarismo. Por exemplo o niimero 01 é representado pelo nimero 1. Pelo principio

multiplicativo teremos

4-8=32

maneiras distintas.
Finalmente podemos utilizar o principio aditivo. Logo a quantidade de ntimeros pares

de 2 algarismos distintos é

9+ 32 =41.

m Uma proposta

com estratégia alternativa de resolucao de exercicios de contagem que podemos apresentar
aos alunos do ensino fundamental e médio é a discussao quanto as diversas solucoes que
poderao ser mostradas pelos préprios alunos. Inclusive algumas solugoes com erros devido
as contagens multiplas. A motivacao para essas discussoes referem-se a varios resultados
distintos, ou com mesmos resultados, porém com solugoes distintas. Entendemos ser de
fundamental importancia a realizacao de investigacoes dessas diversas solugoes, com o intuito
de apontar os erros cometidos e também referente a confirmacao das solugoes distintas com
a mesma resposta final verificando possiveis coincidéncias.

Um tipo de problema que aborda esse tipo de situagao é:

Exemplo 2.9. Quantos sio os multiplos de 5 com 4 algarismos distintos utilizando apenas

os algarismos {0,1,2,3,4,5} ¢

Devemos esperar que algum aluno apresente as seguintes solugoes, ou se isso nao ocorrer,
devemos apresentar essas solugoes aos alunos:

Solucgao 1:

(i) escolher o algarismo para a unidade de milhar. Isso pode ser feito de 5 maneiras

distintas (algarismos 1, 2, 3, 4 ou 5).

(ii) escolher o algarismo para a unidade. Isso pode ser feito de 2 maneiras distintas (alga-

rismos 0 ou 5).
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(iii) escolher o algarismo para a dezena. Isso pode ser feito de 4 maneiras distintas.

(iv) escolher o algarismo para a centena. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos

5-2-4-3=120
multiplos de 5 com 4 algarismos distintos. ]

Solucao 2:

(i) escolher o algarismo para a unidade. Isso pode ser feito de 2 maneiras distintas (alga-

rismos 0 ou 5).

(i) escolher o algarismo para a unidade de milhar. Isso pode ser feito de 4 maneiras

distintas (1, 2, 3 ou 4).
(ii) escolher o algarismo para a dezena. Isso pode ser feito de 4 maneiras distintas.

(iv) escolher o algarismo para a centena. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos

2:4-4-3=96

multiplos de 5 com 4 algarismos distintos. [

Solugao 3:
Como a quantidade de escolha para a unidade depende da escolha do algarismo da uni-

dade de milhar, devemos dividir o problema em dois casos:
(I) quando o algarismo da unidade for o algarismo 0 (zero).

(i) escolher o algarismo para a unidade. Isso pode ser feito de 1 sé maneira (somente

o algarismo 0).

(ii) escolher o algarismo para a unidade de milhar. Isso pode ser feito de 5 maneiras

distintas (1, 2, 3, 4 ou 5).
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(iii) escolher o algarismo para a dezena. Isso pode ser feito de 4 maneiras distintas.

(iv) escolher o algarismo para a centena. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos

1-5-4-3=60

(II) quando o algarismo da unidade for o algarismo 5.
(i) escolher o algarismo para a unidade. Isso pode ser feito de 1 sé maneira (somente
o algarismo 5).

(i) escolher o algarismo para a unidade de milhar. Isso pode ser feito de 4 maneiras

distintas (1, 2, 3 ou 4).
(iii) escolher o algarismo para a dezena. Isso pode ser feito de 4 maneiras distintas.

(iv) escolher o algarismo para a centena. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos

1-4-4-3=148

Finalmente podemos utilizar o principio aditivo. Logo a quantidade de multiplos de 5

com 4 algarismos distintos utilizando apenas os algarismos {0, 1,2,3,4,5} sdo

60 4 48 = 108.

As duas primeiras solucoes sao inadequadas. O principio multiplicativo nao se aplica. Na
primeira solucao a quantidade de escolha para o algarismo da unidade depende da escolha
do algarismo da unidade de milhar. Se escolhermos o algarismo 5 para a unidade de milhar,
a quantidade de escolha para a unidade serd 1 (apenas o algarismo 0), e se escolhermos um
algarismo diferente de 5 para a unidade de milhar, a quantidade de escolha agora para a

unidade serd 2 (os algarismos 0 ou 5).
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De forma analoga a segunda solucao também apresenta a mesma falha em relagao a
quantidade de escolha de uma determinada posicao ser dependente da escolha anterior.

Essa discussao inicial com os alunos é fundamental para a construcao das boas ideias que
surgirao posteriormente em exercicios com maior grau de dificuldade.

Muitos problemas de contagem apresentam varias formas distintas de solugoes associadas
as 4 operagoes basicas:

O principio aditivo e o principio multiplicativo estao intimamente ligados as operagoes
de adigao e multiplicacao através dos problemas utilizando o método construtivo, denomi-
nado de contagem direta, ja as operacoes de subtracao e divisao estao relacionadas com os
problemas cujas solucoes sao destrutivas, denominadas de contagem indireta. Os problemas
solucionados através de uma contagem direta sao aqueles em que contamos apenas os casos
favoraveis, ja os problemas solucionados por uma contagem indireta, aparecerao os casos nao
favoraveis que deverao ser corrigidos utilizando a subtracao ou a divisao.

Os problemas de anélise combinatoria podem ser classificados como sendo de sequéncias
ou de conjuntos.

Um problema envolvendo contagem sera considerado de sequéncias quando a ordem de

seus simbolos for importante e sera considerado de conjuntos se a ordem nao for importante.

Exemplo 2.10. Fabricio, Lilian, Wagner e Tiago sao alunos do Profmat e irao escolher as
4 datas distintas disponiveis no ano de 2015 para defesas de suas teses. De quantas formas
esses alunos poderao escolher essas datas de modo que Wagner realize sua defesa sempre

antes de Lilian?

Trata-se de um problema envolvendo sequéncias, pois a ordem de seus elementos é im-
portante. A sequéncia de escolhas Fabricio—Lilian—Wagner—Tiago é diferente da sequéncia
Fabricio—Lilian—Tiago—Wagner. A primeira sequéncia significa que Fabricio escolheu a 1*
data mais préoxima para sua defesa, Lilian escolheu a 2* data mais proxima, Wagner escolheu
a 3* data mais proxima e Tiago ficou com a ultima data (a mais longe).

Inicialmente iremos listar de forma sistematica todos os casos favoraveis.

(I) Wagner escolhendo a data mais préxima para defesa.

— Wagner, Fabricio, Lilian, Tiago
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— Wagner, Fabricio, Tiago, Lilian
— Wagner, Lilian, Fabricio, Tiago
— Wagner, Lilian, Tiago, Fabricio
— Wagner, Tiago, Fabricio, Lilian

— Wagner, Tiago, Lilian, Fabricio
(IT) Wagner escolhendo a segunda data mais proxima para defesa.

— Fabricio, Wagner, Lilian, Tiago
— Fabricio, Wagner, Tiago, Lilian
— Tiago, Wagner, Lilian, Fabricio

— Tiago, Wagner, Fabricio, Lilian

(ITT) Wagner escolhendo a terceira data mais préxima para defesa.
— Fabricio, Tiago, Wagner, Lilian
— Tiago, Fabricio, Wagner, Lilian

Portanto existem

6+4+2=12

maneiras distintas de escolhas de datas de modo que Wagner realize sua defesa sempre antes
de Lilian.

Esse problema poderé se resolvido através de uma contagem indireta (modelo destrutivo).
Contaremos todos os casos e utilizaremos o conceito de bijecao para contagem dos casos
favoraveis e nao favoraveis.

Para contar todos os casos devemos separar o problema em etapas:

(i) Solicitar para que Fabricio escolha uma data para sua defesa: Isso podera ser feito de

4 maneiras distintas.

(ii) Solicitar para que Lilian escolha uma data para sua defesa: Isso poderd ser feito de 3

maneiras distintas.
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(iii) Solicitar para que Tiago escolha uma data para sua defesa: Isso poderd ser feito de 2

maneiras distintas.

(iv) Solicitar para que Wagner escolha uma data para sua defesa: Isso poderd ser feito de

apenas 1 maneira.

Pelo principio multiplicativo, temos

4.-3-2-1=24

maneiras distintas.

Foram contadas todas as possibilidades sem restricao. Devemos definir uma bije¢ao entre
o conjunto formado pelas sequéncias de escolhas em que Wagner realize sua defesa antes de
Lilian e o conjunto formado pelas sequéncias de escolhas em que Lilian realize sua defesa
antes de Wagner. Como esses 2 conjuntos possuem a mesma cardinalidade, o ntimero de
maneiras que esses 4 alunos poderao escolher as datas para suas defesas de modo que Wagner
realize sua defesa sempre antes de Lilian é

24

— = 12.
2

Exemplo 2.11. Fabricio (F'), Haroldo (H) e Tiago (T) sao alunos Profmat. De quantas

maneiras distintas podemos formar uma comissao contendo 2 alunos dentre os 3 disponiveis?

Primeiramente iremos definir os 3 alunos como {F, H,T'}.

Podemos observar que esse problema é caracterizado como um problema de conjuntos,
pois a ordem de escolhas da comissao é irrelevante. Com um exemplo particular podemos
perceber que {F,H} = {H, F'}.

Utilizaremos novamente o método de contagem indireta (modelo destrutivo) contando
todos os casos e retirando os casos nao favoraveis.

Listando todas as sequéncias de 2 letras distintas formadas com as letras F, H e T,

teremos:

FH,FT,HF,HT,TF,TH.
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As sequéncias FH = HF, FT =TF e HT = TH, caracterizam a mesma comissao. Logo

o numero de comissoes contendo 2 alunos sera dada por:
e O numero total de casos ¢ igual a 6.
e O numero de casos nao favoraveis é igual a 3.

e O numero de casos favoraveis é igual ao nimero total de casos menos o numero de

casos nao favoraveis.
e O numero de casos favoraveis ¢ igual a 6 menos 3, que ¢é igual a 3.

Listando todas as comissoes possiveis teremos:

{F,H},{F,T},{H,T}.

2.3 Permutacoes, arranjos e combinacoes

Abordaremos agora todo o conteudo de andlise combinatdria propostos nos parametros
curriculares do ensino médio. Veremos como os livros aprovados no PNLD 2015 abordam
esse conteudo e faremos um paralelo utilizando apenas os niimeros binomiais do triangulo de
Pascal associados ao principio aditivo e multiplicativo. Apresentaremos sempre um problema
particular com o intuito de caracteriza-lo como sendo um problema de sequéncias ou de
conjuntos e posteriormente a sua generalizacao.

A estratégia proposta para resolucao de todos esses problemas de contagem é:

e Identificar se o problema ¢é de sequéncias ou de conjuntos, fazendo a andlise com exem-

plos particulares.

e Nao adiar dificuldades, ou seja, aparecendo algum tipo de restricao no problema, ataca-

lo primeiramente pelas restri¢oes.

e Se colocar na posicao ativa do problema, enumerando as etapas para a execugao do

problema, dividindo em casos se necessario.

e Aplicar os principios fundamentais de contagem (principio aditivo e/ou multiplicativo).
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2.3.1 Permutacoes simples

Definicao 2.12. Uma permutacao de n objetos é uma ordenagao desses n objetos em fila.

Notagao: P, = n!

Vejamos como ([14]) aborda em sua obra aprovada pelo PNLD 2015 um exercicio envol-

vendo permutagoes simples.

“Com a palavra CADFERNO quantos anagramas podemos formar?

Resolucao:

Um anagrama da palavra CADERNO é a prépria palavra ou qualquer outro argu-
mento que se obtém trocando-se a ordem de suas letras. Assim, o nimero de anagramas
da palavra CADERNQO é igual ao numero de permutagoes simples de sete letras dis-
tintas, isto é P; = 7! = 5.040.”

A proposta desse trabalho é mostrar que em toda e qualquer solucao de problemas envolvendo
contagem nao é necessario o uso de férmulas especificas. Vale a pena salientar que nenhum
livro didatico aprovado no PNLD 2015, aborda o contetido de andlise combinatéria sem o

uso de férmulas.

Solugao Alternativa: Os objetos participantes sao: {C, A, D, E, R, N,O}

1¢ 2¢ 3¢ 4¢ 5¢ 6 7
Trata-se de um problema de sequéncia. Vejamos alguns exemplos particulares.

CADERNO # CADONRE

Como nao ha restricao poderemos iniciar as etapas de construcao da sequéncia por qual-

quer posicao.
(i) escolher um dos 7 objetos para ocupar a 1* posigao. Temos 7 escolhas distintas.

i1) escolher um dos 6 objetos restantes para ocupar a 2% posicao. Temos 6 escolhas dis-
J p p posI¢

tintas.

(iii) escolher um dos 5 objetos restantes para ocupar a 3* posi¢do. Temos 3 escolhas dis-

tintas.
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(iv) escolher um dos 4 objetos restantes para ocupar a 4* posigao. Temos 2 escolhas dis-

tintas.

(v) escolher um dos 3 objetos restantes para ocupar a 5* posigdo. Temos 3 escolhas dis-

tintas.

(vi) escolher um dos 2 objetos restantes para ocupar a 6* posigao. Temos 2 escolhas dis-

tintas.

vii) escolher o ultimo objeto que sobrou para ocupar a 7% posicao. Temos 1 escolha apenas.
J G

Pelo principio multiplicativo teremos

7-6-5-4-3-2-1=5.040

maneiras distintas, ou seja 5.040 anagramas da palavra CADERNO.

Exemplo 2.13. De quantas maneiras podemos ordenar 5 objetos distintos lado a lado?

Solugao: Denominaremos esses 5 objetos por {A, B,C, D e E}.

1¢ 2¢ 3¢ 44 o

Trata-se de um problema de sequéncias. Vejamos alguns exemplos particulares.

ABCDE # ABCED

Como nao ha restricao poderemos iniciar as etapas de construcao da sequéncia por qual-

quer posigao.

(i) escolher um dos 5 objetos para ocupar a 1* posi¢ao. Temos 5 escolhas distintas.

(ii) escolher um dos 4 objetos restantes para ocupar a 2* posi¢ao. Temos 4 escolhas dis-

tintas.
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iii) escolher um dos 3 objetos restantes para ocupar a 3* posicao. Temos 3 escolhas dis-
J G

tintas.

(iv) escolher um dos 2 objetos restantes para ocupar a 4* posigao. Temos 2 escolhas dis-

tintas.

(v) escolher o tltimo objeto que sobrou para ocupar a 5* posi¢ao. Temos 1 escolha apenas.

Pelo principio multiplicativo teremos

5-4-3-2-1=120
maneiras distintas de ordenar 5 objetos lado a lado. [

Podemos agora generalizar o problema em ordenar n objetos distintos em fila. Neste caso

a quantidade de maneiras de ordenar n objetos em fila é:

1¢ 2¢ 3¢ 44 n®
(i) escolher um dos n objetos na 1% posigdo. Temos n escolhas distintas.
(ii) escolher um dos (n—1) objetos restantes na 2* posi¢ao. Temos (n—1) escolhas distintas.
(iii) escolher um dos (n—2) objetos restantes na 3* posi¢ao. Temos (n—2) escolhas distintas.

(iv) escolher um dos (n—3) objetos restantes na 4* posigao. Temos (n—3) escolhas distintas.

E assim sucessivamente até a insercao do 1ltimo objeto na n-ésima posicao, o que podera
ser feito de apenas 1 maneira.
Desta forma pelo principio multiplicativo teremos
n-m—1)-n—-2)-(n—3)---4-3-2-1=n!

maneiras distintas de ordenar n objetos em fila.
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2.3.2 Arranjo com repeticao

Definigao 2.14. Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,aq,...,an}.
Chamamos arranjo com repeticio dos m elementos, tomados r a r, toda r-upla ordenada
(sequéncia de tamanho r) formada com elementos de M ndo necessariamente distintos. In-

diquemos por (AR),,, o nimero de arranjos com repeti¢io de m elementos tomados r a r.

(AR)p, =m'.

Exemplo 2.15. Quantas senhas de 3 digitos podemos formar utilizando os algarismos do

sistema de numeracao decimal.

Solucgao:
O conjunto dos algarismos do sistema de numeragao decimal é {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Trata-se de um problema de sequéncia. Vejamos alguns exemplos particulares.

000, 153,737

737 £ 377

Como nao hé restricao poderemos iniciar as etapas de construcao da sequéncia de senhas

por qualquer posicao.

1@ 2@ 3¢
1) escolher um dos 10 algarismos para ocupar a 12 posicao. Temos 10 escolhas distintas.
g p p POSIQ
(i) escolher um dos 10 algarismos para ocupar a 2* posigao. Temos 10 escolhas distintas.

(iii) escolher um dos 10 algarismos para ocupar a 3* posi¢ao. Temos 10 escolhas distintas.

Pelo principio multiplicativo temos

10-10-10 = 10% = 1000

senhas distintas. ]
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Desta forma podemos generalizar o problema em determinar o niimero de senhas possiveis
de tamanho r utilizando m simbolos distintos.

Nesse caso a quantidade de senhas distintas sao:

1(1 2(1 3(1 Ta

(i) escolher um dos m simbolos para ocupar a 1* posicao. Temos m escolhas distintas.
(ii) escolher um dos m simbolos para ocupar a 2* posi¢ao. Temos m escolhas distintas.
(iii) escolher um dos m simbolos para ocupar a 3* posi¢ao. Temos m escolhas distintas.

E assim sucessivamente até a insercao do ultimo simbolo na r-ésima posicao, o que podera
ser feito de m maneiras.
Desta forma pelo principio multiplicativo temos m -m -m -m---m, com r fatores o que

resulta em

Vale ressaltar que nenhum livro didatico de Matematica aprovado no PNLD 2015 aborda

o conteudo de arranjos com repeticao.

2.3.3 Arranjo sem repeticao ou arranjo simples

Definicao 2.16. Arranjo simples de n elementos p a p, € todo agrupamento ordenado

formado por p elementos distintos escolhidos entre os n elementos dados. Notagao: AP.

n!
AP —
" (n—p)

Vejamos como ([18]) resolve um determinado exercicio de arranjos simples em sua obra.

,p <n.

“No sistema de numeracao decimal, quantos nimeros de 4 algarismos distintos
podemos formar?

Resolugao:

Para resolvermos este problema, basta calcularmos o niimero de agrupamentos for-
mados por 4 algarismos distintos escolhidos entre {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e subtrairmos
a quantidade de nimeros da forma () construidos por algarismos
distintos. Deste modo, teremos:

A1og — Ag3=10-9-8-7—-9-8-7=4.536"




SECAO 2.3 PERMUTACOES, ARRANJOS E COMBINACOES 32

Solucao Alternativa: O conjunto dos algarismos do sistema de numeracao decimal é

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1(1 2(1 3(1 4(1

Trata-se de um problema de sequéncia. Vejamos alguns exemplos particulares.

3726, 7901, 5470

1234 +# 4321

H& restricao na primeira posicao que é a unidade de milhar. Nao podemos iniciar a
sequéncia pelo algarismo 0 (zero), senao o nimero formado serd de 3 algarismos. Desta

forma iniciaremos pela 1* posicao.

(i) escolher um dos 9 algarismos {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9} para ocupar a 1* posi¢ao. Temos 9

escolhas distintas.

(ii) escolher agora um dos outros 9 algarismos (podemos agora escolher o algarismo 0,
porém nao podemos escolher o algarismo que j& foi escolhido para ocupar a 1* posi¢ao)

para ocupar a 2* posi¢ao. Temos 9 escolhas distintas.

(iii) escolher um dos 8 algarismos restantes para ocupar a 3* posicao. Temos 8 escolhas

distintas.

(iv) escolher um dos 7 algarismos restantes para ocupar a 4% posigao. Temos 7 escolhas

distintas.

Pelo principio multiplicativo teremos

9-9-8-7=4.536

maneiras distintas, ou seja 4.536 nimeros de 4 algarismos distintos. ]
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Exemplo 2.17. Quantas filas de 3 objetos distintos podemos formar com 5 objetos distintos

disponiveis?

Solugao: Denominaremos os 5 objetos por: {A, B,C, D, E}

Trata-se de um problema de sequéncia. Vejamos alguns exemplos particulares.

ABC,CDA,EDC

ABC # CBA.

Como nao hé restricao poderemos iniciar as etapas de construcao da fila por qualquer posigao.

1(1 2(1 3(1
(i) escolher um dos 5 objetos para ocupar a 1* posi¢ao. Temos 5 escolhas distintas.

(ii) escolher um dos 4 objetos restantes para ocupar a 2* posi¢do. Temos 4 escolhas dis-

tintas.

(iii) escolher um dos 3 objetos restantes para ocupar a 3* posi¢ao. Temos 3 escolhas dis-

tintas.

Pelo principio multiplicativo teremos

5-4-3=060
maneiras distintas de ordenar 3 objetos distintos em fila. ]

Desta forma podemos generalizar o problema em ordenar r objetos distintos em filas com

n objetos distintos disponiveis.

1¢ 2¢ 3¢ r®

(i) escolher um dos n objetos disponiveis para ocupar a 1* posi¢do. Temos n escolhas

distintas.
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ii) escolher um dos (n — 1) objetos restantes para ocupar a 2% posicao. Temos (n — 1
J G

escolhas distintas.

(iii) escolher um dos (n — 2) objetos restantes para ocupar a 3* posigdo. Temos (n — 2)

escolhas distintas.

E assim sucessivamente até a escolha dos n — (r — 1) objetos restantes para ocupar a
r-ésima posicao, o que podera ser feito de n — (r — 1) maneiras.

Desta forma pelo principio multiplicativo temos

n-(n=1-(n=2)-(n=3)---n—(-1)

maneiras distintas de ordenar r objetos distintos em fila dentre n objetos distintos dis-
poniveis.
Completando o produto n-(n—1)-(n—2)-(n—3)---[n — (r — 1)] multiplicando-o por

(n—=r)-(n—r—1)-(n—7r—2)---1 e dividindo pelo mesmo fator encontraremos:

n-(n—1)-n—=2)---(n—r+1)-(n—r)-n—r—1)---(2)- (1) n!
n—r)-(n—r—1)---(2)- (1) (n—r)!

2.3.4 Combinacao simples

Definicao 2.18. Combinacao simples de n elementos distintos, tomados p a p, com n > p,
¢ todo subconjunto ou agrupamento nao ordenado formado por p elementos escolhidos entre

n
os n elementos dados. A quantidade total de subconjuntos € indicada por C, ,, CP ou ( ),

n!

e calculada por ——.
n!-(n—p)!

Vejamos a solucao de um exercicio envolvendo esse tema proposto por ([19])através do

livro Novo Olhar Matematica volume 2 pagina 229 (aprovado no PNLD 2015).

“Uma sala de aula tem 18 meninas e 14 meninos. De quantas maneiras o professor
pode formar grupos de 5 alunos, sendo 3 meninas e 2 meninos?

Resolucao:

Os grupos diferenciam-se pelos alunos, e nao pela ordem em que sao escolhidos,
logo cada grupo é uma combinagao de 5 alunos, em que a escolha das meninas é dada
por C1g3, e a dos meninos, por C142. Entao, o nimero de grupos é dado por:
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18! 14!
018,3 . 014,2 T (18 — 3)! . 2. (14 — 2)!
18! 14!
o 3l.150 21121
~ 18-17-16-15! 14-13-12!
- 3.2.1-15! 212!
= 74.256.

Solucao Alternativa: Definiremos os objetos:
e Homens: Hl, HQ, H3, H4, H5, H6, e H17, ng
e Mulheres: My, My, Mz, My, Ms, Mg, - -+ , M3, Hy4

Trata-se de um problema de conjuntos. Vejamos alguns exemplos particulares:

{Myo, M5, Mg, Hyg, Hy} = {Ms, Hy, Mg, Hyg, Mio}

14
(i) escolher 3 meninas dentre 14 disponiveis. Isso pode ser feito de (3 )

18
(ii) escolher 2 meninos dentre 18 disponiveis. Isso pode ser feito de (2 >
Pelo principio multiplicativo o professor tem
14 18
3 2
maneiras distintas de escolher um grupo de 5 alunos formado por 3 meninas e 2 meninos. ®

Exemplo 2.19. De quantas maneiras podemos selecionar 3 objetos distintos dentre 5 objetos
distintos disponiveis?
Solugao: Denominaremos esses 5 objetos por {A, B,C, D, E'}

O problema é de conjuntos, porém podemos resolve-lo tratando como sendo um problema
de sequéncia e depois realizar a corregao, utilizando o método destrutivo (contagem indireta),

ou seja,

{A,B,C} ={B,C, A}
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(1) Formar uma fila com os 5 objetos disponiveis. Isso podera ser feito de 5! maneiras
distintas, conforme visto anteriormente quando utilizamos o principio multiplicativo

de acordo com as maneiras de organizar uma sequeéencia de 5 objetos.

Exemplos:

ABCDE, BAECD, EBCAD, BCDAE,

(2) Separar os 3 primeiros objetos

ABC/DE  BAE/CD  EBCJ/AD  BCD/AE

(3) Retirar a ordem dos 3 primeiros objetos separados. Essa retirada é equivalente a

corrigir a solugao parcial no item 1 (5!) dividindo por 3!

(4) Retirar também a ordem dos (5 — 3) tltimos objetos separados. Essa retirada é equi-

valente a corrigir a solugao parcial no item 1 (5!) dividindo por (5 — 3)!

Nesse caso, a quantidade de maneiras podemos selecionar 3 objetos distintos dentre 5

objetos distintos disponiveis é

5!
31(5 — 3)!

|
Desta forma podemos generalizar o problema em selecionar r objetos distintos dentre n
objetos distintos disponiveis.
Denominaremos esses n objetos por { Ay, Ag, As, Ay, ..., Ay}
Formar uma fila com os n objetos disponiveis. Isso podera ser feito de n! maneiras
distintas.

Exemplos:

A1A2A3A4 T An—BAn
AnA2A1A4 e An—7An—4

An—9A3A1A2 e An—2A11
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Separar os r primeiros objetos

Ay AgAgAy -+ A 5 Ay
AnAg Ay Ay - - Ay 7 Ay
Apn9AzA1Ag - -+ [An 2 AL

Retirar a ordem dos r primeiros objetos separados. Essa retirada é equivalente a corrigir
a solugao parcial no item 1 (n)! dividindo por r!

Retirar também a ordem dos (n—r) dltimos objetos separados. Essa retirada é equivalente
a corrigir a solugao parcial no item 1 (n)! dividindo por (n —r)!

Nesse caso, a quantidade de maneiras podemos selecionar r objetos distintos dentre n

objetos distintos disponiveis é

n!

Ressaltando que existe uma maneira pratica para selecionar r objetos distintos dentre n
objetos distintos disponiveis. Poderemos utilizar a expressao do triangulo de Pascal (Z),
n escolhe r | ou seja, de n objetos distintos escolher r objetos distintos que é representado

n!

pela mesma expressao obtida anteriormente, ﬁ
rl-(n—r)!

2.3.5 Permutagoes com repeticao

Definicao 2.20. A permutacao de n elementos, dos quais um deles aparece o vezes, outro

aparece 3 vezes e outro aparece vy vezes, com o+ [+ v =n, € dada por:
n!

alpiyl

Vejamos a proposta de solu¢ao de um exercicio envolvendo esse tema por ([3]) através

Pﬁ%ﬂﬁ =

do livro Matematica Contexto e aplicagoes, Volume 2. Editora Atica. 1° edicao - Sao Paulo,

2013 péagina 351(aprovado no PNLD 2015).

“Exercicios resolvidos:

Quantos sdo os anagramas da palavra ARARA?

Nesse caso, ha 3 letras A, 2 letras R e um total de 5 letras. Entéo:
32 5!

5= 391 10 anagramas.”
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Ressaltando que a definicao apresentada pelo autor no referido livro ¢ uma definicao
particular.

A generalizacao para a definicao de permutagoes com repetigao é:

O numero de permutacoes de n elementos, dos quais n; é de um tipo, ny de um segundo

tipo, ... , ny de um k- ésimo tipo, ¢é indicado por P/t"* " e é dado por:

n!
Prnes g
n

nylng! - ny!’
Uma solucao alternativa para essa questao consiste em escolher as posicoes que serao

ocupadas pelas 3 letras A’® dentre as 5 posicoes disponiveis. Isso podera ser feito de

5 5! 5 5.4.3
3) 7 31(5-3) 3121 3121

maneiras distintas.
Escolhidas as posicoes ocupadas pelas 3 letras A’® as posicoes para as 2 letras R® ja

estarao definidas.
Exemplo 2.21. Quantos anagramas podemos formar com a palavra MATEMATICA?

Solugao: Trataremos como um problema de conjuntos. Vejamos alguns exemplos particu-
lares:

AAMTEATIMC = AAMTEATIMC

Ressaltando que as mudancas realizadas nas posicoes ocupadas pelas letras que repetem

representam os mesmos exemplos.

1¢ 2¢ 3¢ 44 5¢ 6° 7 8¢ 9+ 10°
(i) escolher dentre as 10 posicao disponiveis, 3 posigoes para entradas da letra A. Isso

10
pode ser feito de ( 3 > maneiras distintas.

(ii) das 7 posicoes restantes escolher 2 posi¢oes para entradas das letras M. Isso pode ser

7
feito de (2> maneiras distintas.

(iii) das 5 posigoes restantes, escolher 2 posigdes para entradas das letras 7. Isso pode ser

5
feito de (2) maneiras distintas.
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(iv) das 3 posigdes restantes, escolher 1 posigao para entrada da letra E. Isso pode ser feito

3
de (1) maneiras distintas.

(v) das 2 posigoes restantes, escolher 1 posi¢ao para entrada da letra I. Isso pode ser feito

2
de (1) maneiras distintas.

1
(vi) da ultima posicao restante inserir a letra C. Isso pode ser feito de (1) maneira.

Pelo principio multiplicativo temos

()-()- ) ()-0)- ()
10! 7! 5! 3| 2! 1
3.(10=3)! 20-(7=2)l 20-(5=2) 1U-3—1) 1-2-1)! 1-(1—1)

Desta forma podemos generalizar os problemas que envolvem permutacoes com elementos
repetidos em que se quer determinar a quantidade de anagramas com n simbolos, em que um
simbolo repete a; vezes, outro simbolo repete ay vezes e assim sucessivamente até o r-ésimo
simbolo que repete a, vezes.

Denominaremos esses n simbolos por

{Al, Al, Al, . Al, A27 Ag, AQ, . AQ, ey A,,«, AT, Ar, ceey Am Bl, BQ, B3, ey Br}, em que Al
repete a; vezes, Ay repete ao vezes, e assim sucessivamente até o simbolo A, que repete a,
vezes e que nos simbolos restantes By, Ba, Bs, ...., B, nao ocorre repeti¢oes (ocorre uma vez

cada um).

1¢ 2¢ 3¢ n®

(i) escolher dentre as n posigao disponiveis, a; posi¢oes para entradas da letra A;. Isso

pode ser feito de (n

) maneiras distintas.
a
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(ii) das n — a; posigdes restantes escolher ay posigoes para entradas das letras Ay. Isso

pode ser feito de (n

a1 . ..
) maneiras distintas.
a2

E assim sucessivamente até a letra A,.. Das n—(a;+as+- - -4a, —1) posigoes restantes,
n—al—ag—--~—ar—1>

escolher ar posicao para entrada da letra A,. Isso pode ser feito de
Qy

maneiras distintas.

Finalmente ordenar as (n — r) ultimas letras que nao repetem. Isso pode ser feito de

(n — r)! maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo temos:

n n—ay n—a; — Ao n—a,—qay— @ — 1 ( ) n!
. . (n—1r) =
a as as ay arl-ag! - a,!

Desta forma, a quantidade de anagramas com n simbolos, em que um simbolo repete a;

vezes, outro simbolo repete ay vezes e assim sucessivamente até o r-ésimo simbolo que repete

7

a, vezes é

n!
CL1! 'CLQ!"'CLT!.

2.3.6 Permutacoes circulares

Definicao 2.22. Permutacao circular ¢ um tipo de permutacdao composta por um ou mais

conjuntos em ordem ciclica. P.(n) = (n —1)!

Esse topico quase nao é abordado nos livros didaticos do PNLD. Encontramos esse

contetdo na obra de 1995,([14])

“Exercicios resolvidos:

Em quantas disposicoes diferentes 6 pessoas podem se sentar em volta de uma mesa
redonda?

Resolucgao

P.(6) = (6 —1)! =5l =120.7

Podemos resolver esses problemas que envolvem permutacoes circulares utilizando apenas

o principio multiplicativo.
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Como nao foi mencionado no problema que existem cadeiras pré definidas para os assentos
das 6 pessoas, podemos entendé-lo como um problema sem a marcacao de lugares iniciais.
Denotamos as pessoas por A, B,C, D e E.

Trata-se de um problema de conjunto. Vejamos alguns exemplos particulares.

ABCDEF =CDEFAB

A C
FQB BQD
c
E A E
D F

Figura 2.7: Modos de se dispor 6 pessoas em uma mesa redonda

Verifica-se que os 2 exemplos representam a mesma disposicao referente as 6 pessoas

sentadas na mesa.

(i) solicitar para que a pessoa A (1* pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 1 sé maneira.

A

O

Figura 2.8: Modos de ocupacao pela pessoa A na mesa redonda

(ii) solicitar para que a pessoa B (2* pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 1 tinica maneira.

O,

Figura 2.9: Modos de ocupacao pela pessoa B na mesa redonda
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(iii) solicitar para que a pessoa C' (3* pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 2 maneiras distintas.

A

e

A

Figura 2.10: Modos de ocupacao pela pessoa C na mesa redonda

(iv) escolhida a posicdo em que ficard a pessoa C, solicitar para que a pessoa D (4% pessoa)
escolha um local para se posicionar ao redor da mesa. Isso pode acontecer de 3 maneiras

distintas.

Figura 2.11: Modos de ocupacao pela pessoa D na mesa redonda

(v) escolhida a posicao em que ficard a pessoa D, solicitar para que a pessoa E (5% pessoa)
escolha um local para se posicionar ao redor da mesa. Isso pode acontecer de 4 maneiras

distintas.

Figura 2.12: Modos de ocupacao pela pessoa E na mesa redonda

(vi) escolhida a posigao em que ficard a pessoa E, solicitar para que a pessoa F' (6* e iltima
pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor da mesa. Isso pode acontecer de

5 maneiras distintas.



CAP. 2 ANALISE COMBINATORIA

Figura 2.13: Modos de ocupagao pela pessoa F' na mesa redonda

Pelo principio multiplicativo temos que a quantidade de maneiras que podemos ordenar

6 pessoas em uma mesa circular é

5.4-3-2-1=5=(6—1)! = 120.

Poderiamos também resolver esse problema com as marcagoes dos lugares ao redor da
mesa a partir da entrada da primeira pessoa. Nesse caso considerariamos o problema ja com

6 cadeiras idénticas dispostas ao redor da mesa.

Figura 2.14: Modos de se dispor 6 pessoas em uma mesa redonda

(i) escolher a cadeira que ird sentar a 1* pessoa. Isso pode ser feito de apenas 1 maneira

pois as cadeiras sao idénticas.

(ii) escolher a cadeira que ird sentar a segunda pessoa. Agora temos 5 maneiras de escolher
onde ficara a 2% pessoa, pois a primeira pessoa que senta inicia a marcacao das posicoes

ao redor da mesa.
(iii) escolher a cadeira que ird sentar a 3* pessoa. Isso pode ser feito de 4 maneiras distintas.
(iv) escolher a cadeira que ird sentar a 4* pessoa. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

(v) escolher a cadeira que ird sentar a 5* pessoa. Isso pode ser feito de 2 maneiras distintas.
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(vi) escolher a cadeira que ird sentar a 6* pessoa. Sobrou apenas 1 assento. Desta forma 1

sO maneira.

Pelo principio multiplicativo temos

1-5-4-3-2-1=120

maneiras diferentes de dispor 6 pessoas diferentes ao redor de uma mesa redonda.
A generalizacao desse problema é determinar a quantidade de maneiras que podemos
dispor n pessoas em uma mesa circular.

Denotamos as n pessoas por {Ay, Ay, A3, Ay, ..., An}

(i) solicitar para que a pessoa A; (1% pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 1 tinica maneira.

Aq

Figura 2.15: Modos de ocupacao pela pessoa A; na mesa redonda

(ii) solicitar para que a pessoa Ay (2* pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 1 maneira.

Aq

O

A;
Figura 2.16: Modos de ocupagao pela pessoa As na mesa redonda
(iii) solicitar para que a pessoa Aj (3* pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor

da mesa. Isso pode acontecer de 2 maneiras distintas.

(iv) escolhida a posigdo em que ficard a pessoa Ajz, solicitar para que a pessoa Ay (4%
pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor da mesa. Isso pode acontecer de

3 maneiras distintas.
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Figura 2.17: Modos de ocupacao pela pessoa A; na mesa redonda

A

m N\

Figura 2.18: Modos de ocupagao pela pessoa A3 na mesa redonda

(v) escolhida a posigdo em que ficard a pessoa Ay, solicitar para que a pessoa As (5%
pessoa) escolha um local para se posicionar ao redor da mesa. Isso pode acontecer de

4 maneiras distintas.

Figura 2.19: Modos de ocupagao pela pessoa A4 na mesa redonda

E assim sucessivamente até a entrada da tltima pessoa A,, que pode acontecer de (n— 1)
maneiras.
Pelo principio multiplicativo temos que a quantidade de maneiras que podemos dispor n

pessoas em uma mesa circular é

n—1)-n—2)-(n—3)---3-2-1=(n—1)!

Um problema com caracteristicas semelhantes ao anterior é determinar a quantidade de
dados (hexaedros) distintos que podemos pintar utilizando os numeros {1,2,3,4,5,6} em
cada face, inclusive com proposta de uma oficina aos alunos com o intuito de construgao na

pratica de todas as possibilidades.
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Solugao:

Figura 2.20: Hexaedro Regular

(i) escolher uma face para pintar o nimero 1. Isso pode ser feito de 1 maneira apenas,

pois ainda nao existe nenhuma marcacgao definida.

(i) escolher uma face para pintar o nimero 2. Isso pode ser feito de 2 maneiras distintas.
(pintar o 2 na face oposta a que foi pintado o nimero 1 ou em qualquer uma das outras

4 faces restantes).

(ili) escolher uma face para pintar o nimero 3. Essa situagao ird depender de como foi

escolhida a face para a pintura do nimero 2.
Devemos dividir a 2* etapa em 2 casos:

(I) O ntmero 2 foi pintado na face oposta a que foi pintada o nimero 1.

Figura 2.21: Numero 2 pintado na face oposta a que foi pintada o nimero 1

(i) escolher uma face para pintar o nimero 3. Isso pode ser feito de apenas 1 maneira.

(uma das 4 faces laterais).

(ii) escolher uma face para pintar o ndmero 4. Isso pode ocorrer de 3 maneiras
distintas (ou a face que esta a direita da face que se encontra o nimero 3, ou a

face que estd a esquerda do 3, ou a face oposta ao 3).

(iii) escolher uma face para pintar o nimero 5. Isso pode ser feito de 2 maneiras
distintas. (as tnicas 2 faces que sobraram, cuja a quantidade de escolha independe

da escolha anterior).
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(iv) escolher a face para pintar o nimero 6. Somente uma maneira.

Pelo principio multiplicativo, temos

1-1-1-3-2=6

maneiras distintas de pintar os dados com as faces opostas pintadas pelos ntimero

1le?2.

Analisando agora o 2° caso:

(IT) O ntmero 2 foi pintado em uma face adjacente a face pintada com o nimero 1.

Figura 2.22: Numero 2 pintado na face adjacente a que foi pintada o nimero 1

(i) escolher uma face para pintar o nimero 3. Isso pode ser feito de 4 maneiras

distintas. (as 4 faces que sobraram).

(ii) escolher uma face para pintar o nimero 4. Isso pode ocorrer de 3 maneiras
distintas (as 3 faces que sobraram, cuja a quantidade de escolha independe da

escolha anterior).

(iii) escolher uma face para pintar o nimero 5. Isso pode ser feito de 2 maneiras
distintas. (As tnicas 2 faces que sobraram, cuja quantidade de escolha independe

da escolha anterior).

(iv) escolher a face para pintar o nimero 6. Somente uma maneira.

Pelo principio multiplicativo, temos

1-1-4-3-2-1=24

maneiras distintas de pintar os dados sendo 2 faces adjacentes pintadas com os nimeros 1 e

2.
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Como o problema foi dividido em casos, para determinarmos a quantidade total de dados
distintos, utilizaremos o principio aditivo: 6 + 24 = 30.
Portanto existem 30 maneiras distintas para pintar um dado utilizando os niimeros {1,

2,3,4, 5,6} em cada face.

2.3.7 Combinacoes com repeticao ou combinacoes completas

Esse é um tépico da andlise combinatéria que nao é abordado por nenhum dos 6 livros
didaticos aprovados pelo PNLD 2015 devido ao fato de apresentarem exercicios com grau
de dificuldade mais elevado. Com a proposta desse trabalho é perfeitamente possivel a
abordagem desse assunto com os alunos do ensino médio utilizando apenas os nimeros
binomiais.

Vejamos como ([11]) define combinagoes completas:

“De quantos modos é possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que os oferece em 7
sabores? A resposta nio é C4 = 35. C7 seria 0o modo de escolher 4 sabores diferentes
entre os 7 sabores oferecidos, isto é, C’? seria o nimero de modos de comprar 4 sorvetes
diferentes em uma loja que os oferece em 7 sabores. A resposta desse problema é
representada por (C’R)‘%, numero de combinagoes completas de classe 4 de 7 objetos.
Portanto (C’R)é1 ¢ o namero de modo de escolher 4 objetos entre 7 objetos distintos,
valendo escolher o mesmo objeto mais de uma vez. De modo geral, C% é o niimero
de modos de escolher p objetos distintos entre n objetos distintos dados, e (CR)} é
o numero de modos de escolher p objetos distintos ou nao entre n objetos distintos
dados.”

Exemplo 2.23. De quantas maneiras podemos distribuir 4 balas idénticas para 3 crianc¢as?

Solugao: Vamos definir uma bijegao entre o conjunto formado por todas as possiveis manei-
ras de distribuir as 4 balas idénticas para as 3 criangas e o conjunto de todas as sequéncias
de 6 objetos, sendo 4 balas caracterizadas por (o o 0o) e (3 — 1) = 2 separadores caracte-
rizados por (//), em que a quantidade de bolinhas (o) antes do 1° separador representard
a quantidade de balas dadas para a 1* crianca, a quantidade de bolinhas (o) entre os dois
separadores representard a quantidade de balas dadas para a 2% crianca e a quantidade de
bolinhas (o) apés o 2° separador representard a quantidade de balas dadas para a 3* crianga.

Vejamos algumas correspondéncias:
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A sequéncia oo /o /o estara associada a distribuigao de 2 balas para a 1* crianga, 1 bala
para a 2* crianca e 1 bala para a 3* crianca.

A sequéncia oooo// estard associada a distribuigao de 4 balas para a 1* crianga, nenhuma
bala para a 2% crianga e nenhuma bala para a 3% criancga.

A distribuigdo de nenhuma balas para a 1* crianga, 3 balas para a 2* crianga e 1 bala
para a 3% crianga estard associada a sequéncia /ooo /o.

A sequéncia o/ o / o /o ndo estard presente no conjunto das sequéncia associadas as
distribuicao das balas, pois essa sequéncia significa que a 1* crianca recebera 1 bala, a
segunda crianga recebera 1 bala, a 3* crianca receberd 1 balas e uma suposta 4* crianca
receberia também 1 bala e isso nao serd possivel pois existem apenas 3 criangas.

Desta forma a quantidade de sequéncias que podemos formar com [4 + (3 — 1)] simbolos
sendo 4 bolinhas (o) e 2 separadores (//) é andlogo em determinar de quantas formas 4

objetos idénticos (o o 0o) poderao ocupar 6 posigoes disponiveis. Isso pode ser feito de
6 6! 6! 6-5-41 30
4 416 —4)! 412! 412 -1 2

Equivalentemente podemos determinar de quantas formas 2 objetos idénticos (//) po-

maneiras distintas.

derao ocupar 6 posigoes disponiveis. Isso pode ser feito de

6 6! 6! 654! 30
2) T a2l6—2) 214l 4121 2

maneiras distintas. Sao nimeros binomiais complementares.

Vejamos um exemplo concreto que ilustra essa situacao:

A sequéncia abaixo significa que foram escolhidas 4 posicoes para as bolinhas dentre as
6 disponiveis. Com essa escolha as posicoes ocupadas pelos 2 separadores ja foram automa-

ticamente definidas.

/oo/oo

Portanto como os conjuntos definidos anteriormente estao em bije¢ao, o niimero de ma-

neiras de distribuir 4 balas idénticas para 3 criangas é 15. [ ]
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Desta forma podemos formular um problema genérico, inclusive com variantes para esse

problema que consiste em distribuir balas para criancas.

Exemplo 2.24. De quantas formas podemos distribuir B balas idénticas para C criancas

de modo que nenhuma crianca fique sem bala.

Solucgao: Ja que as balas sao idénticas, podemos fornecer 1 bala para cada crianga. Desta

forma nenhuma crianga ficara sem bala.

Agora com as (B — C) balas restantes devemos distubui-las de forma aleatéria para as

C' criancas.

Vamos definir uma bijecao entre o conjunto formado por todas as possiveis maneiras de
distribuir as (B — (') balas idénticas para as C' criancas e o conjunto de todas as sequéncias
de [(B—C)+(C—1)] = (B—1) objetos, sendo (B — C) balas caracterizadas por (co---00) e
(C'—1) separadores caracterizados por (//---//), em que a quantidade de bolinhas (o) antes
do 1° separador representara a quantidade de balas dadas para a 1* crianca, a quantidade de
bolinhas (o) entre o 2° e o 3° separador representara a quantidade de balas dadas para a 2?
crianca, a quantidade de bolinhas (o) entre o 3° e 0 4° separador representara a quantidade
de balas dadas para a 3* crianga e assim sucessivamente até a quantidade de bolinhas (o)
apds o (C'—1)-ésimo separador que representara a quantidade de balas dadas para a C-ésima

crianca.

Escolheremos as posigoes ocupadas pelas (B — (') balas ou pelos (C' — 1) separadores
B-1 B-1
dent B -1 icoes di iveis. 1 dera feito d =
entre as ( ) posicoes disponiveis. Isso poderd ser feito de (B B C) (C B 1)

maneiras distintas, ou seja, existem

B-1\ [(B-1
B-C) \C-1
maneiras distintas de distribuir B balas idénticas para C' criancas de modo que nenhuma

crianga fique sem bala. [ ]
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2.4 Resolvendo exercicios utilizando o principio de

contagem associados ao tridngulo de Pascal

Verificando os 6 livros didaticos aprovados no PNLD 2015 podemos perceber que todos
os exercicios de Analise Combinatoria podem ser resolvidos utilizando apenas os nimeros
binomiais do triangulo de Pascal associados aos principios aditivo e multiplicativo.

Vejamos 6 problemas a seguir cuja solugoes através das formulas tornaria bastante com-
plexo o seu entendimento, alguns com impossibilidade de serem resolvidos com as formulas,

inclusive com riscos de contagens multiplas.

Exemplo 2.25. Quantas fotos distintas podemos formar com 10 homens e 8 mulheres em

uma escada com & degraus de modo que em cada degrau s6 possa ter um casal?

Solucao: Trata-se de um problema de sequéncia, pois a mudanca na ordem das posicoes
tanto dos homens quanto das mulheres geram fotos distintas.

A proposta de solucao para esse problema é por-se em uma posicao ativa no problema,
ou seja, voceé serd o fotégrafo e ird organizar uma maneira sistematica para tirar todas as
fotos possiveis.

Desta forma, um fotografo tentaria organizar suas fotos da seguinte forma:

(i) escolher 5 homens dos 10 disponiveis para subir nos 5 degraus. (Cada um em um

10
degrau). Isso podera ser feito de ( . > maneiras distintas.

(i) escolher 5 mulheres das 8 disponiveis para subir nos 5 degraus. (Cada uma em um

8
degrau). Isso podera ser feito de (5) maneiras distintas.
(iii) ordenar esses 5 homens nos degraus. Isso podera ser feito de 5! Maneiras distintas.
(iv) ordenar essas 5 mulheres nos degraus. Isso podera ser feito de 5! Maneiras distintas.

(v) solicitar que os 5 casais troquem de posi¢ao nos degraus, ou seja, ordenar os casais nos

degraus. Isso poderd ser feito de (2!)° maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo existirao
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() (o

fotos distintas. ]

Esse método de solucao permitirda ao aluno uma construcao de novas ideias que os moti-

vem a resolver outros problemas com maiores graus de dificuldades.

Exemplo 2.26. Quantas solucoes inteiras nao negativas existem na equacao X1+ Xo+ X3+

X4:6?

Solugao: Trata-se de um problema de sequéncias e a proposta de resolucao é construir uma
funcao bijetora entre o conjunto de todas as sequéncias de solugoes inteiras nao negativas
possiveis da referida equacao com o conjunto de todas as sequéncias formadas com 9 objetos
sendo 3 separadores (/) idénticos e 6 bolinhas idénticas (o). Esses 3 separadores definirdo a
ordem de todas as solucoes inteiras nao negativas da equacao X; + Xo + X5+ Xy, =6

Vejamos alguns exemplos particulares.

A solucao X; = 1, Xy = 2, X3 = 3 e X, = 0 podera ser representada pela sequéncia
o/oo/ooo/.

A solucao X; = 0, X5 = 0,X3 = 0 e Xy = 6 podera ser representada pela sequéncia
///ooocooo.

A solucao X; = 2, X, = 1,X3 = 0 e X4 = 3 podera ser representada pela sequéncia
oco/o//ooo.

A solugao X7 = 6,Xe = 0, X3 = 0 e Xy = 0 poderd ser representada pela sequéncia
OO0OO0OO0O0O0 ///

A sequéncia o/ooo /oo/o é arepresentacao da solucao X1 =1, Xy =3, Xz =2e Xy =1

A sequéncia X7 = 3, X5 = 2,X3 = 2 e X, = 0 nao faz parte da solucao da equacao,
pois sua representagdo simbdlica que serd o o o/ o o/ o o/ contempla 10 objetos, sendo 3
separadores e 7 bolinhas.

De forma andloga, a sequéncia o o o o / o o/ nao serd associada a nenhuma solucao da
referida equacao, pois ela contempla apenas 8 objetos sendo 2 separadores e 6 bolinhas.

Com isso, o niimero de solugoes inteiras nao negativas sera o mesmo que contar o nimero

de sequéncias formadas por 9 simbolos sendo 3 separadores e 6 bolinhas.
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Esse problema sera resolvido em uma tinica etapa: escolher dentre 9 posicoes possiveis, as
posicoes que ocuparao os 3 separadores. Com essas escolhas definidas, as bolinhas também

terao suas posicoes automaticamente definidas. Isso podera ser feito de

maneiras distintas.
Outra forma de contar o essas sequéncias de 9 simbolos é escolher dentre 9 posigoes
disponiveis, as posi¢oes que ocuparao as 6 bolinhas. Com essas escolhas definidas, os separa-

. - . . . . 9
dores também terao suas posicoes automaticamente definidas. Isso podera ser feito de (6)

, 9
que é o complementar de 5 [

Exemplo 2.27. De quantas maneiras distintas podemos distribuir 8 balas idénticas para 3

criangas de modo que nenhuma crianca fique sem bala?

Solucao: A estratégia de solucao para esse problema é andloga ao do problema anterior.

Definiremos as 3 criangas como C, Che Cj.

Para que as 3 criancas nao fiquem sem balas, podemos fornecer uma bala a cada crianca
ja que as balas sao indistinguiveis.

Desta forma, devemos distribuir agora as 5 balas restantes para as 3 criancas. A forma
analoga ¢ encontrar o numero de solugoes inteiras nao negativas para a equacao X; + Xo +
X3 = 5, que serd o mesmo escolher dentre os [5 + (3 — 1)] = 7 simbolos disponiveis, sendo
5 bolinhas e (3 — 1) = 2 separadores, a posigdo ocupada pelos 2 separadores ou pelas 5
bolinhas.

Isso podera ser feito de <;>, ou (g) modos distintos. [

Desta forma poderemos generalizar o problema em determinar de quantas formas pode-
remos distribuir n balas idénticas para k criancas sem restricao.
Solugao: Nesse caso, serao [n + (k — 1)] simbolos, sendo n bolinhas e (k — 1) separadores.
Devemos escolher dentre as [n + (k — 1)] posigoes disponiveis, as posigoes ocupadas pelos
separadores ou pelas bolinhas. Isso pode ser feito de (n k- 1) ou <n k- 1) que sao

n k—1
complementares. m
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Exemplo 2.28. Quantas sao as sequéncias formadas por 8 A’® e 8 B de modo que nenhum

B fique junto um do outro?

Solugao: Trata-se de um problema de sequéncia. Vamos listar alguns casos particulares.
AAABAABABAA (sequéncia vélida)
BABABAAAAAA (sequéncia valida)
AABBAAAAAAB (sequéncia invalida), pois existem 2 B’ juntos
BBBAAAAAAAA (sequéncia invélida), pois existem 3 B’® juntos
A estratégia para resolucao desse problema é colocar todos os 8 A”® em fila, gerando assim

9 inter-espagos para que sejam inseridos os B'*.

—A__A__A_ A A A__A__A__

Desta forma, precisamos agora escolher dentre as 9 posigoes possiveis, as posi¢oes ocu-
) 9
padas pelos 3 B’®. Isso podera ser feito de (3 .
Com isso o nimero de sequéncias com 8 A”® e 3 B’® de modo que nenhum B fique junto

um do outro é

Podemos generalizar esse problema com o intuito de contar as sequéncias com n X’ e m
Y’ com n > m, de modo que nenhum Y fique junto um do outro.
Solugao: Colocar todos os n X'® em fila, gerando portanto (n+ 1) inter-espagos para inserir

osm Y.

_X_X_X.-- _X_X_X__

Devemos agora escolher dentre as (n + 1) posigoes distintas, as posigoes ocupadas pelos
n+1
m Y'®. Isso pode ser feito de ( + )
m
[ ]

Exemplo 2.29. Quantas sequéncias crescentes de numeros inteiros de tamanho k existem

sem numeros consecutivos de 1 a n, com k <n?
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Solugao: Faremos primeiramente um problema particular utilizando casos menores para
um melhor entendimento do problema 5.

Quantas sequéncias crescentes de nimeros inteiros de tamanho 3 existem sem numeros
consecutivos de 1 a 77

Construiremos novamente uma bijecao entre o conjunto das sequéncias crescentes de
numeros inteiros de tamanho 3 sem niimeros consecutivos de 1 a 7 e o conjunto das sequéncias
com 3 simbolos (S) e 4 simbolos (V) conforme os seguintes exemplos particulares com suas
respectivas associagoes.

A sequéncia 136 estard associada a SNSNNSN (sequéncia vélida), significando que o 1
estd associado ao (5), o 2, como nao esta presente na sequéncia esta associado ao (N), o 3
da mesma forma que o 1, estd associado ao (5), o 4 da mesma forma que o 2, estd associado
ao (N), o 5 associado ao (N), o 6 associado ao (S), e o 7 associado ao (N).

A sequéncia 357 estara associada a NNSNSNS (sequéncia vélida)

A sequéncia 245 estard associada a NSNSSNN (sequéncia invélida)

A sequéncia 123 estara associada a SSSNNNN (sequéncia invélida)

A sequéncia SNSNSNN estara associada a 135 (sequéncia vélida)

A sequéncia NNNNSSS estard associada a 567 (sequéncia invélida)

Desta forma devemos associar a sequéncia de tamanho 3 utilizada com os algarismos de
1 a 7 com a sequéncia de Letras S(sim) e N(ndo).

Podemos observar que as sequéncias que contemplam algum (.S) junto é considerada uma
sequéncia invélida. Sendo assim, devemos colocar em fila os (7-3) = 4 N'*, gerando assim 5

novos inter-espacos para inserir os 3 S’°.

__ N_N_N_N__

Basta agora, escolher dentre as 5 posigoes disponiveis, as posi¢oes ocupadas pelos 3 S’.
. b} . .
Isso pode ser feito de maneiras distintas.
3
Desta forma o ntimero de sequéncias crescentes de ntimeros inteiros de tamanho 3 sem

numeros consecutivos de 1 a 7 é
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Podemos inclusive listar as sequéncias validas:

135 136 137 146 147 157 246 247 257 357 =

Agora voltando ao problema genérico, devemos formar uma sequéncia com (n — k) N’

gerando assim (n — k + 1) inter-espagos para as entradas dos k S'.

__ N_N_N.--_N_N_N__

Solugao: Nesse caso, devemos escolher as posi¢oes ocupadas pelos k S dentre as (n —
n—k+1

i ) maneiras distintas, ou seja,

k + 1) posigoes disponiveis. Isso pode ser feito de (

: n—k+1 L , - ,
existem sequéncias crescentes de nimeros inteiros de tamanho k sem nimeros
k
consecutivos de 1 a n, com k < n. [

Exemplo 2.30. A figura 2.23 representa vdrias ruas que se cortam perpendicularmente,
sendo H ruas horizontais e V ruas verticais. Quantos sao os caminhos possiveis para uma
pessoa ir do ponto A até o ponto B, sendo permitido apenas deslocamentos para direita ou

para cima?

T H ruas horizontais

A > oy
T
Vruas verticais

Figura 2.23: H ruas horizontais e V' ruas verticais

Solugao: Para melhor entendimento vamos resolver um problema particular com uma quan-
tidade pequena de ruas.

Suponha que temos 3 ruas horizontais e 4 ruas verticais conforme a figura 2.24.

Queremos determinar o numero de caminhos possiveis para sair de A até B deslocando
apenas para a direita ou para cima.

Vamos definir uma bijecao entre o conjunto formado pelo total de caminhos possiveis para

ir de A até B com deslocamentos sempre para direita ou para cima e o conjunto formado
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B

T } J ruas horizontais

——
4 ruas verticais

Figura 2.24: 3 ruas horizontais e 4 ruas verticais

pelas sequéncias de 5 simbolos, sendo 3 (4 — 1) D’® correspondentes as 4 ruas verticais e 2
C"*(3 — 1) correspondentes as 3 ruas horizontais. As letras D indicam que os caminhos
foram percorridos para direita e as letras C’* indicam que os caminhos foram percorridos
para cima.

Vejamos alguns exemplos particulares:

O caminho dado pela figura 2.25

__B
A
Figura 2.25: Caminho DDCCD
estd associado a sequéncia DDCCD
O caminho dado pela figura 2.26
B

Figura 2.26: Caminho CCDDD

esta associado a sequéncia CCDDD

O caminho dado pela figura 2.27
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B

y >

Figura 2.27: Caminho DC'DCD

estd associado a sequéncia DCDCD

A sequéncia DDCC'D esta associada ao caminho dado pela figura 2.28

B

L 4

Figura 2.28: Caminho DDCCD

Verificamos que com as 3 ruas horizontais podemos ter apenas 2 (3 — 1) deslocamentos
para cima. Um deslocamento da 1* rua horizontal para a 2* rua horizontal e o outro da 2*
rua horizontal para a 3* rua horizontal. Da mesma forma com as 4 ruas verticais podemos
ter 3 (4 — 1) deslocamentos para direita, sendo um deslocamento da 1* rua vertical para a
2%, o0 outro da 2* rua vertical para a 3* e o outro da 3* rua vertical para a 4*.

Como o conjunto formado por todos os caminhos possiveis e o conjunto formado por
todas as sequéncias associadas a esses caminhos estao em bijecao, podemos contar de forma
mais facil as sequéncia que correspondem a mesma quantidade de caminhos possiveis.

Deste modo, o nimero de sequéncias que podemos formar com 5 simbolos, sendo 2 C'* e

2
ou escolher as posicoes ocupadas pelos 3 D’® dentre as 5 disponiveis. [

5 5
3 D" é ( ) = <3> Basta escolher as posicoes ocupadas pelos 2 C'* entre as 5 disponiveis

Voltando ao problema genérico, definiremos uma bijecao entre o conjunto formado por
todos os caminhos possiveis e o conjunto formado por todas as sequéncias contendo (V' — 1)
D'’ e (H — 1) C”. Desta forma basta contar quantas sequéncias existem com [(V — 1) +
(H—-1)] = (V+ H — 2) simbolos, sendo (V — 1) D e (H — 1) C”, ou seja escolher as
(V —1) posigoes que ocuparao os D dentre as (V + H — 2) posigoes disponiveis, ou escolher

as (H — 1) posicoes que ocuparao os C"* dentre as (V + H — 2) posic¢oes disponiveis. Isso
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podera ser feito de

V+H-2\ (V+H-2
V-1 n H-—1 )

Desta forma o numero de caminhos possiveis para ir de A até B sempre deslocando para

direita ou para cima com as H ruas horizontais e V' ruas verticais ¢

V+H-2\ (V+H-2
V-1 N H-1 /)

Todos esses exercicios resolvidos nesse capitulo poderao ser abordados com os alunos do
ensino médio, pois foram resolvidos utilizando apenas os nimeros binomiais associados ao
principio aditivo e multiplicativo. No exemplo 2.25 utilizamos o principio multiplicativo e
os numeros binomiais, ja nos exemplos 2.26, 2.27, 2.28, 2.28, 2.29 e 2.30 utilizamos apenas
os numeros binomiais. O conceito de bijecao também foi muito importante para a execugao
desses problemas.

Ressaltando que as férmulas propostas nos livros didaticos do PNLD 2015 pouco contri-
buem para a execugao desses problemas.

Com essa estratégia as formulas para resolucao dos diversos problemas de andlise com-
binatéria saem de cena, ficando apenas os principios de contagem associados aos nimeros

binomiais.
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CONTAGEM DE FUNCOES

Outra metodologia de apresentacao aos alunos do ensino médio é propor a unificacao de
contetudos, quebrando a ideia que a Matematica possa ser estudada em blocos pré-definidos
conforme os curriculos atuais. Podemos fazer uma interacao entre os contetidos de Fungoes e
Analise Combinatoria. A proposta é contar a quantidade das diversas funcoes existentes entre
dois conjuntos finitos. Essa interacao permitira também que o aluno tenha a oportunidade
de revisar um conteido tao importante que sao as funcgoes.

Iniciaremos contando os tipos de fungoes, utilizaremos para este fim exemplos particulares
com o intuito de compreender melhor as suas construcoes, e posteriormente faremos suas

generalizagoes.

3.1 Funcoes sem restrigoes

Nessa secao iremos contar as funcoes sem restricoes. Contaremos inicialmente a quan-
tidade de funcgoes a partir de conjuntos particulares e posteriormente contaremos o caso

geral.

Definicao 3.1. Sejam A e B conjuntos diferentes de vazio. Chama-se produto cartesiano

de A por B, e indica-se por A X B, o conjunto

Ax B={(z,y);z € Aeyc B}

60
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Exemplo 3.2. Sejam A ={1,2,3} e B = {5,8}. Entao
AxB= {(17 5)7 (17 8)7 (27 5)7 (27 8)7 (37 5)7 (37 8)}

Definigao 3.3. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relagio R de A em B todo subcon-

junto do produto cartesiano A X B.

Definicao 3.4. Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma relacao f de A x B recebe o
nome de aplicacao de A em B ou fungdo definida em A com imagens em B, se e somente

se, para todo x € A existe um unico y € B tal que (z,y) € f. Neste caso, denotaremos uma

funcgao de A em B, por f: A — B.

Exemplo 3.5. Sejam os conjuntos I, = {1,2,3,..., k} e I, = {1,2,3,...,n}. Quantas sao

as funcoes f : I, — 1,7

Antes de resolver o caso geral, vamos resolver o seguinte caso particular para ajudar na
sua compreensao do referido problema.

Sejam os conjuntos A = {1,2} e B ={1,2,3}. Quantas sao as fungoes f: A — B?
Solugao: Definir uma bijecao entre o conjunto de todas as func¢oes com o conjunto das
sequéncias de 2 algarismos formada pelos elementos {1,2,3} com repetigao permitida. Ve-

jamos alguns exemplos particulares:

A sequeéncia 22 esta associada a funcao _-

A sequéncia 13 esta associada a fungao
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A funcao ao lado esta associada a sequéncia 31

Desta forma, para encontrarmos a quantidade de funcoes f : A — B, devemos:

(i) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 1 do conjunto A. Isso poderd

ser feito de 3 maneiras.

(ii) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 2 do conjunto A. Isso poderd

ser feito de 3 maneiras.

m Pelo principio multiplicativo temos 3 - 3 = 9 maneiras distintas, ou seja o nimero de

fungoes f: A — B ¢é igual a 9.
Voltando ao problema genérico, a proposta de solug¢ao dessa contagem é fazer uma ana-
logia contando a quantidade de maneiras que podemos colocar k bolas distintas em n caixas

distintas sem restrigao.

(i) escolher a caixa em que entrard a 1* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

(ii) escolher a caixa em que entrard a 2* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

(iii) escolher a caixa em que entrara a 3* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

(ili) escolher a caixa em que entrara a 4* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

E assim sucessivamente até a escolha da caixa em que entrard a k-ésima bola. Isso pode
ser feito também de n maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, a quantidade de maneiras que podemos colocar k bolas

distintas em n caixas distintas sem restricao é: n-n-n---n, k fatores, ou seja n*.

Desta forma o ntimero de funcdes f : I, — I, é n*.
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3.2 Funcoes injetivas

Nessa secao iremos contar as fungoes injetivas. Contaremos inicialmente a quantidade

dessas fungoes a partir de conjuntos particulares e posteriormente sua generalizacao.

Definicao 3.6. Uma fun¢ao diz-se injetiva, quaisquer que sejam xy e xo (pertencentes ao

dominio da funcao), x1 # o = f(x1) # f(22).

Sejam os conjuntos I, = {1,2,3,....,k} e I,, ={1,2,3,...,n}, com k < n. Quantas sao as
funcoes f : Iy, — I,, injetivas?

A restrigado £k < n permite construir as fungoes injetivas, pois se k > n nao existira
nenhuma fungao f : I — I, injetiva.

Da mesma forma anterior, vamos compreender como sera a construcao da bijecao através

de um problema particular:

Exemplo 3.7. Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {1,2,3}. Quantas sao as fungoes

f:A— B injetivas?

Definir uma bijecao entre o conjunto de todas as funcoes injetivas e o conjunto de todas
as sequéncias de 2 algarismos distintos formada pelos elementos {1,2,3}. Vejamos alguns

exemplos particulares:

13 é uma sequéncia associada a funcao

32 é uma sequéncia associada a fungao
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A funcao ao lado esta associada a sequéncia 23 -

Desta forma, para encontrarmos a quantidade de fungoes f : A — B injetivas, devemos:

(i) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 1 do conjunto A. Isso podera

ser feito de 3 maneiras.

(ii) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 2 do conjunto A. Isso poderd
ser feito de 2 maneiras distintas(nao podendo ser a mesma imagem ja escolhida na 1*

etapa).

Pelo principio multiplicativo temos 3 - 2 = 6 maneiras distintas, ou seja, o nimero de
funcoes f : A — B injetivas é igual a 6.

Voltando ao problema genérico, a proposta de solugao dessa contagem ¢é fazer uma ana-
logia contando a quantidade de maneiras que podemos colocar k bolas distintas em n caixas

distintas com no méaximo 1 bola por caixa, sendo k < n.

(i) escolher a caixa que entrard a 1* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

(i) escolher a caixa que entrara a 2* bola. Isso pode ser feito de (n— 1) maneiras distintas.
(ili) escolher a caixa que entrard a 3* bola. Isso pode ser feito de (n—2) maneiras distintas.
(iv) escolher a caixa que entrard a 4* bola. Isso pode ser feito de (n — 3) maneiras distintas.
(v) escolher a caixa que entrard a 5* bola. Isso pode ser feito de (n—4) maneiras distintas.

(vi) escolher a caixa que entrard a 6* bola. Isso pode ser feito de (n —5) maneiras distintas.

E assim sucessivamente até a escolha da caixa em que entrard a k-ésima bola. Isso pode

ser feito de [n — (k — 1)] maneiras distintas.
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Pelo principio multiplicativo, a quantidade de maneiras que podemos colocar k bolas
distintas em n caixas distintas com no maximo 1 bola por caixa, sendo k <mn é: n-(n—1)-
n—=2)---(n—k+1)

Completando o produto com (n —k)-(n—k—1)-(n—k—2)---2-1 e dividindo pelo

mesmo fator encontraremos:

(n-(n—1)-(n—2)---(n—k+1)-(n—k).n—k—-1)---2-1] n!

(n—k)-(n—k—1)---2-1)] C(n—k)!

Desta forma o nimero de funcoes f : I, — I, injetivas é

(n— k)

3.3 Funcoes sobrejetivas

Nessa secao iremos contar as funcoes sobrejetivas. Contaremos inicialmente a quantidade

dessas fungoes a partir de conjuntos particulares e posteriormente sua generalizacao.

Definicao 3.8. Uma funcao f : X — Y € sobrejetiva, se o conjunto imagem de f coincide

com 'Y (contradominio de f).

Exemplo 3.9. Sejam os conjuntos I, = {1,2,3,....k} e I, = {1,2,3,...,n}, com k > n.

Quantas sao as funcoes f : I, — I, sobrejetivas?

A restricao k > n permite construir as fungoes sobrejetivas, pois se k < n nao existira
nenhuma funcao f : I — I, sobrejetiva.

Vamos novamente propor um problema particular em relacao a contagem de fungoes
sobrejetivas.

Sejam os conjuntos A = {1, 2,3, 4} e B ={1, 2, 3}. Quantas sdo as fungdes f : A — B
sobrejetivas?

Temos que tomar muito cuidado ao contar as fungoes sobrejetivas. Poderao ocorrer
contagens multiplas sem que percebamos essas contagens. Iremos propor 3 solucoes distintas
para esse problema com o intuito de investigarmos e encontrarmos erros que aparentemente
sao imperceptiveis. Essas 3 solucoes também darao um maior suporte para resolvermos o

problema genérico devido as correcoes em suas contagens multiplas.
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Solugao 1: Representaremos os conjuntos lado a lado para melhor compreensao.

A B

Figura 3.1: Diagramas dos conjuntos A e B

Dividiremos o problema em etapas.

(i) escolher o elemento de A que iréd associar ao elemento 1 de B. Isso pode se feito de 4

maneiras distintas.

(ii) escolher o elemento de A que ird associar ao elemento 2 de B. Isso pode se feito de 3

maneiras distintas.

(iii) escolher o elemento de A que ird associar ao elemento 3 de B. Isso pode se feito de 2

maneiras distintas.

Desta forma todos os elementos de B terao correspondentes, ou seja, desta forma ja
garantimos que a funcgao é sobrejetiva.

Faltando agora escolher uma imagem em B para que o tUnico elemento de A que sobrou
possa associar com ela. Isso pode ser feito de 3 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos 4 - 3 - 2 - 3 = 72 fungoes sobrejetivas.

Vejamos um exemplo concreto que ilustra uma funcao sobrejetiva construida através das

etapas descritas na solugao 1.
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Figura 3.2: Fungao sobrejetiva: {(1,3),(2,1),(3,1),(4,2)}
Solucao 2: Vamos dividir o problema em casos:

(I) O elemento 1 de B associa a 2 elementos de A, o elemento 2 de B associa a 1 s6

elemento de A e o elemento 3 de B associa a 1 sd elemento de A.
Dividir em etapas:

(i) escolher os 2 elementos de A que irao se associar com o elemento 1 de B. Isso pode

4
ser feito de (2) maneiras distintas.

(ii) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 2 de B. Isso pode ser feito

de 2 maneiras distintas.

(iii) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 3 de B. Isso pode ser feito

de 1 sé maneira.
o e 4 . .
Pelo principio multiplicativo, temos 5) 2 -1 = 12 fungoes sobrejetivas.

(IT) O elemento 2 de B associa a 2 elementos de A, o elemento 1 de B associa a 1 sé

elemento de A e o elemento 3 de B associa a 1 s6 elemento de A.
Dividir em etapas:

(i) escolher os 2 elementos de A que irao se associar com o elemento 2 de B. Isso pode

4
ser feito de (2) maneiras distintas.
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(i) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 1 de B. Isso pode ser feito

de 2 maneiras distintas.

(iii) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 3 de B. Isso pode ser feito

de 1 s6 maneira.
Pelo principio multiplicativo, temos também <2> -2 -1 =12 funcoes sobrejetivas.

(III) O elemento 3 de B associa a 2 elementos de A, o elemento 1 de B associa a 1 sé

elemento de A e o elemento 2 de B associa a 1 sO elemento de A.
Dividir em etapas:

(i) escolher os 2 elementos de A que irdo se associar com o elemento 2 de B. Isso pode

4
ser feito de (2) maneiras distintas.

(i) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 1 de B. Isso pode ser feito

de 2 maneiras distintas.

(iii) escolher o elemento de A que ird associar com o elemento 3 de B. Isso pode ser feito

de 1 s6 maneira.

4
Pelo principio multiplicativo, temos também <2> -2 -1 =12 fungoes sobrejetivas.

Pelo principio aditivo temos (12 4+ 12 + 12) = 36 fungoes f : A — B sobrejetivas. ]

Solucgao 3: Utilizaremos o principio de inclusao e exclusao para contar todas as fungoes so-
brejetivas, iniciando pela contagem de todas as fungoes sem restricao e subtraindo e somando
alternadamente o nimero de fungoes que nao associam respectivamente as combinagoes das
imagens no conjunto B.

Vamos utilizar o método destrutivo, contando primeiramente todas as funcoes sem res-
tricao. Representaremos os conjuntos lado a lado para melhor compreensao.

Dividiremos o problema em etapas.

(i) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 1 de A. Isso pode ser feito de 3

maneiras distintas.



CAP. 3 CONTAGEM DE FUNCOES

69

Figura 3.3: Diagramas dos conjuntos A e B

escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 2 de A. Isso pode ser feito de 3

maneiras distintas.

escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 3 de A. Isso pode ser feito de 3

maneiras distintas.

escolher o elemento em B que ira associar ao elemento 4 de A. Isso pode ser feito de 3

maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, teremos 3-3-3 -3 = 81 maneiras distintas, ou seja, existem

81 funcoes.

Agora, dividiremos em casos, em relacao as contagens de funcées em que nao ocorrerao

associagoes com as combinacoes dos elementos de B.

(D

(IT)

(111)

contar todas as fungoes onde nao ocorra associacao com o elemento 1 de B. Existirao
apenas associagoes dos 4 elementos de A com os elementos 2 e 3 de B. Isso podera ser

feito de 2 -2 -2 -2 = 16 maneiras distintas.

contar todas as fungoes onde nao ocorra associacao com o elemento 2 de B. Existirao
apenas associacoes dos 4 elementos de A com os elementos 1 e 3 de B. Isso podera ser

feito de 2 -2 -2 -2 = 16 maneiras distintas.

contar todas as funcoes onde nao ocorra associacao com o elemento 3 de B. Existirao
apenas associacgoes dos 4 elementos de A com os elementos 1 e 2 de B. Isso podera ser

feito de 2-2 -2 -2 = 16 maneiras distintas.
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(IV) contar todas as fungdes onde nao ocorrerao associagoes com os elementos 1 e 2 de B.
Existirao apenas associacoes dos 4 elementos de A com o elemento 3 de B. Isso podera

ser feito de 1 s6 maneira, a fungao:

—

Figura 3.4: Fungao: {(1,3),(2,3),(3,3),(4,3)}

(V) contar todas as fungdes em que nao ocorrerao associagoes com os elementos 2 e 3 de B.
Existirao apenas associacoes dos 4 elementos de A com o elemento 1 de B. Isso podera

ser feito de 1 s6 maneira, a funcgao:

Figura 3.5: Fungao: {(1,1),(2,1),(3,1),(4,1)}

(VI) contar todas as fungdes em que nao ocorrerao associagoes com os elementos 1 e 3 de B.
Existirao apenas associacoes dos 4 elementos de A com o elemento 2 de B. Isso podera

ser feito de 1 s6 maneira, a funcao:
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—

Figura 3.6: Fungao: {(1,2),(2,2),(3,2),(4,2)}

(VII) contar todas as fungdes onde ndo ocorrerdo associa¢oes com os elementos 1, 2 e 3 de

B. Neste caso a quantidade de maneiras é 0 (zero).

Pelo principio da inclusao e exclusao a quantidade de fungoes sobrejetivas é dada pela
quantidade total de funcoes, subtraidas das quantidades de funcoes em que nao ocorram
associacoes com as combinacoes de 1 a 1 elemento de B, somadas as quantidades de fungoes
em que nao ocorram associagoes com as combinagoes de 2 a 2 elementos de B e subtraidas
das quantidades de fungoes em que nao ocorram associacoes com as combinacgoes de 3 a 3
elementos de B.

Desta forma teremos (81 —3-16+3 -1 —0) = 36 fungoes I — I,, sobrejetivas. n

Podemos verificar que a solucao 1 é inadequada, pois foram contadas funcoes sobrejetivas
em duplicidade.

Vejamos 2 exemplos de fungoes sobrejetivas que foram contadas na solucao 1.

funcao 1:

funcao 2:

Essas 2 fungoes sobrejetivas representam a mesma funcao e deveriam aparecer 1 s vez
na contagem. Isso ocorre porque ao fazer uma nova escolha dos 3 elementos em A que
irao associar aos 3 elementos de B, a funcao 2 serd contada como uma nova funcao e ela
corresponde a mesma funcao 1 contada anteriormente.

No exemplo concreto, referente a funcao 1, os elementos escolhidos inicialmente para
associarem aos elementos de B foram {1, 2, 4} e depois o elemento 3 foi associado ao

elemento 1 de B, formando a fungao {(1,3);(2,1);(4,2);(3,1)}. Essa fungao aparece novamente
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Figura 3.7: Fungao 1: {(1,3),(2,1),(3,1), (4,2)}

A B

Figura 3.8: Fungao 2: {(1,3),(2,1),(3,1), (4,2)}

identificada pela funcao 2, em que os elementos escolhidos inicialmente para associarem aos
elementos de B foram 1, 3, 4 e depois o elemento 2 foi associado ao elemento 1 de B, formando
a fungao {(1,3);(3,1);(4,2);(2,1)}. Desta forma faremos a corre¢ao da solugao 1 dividindo por
2 o total de fungoes encontradas (72 fungoes).

Podemos perceber que se a diferenca entre a quantidade de elementos no dominio(A)
e contradominio(B) for igual a 1, aparecerao fungdes sobrejetivas com multiplicidade 2. A
medida que essa diferenca aumenta, aparecerao fungoes sobrejetivas com diversas multipli-
cidades, tornando muito dificil a sua correcao.

A solugao 2 esta correta, porém fica impraticavel quando temos uma quantidade de
elementos no dominio e contradominio maiores que 5, devido as diversas contagens miltiplas.

Vale ressaltar que na solucao 2, foi utilizado o método construtivo(contagem direta) e na
solugao , o método destrutivo(contagem indireta).

Para o problema geral, a proposta de solucao é fazer uma analogia contando a quantidade
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de maneiras que podemos colocar k bolas distintas em n caixas distintas sem caixas vazias,
com k > n.

Contaremos todos os casos possiveis ao colocar k bolas distintas em n caixas distintas
sem restricao, subtrair todos os casos ao colocar K bolas distintas em n caixas distintas de
modo que uma caixa fique vazia, somar todos os casos ao colocar K bolas distintas em n
caixas distintas de modo que duas caixas fiquem vazias, subtrair todos os casos ao colocar
K bolas distintas em n caixas distintas de modo que trés caixas fiquem vazias, e assim
sucessivamente, utilizando o principio da inclusao e exclusao, até os casos em que todas as
caixas fiquem vazias.

Dividiremos o problema em casos para distribuir as K bolas distintas em n caixas dis-

tintas.
(I) 1 caixa ficando vazia:

. . p . . n .
(i) escolher a caixa que deverd ficar vazia. Isso pode ser feito de (1> maneiras

distintas.

(i) distribuir as k bolas nas (n—1) caixas que restam. Isso poderd ser feito de (n—1)*

maneiras distintas.

n
Pelo principio multiplicativo teremos (1> .(n — 1)¥ maneiras de distribuir k bolas em

n caixas de modo que 1 caixa fique vazia.

(IT) 2 caixas ficando vazias:

. . ~ . . n .
(i) escolher as 2 caixas que deverdo ficar vazias. Isso pode ser feito de (2) maneiras

distintas.

(ii) distribuir as k bolas nas (n—2) caixas que restam. Isso poderd ser feito de (n—2)*

maneiras distintas.

n
Pelo principio multiplicativo teremos (2) - (n — 2)* maneiras de distribuir £ bolas em

n caixas de modo que 2 caixas fiquem vazias.

(III) 3 caixas ficando vazias:
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. . ~ . . n .
(i) escolher as 3 caixas que deverao ficar vazias. Isso pode ser feito de (3) maneiras

distintas.

(i) distribuir as k bolas nas (n—3) caixas que restam. Isso poders ser feito de (n—3)*

maneiras distintas.

k

n
Pelo principio multiplicativo teremos (3) - (n — 3)" maneiras de distribuir k& bolas em

n caixas de modo que 3 caixas fiquem vazias.

(IV) 4 caixas ficando vazias:

. . ~ . . n .
(i) escolher as 4 caixas que deverao ficar vazias. Isso pode ser feito de ( 4) maneiras

distintas.

(ii) distribuir as k bolas nas (n—4) caixas que restam. Isso podera ser feito de (n—4)*

maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo teremos - (n — 4)* maneiras de distribuir k¥ bolas em n
4
caixas de modo que 4 caixas fiquem vazias. E assim sucessivamente até a escolha para que

n caixas fiquem vazias. Isso podera ser feito de ( ) maneiras distintas. Depois distribuir

n

as k bolas nas (n — n) caixas que restam. Isso poderd ser feito de (n — n)*

maneiras. Pelo

k

principio multiplicativo teremos .(n —n)" maneiras de distribuir £ bolas em n caixas de
n

modo que n caixas fiquem vazias. Com isso a quantidade de maneiras de distribuir k& bolas

distintas em n caixas de modo que nao tenham caixas vazias é dado por:

(vt Q=

Desta forma a quantidade de funcgoes f : I, — I,, sobrejetivas é:

3.4 Funcoes bijetivas

Nessa secao iremos contar as fungoes bijetivas. Contaremos inicialmente a quantidade

dessas fungoes a partir de conjuntos particulares e posteriormente sua generalizacao.



CAP. 3 CONTAGEM DE FUNCOES 75

Definicao 3.10. Uma funcgao f: X — Y chama-se bijetiva quando € injetiva e sobrejetiva

ao mesmo tempo.

Exemplo 3.11. Sejam os conjuntos I, = 1,2,3,....n e I, = 1,2,3,...,n. Quantas sao as

funcoes f : I, — I, bijetivas?

A restricao para a existéncia de fungoes bijetivas é n = k.

Vamos propor um problema particular para contagem das fungoes bijetivas.

Sejam os conjuntos A = {1,2,3} e B = {1,2,3}. Quantas sao as fungoes f : A — B
bijetivas?

Definir uma bijecao entre o conjunto de todas as fungoes bijetivas com o conjunto das
sequéncias de 3 algarismos distintos formada pelos elementos {1, 2,3}. Vejamos alguns exem-

plos particulares:

132 é uma sequéncia associada a fungao

123 é uma sequéncia associada a fungao

Desta forma, para encontrarmos a quantidade de funcgoes f : A — B bijetivas, devemos:

(i) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 1 no dominio(A) . Isso poderd

ser feito de 3 maneiras.

(ii) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 2 no dominio(A). Isso poderd

ser feito de 2 maneiras.

(iii) escolher o elemento em B que ird associar ao elemento 3 no dominio(A). Isso podera

ser feito de 1 sé maneira.
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Pelo principio multiplicativo temos 3.2.1 = 6 maneiras distintas, ou seja o nimero de
fungoes f : A — B bijetivas é igual a 6.

Voltando ao problema geral, a proposta de solugao dessa contagem é fazer uma analogia
contando a quantidade de maneiras que podemos colocar n bolas distintas em n caixas
distintas sem caixas vazias, ou seja, com exatamente uma bola por caixa.

Dividiremos o problema em etapas.

(i) escolher a caixa que entrarda a 1* bola. Isso pode ser feito de n maneiras distintas.

ii) escolher a caixa que entrara a 2* bola. Isso pode ser feito de (n — 1) maneiras distintas.
ii lh i trard a 2* bola. I d feito d 1 iras distint
(iii) escolher a caixa que entrard a 3* bola. Isso pode ser feito de (n —2) maneiras distintas.
(iv) escolher a caixa que entrara a 4* bola. Isso pode ser feito de (n —3) maneiras distintas.
(v) escolher a caixa que entrard a 5* bola. Isso pode ser feito de (n—4) maneiras distintas.

(vi) escolher a caixa que entrard a 6* bola. Isso pode ser feito de (n —5) maneiras distintas.

E assim sucessivamente até a escolha da caixa que entrard a n-ésima bola. Isso pode ser
feito de [n — (n — 1)] = 1 s6 maneira.

Logo, pelo principio multiplicativo, a quantidade de maneiras que podemos colocar n
bolas distintas com exatamente 1 bola por caixa é: n-(n—1)-(n—2)---3-2-1=nl

Desta forma a quantidade de funcoes f : A — B bijetivas é n!

3.5 Funcoes estritamente crescentes e estritamente

decrescentes

Nessa secao iremos contar as fungoes estritamente crescentes e estritamente decrescentes.
Contaremos inicialmente a quantidade dessas fungoes a partir de conjuntos particulares e

posteriormente sua generalizacao.

Definicao 3.12. Uma funcao € estritamente crescente num intervalo se para dois valores

quaisquer, Ty € T, tem-se 11 < ro = f(x1) < f(x2).
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Exemplo 3.13. Sejam os conjuntos I, = {1,2,3,....k} e I, = {1,2,3,....,n}, com k < n.

Quantas sao as funcoes f : I, — I, estritamente crescentes?

A restricao para a existéncia de funcgoes estritamente crescentes é que k < n, pois toda
funcao estritamente crescente é uma funcao injetora.

Vamos propor um problema particular para contagem das fungoes estritamente crescen-
tes.

Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {1,2,3}. Quantas sao as funcées f : A — B
estritamente crescentes?

Definir uma bijecao entre o conjunto de todas as fungoes estritamente crescentes com o
conjunto formado por 2 elementos de B.

Vejamos alguns exemplos particulares:

{1, 3} é um conjunto associado a fun¢ao

{1, 2} é um conjunto associado a funcao -

A funcéo ao lado estd associada ao conjunto {2,3} .

Desta forma, para encontrarmos a quantidade de funcgoes f : A — B estritamente cres-

centes devemos escolher 2 elementos dentre os 3 elementos disponiveis no conjunto B. Isso



SECAO 3.6 FUNCOES NAO DECRESCENTES E NAO CRESCENTES 78

pode ser feito de (2)

Podemos perceber que a construcao de uma funcao estritamente crescente é dada pela
escolha apenas dos elementos que formarao a imagem.

Vejamos um exemplo concreto:

A escolha da imagem {1,3} define uma unica func¢do estritamente crescente conforme

figura abaixo.

Figura 3.9: Funcao: {(1,1),(2,3)}

O elemento 1 em A associa ao elemento 1 em B e o elemento 2 em A associa ao elemento
3 em B, formando a funcao {(1,2),(2,3)}.

Voltando ao problema geral, a proposta de solucao é definir uma bijecao entre o con-
junto formado por todas as fungoes estritamente crescentes com o conjunto formado por k
elementos dentre n disponiveis.

Nesse caso a quantidade de funcoes f : I, — I, estritamente crescentes é (Z)

O resultado é analogo para a contagem das fungoes estritamente decrescentes.

3.6 Funcoes nao decrescentes e nao crescentes

Nessa secao iremos contar as funcoes nao decrescentes e nao crescentes. Contaremos
inicialmente a quantidade dessas fungoes a partir de conjuntos particulares e posteriormente

sua generalizacao.

Definicao 3.14. Uma func¢ao € nao decrescente em um intervalo se para dois valores quais-
quer, T1 e Ty, tem-se r1 < ro = f(x1) < f(z2).
Exemplo 3.15. Sejam os conjuntos I, = {1,2,3,...,k} e I, = {1,2,3,...,n}. Quantas sdo

as funcoes f : I, — I, nao decrescentes?
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Propondo um problema particular para contagem das fungoes nao decrescentes, podemos
verificar que ele difere da contagem das funcoes estritamente decrescentes pelo fato de poder
repetir elementos no conjunto I,,. Trataremos, portanto, de um problema de agrupamentos
com possiveis repeticoes de elementos.

Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {1,2,3,4}. Quantas sao as fungées f : A — B néo
decrescentes?

Definir trés bijecoes entre o conjunto de todas as fungoes nao decrescentes, o conjunto
formado pelas solugoes inteiras nao negativas da equacao X+ Xo+ X3+ X, = 2 e o conjunto
formado pelas sequéncias de 5 objetos, sendo 2 bolinhas e 3 separadores.

Vejamos alguns exemplos particulares:

A solugao (X7 =0,X5 =0,X;3 =0 e X, = 2) estd associada a sequéncia /// o o que por

sua vez esta associada a funcao

|

g

Figura 3.10: Fungao: {(1,4),(2,4)}

A solugao (X7 =1,X5 =0,X3=1e Xy =0) estd associada a sequéncia o// o / que por
sua vez esta associada a funcao

Vale ressaltar que com as bijecoes definidas podemos perceber que os elementos de A sao
indistinguiveis, conforme exemplo abaixo:

A mesma solugao (X; =1, Xy =0, X3 =1 e Xy = 0) esta associada também a sequéncia
o// o/ que por sua vez esta associada a funcao

que é uma funcao decrescente. Logo, com as bijecoes construidas sao contadas apenas as
fungoes nao decrescentes.

Sabemos que o nimero de solugdes inteiras nao negativas da equacao X;+ Xo+ X5+ Xy =
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Figura 3.11: Funcao: {(1,1),(2,3)}

A B

<{

Figura 3.12: Funcao: {(1,3),(2,1)}

2 é o mesmo que o numero de sequéncias com 5 simbolos, sendo 2 bolinhas e 3 separadores,

2+3 2+3 5
sendo este ( 5 ) < 5 ) ( 3) 0

Desta forma, de acordo com as bijecoes definidas, a quantidade de funcoes f : A — B
nao decrescentes é (g) = (g) = 10.

Voltando ao problema genérico, o nimero de func¢oes nao decrescentes é o mesmo que o
numero de solugoes inteiras nao negativas da equacao Xy + Xo+...+ X,,_1+ X,, = m. Contar
o numero de solucoes da referida equagao é o mesmo que contar o nimero de sequéncias
formadas por (m+n—1) simbolos, sendo m bolinhas idénticas e (n—1) separadores idénticos.

Desta forma a quantidade de funcoes f : I, — I,, nao decrescentes é

("= (),

O resultado é anédlogo para a contagem das fungoes nao crescentes.



CAPITULO 4

DEMONSTRACOES DE IDENTIDADES VIA
ARGUMENTOS COMBINATORIOS

Este capitulo foi dedicado as demonstracoes das principais identidades combinatérias
retiradas do triangulo de Pascal utilizando argumentos combinatérios. Demonstraremos
também essas identidades pelo método algébrico.

A proposta de demonstracao utilizando argumentos combinatorios e demonstragao algébrica
¢ permitir que o aluno possa decidir qual é o melhor método de demonstracao e também
enriquecer o seu raciocinio tentando diminuir a deficiéncia, quando ocorrer, do ensino-
aprendizagem de Analise Combinatéria.

Inicialmente testaremos alguns valores numéricos a fim de que o aluno possa se fami-
liarizar com as identidades. Em seguida faremos a demonstracao algébrica e por fim a
demonstracao utilizando um argumento combinatorio.

Podemos verificar também que esse tipo de demonstragao via argumentos combinatorios

nao sao tratados nos livros didaticos do PNLD 2015.

4.1 Identidade 1

Nessa se¢ao demonstraremos a identidade binomial conhecida como combinagao com-

plementar.

81
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Proposicao 4.1. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:
ny n
k)] \n—k)
Testaremos a identidade 1 para os seguintes valores numéricos:

Consideremos n = 6 e k = 2 conforme ilustrado no Triangulo de Pascal abaixo.

(]
—
[\
w

GO =0 WO NO — O
=~

NP A A WA 2 U
N TN TN N N N N
QU = W N

: A - A A U U

TN DN Wi
~—
N N N

LW W
NN
= O s
N~

(=
—_
DO

N N N N
N
[ 8
N

D
D

N\
oy
~__

w O
N—

N
=
~
[$1 e
N
S O
N

(e
—_

\]
\]

N
Y
~__
N\
[S)EEEN|
N

[S—
./\

N

~_~

N\

w3 w
N —
TN

NG |

~__

VRN

~

~_—

- O

e e Y Y Vs e Ve e VAR

o 3
~_
VR
_ 3
~_
7N
N 3
~_
VR
w 3
~_
7N
~ 3
~_
VR
ot 3
~_—
7N\
> 3
~_
VR
-~ 3
~_
R
S 3
~_

6 6! 6 6-5-4 6-5
pr— p— pr— pr— :15_
2) Tal(6—2)l 2.4 2.1-41 2

Por outro lado:

6\ [6) 6! 6l _6-5-4!_6-5_15
6-2) \4) 4l-(6-4)! 420 4l.2.1 2 7

Demonstracgao algébrica da Identidade 1

(Z) R (Z!— o) <n_7;>!.k! T (n—k)!- (:!— (n—Fk) (ﬂk)
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Demonstragao por argumentos combinatérios da identidade 1
Situacgao problema:

A turma que ingressou no Profmat 2012 é composta por n alunos. De quantas maneiras

podemos formar um grupo de estudo com k alunos dessa turma?

Solucao 1: Unica etapa: escolher os k alunos dentre os n disponiveis para formar um grupo

de estudos. Isso podera ser feito de

maneiras distintas. ]

Solugao 2: Unica etapa: escolher os (n — k) alunos dentre os n disponiveis que nao parti-

ciparao do grupo de estudos. Isso podera ser feito de

(b2 0)

maneiras distintas. [ |

Conclusao:
Escolher os k alunos dentre os n disponiveis para formar um grupo de estudo é o mesmo
que escolher os (n — k) alunos dentre os n disponiveis que nao participarao do grupo de

estudos, pois os conjuntos formados por esses dois grupos sao disjuntos.

4.2 Identidade 2

Nessa se¢ao demonstraremos a identidade binomial conhecida como relagao de Stifel.

Proposicao 4.2. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:

()= ()= (o)
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Testaremos a identidade 2 para os seguintes valores numéricos:

Consideremos n = 6 e k = 3 conforme ilustrado no Triangulo de Pascal abaixo.
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Por outro lado:

5!

3l-(6-3) 3.3 3.2-1-31 3.2-1

50 5-4.3

5-4-3!

(3)+(5)

21 (5—2)

i +

31-(5—-3)  2-1-3!

Demonstragao algébrica da Identidade 2

2-1-3!

=20

=10+10=20
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(Z:D * (n;l) - <n_(;$f.<1;3!_ G —(2:11))!! oy

(n—1!k (n—=Fk)-(n—1)!
n—k!-(E=1"k -k -(n—k—=1)"! k!
n-(n—1)!

(n—Fk)!- k!

n!

Tk (n— k)

)

Demonstragao por argumentos combinatorios da identidade 2
Situacao problema:

A turma que ingressou no Profmat 2012 é composta por n alunos. De quantas maneiras

podemos formar um grupo de estudo com k alunos dessa turma?

Solucao 1: Escolher k alunos dentre os n disponiveis para formar um grupo de estudos.

n
Isso podera ser feito de < k) maneiras. [

Solucao 2: Fixamos um membro da turma, digamos Wagner. Dividimos em dois casos:

A = { Grupo de estudo com o Wagner }
B = {Grupo de estudo que excluem o Wagner }

Note que ANB =0 e S =AU B sao todos os grupos de estudos com k representantes

que podemos formar.
e Numeros de grupos em A:

Escolhemos Wagner para o grupo, logo resta completar o grupo com (k — 1) membros

escolhidos de (n — 1) estudantes. Isso poderd ser feito de

(7))
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maneiras distintas.
e Numeros de grupos em B:

Retiramos Wagner da turma, assim teremos (n — 1) estudantes, destes escolheremos os

grupos com k membros. Isso podera ser feito de

n—1
k
maneiras distintas.

Pelo principio aditivo, temos

n—1 n n—1
k—1 k
maneiras distintas para formar um grupo de estudo com k alunos dessa turma, o que

demonstra a identidade 2. ]

4.3 Identidade 3

Nessa secao demonstraremos a identidade binomial conhecida como desenvolvimento

do binémio de Newton.

Proposigao 4.3. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:

n n -

k=0

Testaremos a identidade 3 para os seguintes valores numéricos:

Consideremos n = 2 e n = 3 conforme ilustrado no Triangulo de Pascal abaixo.
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Para n = 3, temos:

(z+y)? = (z+y)° (z+y) =@ +2zy+9°) - (z+y)
= 22+ y+2-2y+2- - -yt P

= 22+ 3% +3 -2y + P

Por outro lado:

(z+y)°

3 3 3 3
(O>$3-y0+(1)$2-y1+(2)+x1-y2+(3)$0-y3

= 2 +32% + 3z’ +9°

Demonstracao algébrica da Identidade 3

Demonstraremos a proposi¢ao 4.3 por indugao matematica

Para n = 0 a identidade é imediata, visto que:

0
1= (O)xo P,

Para n =1 a identidade também ¢ imediata, visto que:

(z+y)°

3 1
(z+y)=a+y= (O)xl-y0+ <1>x0«y1.

Seja n um inteiro maior ou igual a 1, mostraremos que a relacao para n implica a relagao

para n + 1:

Da hipétese de inducao:
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Por distributividade de produto sob a soma, temos que:

n n—1
(x 4yt = fﬂ“ﬂ'z(k)x k'y”y‘Z(/@)x B
k=1 k=0

- n - n
xn—l—l Lo Z (k) :En—k . yk + y - <k B 1) xn—k—i—l X yk—l + yn-l—l
k=1 1

k=

n n n B "
xn+1+z {(k) + (k_l)] " k+1'yk+y +1
k=1

Usando a relacao de Stifel:

n n . n+1 n— n
(w+y)+1:$+1+z< N )x k“-yk—l—yﬂ
k=1

Reagrupando o somatdrio:

n+1
n n+1 n—
(z+y) +1:Z( k >x LR,

k=0

Demonstracao por argumentos combinatérios da identidade 3
Situacao problema:

De uma lista com = questoes de analise combinatoéria e y questoes de geometria, de quan-

tas maneiras os n estudantes do Profmat 2012 podem escolher uma questao para resolver?

Solugao 1: Dividir em etapas:

(i) Solicitar para o primeiro aluno escolha uma questao para resolver. Isso pode ser feito

de z 4+ y maneiras distintas.

(ii) Solicitar para o segundo aluno escolha uma questao para resolver. Isso pode ser feito

de z 4+ y maneiras distintas.
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(iii) Solicitar para o terceiro aluno escolha uma questao para resolver. Isso pode ser feito

de x + y maneiras distintas.

E assim sucessivamente até o n-ésimo aluno para fazer sua escolha. Podera ser feito de
x + y maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo, temos

(z+y) - (x+y) - (r+y) =(r+y)"

maneiras distintas. ]

Solugao 2: Pensemos agora no problema de acordo com o nimero k(0 < k < n) de
estudantes que resolverao um problema de geometria. Em seguida, perguntamos aos (n — k)
estudantes restantes qual das questoes de andlise combinatéria que eles querem resolver.

Faremos a divisao em casos.

(I) £ = 0em que nenhum aluno escolheu resolver questdes de geometria, consequentemente
todos os n alunos escolheram resolver questoes de analise combinatoéria. Isso pode ser

n
feito de (O)x” -y° maneiras distintas.

(IT) k£ =1 em que 1 aluno escolheu resolver questoes de geometria, consequentemente todos
os (n — 1) alunos restantes escolheram resolver questoes de analise combinatéria. Isso

n
pode ser feito de ] 2"~ 1. ¢! maneiras distintas.

(IT) k£ = 2 em que 2 alunos escolheram resolver questdes de geometria, consequentemente
todos os (n — 2) alunos restantes escolheram resolver questoes de andlise combinatoria.

n
Isso pode ser feito de (2> 2" 2 . y? maneiras distintas.

E assim sucessivamente até o (n 4+ 1)—ésimo caso em que n alunos escolheram resolver

questoes de geometria, consequentemente nenhum aluno escolheu resolver questoes de analise

(n) ZEO . yn
n

combinatéria. Isso pode ser feito de

maneiras distintas.



CAP. 4 DEMONSTRACOES DE IDENTIDADES VIA ARGUMENTOS
COMBINATORIOS

91

Pelo principio aditivo temos

n xny0+ n $n71'y1—|—"'—|— n Z,O_yn: n xnfk.yk’
0 1 n —~ k

o que demonstra a identidade 3. [

4.4 Identidade 4

Nessa secao demonstraremos a relacao binomial conhecida como a soma de todos os

elementos da linha no tridngulo de Pascal.

Proposicao 4.4. Seja k € N, com 0 < k <n, vale a identidade:

paran > 1

Testaremos a identidade 4 para os seguintes valores numéricos:

Consideremos n =3 e n = 4.

(0
(o))
()G)C)
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3 3 3 3
— :1 1: :23
n 3,(0)+(1)+<2>+<3> +34+3+ 8 ,
4 4 4 4 4 A
n—4,<0>+<1>+<2>+(3)+(4) =144+6+4+1=16=2"

Demonstracao algébrica da Identidade 4:

(x+y)" = (?)x”.yo + (Z)x”_l-yl +--- 4 (nﬁl)xl T (Z)xo-y”

Basta fazer x = y = 1 na identidade anterior. De fato,

n n n n
1 1 n o_ 1n X 10 1n71 A 11 L. 11 A 1n71 101n
= (et Gretates (1t ()
= (") (M) () (D) -+ ")+ (" )+ ("
—\0 1 2 3 n—2 n—1 n
Demonstragao por argumentos combinatérios da identidade 4

Situacao problema:

A turma que ingressou no Profmat 2012 é composta por n alunos. De quantas maneiras

podemos formar grupos de estudo de qualquer tamanho com esses n alunos?

Solugao 1: O problema serd dividido em (n 4 1) casos.

n
(I) escolher um grupo com nenhum aluno. Isso pode ser feito de (0> maneiras distintas.
n
(IT) escolher um grupo com 1 aluno. Isso pode ser feito de (1) maneiras distintas.

n
(III) escolher um grupo com 2 alunos. Isso pode ser feito de (2) maneiras distintas.
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n
(IV) escolher um grupo com 3 aluno. Isso pode ser feito de (3) maneiras distintas.

n
(V) escolher um grupo com 4 aluno. Isso pode ser feito de <4) maneiras distintas.

E assim sucessivamente até a (n + 1)® escolha de um grupo com n alunos dentre os n

disponiveis. Isso pode ser feito de

maneiras distintas.

Pelo principio aditivo temos

#=(0) ()6 6 () ) C)

maneiras distintas de formar grupos de estudo com qualquer tamanho com os n alunos da

turma do Profmat 2012. ]

Solugao 2: Para determinarmos a quantidade de grupos de estudos com os n alunos, vamos

dividir o problema em n etapas.

(i) escolher se o 1° aluno participa ou nao do grupo. Isso pode ser feito de 2 maneiras

distintas (participar ou nao participar do grupo).

(ii) escolher se o 2° aluno participa ou nao do grupo. Isso pode ser feito de 2 maneiras

distintas (participar ou nao participar do grupo).

(iii) escolher se o 3° aluno participa ou nao do grupo. Isso pode ser feito de 2 maneiras

distintas (participar ou nao participar do grupo).

(iv) escolher se o 4° aluno participa ou nao do grupo. Isso pode ser feito de 2 maneiras

distintas (participar ou nao participar do grupo).

E assim sucessivamente até a n-ésima escolha em relagao ao n-ésimo aluno em participar
ou em nao participar do grupo de estudo. Isso também pode ser feito de 2 maneiras distintas.

Pelo principio multiplicativo temos
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o que demonstra a identidade 4. [

4.5 Identidade 5

Nessa secao demonstraremos a relagao binomial conhecida como a soma dos niimeros
binomiais de uma mesma coluna, iniciando do primeiro elemento e terminando em um

elemento qualquer dessa mesma coluna.

Proposicao 4.5. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:

(n> <n+1> <n+2> <n+3> <n—|—p) (n+p+1)
+ + + ot = .
n n n n n n+1
Testaremos a identidade 5 para alguns valores numéricos:

Consideremos a coluna conforme ilustrado no Triangulo de Pascal abaixo.

- O

o 3
~__
VR
_ 3
~_

o
N 3
~_

(0
Oe)

HlGIE
OO0
0600
SIBIEIGIEE
OO E 0000
00000000
< (o)
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6!

2 n 2+1 n 2+2 L 2+3 n 2+4\ 2! i 3! n 4! n 5!
2 2 2 2 2 ©o2000 211! 2121 0 213!
= 1+3+6+10+15

= 35

Por outro lado:

7 7 T7-6-5-4
(3) R RS R TRa

Demonstragao algébrica da Identidade 5:

Vamos escrever algumas relacoes de Stifel:

(oG- ()
(o) () -G
SRR
(oG -G
S R e B bt

+

214!
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Somando todas estas expressoes temos:

G ()= ()00

1
Sabendo que <n—|— > = (n), temos:
n n

()

n+p+1
n+1

+1

G () ()= ) e () = 000)

Demonstragao por argumentos combinatérios da identidade 5
Situacao problema:

A turma que ingressou no Profmat 2012 é composta por (n + p + 1) alunos. Cada aluno
teve sua matricula registrada na UFV de acordo com sua classificacao, ou seja, o primeiro
na classificagao, teve seu registro de matricula o nimero 1, o segundo teve sua matricula
registrada como niimero 2 e assim sucessivamente até o (n + p + 1)-ésimo aluno que obteve
registro de matricula o nimero (n + p + 1). De quantas maneiras podemos formar grupos

de estudo com (n + 1) alunos dessa sala?

Solugao 1: A quantidade de grupos de estudos com (n + 1) alunos que podemos formar
n+p+1
n+1 )

com os (n + p+ 1) alunos dessa sala é ( u

Solucao 2: Vamos organizar uma forma de contar de quantas maneiras podemos formar
grupos de estudos com (n + 1) alunos dentre os (n 4 p + 1) alunos presentes na sala.

Seja M a posicao do pior colocado participante no grupo de estudo formado pelos (n+ 1)
alunos. Podemos verificar que M varia de (n + 1) até (n +p+ 1).

Vamos dividir em o problema em casos, com o intuito de obter todos os grupos de estudos

com os (n + 1) alunos.

(i) escolher os n alunos restantes para compor o grupo de estudo com o aluno que obteve

n
a classificagdo nimero (n 4 1) no concurso. Isso pode ser feito de ( )
n
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(i) escolher os n alunos restantes para compor o grupo de estudo com o aluno que obteve

. . . n+1
a classificagdo nimero (n 4+ 2) no concurso. Isso pode ser feito de ( )
n
(iii) escolher os n alunos restantes para compor o grupo de estudo com o aluno que obteve

. . . n+ 2
a classificagdo nimero (n 4+ 3) no concurso. Isso pode ser feito de ( )
n
(iv) escolher os n alunos restantes para compor o grupo de estudo com o aluno que obteve

. ~ . n+3
a classificagdo nimero (n 4+ 4) no concurso. Isso pode ser feito de ( )
n

E assim sucessivamente até a escolha dos n alunos restantes para compor o grupo de
estudo com o aluno que obteve a tltima classificacao no concurso, ou seja a classificacao
. . n+p
nimero (n+ p+ 1). Isso pode ser feito de < )

n
Pelo principio aditivo temos

(n) (n + 1) (n + 2) (n + 3) (n + p)

+ + + TRt

n n n n n

grupos de estudos formados por (n + 1) alunos dentre os (n 4+ p + 1) alunos disponiveis na

sala, o que demonstra a identidade 5. [

4.6 lIdentidade 6

Nessa secao demonstraremos a relacao binomial conhecida como a soma dos niimeros
binomiais situados na mesma diagonal, iniciando de um elemento na primeira coluna

e terminando em qualquer elemento dessa diagonal.

Proposicao 4.6. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:
n n+1 n+ 2 n+p n+p+1
+ + +---+ =
0 1 2 P P
Testaremos a identidade 6 para alguns valores numéricos:

Consideremos a diagonal conforme ilustrado no Triangulo de Pascal abaixo.
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(o) ()] )G ()

00 G EEE)

G CEOEE)
WOEEOCEE

) OEEE)EE) ()

3\ 341\ 342\ /3\ 4\ (5 3 4 5
<o>+< 1 >+( 2 ) <o>+<1>+<2) o3 g T g T A= 10

Por outro lado:

6 6! 6-5-4!
pu— p— pu— 1
(2) ol a4 P

Demonstracao algébrica da Identidade 6:

Utilizando a identidade 5 temos:

9 R G R G e (O B (e

Substituindo cada uma destas parcelas nimero binomial complementar demonstrado na
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identidade 1:
(nﬁn)+(<nfl+>1—n>)+<<nf2+>2—n>>+"'+(<nf$]in>) B (<n+pn++1z>)f<1n+ 1))

0 (T2 007 =057

Demonstragao por argumentos combinatérios da identidade 6
Situacao problema:

De quantas maneiras podemos distribuir p livros idénticos de andlise combinatdéria para

os (n + 2) alunos do Profmat 20127

Solucao 1: Conforme ja visto nos capitulos 3 e 4, definiremos uma bijecao entre o con-
junto formado por todas as maneiras distintas de distribuir p livros idénticos de andlise
combinatéria para os (n + 2) alunos do Profmat 2012 e o conjunto formado por todas as
sequéncias contendo {p+ [(n+2)—1]} = (n+p+1) simbolos, sendo p bolinhas (cco---000)
e [(n+2)—1] = (n+1) separadores (///---///).

A quantidade de sequéncias distintas formadas com esses simbolos é

(n +p+ 1)
» .
Logo, o nimero de maneiras que podemos distribuir p livros idénticos de analise combi-

natéria para os (n + 2) alunos do Profmat 2012 é
(n +p+ 1)
) :

Solucao 2: Vamos dividir o problema em casos:
Utilizaremos o mesmo raciocinio realizado anteriormente através das bolinhas e dos se-

paradores.
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(I) entregar p livros para o (n + 2)-ésimo aluno e distribuir 0 livro restante para os (n +
n .
1) primeiros alunos. Isso pode ser feito de ( 0 ) maneiras distintas. Serao n

separadores (///---///) e nenhuma bolinha.

(IT) entregar (p — 1) livros para o (n + 2)-ésimo aluno e distribuir 1 livro restante para os
n+1
(n + 1) primeiros alunos. Isso pode ser feito de ( 1_ ) maneiras distintas. Serao n

separadores (///---///) e 1 bolinha (o).

(III) entregar (p —2) livros para o (n+ 2)-ésimo aluno e distribuir os 2 livros restantes para
n
os (n + 1) primeiros alunos. Isso pode ser feito de < ; ) maneiras distintas. Serao

n separadores (///---///) e 2 bolinhas (oo0).

(IV) entregar (p — 3) livros para o (n + 2)-ésimo aluno e distribuir os 3 livros restantes para
n+3
os (n + 1) primeiros alunos. Isso pode ser feito de ( 5 ) maneiras distintas. Serao

n separadores (///---///) e 3 bolinhas (o o o).

E assim sucessivamente até o (p+ 1)-ésimo caso referente a entrega de (p — p) livros para
o (n+ 2)-ésimo aluno e distribuir os p livros restantes para os (n + 1) primeiros alunos. Isso

pode ser feito de <n tr

) maneiras distintas. Serdo n separadores (///---///) e p bolinhas
p

(0coo---000).

Pelo principio aditivo, temos

()= ()27 ()

maneiras distintas para distribuir p livros idénticos de andlise combinatéria para os (n+2)

alunos do Profmat 2012, o que demonstra a identidade 6. [

4.7 Identidade 7

-1
Nessa se¢ao demonstraremos a relacao k - (Z) =n- (Z 1)

Proposicao 4.7. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:

h(Z):n.(Z:D
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Testaremos a identidade 7 para os seguintes valores numéricos:

Considerando n = 5 e k = 4 temos:

. 5l .5.4!
L5\ _ 45 454l
4) 4 (5-4) 4.1

Por outro lado:

5—1 4 4! 5-4-3l
5. :5- :5 = :20
(4—1) (3) BL(d—3)1 3.1

Demonstracao algébrica da Identidade 7

n\ n! n-(n—1)
k(k:) B R T s R

n-(n—1)!
(k—Dln—k—1+1)
n-(n—1)!
(k=Dn=1) = (k= D!

- (o)

Demonstracao por argumentos combinatérios da identidade 7

Situacao problema:

A turma do Profmat 2012 formou uma equipe de estudos de k alunos sendo uns deles o
presidente da equipe. Se essa turma tem n estudantes e qualquer um deles pode fazer parte

da equipe, de quantos modos pode-se formar a equipe de estudos?

Solucao 1: Com os n estudantes da turma, podemos escolher as equipes de estudos com
n
k estudantes de f modos. Fixadas uma destas equipes, vamos agora escolher o seu

presidente. Isso podera ser feito de k maneiras distintas. Desta forma, pelo principio multi-
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n
plicativo, temos que o numero de equipes formadas é k - ( k) [

Solucgao 2: Entre os n estudantes da turma, escolheremos primeiramente o presidente. Isso
podera ser feito de n modos. Completaremos a equipe com (k — 1) estudantes escolhidos de

(n — 1) estudantes restantes dessa turma. Pelo principio multiplicativo o niimero de equipes
n—1

f 1), o que demonstra a identidade 7. ]

formada sera n - (

4.8 Identidade 8

n
Nessa segao demonstraremos a relagao n! = ( k) k' (n—k)!

Proposicao 4.8. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:
n
n! = k- (n—k)!
(7))
Testaremos a identidade 8 para os seguintes valores numéricos:
Considerando n = 5 e k = 4 temos:

5!=5-4-3-2-1=120

Por outro lado:

5 5!
A (5—d) = —— =5l =12
(4) G='=r3=>° 0

Demonstracao algébrica da Identidade 8

n n!
(k)-k:!-(n—k:)!:m-k‘!-(n—k)!:n!

Demonstracao por argumentos combinatérios da identidade 8
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Situacao problema:

Quantas sao as possiveis listas de classificacoes com os n alunos aprovados no concurso

do Profmat 20127

Solugao 1: Podemos dividir o problema em etapas.

(i) escolher um aluno para ocupar a 1* colocagdo. Isso pode ser feito de m maneiras

distintas.

(ii) escolher um aluno para ocupar a 2* colocacao. Isso pode ser feito de (n — 1) maneiras

distintas.

(iii) escolher um aluno para ocupar a 3* colocagao. Isso pode ser feito de (n — 2) maneiras

distintas.

(iv) escolher um aluno para ocupar a 4* colocagao. Isso pode ser feito de (n — 3) maneiras

distintas.

E assim sucessivamente até a n-ésima etapa para escolher um aluno para ocupar a n-ésima
colocagao (ultima colocagao). Isso pode ser feito de 1 s6 maneira.

Pelo principio multiplicativo, temos

n-n—1)-(n—2)-(n—3)---3.2.1 =nl!

possiveis classificagoes com os n alunos aprovados no Profmat 2012. [

Solugao 2: Dividiremos o problema em uma quantidade menor de etapas.

(i) escolher k alunos que aparecerdo nas k primeiras colocagoes. Isso pode ser feito de

( k:) maneiras distintas.

(ii) ordenar esses k alunos que estao nas k primeiras colocagoes. Isso pode ser feito de k!

maneiras distintas.

(iii) ordenar os outros (n — k) alunos que ocuparao as (n — k) ultimas colocagoes. Isso pode

ser feito de (n — k)! maneiras distintas.
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n
Pelo principio multiplicativo temos ( k) k! (n—E)! possiveis listas de classificagbes com

os n alunos aprovados no concurso do Profmat 2012, o que demonstra a identidade 8. m

4.9 Identidade 9

h
Nessa se¢ao demonstraremos a relagao (h+m) = > (h> : ( m )
c r=0) \K c—k

Proposicao 4.9. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:

(Mcm) :kz::) (D | (aﬂ:)

Testaremos a identidade 9 para os seguintes valores numéricos:

Considerando h =2, m = 3 e ¢ = 3 temos:

2+3 ) 5! 5-4-3!
3 3 3.2 31-2-1

Por outro lado:

2
2 3 2 3 2 3 2 3
. — . . . —1-14+2- 1.3=1
2 (1) (6 20) = () () () )+ () () = roezarome
k=0)
Demonstracao por argumentos combinatérios da identidade 9

Situagao Problema:

A turma do Profmat 2012 é composta por A homens e m mulheres. De quantas maneiras

podemos formar um grupo de estudo composto por ¢ alunos dessa sala?

- , (h+m .
Solugao 1: Ha ) maneiras de escolhermos ¢ alunos para o grupo de estudos entre
c

os (h +m) alunos disponiveis. u
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Solucao 2: Vamos dividir o problema em casos.

(I) escolher O (zero) homem e ¢ mulheres para formar grupos de estudos. Isso pode ser
) h m ) .
feito de o) maneiras distintas.

Cc

(IT) escolher 1 homem e (c— 1) mulheres para formar grupos de estudos. Isso pode ser feito

de h . mn maneiras distintas.
1 c—1

(IIT) escolher 2 homens e (¢ — 2) mulheres para formar grupos de estudos. Isso pode ser

h
feito de . m maneiras distintas.
2 c—2

(IV) escolher 3 homens e (¢ — 3) mulheres para formar grupos de estudos. Isso pode ser

feito de h . m maneiras distintas.
3 c—3

E assim sucessivamente até (c¢+ 1)-ésimo caso em escolher ¢ homens e 0 (zero - nenhuma)
h m
mulher para formar grupos de estudos. Isso pode ser feito de ( ) : (O) maneiras distintas.
c

Pelo principio aditivo teremos:

) () ()6 ()= () () - =) ()

o que prova a identidade 9. [

4.10 Identidade 10

n n—1
Nessa segdo demonstraremos a relagao (n — k) - ( ) =n- ( )

Proposicao 4.10. Seja k € N, com 0 < k < n, vale a identidade:
n n—1
k). —n- )
0 ()= ()
Testaremos a identidade 10 para os seguintes valores numéricos:

Considerando n = 5 e k = 3 temos:
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Por outro lado:

(ah) o (5) =oaem

Demonstracao algébrica da Identidade 10

-0 (i) = 0-vrg

Demonstracao por argumentos combinatérios da identidade 10
Situacao Problema:

De quantas maneiras podemos formar uma comissao com k professores e 1 coordenador
escolhidos dentre n professores?

Solugao 1: Por definicao, ha maneiras de escolhermos os professores. Sendo assim,

n
k
devemos escolher o coordenador dentre os (n — k) restantes, o que por definigdo, pode ser

—k
feito de (n 1 ) = (n — k) maneiras . Pelo principio multiplicativo temos

() o

maneiras para formar uma comissao com k professores e 1 coordenador. [
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-~ . . 3 ~ ’ n
Solugao 2: Iniciaremos o processo pela escolha do coordenador. Por definicao, héa (1> =n
possibilidades. Em seguida, devemos escolher os professores dentre os (n — 1) restantes, o

) maneiras. Pelo principio multiplicativo temos

n.(";l),

o que mostra a identidade 10. [

n
que por defini¢ao, pode ser feito de (



CONSIDERACOES FINAIS

O estudo da analise combinatéria podera ser proposto aos alunos do ensino médio sem o
uso excessivo de férmulas. Poderd ser apresentado utilizando apenas os niimeros binomiais
do triangulo de Pascal associados ao principio aditivo e o principio multiplicativo. A bijecao
também é uma ferramenta muito importante na execucao dos problemas com maior grau
de dificuldade, pois a contagem de alguns conjuntos sao mais faceis que outros. Com isso o
aluno tem maior probabilidade de despertar o interesse pelos contetidos apresentados. Outro
ponto positivo refere-se a unificacao de dois contetidos tao importantes que sao as fungoes
e a andlise combinatdria, em que nao necessariamente precisam ser estudados em blocos
de conteudos individualizados. A contagem de diversos tipos de func¢oes abordam quase
todos os casos especificos de contagem propostos nos 6 livros didaticos do PNLD 2015. O
unico caso que nao apresentou relacao direta com a contagem de funcgoes foi a permutagao
com repeticao. Conseguimos com esse trabalho relacionar as fungoes sem restrigoes com os
arranjos com repeticao, as fungoes injetivas com arranjos simples, as funcoes bijetivas com as
permutacoes simples, as fungoes estritamente crescentes e estritamente decrescentes com as
combinagoes simples, e as fungoes crescentes ou decrescentes as combinagoes com repeticao.
Esse trabalho também mostrou que algumas identidades binomiais podem ser perfeitamente
demonstradas por argumentos combinatérios, fazendo com que o aluno possa assimilar com
maior facilidade esse tema que tem deixado muitos alunos e professores desmotivados cuja
principal causa é o nimero excessivo de férmulas propostas pelos principais livros didaticos

do pais e também por outros livros de autores renomados que abordam esse contetdo.

108
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