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"A Matematica apresenta invengoes tao sutis que poderao servir nao so para satisfazer os

curiosos como também para auxiliar as artes e poupar trabalho aos homens'. (Descartes)






Resumo

Este trabalho tem o intuito de servir como material complementar para professores de
ensino béasico ( fundamental e médio) e para alunos que tenham interesse em ter argu-
mentos (dentro deste nivel de ensino) para trabalhar com o infinito e com procedimentos
infinitos. Para tanto foram feitas algumas demonstracoes e exemplos que fundamentam
o tema. Os conceitos utilizados foram levantados a partir de bibliografias que sao usadas
por professores e alunos do ensino fundamental e médio. Foram apresentados argumentos
algébricos e aritméticos que envolvem o infinito, como dizimas periédicas e niimeros reais.
Foram também expostas aplicagoes que utilizam procedimentos infinitos, como obtencao
de 7 e a aproximagao de algumas func¢des por somas infinitas. Este é um material que
pode ser usado como fonte de pesquisa por docentes e discentes que necessitem de material

complementar para o estudo do tema.

Palavras-chaves: infinito, nimeros Reais.






Abstract

The purpose of this project is to offer complementary material for both basic education
teachers (primary and secondary education) and students who are interested in having
arguments (in this level of study) to work with the infinity and infinite series. Therefore,
some demonstrations and examples which ground the topic were made. The concepts
used were raised from references which are used by teachers and students from primary
and secondary education. Algebraic and arithmetic arguments related to the infinity, such
as recurring decimals and real numbers, were presented. Applications involving infinite
series, like the generation of 7w and the approximation of some functions using infinite
sums, were also shown. This material can be used as reference by techers and students

who need additional material to learn about the topic.

Key-words: infinity, real numbers.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de produzir um material complementar
que trate alguns conteudos que envolvam o conceito de infinito de forma a esclarecer al-
gumas duvidas dos educandos das tltimas séries do ensino fundamental e do primeiro ano
do ensino médio, a fim de responder possiveis questionamentos sobre o tema “infinito”,
assim como suas implicagoes, explicando matematicamente e mostrando que existem va-
rias situagoes dentro da Matemaética que envolve o infinito, porém possuem uma solucao
relativamente simples.

No intuito de se fazer entender melhor o tema, no capitulo 1 desenvolvemos a parte
tedrica e conceitos necessarios. Vamos tratar ainda neste capitulo de um resgate a partir
de algumas evolugoes do contexto histérico, o surgimento do conceito de infinito, e os
primeiros registros de fatos histéricos a envolver o infinito. No capitulo 2 foi realizada
uma breve abordagem dos conceitos basicos de conjuntos e fungoes.

Os capitulos 3 e 4 trataram de definir um método de contagem de elementos de um
conjunto, bem como o conceito de conjuntos enumeraveis e ndo enumeraveis. Além disso,
sao apresentadas algumas propriedades aritméticas dos conjuntos numéricos.

No capitulo 5, encontramos uma das principais contribui¢oes deste trabalho. Foram
expostos exemplos de aplicagoes de procedimentos infinitos com alguns resultados inte-
ressantes como: soma de P.G. infinita, fun¢des que podem ser representadas por somas
infinitas e o processo de obten¢ao do niimero 7 a partir do método classico utilizado por
Arquimedes.

Apos vasta andlise de livros didaticos do ensino basico, percebemos apresentacoes
peculiares e uma auséncia de variedade de bibliografia relativa ao tema, por este motivo
nos propusemos a elaborar esta proposta didatica, utilizando exemplos simples e aplica¢oes
acessiveis, expondo uma forma de trabalhar o infinito e desmistificando o que para o aluno,
por certas vezes causa duvidas, devido ao seu teor abstrato e poderia ser um empecilho
no entendimento de outros contetidos.

O tema proposto se deu com o objetivo de apresentar diferentes maneiras de como o
infinito pode ser discutido em sala de aula, partindo da idéia que muitas vezes o aluno nao
tem nocao do que é a matéria, e tendo em vista que é importante que o professor esteja

preparado, trazendo atividades construtivas para uma simples compreensao do assunto.
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1 ORIGENS HISTORICAS

1.1 INFINITO: UMA ABORDAGEM HISTORICA

A Histéria da Matematica é interessante e importante como conhecimento, com ela
pode-se compreender a origem que deu forma, o motivo e circunstancias em que ela
se desenvolveu. Compreender também que a Matematica sempre existiu e que era algo
natural para seu momento, mesmo de uma forma simples e utilizando a intuicao cacando
e pescando ja era possivel utilizar a Matematica. Partindo de teorias de estudiosos em
educacao, é possivel analisar a importancia do ensino de Matematica nos dias atuais, e
o grau de relevancia que a escola tem na formacao do individuo que interpreta simbolos
e cH6digos matematicos, e sabe manejar objetos que possibilite a melhor compreensao do

processo ensino aprendizagem e os fatores envolvidos neste processo.

De acordo com Boyer (2003, p.01), durante muito tempo considerava-se que a Mate-
matica poderia se ocupar do mundo que os sentidos pudessem perceber. Porém apds o
século dezenove saiu da limitagao sugerida por observagoes da natureza, o que era possivel
observar semelhancas apesar de diferencas entre uma arvore e uma floresta ou relacionar
as maos com os pés, percepgoes abstratas que certos elementos tém em comum e que pode

ser chamado de nimeros.

Desde o surgimento do homem, constata-se a utilizacdo da Matematica, e especi-
ficamente no século V A.C., é possivel observar que alguns matematicos relevantes ja
procuravam compreender o infinito. Toma se como exemplo o matematico grego Zenao,
assim como alguns matematicos indianos. Zenao discipulo do filésofo Parménides usou a

elaboracao de uma série paradoxos para comprovar suas teorias de infinito.

Porém, as constatacoes a respeito do infinito mais relevantes datam de um periodo
mais moderno que vai de 1867 até 1871, quando o matematico George Cantor e Richard
Dedeking, em 1870, conseguem uma explicacao mais detalhada sobre os conceitos sobre
infinito, operagoes, e os entre elementos e conjuntos, e algumas outras as que revoluciona-
ram o saber matematico nessa area de pesquisa. De acordo com a Histéria Cantor mostrou
que o infinito pode ser compreendido e que na verdade nao existe somente um infinito e
sim uma infinidade de infinitos, sendo assim tentou pegar algarismos 1,2, 3 --- e comparou
a um conjunto menor 10,20, 30 - - - mostrando que os dois conjuntos de nimeros infinitos
tem o mesmo tamanho, podendo emparelhar 1 com 10 , 2 com 20 , etc., e que a infinidade
de fragoes é maior que a de niimeros inteiros, encontrou-se uma forma de emparelhar to-
dos os niimeros inteiros com todas as fragoes, montando uma tabela infinita, chegando a
conclusao que as fragoes sao do mesmo tipo de infinitos que os niimeros inteiros, supondo

que talvez todos os infinitos tenham o mesmo tamanho. Cantor considerou que todos os
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conjuntos de todos os decimais levam a um infinito maior, pois nao importa como se deve
listar todos os niimeros decimais e que sempre haveria um nimero decimal faltando, tendo
uma nova visao do infinito, um maior que o outro, podendo contar o infinito.

Cantor ainda langou um artigo que de inicio na época dividiu a sociedade Matematica,
o mesmo abrangia todas as discussoes relacionadas idéias sobre conjuntos. O trabalho fora
intitulado "A respeito de uma propriedade caracteristica de todos os niimeros reais", artigo
publicado em 1874, e que recebeu apoio de matematicos da época como Karl Weierstrass
e Dedekind e no lado oposto estava Leopold Kronecker, em dias atuais, conhecido como
o criador do construtivismo matematico.

Algum tempo depois foram encontradas por parte de estudiosos em Matematica al-
gumas contradigoes, o principal paradoxo foi observado em 1900, chamado de paradoxo
de Russel, chamado assim como forma de homenagear seu descobridor Bertrand Russel,
dando lhe seu nome. Juntamente com Ernst Zemelo quem apontou um dos paradoxos
mais famosos da historia da humanidade: "O conjunto de todos os conjuntos que nao sao

membros entre si mesmos".
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2 DEFINICOES PRELIMINARES

Para dar inicio ao estudo ¢é preciso deixar claro alguns conceitos e notagoes de con-
juntos e fungoes, a partir de uma breve revisao, introduzindo a no¢do de conjuntos e suas
operagoes, utilizando como teoria de suma importancia para nos amparar na compreen-
sao de alguns processos que envolvem o infinito. Usaremos neste trabalho as nocoes de

dominio, contradominio de fung¢oes como pré-requisitos no estudo do “infinito”.

2.1 CONJUNTOS

Um conjunto é um agrupamento de elementos, podemos dizer que um conjunto é uma
colecao, ou um grupo, ou uma lista de elementos que pode ter uma ou mais propriedades
em comum, contudo existe um conjunto especial que nao possui elemento, o qual pode ser
chamado de conjunto vazio. Quando um objeto z é um elemento do conjunto A, dizemos
que x pertence a A e escrevemos r € A. Quando o objeto x nao é elemento do conjunto

A, dizemos que z nao pertence a A e escrevemos x ¢ A.

A representagao de conjuntos pode se dar de trés maneiras:

1 - Descricao dos elementos (forma tabular): Consiste em representar os elementos do
Conjunto entre chaves “{---}", separando-os por virgula ou ponto e virgula.
EXEMPLOS:

A - Conjunto de pregos do pao francés em seu bairro (por Kg).

B = {R%9,98; R$12,49; R$22,99; R$25,19}.

B - Conjunto dos niimeros naturais pares.

C ={0,2,4,6,8,10,--- }.

2 - — Descrigao da(s) propriedade(s) do(s) seu(s) elemento(s): Consiste em explicitar
alguma propriedade dos elementos do conjunto. Para tanto, devemos usar alguns

simbolos especificos:

V : para todo
“/7 . tal que
=: entao

& se e somente se
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A — Conjunto de materiais escolares basicos do Joao.

A ={zx / z é material escolar basico}.
B — Conjunto de pregos do pao francés em seu bairro ( por Kg).
B ={z / x é prego do Kg do pao francés em seu Bairro}.
C — Conjunto dos nimeros naturais pares.
C = {z / x é nimero natural par}.

3 - Diagrama de Venn: Consiste em descrever os elementos do conjunto dentro de uma

figura plana fechada qualquer.

B — Conjunto de pregos do pao francés em seu bairro ( por Kg).

R$ 9,98
R$ 12,49
R$ 22,99

RS 25,19

O conjunto vazio é um conjunto que nao possui elementos. A sua representacao é feita

pelos seguintes simbolos: “0” ou “{}”.

Exemplo: T' = conjunto dos nimeros naturais menores do que zero

T=0

Relacdo de Pertinéncia e Relacao de Inclusao

Como ja vimos anteriormente, as relacoes de pertinéncia relacionam elemento e con-
junto, nesta ordem. Existem duas relagoes de pertinéncia:
€ - pertence;
¢ - nao pertence.

Assim, usando os conjuntos citados acima, temos que:

R$22,99 € B
455 ¢ C

As relacgoes de Inclusao relacionam conjuntos. As relagoes de Inclusao sao as seguintes:

C - esta contido
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¢ - nao esta contido
D - contém
2 - nao contém
Dizemos que o conjunto A esta contido no conjunto B quando todos os elementos de
A também sao elementos de B. Em simbolos:
ACB :rx€eA—z€eB
Dizemos que o conjunto A contém o conjunto B quando todos os elementos de B
também sao elementos de A. Em simbolos:
ADB : x€B—xeA
A C B : leia-se: “A esta contido em B” ou“A ¢ Subconjunto de B”
A D B : leia-se: “A contém B” ou “A é Conjunto Universo de B”

As seguintes propriedades das Relacoes de Inclusao sao facilmente verificadas:

e ACA

e ADA

SeACc BeBC Aentao A= B.

2.2 OPERACOES ENTRE CONJUNTOS

A seguir definiremos as operac¢oes que podem ser realizadas entre conjuntos, que sao

elas: a Unido, Intersecao e a Diferenca. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer.

(I) (I) A unido de A com B é o conjunto formado pelos elementos que estao em A ou
em B e, denotamos por AU B.
AUB={x; x € Aouzx € B}

Dizer “z € A ou z € B” significa que pelo menos uma dessas duas alternativas é
verdadeira, mas nao estd excluida a possibilidade de que r € Ae x € B.
EXEMPLO: Dados os conjuntos:

A=140,2,4,6,8,10,12} e

B =10,3,6,9,12,15,18}
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Temos
AUB=1{0,2,3,4,6,8,9,10, 12,15, 18}.

(IT) A intersegdo entre os conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos que
estdo em A e estdao em B e, denotamos por AN B.
ANB={z; € Aouzx € B}
A B

EXEMPLO: Dados os conjuntos:
A=1{0,2,4,6,8,10,12} e
B ={0,3,6,9,12,15,18}
Temos
AN B ={0,6,12} .

(ITI) A diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos que

estao em A e nao estdo em B e, denotamos A\ B.
A\B={z; r€ Aex ¢ B}
EXEMPLO: Dados os conjuntos:

A=1{0,2,4,6,8,10,12} e
B =1{0,3,6,9,12,15,18}.

Temos A\ B ={2,4,8,10}.



2.3. PRODUTO CARTESIANO 21

A B

2.3 PRODUTO CARTESIANO

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto formado pelos pares
ordenados (z,y), onde “z” é um elemento de A e “y” é um elemento de B. Em simbolos:
AxB={(z,y) Jr€Aeye€ B}

EXEMPLO: Se A = {a,b,c} e B={1,2,3}, entdo:
A x B ={(a,1);(a,2);(a,3); (b,1); (b,2); (b, 3); (¢, 1); (¢, 2); (¢, 3) }
Bx A={(1,a);(1,b); (1,¢); (2,a); (2,0); (2,0); (3,a); (3,0); (3,0)}

Um exemplo importante de produto cartesiano é o R x R = R? = {(x,y); x,y € R},
onde R é o conjuno dos nimeros reais, que sera definido na secao 4.1. A sua represen-
tagdo geométrica mais usual é feita por dois eixos ortogonais (horizontal e vertical) e é
chamado de plano cartesiano. No par (x,y) € R?, a primeira coordenada z ¢ denotada por
abscissa e a segunda coordenada é denotada por ordenada. No exemplo a seguir temos a

representagao do ponto A = (3,2).

O plano cartesiano é uma ferramenta indispensavel no estudo de gréaficos de fungoes

reais.
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2.4 RELACOES

Uma relacao é um subconjunto do produto cartesiano. Em uma relagdo AgB C Ax B,
temos que:
A — dominio da relacao

B — contra dominio da relagao
Exemplo: Seja A = {1,2,3,4,5}, e R uma relagdo definida da seguinte forma:

ApA={(z,y) € Ax Ay y <z +1}

Usando o mesmo conjunto A acima, vamos definir uma relagao S da seguinte forma:
AsA={(z,y) € Ax A; y >z}
Vamos representar esta relagao usando o diagrama de flechas:

A A

25 FUNCAO

Vamos apresentar a definicao de func¢ao, que podemos dizer que é um dos conceitos
mais importantes da Matematica. Uma funcao é uma relagao f entre dois conjuntos X e

Y, tal que a cada valor x € X estd associado um, e somente um, valor y € Y.
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e A relagao é expressa por y = f(x).
e O conjunto de valores de x é dito dominio da funcao.

e As variaveis x e y sao ditas, respectivamente, independente e dependente.

De outro modo, dados dois conjuntos A e B, nado vazios, uma relagdo f de A em B
recebe o nome de funcao definida em A com imagens em B se, e somente se, para todo
x E A existe um s6 y F B tal que (z,y) € f.

Exemplo: Seja A = {1,2,3,4,5}, uma relacdo f : A — A, definida por f(z) = z, é

uma funcao:

J& uma relacao g : A — A, definida por g(x) = z + 1 ndo é uma funcio, pois existe

um elemento do dominio (x = 5) que nao faz parte da relagao

A A

A relagdo acima nao representa uma funcao

2.6 FUNCAO INJETORA, SOBREJETORA E BIJETORA

A seguir apresentaremos a classificacdo de uma funcao como injetora, sobrejetora ou

bijetora.
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>
w

J

A \V4
N

2.6.1 Funcao Injetora

Uma funcao f de A em B é injetora quando para quaisquer que sejam xq, s € A ,com
T1 # T2, temos que f(z1) # f(x2).

De modo equivalente, f é injetora se f(z1) = f(x2) implica que x; = x5

A B

2.6.2 Funcao Sobrejetora

Uma funcao f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo y pertencente a B

existe um elemento x pertencente a A tal que f(z) = y.

A B
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2.6.3 Funcao Bijetora

Uma funcao f de A em B é bijetora se, e somente se, para qualquer elemento y

pertencente a B existe um unico elemento x pertencente a A tal que f(x) =y.

A B
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3 CONJUNTOS ENUMERAVEIS

Neste capitulo iremos definir conjuntos enumeraveis. Um conjunto é enumeravel quando
possui uma bijecado com um subconjunto de N. Veremos o caso finito e o caso infinito.

Um conjunto infinito é enumeravel quando é possivel indexar os seus elementos com
os niameros naturais. Um conjunto X diz-se enumeravel quando ¢ finito ou quando existe
uma funcao bijetora f : N — X. Nesse ultimo caso, X é também chamado de um conjunto

infinito enumeravel. Veremos na sequénia detalhes destes conceitos.

3.1 METODO DE CONTAGEM (CASO FINITO)

Para lidarmos com a contagem de conjuntos finitos, vamos introduzir uma notacao

para o subconjunto formado pelos “n” menores niimeros naturais positivos.
In = {1727374a57"' 7n}

Dizemos que um conjunto K tem n elementos se existe uma bijecdo de K com algum I,,.
Exemplo:

Conjunto A: Lista de Materiais escolares basicos do Joao

A = {lapis, borracha, caneta, caderno, régua}

Existe uma bijecao entre A e I5, como podemos ilustrar abaixo:

lapis

{ —» borracha

»
\ »  caneta

\—" caderno

régua

Dizemos que f é uma contagem de A, e o conjunto A possui 5 elementos. Nesta

contagem especifica, o elemento “caneta” foi o terceiro elemento de A a ser contado.
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Algumas propriedades podem ser facilmente verificadas:

(i) Se A é finito e B C A, B # (), entdo B é finito e n(B) < n(A), onde n(A) é o

numero de elementos do conjunto A.

(ii) Seja A= BUC com BNC =0, B,C # (). Vale: A é finito se, e somente se, B e C
sdo finitos. Neste caso: n(A) = n(B) + n(C).

O leitor é convidado a enunciar e justificar outras propriedades para a contagem de con-

juntos finitos.

3.2 CASO INFINITO

Os conjuntos infinitos tém muitas propriedades que sao surpreendentes. Podemos mos-
trar que seus elementos podem ser colocados em relacao biunivoca com os elementos de
um de seus subconjuntos proprios. Cantor contribuiu muito para o estudo do infinito, esse
foi conhecido como o pai da teoria dos conjuntos.

Um conjunto X é infinito quando nao é finito, ou seja, quando nao é vazio e quando
nao existe uma bijecao entre seus elementos e I, para qualquer n € N. Mesmo sendo
infinitos, alguns destes conjuntos ainda sao enumeraveis.

Seja X um conjunto enumeravel e infinito, ¢ : N — X uma bijecao
Colocando (1) = z1; ¢(2) = z2; ©(3) = x3;---; p(n) = z,; --- obtemos que X =
{1, 29,23, } Dizemos que ¢ é uma contagem dos elementos de X.

EXEMPLOS:

a) X = N é infinito e enumeravel. Basta considerarmos ¢ : N — N, com ¢(n) = n;

b) X =2N+1={1,3,5,7,---}, o conjuntos dos niimeros naturais impares.
Podemos tomar ¢ : N — 2N + 1, com ¢(n) = 2n + 1;

p0)=1, (1) =3, p(2) =5, p(3) =7, p(4) =9, -

c) X =2N={0,2,4,6,8,10,- -} Os nimeros naturais pares sao enumeraveis Podemos
tomar ¢ : N — 2N, com ¢(n) = 2n;

Mais geralmente, se X é infinito e enumeravel e Y C X também ¢é infinito, entao Y é
enumeravel. De fato, se existe ¢ : N — X bijecdo, basta definir ¢ : N — Y da seguinte
forma:

(1) = x,,, onde p; := min{k € N; z;, € Y}, em que min é o menor dos elementos do

conjunto.
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Uma vez definidas (1), ¢(2), ¢(3), -+, ¢(n), fagamos ¢(n+1) =z, ,, onde p,4q :=
min{k € N; z, € Y \ {2, Tpys Tpg, -+, Tp, }}

Se X e Y sao enumeraveis, entao X UY é enumeravel. De fato, tratemos o caso em
que X e Y sao infinitos e enumeraveis e denote:

X ={zy, 2,235t eY ={y,y2,43, - } ,

Vamos definir ¢ : N — X UY com ¢(2n) =z, e p(2n+1) =y,

Com este argumento, estabelemos bijecao entre Ne X UY'.

Exemplos:

a) Z é enumeravel
Usando o fato de que uniao de enumeraveis é enumeravel, vamos definir a seguinte
bijecao:
p:N—=7Z
o(2n) =n
o2n+1)=-n—-1

0(0) =0, (1) = =1, ¢(2) =1, ¢3) = =2, p(4) = 2, ¢(5) = =3, p(6) =
3, (7)) =—4, ¢(8) =4,---

b) Q é enumeravel:

O conjunto dos niimeros racionais pode ser definido da seguinte forma:

a
Q:{b; abeZ, b;éo}
Ou seja, as fragoes formadas por ntimeros inteiros, com o denominador nao nulo.

Neste exemplo, iremos estabelecer uma bijegao (desconsiderando - se as fragoes equiva-
lentes) entre o conjunto dos niimeros naturais nao nulos e o conjunto dos niimeros racionais

positivos. Esta bijecao pode ser feita a partir da seguinte construgdo apresentada abaixo:

T ] 1 1] 1 1 1] 1. 1 T
1 ﬁ/ 1 |5 6 9
271 2 21 20 20 271 2.1 2 7,
1 ﬁ/ 1 |5 | 6 s | 9
3.1 3.1 3.1 3.1 31 31 31 3 | 3
1 / 4 /E/ & | 71 8| 9
I, 4| 4. 4| 4] &4 | 4 | & | &
1 s |5 6| 7| 8] 9
COPT P XX G ) TG T6) () [
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Utilizando a mesma construgao com Q_, temos que: Q = QUQ_U{0} é um conjunto

enumeravel (pois é uma unido de conjuntos enumeraveis)
Outra justificativa de que Q é enumeravel:

Podemos observar que o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel a partir do
seguinte argumento:

Sabemos que o conjunto dos niimeros primos P = {p € N; p é primo} é enumerével,
pois é um subconjunto de N. Vamos provar que o conjunto dos niimeros primos é infinito.

Suponha que o conjunto dos nimeros primos P = {p € N; p é primo} é finito e
denotemos P = {p1, p2, p3, -+, pn} uma enumeracao de P . Observe agora que p =
P1-P2:P3- ... Dn+ 1 ndo é divisivel por nenhum dos niimeros p1, pa, p3, -+ , Pn, (POIS P : Pi
tem resto 1). Logo p também é primo e p ¢ P, pois p > p;, para todo k =1,2,3,--+ . n ,
isto é uma contradicao.

Como P C N e N sao enumeraveis, temos que P é um conjunto infinito e enumeravel.
Denotemos P = {pi1,pa,P3, " ,Dn,* -+ } com esta enumeragdo. A partir dai, podemos
demonstrar que Q é enumeravel.

Basta considerar Q, = {7:, (m,n)=1, m,n € N}, onde (m,n) significa mdc (mé-

ximo divisor comum entre) m e n e (m,n) = 1 quer dizer que m e n sdo primos entre si.

: ¢:Qy =N
Vamos definir { m i . _
— — (p,)™, onde p, é um primo na enumeragao de P
n

Por exemplo ¢ (;) =27

© € injetora, logo existe bijecdo entre Q, e um subconjunto de N. Em particular,
Q4 é enumeravel. Como Q. possui bijecao com Q_, temos que Q_ também é enumera-

vel. Entao Q = Q. UQ_U{0} é enumerdvel (pois é uma unido de conjuntos enumeraveis).
Ainda que enumeravel, ndo existe uma enumeragao ordenada:
Q = {x1, w9, 3, 24,...}, onde z; < x;41,para i =1,2,3, ...

Isso ocorre, pois nao existem dois niimeros racionais consecutivos. Sempre é possivel

encontrar um numero racional entre dois nimeros racionais dados.

m m
Sejam —, b € Q, tais que — < d
n g n q
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P n gm + pn
<Ze =
2 q 2 2gn

m
m_p p
n q q

m
Temos que — < eQ
n
A melhor maneira de ordenar os nimeros racionais é observar a sua representacao
decimal. Para tanto, devemos considerar cada representagao fracionaria dos racionais como

uma divisao de numeros inteiros. Vamos recordar que um numero decimal é um ntimero

da forma a, ajanas ...y, ..., onde a € Z e ajanas ... ap, ... € {0,1,2,...,9}.
Note que a, ayosc o) :a+%+%+ —1—&4—
q , 1093 ... Oy . .. 10 102 10n
EXEMPLOS:

1 2 5 3 8
=1 t= S =1,25 —S =15 —- =—
(=1 5 =0.6666...; ;=125 — By —g = —0,8888

Realizando divisao entre niimeros inteiros, obtemos trés tipos de resultados:
(i) Namero Inteiro;
(ii) Namero com finitas casas decimais;
(iii) Numero com dizima periédica (infinitas casas decimais, com repeticao).

Podemos também converter um decimal (i, ii ou iii) para a forma fracionaria:
Numero inteiro: basta representar o nimero em forma de fracdo com denominador 1.

EXEMPLOS:

m
Em geral —, onde m é multiplo de n, ou seja: m = kn.
n

Para representar um nimero racional, nao inteiro com finitas casas decimais, devemos
seguir o seguinte procedimento:
Exemplo: Vamos denotar o nimero 25, 28 na forma fracionaria:
2 8  25100+210+8 2500+20+8 2528

25,28=25+ — + — .
’ * 10 * 100 100 100 102

De um modo geral, temos que:
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qg=a,oqaz03...a, a €Zea; €4{0,1,2,...,9}

Podemos reescrever

asg Qap

+ 22y o Assi
= Qa — — c. . SS11m
q 10 ' 100 ' 1000 107 ’
10m.a 4+ 10" tag + 10" 2.ay + 10" 3.5 + ... + 1070 —p ... + 10Y.c—q + vy,
= ou
1 10 !
ainda,
a1y ... 0y
q =

10m

Em resumo: representamos uma fragao com o nimero decimal escrito no numerador
(sem virgula),e o denominador como uma poténcia de dez com expoente igual ao nimero

de casas decimais (a direita da virgula)

EXEMPLOS
125 125 5
12 = — = —— = —
a) L2 =15 =100 = 1
3275 3275 131
b) —3,275 = — =12 —

103~ 1000 40
146 146 73

T S e R
¢) —14,6 = -7 10 5
59 59
d) 0,0059 = 22 — 27
) 0 10* ~ 10000

Ntmero com dizima peridédica: primeiramente, devemos equacionar a parte decimal
infinita, transformando—a em uma fracao. Vamos ilustrar com exemplos numéricos. Va-
mos considerar inicialmente o caso da dizima peridédica e posteriormente consideraremos

0 caso geral:

Considere x = 0,111 ... =0, 1. Logo temos:
10x = 1,111.... Segue dai que
10x =1+0,111... e portanto,
10z = 1 + 2. Ou seja,
9z :11. Obtendo a representagao fracionaria:
T=73
Logo, 0,111... :0,T:%
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Analogamente, conseguimos verificar que:
0,222...=0,2= %;
0,333...=0,3= % — %;
0,121212...=0,12 = 12,
0,234234234 ... = 0,234 = 4.

0,123412341234 ... = 0,1234 = 123,

Considerando que toda dizima peridédica possui representacao similar a indicada acima,
qualquer niimero que possui dizima periddica pode ser expresso como a soma da parte

finita com a parte periddica.

Exemplo: Vamos expressar o nimero x = 5,777 ... = 5,7 na forma fraciondria:
r=5+0,777... pelo ja considerado,
T =05+ g ou equivalentemente,
52

Logo, 5,777...=5,7= %

Exemplo: Vamos expressar o nimero x = 3,21453 na forma fracionéria:
r =3+0,21453
w:3+0 21+0 00453

— 21 453 :

r=3+ 100 + 599050 OU equivalentemente
__ 321132
~ 799900

Na subseg¢ao 5.1.1, veremos outra forma de obter uma fracao geratriz, a partir de uma
soma de P.G. infinita.
De um modo geral, se = a, 102 . .. a1 52 . . . B; é um niimero com dizima periddica,

temos que:

102 = a.10F + b+ 0, 3155 . . .Bj onde b = 0110571 + 0 102 + . 4+ o,

6162 B]

Sabemos que: 0, 31 . .. 3; By = 101

m
:76@
n

Assim x = a + % + 1055, ¢ uma soma de fracoes e r pode ser expresso como uma

fracdo e fica provado que:
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Teorema 3.2.1. Um niumero é racional, se e somente se, sua representacdo decimal é

finita ou periodica.
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4 CONJUNTOS NAO ENUMERAVEIS

Um conjunto infinito em que nao é possivel estabelecer uma bijecdo com o conjunto
dos niimeros naturais é um conjunto nao enumeravel, ou seja, um conjunto infinito é nao
enumeravel quando nao é possivel indexar os seus elementos com os nimeros naturais.
Em geral conseguimos estabelecer uma fung¢ao injetora nao sobrejetora, se considerarmos o
conjunto dos nimeros naturais como dominio. Veremos exemplos conhecidos de conjuntos

nao enumeraveis é o conjunto dos ntimeros irracionais e o conjunto dos ntimeros reais.

4.1 O CONJUNTO DOS NUMERQOS REAIS

Existem varias maneiras alternativas para apresentar o conjunto dos niimeros reais.
Uma delas é a seguinte: O conjunto dos ntimeros reais é o conjunto formado por todas as
representacoes decimais possiveis.

Também podemos dizer que o conjunto dos ntimeros reais pode designar a uniao do
conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos ntmeros irracionais. Recorde que o
conjunto dos nimeros racionais contém os seguintes subconjuntos:

Numeros Naturais N: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,...}

Nuameros Inteiros Z: {...,—8,—=7,—6,—5,—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}
Numeros Racionais Q: {%, m,n € Z, n# O}
Nimeros Irracionais:R \ Q.

S&o exemplos de irracionais: v/2, T, /P> P primo

4.2 REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS REAIS

Nesta secao, iremos formalizar a representagao do conjunto dos ntmeros reais (R),
bem como algumas caracteristicas do conjunto e seus elementos. Concluiremos que R ¢
um conjunto nao enumeravel e, consequentemente que o conjunto dos nimeros irracionais

também é um conjunto nao enumeravel.
Vamos definir o conjunto dos nimeros reais da seguinte maneira:

R={a,onazas... Ja€Zea; €{0,1,2,...,9}}

ou seja, um numero real é constituido por uma parte inteira e uma representacao

decimal infinita.

reER=>r=a+a;.107" +a2.107% + a35.107% + ... onde a; €{0,1,2...,9}.
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Caso a1 = ag = ag = ... = 0, temos um numero inteiro;
x=a,0000..., ousejaxr=a
Caso ajt1 = @jp2 = ajp3 = ... = 0 e a; # 0, temos um nimero racional ndo inteiro

(com finitas casas decimais)
T = a,aanag ... o;0000. ..

Em particular, podemos escrever todos os niimeros racionais na forma decimal com

dizima periddica na sua representagao:

O caso em que x é inteiro: x = a

r=(a—1),9999... ouz =a,000...

O caso em que z é racional com representacao decimal finita, vale: = a, cyasas ... ;0000 . .

ou ainda,

T =a,0q0003...(a; —1)9999. ..
Agora iremos representar os nimeros reais:
T =a,0o0z...05. ..

Qualquer niimero real pode ser aproximado com a precisao desejada, por um nimero

racional. Para justificar isto, consideremos = = 0, ajasas ... € [0, 1].
r€R,Fxg,y0 € Qtal que zop <z < ypgeyo— o< 107"

Como a é um nimero inteiro, vamos dar énfase aos niimeros reais compreendidos entre
0el.

0,1] : {0,na003... 0, €{0,1,2,3,...,9}, i € N}
:{1%11 o pa /e €{0,1,2,3,...,9}, z’eN}
Sex € [0,1] = 29 =0, 01003 ..., <z <yo=0,a10003...7,999...

Com zy e yo obtidos desta forma temos que: max{x — xo,,y0 — ¢} < yo — 9 =

9 9 o
10n+1 + 107+2 + 10n+3 o=
Ou seja, quanto maior o valor de n, a desigualdade o < x < gy, tende para uma

igualdade.
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Chamamos de irracional um nimero real que nao é racional. Vamos denotar por I o
conjunto dos nimeros irracionais. Assim, [ =R\ Q ou ainda R =QUT com QNI = 0.
Vamos apresentar o primeiro exemplo de conjunto nao enumeravel, o conjunto dos nimeros
reais.

Vamos supor que o conjunto X = {x € R;0 < x < 1} seja enumeréavel. Assim, existe
uma funcgao bijetora ¢ : N — X.

Denotemos por:

QO(l) = 07 1100121300145 . . . g - v ™
@(2) = 0, 919993094025 . . . Aoy . . .
@(3) = 0, Q31390333435 . . . A3y - - -
©(4) = 0, Qg1 ua430044 015 - . .y, . - .

@(5) = O, Q510520053054 0055 . . . Oy - - .

Em que a;; € {0,1,2,...,9} e esta lista esgota a relacdo de todos os niimeros reais no
intervalo [0, 1], por ser uma bijegao.

No entanto, vamos exibir um decimal x € [0, 1] que ndo esta na listagem acima. Con-
sidere x = 0, 810205 ... 0, ... onde os digitos S, B2, fBs,... € {0,1,2,...,9} e satisfazem
Bi # aur, Bo # oo, B3 # sz, Ba # Qua,y. .oy B F py. Temos que x € X e x & Im(p),
isto é um absurdo. Assim nao é possivel estabelecer uma bijecao entre N e X, entao X é
nao enumeravel.

Em particular, como R = QUI, a uniao de dois enumeraveis ¢ um conjunto enumeravel,
e Q é enumeravel, concluimos que I = R\ Q ndo é enumeravel, visto que acabamos de

verificar que R é nao enumeravel.
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5 APLICACOES

Neste capitulo iremos expor algumas aplicagoes que podem ser utilizadas no ensino
basico que envolvem o infinito. Trataremos aqui sobre a soma de P.G. infinita, expor

algumas fungoes que podem ser representadas como somas infinitas e o niimero 7.

5.1 P.G. infinita

Seja: (a1, as, ag, ay,...) uma sequéncia de termos nao nulos tal que: Z—f =3

as __ —

a

n :q

an—1

Uma sequéncia com esta propriedade é chamada de Progressao Geométrica (P.G.) de ra-

zao q e primeiro termo a;. Note que

g = Q1.9

a3 =as.q = a3 =a1.4.q = az = al.q2
e de modo mais geral
a, = a;.q" ! onde n € N, é o termo geral da P.G.

A soma dos termos de uma P.G. é dada da seguinte forma:

Denotando

S,=a1+ay+az+as+ ... +a, (5.1)

e multiplicando a equagao (5.1) por ¢, temos:
q.S, = q.(a1 +a2+a3+a4+...+an) =a1.q+ax.q+as.q+as.q+...+a,.q

portanto,

q.Sp =ay+az+as+ ...+ a, +q.a, (5.2)

Fazendo (5.2) - (5.1), temos:
q.Sn — Sp = q.a, — a1

q.8, — S, =q.a1.¢" ' —ay

q.5, — S, =a1.q" — aq
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Colocando S, e a; em evidéncia,

a.(¢" — 1)

Sn.(g—1) =ay1.(¢" — 1) e concluimos que S,, =
=== (4 1)

EXEMPLO: Vamos calcular a soma dos 10 primeiros termos da sequéncia: (3,6,12,...)

Note que temos uma P.G. onde a; = 3 e a razdo g = 2. Logo por (5.3):

5.1.1 Soma dos infinitos termos de uma P.G.

Considere uma P.G. (a1, as,as, ...) e denotemos por S = a; + as + az + ... a soma de

todos os termos da P.G..

Para que possa ser realizada a soma dos infinitos termos de uma P.G., é necessario
que |q| < 1. De fato, se |q| > 1 é facil ver que S,, aumenta indefinidamente com o valor

de n e no caso |¢q| < 1 temos a seguinte desigualdade:

lq| > |qI*> > ... > |q[" > ... onde o termo ¢" se aproxima cada vez mais de zero a medida

que aumentamos o valor de n.

Com esta observacao, podemos calcular a soma dos infinitos termos de uma P.G. com

lg| < 1. Temos que:

B al.(q" — 1) . aq aq n
o = -1 (d-g l(l—Q)'q]

Pela observagao acima, quando n tende ao infinito ¢ tende a zero e, portanto a 22

parcela na expressao anterior tende a zero, e podemos escrever:

Exemplos:

(a) A seguinte soma infinita: S = 1045+ 2+ 2 +. .., possui um resultado finito. Vemos

5 5

que a sequéncia: (10, 5,9, %+ ) é uma P.G. coma; =10e ¢ = %, entao:

10 10
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Mesmo com infinitas parcelas, a soma proposta possui resultado igual a 20.
(b) Vamos obter a fragao geratriz do seguinte nimero com dizima periddica:

2,535353...=2,53

2,535353... =2+0,535353. ..

23 23 93 93
2,035353 ... =2+ — + ———+ — + — + ...
’ * 100 i 10000 i 106 * 108 *

53 1

Temos uma P.G. infinita com a1 = {35 € ¢ = 155-
23 22 951
Assim, 2,535353... =24 200 =24 10 — =
1— = == 99
100 100

(c¢) A sequéncia representada, na figura abaixo, é formada por infinitos tridngulos equi-
lateros. O lado do primeiro triangulo mede 1 e a medida do lado de cada um dos

outros triangulos é % da medida do lado do tridngulo imediatamente anterior.

A soma dos perimetros dos tridngulos dessa sequéncia infinita é:

O perimetro do primeiro triangulo é igual a 3, o perimetro do segundo triangulo

¢é igual a 2 , o perimetro do 3° é igual a %, e assim por diante. Podemos observar
que a sequéncia formada por estes perimetros (3, 2, %,.

geométrica em que a; =3 e q = %

) forma uma progressao

Realizando esta soma, temos:

4 3
T2+ 5+ -

Assim, a soma dos perimetros dos infinitos tridngulos propostos no problema é igual
a9.

Fica como exercicio a cargo do leitor o calculo da soma das areas destes triangulos.

EXEMPLO: O Triangulo de Sierpinski
Calcule a soma das areas de todas as figuras formadas abaixo, obedecendo a ordem
da sequéncia , sabendo que primeira figura é um tridngulo equilatero de area A:
Observamos que as areas das figuras formam uma P.G. em que: a; = A e g = %

Assim, temos:
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AL L8

3 9
=A4+-A+—A+...
S=A+ A+ A+
A
§=-2_ —4aA
=7

11 1
192939y

tendem a zero quando aumentamos indefinidamente o valor de n, porém a sua soma infi-

nitaSzl—l—%—i—%—i—...—k%—l—...tendeaoinﬁnito.

EXEMPLO: Os termos da série harmdnica, expressos por (1 e ) também

De fato,

11
S=1+-+-+...

2 3
S—1+1+<1+1>+<1+1+1+1>+ +< ! + L +1)
N 2 3 4 5 6 7 8 k=141 k=14 977" " 9k ) "
1 1 1 1 1 1 1 1 k
S1 442 - 44 -4 421 >l e >
o2+ 8+ + itz lEg ottt kg 214 g

Como k € N ¢é arbritario, temos o resultado tendendo para o infinito.

5.2 FUNCOES REPRESENTADAS POR SOMAS INFINITAS

Muitas fungoes usadas na Matematica, Fisica e Quimica sao definidas como somas in-
finitas. Embora tais somas exijam um estudo mais aprofundado, pretendemos aqui apenas
apresentar alguns destes resultados, para que os leitores possam despertar maior interesse
sobre o assunto e entender a sua importancia. Um leitor que estiver mais interessado e
quiser se aprofundar sobre o tema, buscando as respectivas demonstragoes dos resultados
aqui apresentados, podem ler THOMAS, (p. 71).

Representagao da fungao f(z) = sen z,x € R

A funcao seno tem a sua representacdo como uma soma infinita abaixo:
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I T 9 ) g2t
S T T O
e T o ;)( ST

Obs.: o valor de x na soma acima deve ser apresentado em radianos

Vamos comparar alguns valores obtidos usando a aproximacao: sen z =z — & +
p p G o

2

T sen x — 30 + 5 erro

0 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000
0,1 |0,0998334 | 0,0998334 | 0,0000000
0,2 | 0,1986693 | 0,1986693 | 0,0000000
0,3 | 0,2955202 | 0,2955203 | 0,0000000
0,4 | 0,3894183 | 0,3894187 | 0,0000003
0,5 | 0,4794255 | 0,4794271 | 0,0000015
0,6 | 0,5646425 | 0,5646480 | 0,0000055
0,71 0,6442177 | 0,6442339 | 0,0000162
0,8 1 0,7173561 | 0,7173973 | 0,0000412
0,9 | 0,7833269 | 0,7834208 | 0,0000938
1 10,8414710 | 0,8416667 | 0,0001957
1,11 0,8912074 | 0,8915876 | 0,0003802
1,21 0,9320391 | 0,9327360 | 0,0006969
1,31 0,9635582 | 0,9647744 | 0,0012162
1,41 0,9854497 | 0,9874853 | 0,0020356
1,5 10,9974950 | 1,0007813 | 0,0032863

A coluna de erro representa a diferencga entre a aproximacao e o valor da func¢ao até a

sétima casa decimal.

Vemos que a diferenga entre os valores reais da funcao e os valores obtidos a partir da
aproximacao aumenta a medida que o valor de z aumenta. Para reduzir esta diferenca,
devemos aumentar a quantidade de parcelas na aproximacao, visto que o valor exato seria

obtido com uma soma infinita.

Vamos analisar os mesmos valores utilizando uma aproximac¢ao com mais parcelas, com

. . ~ 3 5 7 9 B
a seguinte aproximagao: sen v = r — 3 + & — & + G, lembrando que os valores serdao

exatamente os mesmos quando utilizarmos a soma infinita e, que quanto mais parcelas

da expressao utilizarmos, maior a aproximacgao com a referida funcao.
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A A A

T sen T x_§+ﬁ_ﬁ+§ €rro

0 | 0,0000000 0,0000000 0,0000000
0,1 | 0,0998334 0,0998334 0,0000000
0,2 | 0,1986693 0,1986693 0,0000000
0,3 | 0,2955202 0,2955202 0,0000000
0,4 | 0,3894183 0,3894183 0,0000000
0,5 | 0,4794255 0,4794255 0,0000000
0,6 | 0,5646425 0,5646425 0,0000000
0,7 | 0,6442177 0,6442177 0,0000000
0,8 [ 0,7173561 0,7173561 0,0000000
0,9 | 0,7833269 0,7833269 0,0000000
1 10,8414710 0,8414710 0,0000000
1,11 0,8912074 0,8912074 0,0000001
1,21 0,9320391 0,9320393 0,0000002
1,3 | 0,9635582 0,9635586 0,0000004
1,4 | 0,9854497 0,9854507 0,0000010
1,51 0,9974950 0,9974971 0,0000021

Outros exemplos funcoes que podem ser representadas por somas infinitas: THOMAS,
(p. 71).

f(a:‘):1_x:1+x+x2+x3+...+x"+...(se]m\<1)
1 2 _ .3, .4 _ 5
f(x):1+ =l—zs4a*—z’ 42 =2+ ... +a"+... (se|z| <1)
x
2 gh g6 8 g
f(a:):cosx:1—§+ﬂ—a—|—§+...+(—1).(2n)!—|—...
ZEQ 173 ZL‘4 "
r—172 (z—-172 (x—1)* xr—1)"

(se 0 <z <2)

Em particular, temos que:

1 1 1 1 1
n2)=1- 37t 371 + TG + ... (série harménica alternada).
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53 O NUMERO 7

Nesta secao iremos tratar de um dos niimeros irracionais mais comuns no ensino basico

( fundamental e médio), o ntimero 7.

53.1 O PROCESSO DE OBTENCAOQ DE =

Por definicao 7 é a razdo entre o comprimento de um circulo e seu diametro. Histo-
ricamente ¢ usado desde a Antiguidade, com valor aproximado de 3 na Babilonia Antiga
(2000 a.C. — 1600 a.C.) e também em versiculos da Biblia (Reis, I, 7: 23 e Cronicas, II, 4:
2).

Temos abaixo algumas estimativas historicas do valor de 7.

No papiro de Rhind, um texto egipcio (1650 a. C.) que contém alguns problemas
descritos, existe uma aproximagao m = (4/3)* = 3,1604. ..

Por volta de 240 a.C., Arquimedes concluiu que 7 esta entre 223/71 e 22/7, utilizando
o método classico de calculo de 7, que verificaremos posteriormente.

Ptolomeu encontrou um valor aproximado para = de 377/120 = 3,1416, em seu tra-
balho de astronomia, o Almagesto.

O matematico hindu Bhéskara utilizou algumas aproximagoes para m. Chamou 3927/1250

de valor acurado, 22/7 de valor impreciso e 1/10 para trabalhos corriqueiros.

5.3.2 Método classico para a obtencao

O método classico de obtenc¢ao de 7 consiste em aproximar o valor de uma circunfe-
réncia (digamos de raio R) por poligonos regulares com uma quantidade cada vez maior
de lados. Vamos observar alguns casos:

Aproximando a circunferéncia por um tridngulo equildtero (de lado L), temos:

az — apotema do triangulo equilatero.

O angulo formado entre o lado que mede R e o lado que mede a3 é igual a 60° e o

dngulo formado entre os lados que medem ag e (L/2) formam o adngulo reto. Assim:
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= sen 60°

T ol

L
sen 60° = R o que resulta em

L=RAV3

Logo, o perfmetro deste poligono é Py = 3.R.y/3 (aproximadamente 5, 19R)
Analogamente conseguimos fazer um procedimento similar com o quadrado e o hexa-

.
. ’

gono regular:

= sen 45°

9 el

L
sen 45° = SR’ o que resulta em

L=R~\2

Logo, o perimetro deste poligono é Py = 4.R.\/2 (aproximadamente 5, 65R)

L
% = sen 30°
L
30° = —
sen ¥



5.3. O NUMERO w 47

Logo, o perimetro deste poligono é Py = 6.R
Generalizando (para o caso de um poligono de n lados), temos que o perimetro de um

poligono regular é:

1 o o
P,=n.L=n.2.R.sen ( 80 >

n

Com n sendo considerado cada vez maior, obtemos aproximacoes cada vez melhores

para o comprimento da circunferéncia C.

P,~Ceovalorder =< ~ L —p.gen

1807 m-
o o ( = ) . Assim:

tende a um valor constante de 7.

Conforme aumentamos o valor de n , n.sen (%)0

Podemos ver abaixo algumas aproximacoes do valor de uma circunferéncia de raio 1:

lados perimetro Aproximacao de

3 5,19615242270663 | 2,59807621135332

4 5,65685424949238 | 2,82842712474619

5 5,87785252292473 | 2,93892626146237

6 6,00000000000000 | 3,00000000000000

7 6,07437234764581 | 3,03718617382291

8 6,12293491784144 | 3,06146745892072

9 6,15636257986204 | 3,07818128993102

10 6,18033988749895 | 3,09016994374947

100 6,28215181562566 | 3,14107590781283
1000 6,28317497175913 | 3,14158748587956
10000 6,28318520382533 | 3,14159260191267
100000 6,28318530614604 | 3,14159265307302
1000000 | 6,28318530716925 | 3,14159265358463
10000000 | 6,28318530717948 | 3,14159265358974
100000000 | 6,28318530717958 | 3,14159265358979
1000000000 | 6,28318530717959 | 3,14159265358979

Fazendo este procedimento infinitas vezes, encontramos o valor desta constante, que

chamamos de 7.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Apébs a pesquisa pode-se perceber a importancia de fundamentar o infinito no ensino
bésico, levando em consideragao que é possivel se enganar a respeito do tema em varias
situacoes.

E relevante pensar que muitas vezes ndo tem uma légica ou nio faz sentido, porém
quando se compreende existem explicagdes concretas, este estudo fica mais descomplicado.

Diante disso, o professor deve atualizar—se e ter material para dar sustentacao tedrica a
sua aula para que desta forma considere necessario passar a seus alunos o conceito correto
do que é o infinito, entende-se que muitas vezes nao existe um material bem preparado
para que o professor possa transmitir ao aluno e fazer com que o mesmo tenha uma visao
clara do tema, o que pode ser influenciado diariamente.

Este material tenta explorar a importancia de trabalhar infinito no ensino bésico (nas
ultimas séries do ensino fundamental I e no ensino médio) de uma forma sutil através
de diversas situagoes onde o aluno se depara com o conceito abstrato de infinito, e nao
consegue formaliza—16, até mesmo equivocando—se.

Nao houve neste trabalho nenhuma pretensao de criar um novo conceito matematico,
somente a intencao de relacionar o conceito de infinito com alguns contetidos do curriculo
escolar que estao diretamente relacionados a seu surgimento, e deixar ao discente este
material numa tentativa de melhor ampara—l6 no momento de ensinar.

Portanto este material é apresentado como uma forma de respaldo ao professor, para
que minimize a dificuldade de formalizar o conhecimento através do uso de questoes que
levem ao ensino da Matematica utilizando material acessivel.

Quando tratamos o conhecimento sabemos que nao existe saber pronto e acabado,
no entanto houve aqui uma tentativa de relacionar alguns tépicos mais relevantes de
contetudos trabalhados rotineiramente em sala com o tema.

Os conceitos matematicos aqui utilizados foram expostos de forma que um aluno com
nogoes basicas de algebra e aritmética consiga acompanhar o conteido proposto no texto

sem muita dificuldade.
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