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E P I G R A F E

“A geometria faz com que possamos adquirir o hábito de

raciocinar, e esse hábito pode ser empregado, então, na

pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida.”

(Jacques Bernoulli)
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R E S U M O

A Geometria faz-se presente em várias de nossas atividades contemporâneas, o que

nos permite buscar estratégias de ensino mais contextualizadas, de maneira que a

aprendizagem seja mais significativa ao aluno. Fazer dobraduras em papel parece, até

certo ponto, algo simples, visto que, desde a nossa infância brincamos com a dobradura

em papel, seja fazendo barcos, balões ou aviões. Porém, muito além do ato de apenas

dobrar de maneira qualquer, o Origami é fundamentado em conhecimentos básicos

da Geometria e sem percebermos, trabalhamos com ângulos, planos, retas e pontos,

possibilitando diversas formas de se trabalhar a Geometria com esta técnica em sala

de aula, de maneira lúdica e interessante, despertando a curiosidade do aluno. Desta

forma, esta dissertação busca apresentar uma proposta para abordar de maneira mais

lúdica os conhecimentos fundamentais da Geometria Euclidiana através do Origami.

Neste presente trabalho abordamos sobre dois dos três problemas clássicos e insolúveis

da Geometria Euclidiana utilizando a régua e o compasso ideais, abordando algumas

construções elementares possíveis com apenas esses dois intrumentos. Abordamos

também sobre a construtibilidade de determinados números utilizando a régua e o

compasso ideais. Por fim, discorremos sobre a técnica japonesa do Origami, os axiomas

que fundamentam sua geometria, bem como a demonstração da resolução de dois

desses problemas insolúveis: a trissecção do ângulo e a duplicação do cubo.

Palavras-chave: Origami. Régua e Compasso. Números Cronstrutíveis
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A B S T R A C T

Geometry is present in many of our contemporary activities, which allows us to se-

arch for more contextualized teaching strategies in order to make the learning process

more meaningful to the student. Folding square papers to create origami, seems, to

some extent, something simple, seeing that since our childhood, we play folding pa-

per, making boats, balloons or even aircrafts. However, much more than just folding

randomly, Origami is based on basic geometry and without realizing it, we work with

angles, planes, lines and points, enabling several ways to work with Geometry with this

technique inside the classroom, in a playful and interesting way, arising the students′

curiosity. Thus this thesis aims to present a proposal to approach in a more playful way

the fundamental knowledge of Euclidean Geometry through Origami. In this work we

broach two of the three classic and insolvable problems of Euclidean geometry using

the ruler and the ideal compass, showing some possible elementary frames with only

these two instruments. We also mention the constructability of certain numbers using

the ruler and the ideal compass. Finally, we discourse about the Japanese technique of

Origami, the axioms that substantiate its geometry as well as demonstrate the resolu-

tion for two of these insolvable problems: the angle trisection and the duplication of a

cube.

Keywords: Origami. Ruler and Compass. Constructible Numbers.
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I N T R O D U ÇÃ O

A Matemática, e em particular a Geometria, teve sua origem em diferentes culturas

antigas e seus conhecimentos estavam relacionados às aplicações práticas no que diz

respeito à divisão de terras e à Astronomia. A partir de então, a Geometria esteve

sempre presente nos problemas cotidianos do homem. Desta forma, notamos a impor-

tância do ensino da Matemática no ensino regular básico, uma vez que é impossível

não notar a presença desta disciplina nas atividades da vida contemporânea. Além

disso, o ensino da Matemática, como também de qualquer outra disciplina, tem sido

um desafio, visto o grande desinteresse por parte dos alunos, que vêem o processo de

aprendizagem como algo relacionado à memorização e não à formação de um cidadão

crítico que desenvolve habilidades e competências as quais permitem não apenas com-

preender o mundo em que vive, mas também modelar nossa realidade e interpretá-la.

Mais que isso, atualmente, o professor também busca estratégias que despertem a cu-

riosidade do aluno, trazendo-o para a sala de aula, juntamente com seu cotidiano, de

maneira que o aprendizado se torne mais significativo, contextualizando o conheci-

mento. Nesse sentido, o ensino da Geometria através do uso de Origami mostra-se

uma estratégia de ensino fundamental. Essa arte milenar japonesa de dobrar peda-

ços de papéis e transformá-los em diferentes figuras está diretamente relacionada aos

conhecimentos básicos da Geometria e se faz presente em nossa vida desde nossa infân-

cia, quando dobrávamos o papel e confeccionávamos barcos, aviões, balões ou chapéu.

Sem sabermos, utilizávamos conhecimentos matemáticos onde, essencialmente, são

trabalhados diferentes ângulos, planos, retas e pontos, nas dobraduras que nos permi-

tem chegar a tais figuras.

Este presente trabalho busca tratar sobre dois dos três problemas clássicos e insolúveis

da Geometria Euclidiana utilizando a régua e o compasso ideais (régua não graduada),

discutindo também sobre a não construtibilidade de certos números utilizando apenas

estes dois instrumentos. Por fim, utilizamos o Origami para mostrar a resolução de

dois desses problemas clássicos: a trissecção do ângulo e a duplicação do cubo.

No capítulo 1 discorreremos sobre a Geometria Euclidiana, abordaremos algumas cons-

truções elementares utilizando apenas a régua e o compasso ideais, e trataremos sobre

dois dos problemas clássicos da Geometria Grega. No capítulo 2 buscamos definir nú-

1



2 I N T R O D U ÇÃ O

meros construtíveis, demonstrar a construção de determinados números, bem como

solucionar os problemas através da álgebra. No capítulo 3 explicamos sobre a arte

milenar japonesa do origami e demonstramos a resolução de dois dos problemas clás-

sicos da Geometria Euclidiana, baseado em seis axiomas.

A reflexão sobre a nossa prática faz-se necessária constantemente e buscar diferentes

maneiras de se abordar um tema é fundamental no que diz respeito à prática docente.

Neste sentido, este trabalho foi pensado como uma forma mais lúdica de se trabalhar

a Geometria, abordando-a de maneira contextualizada, prazerosa e significativa, apro-

ximando a ciência Matemática do ensino na Matemática e despertando o interesse dos

alunos.



1
C O N S T R U Ç Õ E S G E O M É T R I CA S

Neste capítulo descreveremos a Geometria Grega ou Euclidiana utilizando dois ins-

trumentos de desenho: a régua ideal e o compasso ideal, com enfoque em dois dos

três problemas clássicos e insolúveis da Geometria Grega.

1.1 C O N S T R U Ç Õ E S C O M R É G UA E C O M PA S S O

Para analisar os problemas de construções com régua e compasso devemos conside-

rar as seguintes regras:

A régua ideal, ou Euclidiana, não é graduada, ou seja, não possui marcas. Ela é

utilizada somente para desenhar linhas dados dois pontos, não podendo ser utilizada

para medir a distância entre os pontos.

b
A

b
B

r

Figura 1: Reta r determinada pelos pontos A e B.

O compasso ideal, ou Euclidiano, é usado para desenhar circunferências tendo dois

pontos, com um deles sendo o centro e a circunferência passando pelo outro, obtendo-

se assim o raio da circunferência. Deste modo, não é possível deslocar a ponta do

compasso para um terceiro ponto, com este passando a ser o centro e o mesmo raio

da circunferência anterior. Por este motivo, dizemos que o compasso Euclidiano é

dobrável, pois uma vez que a ponta do compasso é retirada do ponto inicial, o mesmo

se dobrará.

3



4 C O N S T R U Ç Õ E S G E O M É T R I CA S

b A b Br

Figura 2: Circunferência de raio r com centro em A passando por B.

No entanto, veremos na construção (1.2.7) deste capítulo, que é possível transportar

segmentos, resolvendo assim, o problema da dobrabilidade do compasso Euclidiano.

1.2 C O N S T R U Ç Õ E S E L E M E N TA R E S U S A N D O R É G UA E C O M PA S S O.

Veremos primeiramente algumas definições e proposições importantes, ver [9], vol.2.

Definição 1. Um quadrilátero convexo será um retângulo se, e somente se, os seus ângulos

internos forem retos, ou seja, forem iguais a 90◦.

b
A

b
B

b Cb D

Figura 3: Retângulo ABCD.

Definição 2. Um quadrilátero convexo será um paralelogramo se, e somente se, os seus

lados opostos forem paralelos.

Proposição 1. Um quadrilátero convexo é um paralelogramo se, e somente se, as suas

diagonais se cruzam nos seus pontos médios.

Demonstração: 1◦) Seja M o ponto de intersecção das diagonais do paralelogramo

ABCD.
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b
A

b
B

b Cb D

Figura 4: Paralelogramo ABCD com AB ‖ CD e AD ‖ BC.

(i) Como o segmento AB é paralelo a CD, então M̂AB=M̂CD e M̂BA=M̂DC (ân-

gulos alternos internos).

(ii) AB = CD, pois o paralelogramo possui lados opostos paralelos e congruentes.

Logo, pelo critério (ALA), os triângulos MAB e MCD são congruentes, de onde

conclui-se que AM = CM e BM = DM.

2◦) Seja M o ponto médio das diagonais AC e BD do quadrilátero ABCD.

(i) ĈMD=ÂMB, pois são ângulos opostos pelo vértice.

(ii) DM = BM e AM = CM, pois M é o ponto médio dos segmentos AC e BD.

Logo, pelo critério (LAL), os triângulos AMB e CMD são congruentes, de onde

conclui-se que AB = CD. De maneira análoga, demonstra-se que os triângulos AMD

e CMB são congruentes, o qual conclui-se que AD = BC. Sendo assim, como o quadri-

látero ABCD possui os lados opostos congruentes, logo ABCD é um paralelogramo.

�

b
A

b
B

b
C

b D

b
M

Figura 5: Paralelogramo ABCD com AM = CM e BM = DM.

Definição 3. Dois ângulos α e β são suplementares se, e somente se, α + β = 180◦.

Proposição 2. Um paralelogramo será um losango se, e somente se, as suas diagonais

forem perpendiculares.
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r

β

α

Figura 6: Ângulos Suplementares.

Demonstração: 1◦) Seja M o ponto de intersecção das diagonais AC e BD do losango

ABCD. Como AB = BC = CD = DA, então:

(i) Os triângulos ABC e ADC são congruentes pelo critério (LLL), como eles tam-

bém são isósceles, de base AC, conclui-se que D̂AM=D̂CM=B̂AM=B̂CM=α.

(ii) Os triângulos ABD e CBD são congruentes pelo critério (LLL), como eles tam-

bém são isósceles, de base BD, conclui-se que ÂDM=ÂBM=ĈDM=ĈBM=β.

Sendo assim, pelo critério (ALA), os triângulos AMD e CMD são congruentes; logo,

ÂMD e ĈMD são congruentes e como eles são suplementares, então concluimos que

ÂMD=ĈMD=90◦. Portanto, as diagonais AC e BD do losango são perpendiculares.

2◦) Reciprocamente, sendo ABCD um paralelogramo de diagonais perpendiculares

que se intersectam no ponto M, então:

(i) ÂMD=ĈMD=90◦, pois AC é perpendicular a BD.

(ii) AM = CM, pois as diagonais do paralelogramo se cruzam no ponto médio (pro-

posição 1).

(iii) DM é lado comum aos triângulos AMD e CMD.

Portanto, pelo critério (LAL), os triângulos AMD e CMD são congruentes, logo, AD =

CD. De maneira análoga, prova-se que os triângulos AMB e CMB são congruentes,

sendo assim AB = BC e os triângulos ABM e ADM também são congruentes, então

AB = AD, dessa forma conclui-se que AB = BC = CD = DA, ou seja, o paralelogramo

ABCD é um losango. �

Definição 4. O Lugar Geométrico (LG) de uma propriedade P em relação a pontos do

plano é o subconjunto L que satisfaz as seguintes condições:

(i) Todo ponto pertencente a L possui a propriedade P.

(ii) Se um ponto do plano possui a propriedade P então ele pertence ao conjunto L.

Definição 5. A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB que passa pelo

seu ponto médio.
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b

A

b
B

b
C

bD b

M

Figura 7: Losango ABCD.

Proposição 3. Dado um segmento de reta com extremos nos pontos A e B no plano, a

mediatriz de AB é o Lugar Geométrico (LG) dos pontos deste plano equidistantes de A e

B.

Demonstração: 1◦) Queremos provar que se P pertence a mediatriz de AB, então

PA = PB, sendo r a reta mediatriz de AB e M o ponto médio de AB, se P pertence a r

então:

(i) ÂMP=B̂MP=90◦, pois PM é perpendicular a AB.

(ii) AM = BM, pois M é o ponto médio de AB.

(iii) PM é lado comum aos triângulos AMP e BMP.

Portanto, pelo critério (LAL), os triângulos AMP e BMP são congruentes, logo, PA =

PB.

2◦) Queremos provar que se PA = PB, então P pertence a mediatriz de AB.

Sendo M o ponto médio de AB, então:

(i) Por hipótese PA = PB.

(ii) AM = BM, pois M é o ponto médio de AB.

(iii) PM é lado comum aos triângulos AMP e BMP.

Portanto, pelo critério (LLL), os triângulos AMP e BMP são congruentes, logo, ÂMP

e B̂MP são congruentes e como eles são suplementares, então concluimos que ÂMP=
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B̂MP=90◦. Sendo assim, PM é perpendicular a AB, o que equivale a dizer que a reta

suporte do segmento PM é a reta mediatriz do segmento AB. �

b

A

b

B

r

b P

b

M

Figura 8: Mediatriz do segmento AB.

Proposição 4. Sejam
−→
OA e

−→
OB as semirretas que formam o ângulo ÂOB dado. Se C

pertence a ÂOB, então d(C,
−→
OA)= d(C,

−→
OB) se, e somente se, C pertence à bissetriz de

ÂOB.

Demonstração: 1◦) Queremos provar que se C pertence à bissetriz de ÂOB, então

d(C,
−→
OA)= d(C,

−→
OB).

(i) Sejam M e N as projeções ortogonais de C sobre as semirretas
−→
OA e

−→
OB, respec-

tivamente, logo, ÔMC=ÔNC=90◦.

(ii) OC é lado comum aos triângulos OMC e ONC.

(iii) como C pertence à bissetriz de ÂOB, então M̂OC=N̂OC.

Portanto, pelo critério (LAAo), os triângulos OMC e ONC são congruentes, e assim

CM = CN, ou seja d(C,
−→
OA)= d(C,

−→
OB).

2◦) Queremos provar que se C é um ponto no interior do ÂOB e CM = CN, onde M

e N são as projeções ortogonais de C sobre as semirretas
−→
OA e

−→
OB, respectivamente,

então C pertence à bissetriz de ÂOB.

(i) CM = CN e ÔMC=ÔNC=90◦.

(ii) OC é lado comum aos triângulos OMC e ONC.
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(iii) Os triângulos OMC e ONC são retângulos com hipotenusas OC em comum, e

um dos seus catetos têm mesmo comprimento, no caso CM = CN, logo, usando

o teorema de Pitágoras, conclui-se que OM = ON.

Portanto, pelo critério (LLL) os triângulos OMC e ONC são congruentes, logo ĈOM=

ĈON, e assim prova-se que C pertence à bissetriz de ÂOB. �

bO

b A

b B

b C

b
M

b
N

Figura 9: Bissetriz do ângulo ÂOB.

Conforme [8], veremos agora algumas construções elementares:

1.2.1 Construção da mediatriz de um segmento dado.

Dado o segmento de reta com extremos nos pontos A e B, a reta mediatriz é o lugar

geométrico dos pontos do plano que equidistam dos pontos A e B, e é a reta perpen-

dicular ao segmento AB que contém o seu ponto médio. Para construí-la seguimos os

passos abaixo:

(i) Construir as circunferências λ1 e λ2, sendo λ1 com centro em A contendo o ponto

B e λ2 com centro em B contendo o ponto A. Estas circunferências se intersectam

nos pontos C e D.

(ii) Traçar a reta s que passa pelos pontos C e D, s é a reta mediatriz do segmento

AB.

O quadrilátero ACBD é um losango, logo, as diagonais AB e CD são perpendicula-

res e se cruzam no ponto médio, portanto, s é a mediatriz de AB .
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bA b B

λ2λ1

b
C

b

D

R R

R
R

s

Figura 10: Reta mediatriz.

1.2.2 Construção do ponto médio de um segmento.

Dado o segmento de reta com extremos nos pontos A e B, o ponto médio do seg-

mento AB é também conhecido como a bissetriz deste segmento. Para construí-lo,

procede-se da seguinte forma:

(i) Construa a reta mediatriz do segmento AB, como foi feito acima. O ponto P, que

é a intersecção dos segmentos AB e CD, é o ponto médio do segmento AB, pois

como P pertence à mediatriz de AB, então PA ∼= PB (figura 11).

bA b B

b

C

b

D

b
P

Figura 11: Ponto médio do segmento AB.
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1.2.3 Construção da bissetriz de um ângulo.

Dado o ângulo ÂOB, formado pelas semirretas
−→
OA e

−→
OB, a bissetriz de um ângulo

é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam dos lados do ângulo. Para

construí-la, seguimos os passos abaixo:

(i) Construa uma circunferência com centro no ponto O que determina os pontos D

e E nos lados que formam o ângulo ÂOB.

(ii) Construa duas circunferências, uma com centro em D que contenha o ponto E e

outra com centro em E contendo o ponto D, elas se intersectarão em dois pontos,

sendo um deles o ponto C.

A semirreta
−→
OC é a bissetriz do ângulo ÂOB, pois os △ ODC e △ OEC são congru-

entes pelo critério (LLL), sendo assim, ÂOC ∼= B̂OC.

b

bO bb

D

b
E

b

b

b
C

bA

b

B

Figura 12: Bissetriz do ângulo ÂOB.

1.2.4 Construção de uma reta perpendicular à reta r, passando por um ponto P perten-

cente a r.

Dada uma reta r, e um ponto P de r. Uma vez que r foi dada, pelo menos um outro

ponto Q da reta r também deve ser dado. Para construir uma reta t perpendicular à

reta r, seguimos os passos abaixo:

(i) Desenhe uma circunferência λ de centro em P contendo o ponto Q, λ intersectará

r em um outro ponto T.

(ii) Agora construiremos a reta mediatriz t do segmento QT, t será a reta perpendi-

cular à r, passando por P.



12 C O N S T R U Ç Õ E S G E O M É T R I CA S

r

b
Q

b
P

λ

b
T

b

t

Figura 13: Reta t perpendicular à r.

1.2.5 Construção de uma reta perpendicular à reta r, passando por um ponto P não

pertencente a r.

Dada uma reta r e um ponto P não pertencente a r, para construção de uma reta

perpendicular à reta r, passando por P, utilizamos os seguintes passos:

(i) Construa uma circunferência com centro em P que intersecta r nos pontos A e B.

(ii) Construa duas circunferências, uma com centro em A passando por B e outra

com centro em B passando por A, encontrando o ponto C, que é um dos pontos

de intersecção entre elas.

(iii) Traça-se a reta s, que passa pelos pontos P e C.

A reta s é perpendicular à reta r, pois, sendo PA ∼= PB e CA ∼= CB, então s é a reta

mediatriz do segmento AB, portanto, s é perpendicular à r.

1.2.6 Construção de um retângulo ABCD, com AD ∼= AP.

Dados três pontos distintos A, B e P, queremos construir o retângulo ABCD, com

AD ∼= AP. Para construí-lo, seguimos os passos abaixo:

(i) Construa as retas r1 e r2 , perpendiculares ao segmento AB, com r1 passando por

A e r2 passando por B.
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r

b P

b

s

b
A

b
B

b

C

Figura 14: Reta s perpendicular à r.

(ii) Construa a circunferência λ com centro em A e contendo P, λ intersectará r1 nos

pontos D e D1.

(iii) Construa a reta r3 perpendicular à reta r1 em D, r3 intersectará r2 em C.

Como r1 e r2 são perpendiculares à r3 e ao segmento AB, então o quadrilátero ABCD

possui lados opostos paralelos e três de seus ângulos são retos, portanto, ABCD é um

retângulo.

b
B

b
A

bP

λ

r2r1

b
D

b
D1

r3
b
C

Figura 15: Retângulo ABCD.
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1.2.7 Construçâo de um ponto P de AB tal que AP ∼= MN.

Dado um segmento MN e uma semirreta
−→
AB. Para construirmos um ponto P de

−→
AB

tal que AP ∼= MN, utilizamos os seguintes procedimentos:

(i) Construa o retângulo AMRS com RM ∼= MN, como visto acima, então teremos

MN ∼= AS.

(ii) Construa a circunferência λ de centro em A contendo o ponto S, λ intersectará
−→
AB no ponto P.

Como AP ∼= AS e MN ∼= AS, conclui-se que AP ∼= MN.

b A b B b

b M

b N

b

R

bS

λ

b P

Figura 16: Segmentos congruentes.

Observe que com a construção acima (1.2.7), solucionamos o problema da dobrabi-

lidade do compasso Euclidiano.

1.3 P R O B L E M A S I N S O LÚ V E I S DA G E O M E T R I A .

A duplicação do cubo, a trisseção do ângulo e a quadratura do círculo, são os três

problemas clássicos e insolúveis da geometria euclidiana.
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1.3.1 Trissecção do Ângulo.

O problema da trissecção do ângulo consiste no fato de que, dado um ângulo arbitrá-

rio β, busca-se obter um ângulo α com medida igual a um terço da medida do ângulo

β, ou seja:

α =
1

3
β

ou

3α = β.

Utilizando os instrumentos de Euclides, os gregos conseguiram, com facilidade, bissec-

cionar um ângulo, dividir um segmento em um número qualquer de partes iguais, o

que pode ter levado os gregos, a tentar multiseccionar um ângulo qualquer. Na tenta-

tiva de se construir um eneágono regular, cujo ângulo central mede 40◦, é possível que

os gregos tenham sido motivados a trisseccionar o ângulo de 60◦ para se obter o ângulo

de 20◦. Somente em 1837, Pierre Laurent Wantzel, matemático francês, demonstrou

ser impossível trisseccionar um ângulo arbitrário usando apenas régua e compasso.

Para isso ele utilizou-se dos critérios de construtibilidade de ângulo, que veremos mais

adiante. Alguns ângulos podem ser trisseccionados, como é o caso do ângulo de 90◦,

mas são casos particulares. Vejamos a seguir como trisseccionar o ângulo de 90◦.

Exercício 1. Utilizando os instrumentos de Euclides, trisseccione o ângulo de 90◦.

Dado um ângulo reto ÂOB, para trisseccioná-lo utilizamos os seguintes procedimen-

tos:

(i) Construa uma circunferência α com centro em O. α intersectará o lado
−→
OA no

ponto C e
−→
OB no ponto D.

(ii) Construa duas circunferências β e λ de mesmo raio, β com centro em C e λ com

centro em D, ambas passando por O, sendo F um dos pontos de intersecção de

α com β e E, um dos pontos de intersecção de α com λ.

(iii) Construa as semirretas
−→
OE e

−→
OF.

Como OC = OD = OE = OF = CF = DE = raio, então os △ OCF e △ ODE são

equiláteros, então ĈOF = D̂OE = 60◦, logo ĈOE = D̂OF = 30◦, portanto as semirretas
−→
OE e

−→
OF triseccionam o ângulo ÂOB.
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b

O
b

A

b
B

b

C

α

b
D

λ

β
b

E

b

F

b b

b

Figura 17: Trissecção do ângulo de 90◦.

1.3.2 Duplicação do Cubo.

O problema da duplicação do cubo consiste em, utilizando apenas régua e compasso,

encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume seja o dobro do volume de um cubo

de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou seja:

b3 = 2a3

ou

b = a
3
√

2.

O problema aqui é que
3
√

2 não é construtível, tal como veremos mais adiante, tornando

o problema insolúvel utilizando os instrumentos de Euclides.

Segundo [4], não se sabe ao certo qual a origem deste problema, mas reza uma

lenda grega que surgiu uma peste enviada pelos Deuses ao povo de Atenas, por volta

de 427 a.C. Péricles e cerca de um quarto da população de Atenas morreram devido a

essa peste. Para solucionar o problema, o oráculo de Delos foi consultado, a resposta

dada por ele, foi que para acabar com a peste, o altar de Apolo, com formato cúbico,

deveria ter seu volume duplicado. Porém, os atenienses dobraram a medida da aresta

do altar, assim seu volume ficou multiplicado por oito e não por dois, não acabando

com a peste.
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Na busca por solucionar tal problema, várias descobertas matemáticas foram alcan-

çadas pelos gregos nos séculos seguintes, e somente em 1837, Pierre Laurent Wantzel,

matemático francês, demonstrou ser impossível resolve-lo utilizando apenas régua e

compasso.

Quadratura do Círculo.

O problema da quadratura do círculo, consiste, em, utilizando apenas régua e com-

passo, construir um quadrado de lado l, cuja a área seja igual á área de um círculo de

raio r dado, ou seja:

l2 = πr2

ou

l = r
√

π

A dificuldade aqui consiste em construir um segmento com medida igual à
√

π, o que

mostrou-se impossível, utilizando apenas os instrumentos de Euclides, pois π é um

número transcendente, o que foi provado em 1822 por Ferdinand Lindemann.





2
C O N S T R U T I B I L I DA D E D E N Ú M E R O S .

2.1 N Ú M E R O S C O N S T R U T Í V E I S .

Definição 6. Um número real a é construtível se, usando apenas a régua e o compasso

euclidianos, for possível obter um segmento cujo o comprimento tenha medida a, partindo

de um segmento de comprimento o qual adotamos como medindo uma unidade.

Adotaremos S como sendo o conjunto dos números reais que são números constru-

tíveis, e veremos através das construções abaixo, que N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ S, e que S

forma um subcorpo do corpo dos números reais. Tal corpo é conhecido como Corpo

Quadrático Surdo.

2.2 FA Z E N D O Á L G E B R A C O M R É G UA E C O M PA S S O.

Supondo que temos um segmento de comprimento unitário e dois segmentos com

medidas a e b, sendo a e b números construtíveis, como na Fig. (18)

b b

1 u

b b

b

b b
a

Figura 18: Segmentos com medidas 1, a e b.

19
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Mostraremos a seguir que as operações elementares de álgebra e a extração da raiz

quadrada podem ser obtidas (construídas) apenas utilizando a régua e o compasso

Euclidianos.

Proposição 5. Se a e b são números construtíveis, com a 6= 0, então a + b, a − b, 1
a , a.b, b

a

e
√

a também são números construtíveis.

Veremos agora como obter tais números utilizando apenas a régua e o compasso

Euclidianos.

2.2.1 Construção dos segmentos a + b e a − b.

Demonstração: As duas primeiras construções são obtidas seguindo os passos abaixo:

• Construa sobre uma reta r os segmentos AB de comprimento a, e BC de compri-

mento b, com a > b de modo que B esteja entre A e C.

• Construa uma circunferência com centro em B contendo o ponto C, esta inter-

sectará a reta r nos pontos C e D.

Como D está entre A e B, e BD = BC, então AD = a − b. Como B está entre A

e C, então AC = a + b, o que mostra que os segmentos a + b e a − b são números

construtíveis. �

Observe que utilizando a construção acima, como 0 pertence a S e 1 pertence a S então,

1 + 1 = 2 pertence a S, 1 + 2 = 3 pertence a S e por indução concluímos que todos os

naturais são construtíveis, assim como, 1 − 2 = −1 pertence a S, ou seja, todos os

números inteiros são construtíveis.

2.2.2 Construção do segmento 1
a .

Demonstração: Para construir o segmento com medida 1
a utilizamos os seguintes

procedimentos:

(i) Construa sobre uma reta r os segmentos AB = a e AC = 1.

(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.

(iii) Construa uma circunferência de centro em A contendo o ponto C, esta intersec-

tará a reta s no ponto D, sendo assim AC = AD = 1.
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b
A

b
C

b
B

b
D

a − b

a

a + b

b

r

Figura 19: Segmentos com medidas a + b e a − b.

(iv) Construa o segmentos BD e CE, sendo E um ponto de s com o segmento CE

paralelo ao segmento BD.

Como CE é paralelo a BD, então α = β, sendo α = ÂCE e β = ÂBD, de modo que os

triângulos △ ABD e △ ACE são semelhantes pelo critério (AA∼), portanto:

AE

AD
=

AC

AB
,

logo

AE

1
=

1

a
,

e assim

AE =
1

a
.

Desta forma mostramos que o segmento 1
a é um número construtível. �

2.2.3 Construção do segmento a.b.

Demonstração: Para construir o segmento com medida a.b utilizamos os seguintes

procedimentos:
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b

A

b

B r

b

s

b

C

b
D

b
E

α β

Figura 20: Segmento com medida 1
a .

(i) Construa sobre uma reta r o segmento AB = a.

(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.

(iii) Construa sobre a reta s, os segmentos AC = 1 e AD = b.

(iv) Construa o segmentos BC e DE, sendo E um ponto de r com o segmento BC

paralelo ao segmento DE.

b

A
b

E r

b
D

s

b

B

b
C

Figura 21: Segmento com medida a.b.

Como BC é paralelo a DE, então os triângulos △ ABC e △ AED são semelhantes

pelo critério (AA∼), então:
AE

AB
=

AD

AC
,

logo
AE

a
=

b

1
,

portanto

AE = a.b.
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Desta forma, mostramos que o segmento a.b é construtível. �

2.2.4 Construção do segmento b
a .

Demonstração: Para a construção do segmento de medida b
a , utilizamos os seguintes

passos:

(i) Construa sobre uma reta r os segmentos AB = a e AC = 1, com C entre os pontos

A e B.

(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.

(iii) Construa sobre a reta s, o segmento AD = b.

(iv) Construa o segmentos BD e CE, sendo E um ponto de s e o segmento BD paralelo

ao segmento CE.

Como BD é paralelo a CE, então os triângulos △ ABD e △ ACE são semelhantes pelo

critério (AA∼), portanto:
AE

AD
=

AC

AB
,

logo
AE

b
=

1

a
,

e assim

AE =
b

a
.

Desta forma, provamos que o segmento b
a é construtível. �

b

A
b

B r

b
D

s

b

C

b
E

Figura 22: Segmento com medida b
a .

Observe que utilizando a construção acima, como todo número inteiro é construtível,
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se b pertence a S e, a pertence a S, com a 6= 0 e, com a e b pertencentes a Z então
b
a pertence a S, ou seja, todos os números racionais são construtíveis. As construções

2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 nos permitem concluir a proposição a seguir.

Proposição 6. Partindo de um segmento de comprimento construtível o qual adotamos

como medindo uma unidade, então para todo q pertencente ao conjunto dos números

Racionais temos que o segmento de comprimento q é construtível.

2.2.5 Construção do segmento
√

a.

Demonstração: Para a construção do segmento de medida
√

a, com a > 0, utilizamos

os seguintes passos:

(i) Construa sobre uma reta r, os segmentos AD = 1 e BD = a, com D entre os

pontos A e B.

(ii) Construa o ponto médio do segmento AB, nomeando-o de ponto O.

(iii) Construa uma circunferência de centro em O contendo o ponto A.

(iv) Construa uma reta perpendicular ao segmento AB passando por D, esta intersec-

tará a circunferência em dois pontos, sendo C um deles.

(v) Construa um triângulo com vértices nos pontos A, B e C, como AB é o diâmetro

da circunferência, então o triângulo ABC é retângulo em C.

Sendo CD = x, como os triângulos △ ADC e △ CDB são semelhantes pelo critério

(AA∼), então:
CD

BD
=

AD

CD
,

logo
x

a
=

1

x
,

e assim

x2 = a,

portanto

x =
√

a.

Desta forma, provamos que o segmento
√

a é construtível. �

Observe que utilizando a construção acima, se a pertence a S e a > 0, então
√

a per-

tence a S, logo
√

2,
4
√

2,
8
√

2, 1 +
√

2 e
4

√
3 +

√
2 são exemplos de números construtíveis,
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b

A
b

B

b
O

b

D

b
C

x

β

β

a

(1 + a)/2

1

Figura 23: Segmento com medida
√

a.

ou seja, alguns números irracionais são construtíveis e veremos mais adinte que os

números reais que são construtíveis são da forma a + b
√

c com a, b e c pertence a S.

2.3 C O M O R E S O LV E R E Q UA Ç Õ E S C O M R É G UA E C O M PA S S O.

Varios problemas algébricos, tais como os sistemas de equações com duas retas, reta

e circunferência e duas circunferências, podem ser resolvidos através de construções

com régua e compasso. Podemos também traçar as raízes de uma equação do 2◦ grau,

ainda que elas sejam números irracionais.

Teorema 7. Dada a equação x2 − ax + b = 0 com o segmentos a e b construíveis, então

as raízes reais do polinômio p(x) = x2 − ax + b são segmentos construtíveis.

Vejamos como construir as raízes da equação do 2◦ grau x2 − ax + b = 0, com a e b

positivos e
√

b ≤ a/2.

Sendo x1 e x2 as raízes da equação, então, x1 + x2 = a e x1.x2 = b, podemos determinar

os segmentos x1 e x2, onde x1 > 0, x2 > 0 e △ > 0 da seguinte maneira:

Construa uma semicircunferência de diâmetro AB = a; depois construa uma reta RP

tal que RP é paralela à reta AB, cuja distância à reta AB seja igual à
√

b, sendo P uma

das intersecções da reta com a semicircunferência, a projeção ortogonal de P sobre AB
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é o ponto G, onde AG = x1 e BG = x2. O triângulo ABP é retângulo com ângulo reto

em P, então os triângulos AGP e PGB são semelhantes pelo critério(AA∼), logo:

x1√
b

=

√
b

x2
,

então

x1.x2 =
√

b.
√

b,

ou seja

x1.x2 = b.

√
b

√
b

x2x1

b

A

b

G

b

B

b
P

b

Q

bR

a

Figura 24: Construção das raízes da equação.

Exemplo 1. Construir as raízes da equação do 2◦ grau x2 − 4x + 2 = 0.

Queremos traçar, com régua e compasso, as raízes da equação x2 − 4x + 2 = 0.

Sendo x1 e x2 as raízes da equação, então, x1 + x2 = 4 e x1.x2 = 2, podemos determinar

os segmentos x1 e x2, da seguinte maneira:

Construa uma semicircunferência de diâmetro AB = 4; depois construa uma reta RP

tal que RP é paralela à reta AB, cuja distância à reta AB seja igual à
√

2, sendo P uma

das intersecções da reta com a semicircunferência, a projeção ortogonal de P sobre AB

é o ponto G, onde AG = x1 e BG = x2. O triângulo ABP é retângulo com ângulo reto

em P, então os triângulos AGP e PGB são semelhantes pelo critério(AA∼), logo:

x1√
2

=

√
2

x2
,
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então

x1.x2 =
√

2.
√

2,

ou seja

x1.x2 = 2.

√
2

√
2

x2x1

b

A

b

G

b

B

b
P

b

Q

bR

4

Figura 25: Construção das raízes da equação.

2.3.1 Pontos construtíveis no plano cartesiano.

As construções acima permite-nos concluir que:

Proposição 8. Um número real a é construtível se a = 0, a = 1 ou se, for possível obté-lo

utilizando as quatro operações (+,−, •,÷) e a extração da raiz quadrada através de um

número finito de passos.

Proposição 9. Definimos que um ponto P(α; β) do plano Euclidiano, onde α é a abscissa

do ponto e β é a ordenada do ponto, P será construtível se e somente se α e β forem

construtíveis.

Um ponto P(x, y) construtível, pode ser determinado por uma das operações abaixo:

(i) intersecção de reta com reta, ambas construtíveis.

(ii) intersecção de reta com circunferência, ambas construtíveis.
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(iii) intersecção de circunferência com circunferência, ambas construtíveis.

Segundo [12], como todos os números racionais são construtíveis, então todos os pon-

tos do plano com coordenadas racionais, são pontos construtíveis. Partindo deste pres-

suposto, quais outros pontos serão construtíveis?

2.3.2 Reta construtível no plano.

Definição 7. Uma reta r será construtível no plano se ao menos dois de seus pontos forem

construtíveis.

Proposição 10. A reta r que passa pelos pontos A(α; β) e B(θ; λ) de coordenadas constru-

tíveis, tem equação do tipo ax + by + c = 0, sendo a, b e c pertencentes a S.

Demonstração: Supondo θ 6= α, ou seja r não é vertical, o coeficiente angular da reta r

é dado por:

mr = mAB =
△y

△x
=

yB − yA

xB − xA
=

λ − β

θ − α
,

Utilizando o ponto A(α; β) na equação da reta

y − y0 = m(x − x0),

obteremos

y − β =
λ − β

θ − α
.(x − α).

Desenvolvendo a equação, teremos:

(λ − β)x + (α − θ)y + βθ − αλ = 0,

e, tomando λ − β = a, α − θ = b e βθ − αλ = c, obtendo assim a equação

ax + by + c = 0,

onde a, b e c foram obtidos através das operações (+,−, •,÷) dos números construtíveis

α, β, θ e λ, portanto a, b e c pertencenes a S. �

Quando utilizamos a régua euclidiana para encontrar o ponto de intersecção de duas

retas da forma ax + by + c = 0, o ponto encontrado, caso exista, é, na verdade, a solução

de um sistema do tipo: {
ax + by + c = 0

ex + f y + g = 0
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b

P

b

O

yp

b

xp

Figura 26: Ponto P determinado pela intersecção de duas retas concorrentes.

Exercício 2. Resolva o sistema acima, supondo a f − be 6= 0.

A solução do sistema pode ser obtida isolando x em uma das equações e substituindo

na outra equação, de onde encontraremos a seguinte solução:

x =
bg − c f

a f − be
,

e

y =
ec − ag

a f − be
.

com a, b, c, e, f e g pertencentes a S.

2.3.3 Circunferência construtível no plano.

Definição 8. Uma circunferência será construtível no plano se um de seus pontos e seu

centro forem construtíveis.

Proposição 11. Toda circunferência com centro no ponto C(α; β) e que passa pelo ponto

P(θ; λ), com α, β, θ e λ pertencentes a S, tem equação do tipo x2 + y2 + ax + by + c = 0 com

a, b e c pertencentes a S.
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Demonstração: Como C(α; β) é o centro da circunferência, a equação reduzida da

circunferência é da forma

(x − α)2 + (y − β)2 = r2. (2.1)

Como r é o raio da circunferência, então ele é obtido calculando a distância entre os

pontos P e C, ou seja:

r = dPC =

√
(θ − α)2 + (λ − β)2,

o que equivale a:

r2 = (θ − α)2 + (λ − β)2. (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), teremos:

(x − α)2 + (y − β)2 = (θ − α)2 + (λ − β)2

e desenvolvendo a equação, obteremos:

x2 + y2 − 2αx − 2βy + 2θα + 2λβ − θ2 − λ2 = 0.

Tomando −2α = a, −2β = b e 2θα + 2λβ − θ2 − λ2 = c, obteremos a equação

x2 + y2 + ax + by + c = 0,

onde a, b e c foram obtidos através das operações (+,−, •) dos números construtíveis

α, β, θ e λ, portanto a, b e c pertencentes a S. �

Quando utilizamos a régua e o compasso euclidianos para encontrar um ou dois

pontos de intersecção de uma reta do forma ex + f y + g = 0 e uma circunferência da

forma x2 + y2 + ax + by + c = 0, o ponto encontrado, caso exista, é na verdade, a solução

de um sistema do tipo: {
x2 + y2 + ax + by + c = 0

ex + f y + g = 0

Exercício 3. Resolva o sistema abaixo, supondo que o mesmo admita ao menos uma

solução, e que a, b, c, e, f e g pertencentes a S.

{
x2 + y2 + ax + by + c = 0

ex + f y + g = 0
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x

bp

b
Q

y

Figura 27: Pontos P e Q determinados pela intersecção de uma reta secante á circunferência.

Isolando y na segunda equação, supondo f 6= 0, obteremos: y = − e
f x − g

f , substi-

tuindo na primeira equação, teremos:

x2 + (− e

f
x − g

f
)2 + ax + b(− e

f
x − g

f
) + c = 0,

desenvolvendo, obteremos:

( f 2 + e2)x2 + (2eg + a f 2 − be f )x + g2 − bg f + c = 0,

tomando A = f 2 + e2, B = 2eg + a f 2 − be f e C = g2 − bg f + c,

teremos uma equação do segundo grau do tipo:

Ax2 + Bx + C = 0,

cujas soluções, caso existam, são:

x1 =
−B +

√
B2 − 4AC

2A
= − B

2A
+

√
B2 − 4AC

2A

e

x2 =
−B −

√
B2 − 4AC

2A
= − B

2A
−

√
B2 − 4AC

2A
,

tomando p = − B
2A , q = 1

2A e w = B2 − 4AC

teremos números, se existirem, da forma

x = p ± q
√

w,

onde A, B, C, p, q e w foram obtidos através das quatro operações e da extração de

raízes dos números construtíveis a, b, c, e, f e g, sendo w ≥ 0, portanto, x = p ± q
√

w

pertence a S. De maneira análoga, encontramos a ordenada y que terá forma seme-

lhante a de x, então y pertence a S, logo os pontos (x, y) de intersecção entre a reta
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e a circunferência, se existirem, serão um ou dois pontos, com coordenadas do tipo

p + q
√

w, com p, q e w pertencentes a S, ou seja (x, y) pertence a S2.

Finalmente, quando utilizamos o compasso euclidiano para encontrar um ou dois

pontos de intersecção de duas circunferências da forma x2 + y2 + ax + by + c = 0, o

ponto (ou os dois pontos) encontrado(s), caso exista, é na verdade, a solução de um

sistema do tipo: {
x2 + y2 + ax + by + c = 0

x2 + y2 + ex + f y + g = 0

x

b

P

y

b
Q

Figura 28: Pontos P e Q determinados pelas intersecções de duas circunferências secantes.

Exercício 4. Resolva o sistema abaixo, supondo que o mesmo admita ao menos uma

solução, e que a, b, c, e, f e g pertencentes a S.

{
λ1 : x2 + y2 + ax + by + c = 0

λ2 : x2 + y2 + ex + f y + g = 0.

Resolução: Fazendo λ1 − λ2, obteremos:

{
x2 + y2 + ax + by + c = 0

(a − e)x + (b − f )y + (c − g) = 0,

tomando a − e = a′ , b − f = b′ e c − g = c′, teremos:

{
x2 + y2 + ax + by + c = 0

a′x + b′y + c′ = 0

que é da forma do exercício (3), levando-nos a concluir que, se tiver solução, será uma

ou duas soluções, da forma p + q
√

w, com p, q e w ∈ S e w ≥ 0.
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Os pontos assim obtidos tem as coordenadas racionais ou, no máximo, são irracio-

nais da forma p + q
√

w, onde p, q e w são construtiveis com w ≥ 0. Observa-se também

que os números racionais podem ser escritos da forma p + q
√

w, isto ocorrerá quando
√

w ∈ Q ou se q = 0, por exemplo, 3 + 2

√
25
9 ou 2

3 + 3
5

√
9
4 .

Se continuarmos realizando novas construções com régua e compasso, obteremos

novos pontos de intersecções entre retas e (ou) circunferências e, numa segunda etapa,

os pontos obtidos também terão coordenadas racionais ou serão da forma p′ + q′
√

w′,

com p′ , q′ e w′ da forma indicada anteriormente. Podemos ver como exemplo, que

se numa primeira etapa obtermos o número 3 + 2
√

5, numa segunda etapa poderemos

obter um número da forma 6(3 + 2
√

5) + 4

√
6(3 + 2

√
5). Observe que esse processo pode

ser realizado um número finito de vezes.

2.4 E X T E N S Õ E S FI N I TA S D O S C O R P O S .

Veremos primeiramente algumas definições importantes, ver [6] e [5].

Definição 9. Dizemos que um conjunto não vazio F formará um grupo, se está definida

uma operação entre os pares dos elementos de F, denotada pelo produto (.) tal que:

1. Fechamento: x e y ∈ F ⇒ x.y ∈ F.

2. Associativa: x, y e z ∈ F ⇒ x.(y.z) = (x.y).z ∈ F.

3. Existência do elemento unidade em F: ∃ k ∈ F tal que k.x = x.k = x, ∀x ∈ F.

4. Existência do elemento inverso em F: ∀x ∈ F, ∃ um elemento x−1 ∈ F tal que

x−1.x = x.x−1 = k.

Observação: Um grupo F será comutativo (ou abeliano) se ∀ x e y ∈ F, x.y = y.x.

Definição 10. Dizemos que um conjunto não vazio F, será um anel, se estão definidas

duas operações entre os pares dos elementos de F, indicadas pela soma (+) e pelo produto

(.), tal que ∀ x, y e z ∈ F, valem as 6 propriedades a seguir:

1. Comutatividade da soma:x + y = y + x.

2. Associativa da soma: (x + y) + z = x + (y + z).

3. Existência do elemento neutro da soma: ∃ 0 ∈ F, tal que x + 0 = 0 + x = x.

4. Existência do elemento inverso aditivo: ∀x ∈ F, ∃ um elemento k ∈ F, tal que

x + k = k + x = 0, observe que k = −x.
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5. Associativa do produto: x.(y.z) = (x.y).z.

6. Distributividade do produto à direita e à esquerda:

x(y + z) = x.y + x.z e (y + z).x = y.x + z.x.

Observe que não é necessário que um anel possua elemento neutro do produto.

Se um anel satisfaz a condição:

7. ∃ 1 ∈ F, tal que x.1 = 1.x = x, ∀x ∈ F, então dizemos que é um anel com unidade

1.

Se um anel satisfaz a condição:

8. x.y = y.x, então dizemos que é um anel comutativo.

Se um anel satisfaz a condição:

9. x.y = 0 ⇒ x = 0 ou y = 0, então dizemos que é um anel sem divisores de zero.

Se F, +, . é um anel com unidade, sem divisores de zero e comutativo, então F, +, . é

um domínio de Integridade.

Para finalizar, se um Domínio de Integridade F, +, . satisfaz a condição:

10. Se ∀x ∈ F, com x não nulo, ∃ y ∈ F, tal que x.y = y.x = 1, então dizemos F, +, . é

um corpo, ou seja, um corpo é um anel comutativo que possui um elemento unidade

e que todo elemento que não seja nulo possui inverso multiplicativo.

O conjunto dos números racionais Q, dos reais R e dos complexos C, são os exem-

plos mais famosos de corpos.

Definição 11. Segundo [3], seja V um conjunto não vazio e F um corpo, dizemos que V

é um espaço vetorial sobre F se em seus vetores forem satisfeitas as propriedades abaixo.

A) Em relação à adição, a cada dupla de vetores v1, v2 ∈ V, corresponde um vetor

v1 + v2 ∈ V , denominado soma de vetores tal que:

1. propriedade comutativa: v1 + v2 = v2 + v1, ∀ v1, v2 ∈ V.

2. propriedade associativa: (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3), ∀ v1, v2, v3 ∈ V.

3. vetor nulo: ∃ um vetor em V, conhecido como vetor nulo, tal que v1 + 0 = v1 , ∀
v1 ∈ V.

4. vetor oposto: para cada vetor v1 ∈ V, ∃ um vetor v2 ∈ V, tal que v1 + v2 = 0, v2 é

denotado por −v1.

M) Em relação à multiplicação por escalar, a cada par v1 ∈ V e f ∈ F, corresponde um

vetor f .v1 ∈ V chamado de produto por escalar, tal que:
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1. propriedade associativa: ( f .g).v1 = f .(g.v1), ∀ f , g ∈ F e v1 ∈ V.

2. elemento unidade de F: 1.v1 = v1, ∀ v1 ∈ V

3. ( f + g).v1 = f .v1 + g.v1, ∀ f , g ∈ F e v1 ∈ V.

4. f .(v1 + v2) = f .v1 + f .v2, ∀ f ∈ F e v1, v2 ∈ V.

Definição 12. Sendo V um espaço vetorial sobre F, e G um subconjunto de V, então:

1. Um vetor s será uma combinação linear dos vetores v1, v2, ..., vn, se existirem esca-

lares f1, f2, ..., fn ∈ F e s, v1, v2, ..., vn ∈ V, de modo que:

s = f1.v1 + f2.v2 + f3.v3 + ..... + fn.vn.

2. o conjunto G será um conjunto gerador de V se todo vetor s ∈ V puder ser escrito

como uma combinação linear de um número finito de vetores de G.

3. o conjunto G será linearmente independente (LI) se f1.u1 + f2.u2 + f3.u3 + ..... +

fn .un = 0, com f1, f2, ..., fn ∈ F e u1, u2, ..., un ∈ G, implica que f1 = f2 = ... = fn =

0, caso contrário, o conjunto G será linearmente dependente, ver [3].

Segundo [6], sejam F e G corpos com F ⊂ G, dizemos que G é uma extensão de F,

ou que F é um subcorpo de G, sendo possível realizar as mesmas operações de G em

F.

Definição 13. O grau de G sobre F é a dimensão de G como espaço vetorial sobre F e

representaremos por [G : F].

Teorema 12. Sejam E, F e G corpos e E ⊂ F ⊂ G, com [G : F] e [F : E] finitos, então

[G : E] é finito e [G : E] = [G : F].[F : E].

Demonstração: Supondo que [G : F] = m e que [F : E] = n, seja {g1, g2, ..., gi, ..., gm}
uma base de G sobre F e seja { f1, f2, ..., f j, ..., fn} uma base de F sobre E. Temos que

provar que o conjunto β = {g1 f1, g1 f2, ....., gi f j, ...., gm fn} com i ∈ {1, 2, ..., m} e j ∈
{1, 2, ..., n} é uma base de G sobre E e que todos os m.n elementos de β são linearmente

independentes sobre E.

Primeiro, como G é uma extensão finita de F, então todo elemento de G pode ser

escrito como combinação linear dos elementos de g1, g2, ..., gi, ..., gm com coeficientes

em F, ou seja:

Se g ∈ G então g = a1g1 + a2g2 + · · · + amgm com escalares a1, a2, ...., am ∈ F.

Segundo, como F é uma extensão finita de E, então todo elemento de F pode ser
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escrito como combinação linear dos elementos de f1, f2, ..., f j, ..., fn com coeficientes

em E, ou seja:

a1 = b11 f1 + b12 f2 + · · · + b1n fn

a2 = b21 f1 + b22 f2 + · · · + b2n fn

. . .

. . .

ai = bi1 f1 + bi2 f2 + · · · + bin fn

. . .

. . .

am = bm1 f1 + bm2 f2 + · · · + bmn fn

onde cada escalar bij ∈ E.

Substituindo os valores encontrados acima para a1, a2, ...., am em g = a1g1 + a2g2 + · · · +

amgm, teremos:

g = (b11 f1 + b12 f2 + · · · + b1n fn)g1 + (b21 f1 + b22 f2 + · · · +

+ b2n fn)g2 + · · · + (bm1 f1 + bm2 f2 + · · · + bmn fn)gm

Aplicando a propriedade distributiva obteremos:

g = g1b11 f1 + g1b12 f2 + · · ·+ gibij f j + · · ·+ gmbmn fn, com i ∈ {1, 2, ..., m} e j ∈ {1, 2, ..., n}.

Como todas as escalares bij estão em E, então conseguimos representar g ∈ G como

uma combinação linear sobre E dos elementos gi f j, portanto os elementos de β =

{ f1g1, f1g2, ....., gi f j, ...., fngm} geram G.

Ainda temos que provar que o conjunto β = { f1g1, f1g2, ....., f jgi, ...., fngm} de G é

linearmente independente sobre E.

Supondo que g1b11 f1 + g1b12 f2 + · · · + gibij f j + · · · + gmbmn fn = 0, temos que provar que

bij = 0,

reescrevendo a equação teremos:

(b11 f1 + b12 f2 + · · · + b1n fn)g1 + (b21 f1 + b22 f2 + · · · +

+ b2n fn)g2 + · · · + (bm1 f1 + bm2 f2 + · · · + bmn fn)gm = 0



2.4 E X T E N S Õ E S FI N I TA S D O S C O R P O S . 37

Como todos os elementos f j estão em F e E ⊂ F, e os elementos gi ∈ G são linearmente

independentes sobre F, segue que:




b11 f1 + b12 f2 + · · · + b1n fn = 0

b21 f1 + b22 f2 + · · · + b2n fn = 0

. . .

. . .

. . .

bi1 f1 + bi2 f2 + · · · + bin fn = 0

. . .

. . .

. . .

bm1 f1 + bm2 f2 + · · · + bmn fn = 0

E como todos os elementos b11, b12, ......, bmn estão em E e os elementos f1, f2, ..., fi, ..., fn

formam uma base de F sobre E, segue que b11 = b12 = · · · = bij = · · · = bmn = 0, assim

concluímos que β é um conjunto linearmente independente de G sobre E e como β

possui m.n, então [G : E] = [G : F].[F : E] = m.n. �

Demonstramos no teorema 12 acima que sejam E, F e G corpos e E ⊂ F ⊂ G, com

[G : F] e [F : E] finitos, então [G : E] é finito e [G : E] = [G : F].[F : E], logo [F : E]

divide [G : E].

Definição 14. Seja G uma extensão de F, e α ∈ G, F(α) é a menor extensão (menor

subcorpo) de G que contém F e α, designamos F(α) a extensão obtida pela adjunção de α

a F.

Segundo [6], F(α) será extensão finita de F se, e somente se, α for algébrico sobre F,

com α ∈ G.

Conforme [1], seguem os exemplos abaixo:

Exemplo 2. O conjunto do números racionais Q é um corpo, com Q ⊂ Q(
√

2) ⊂
Q(

√
2,
√

3)

F = Q(
√

2) = {a + b
√

2; a e b ∈ Q}, onde F é um espaço vetorial sobre Q de base {1;
√

2},

ou seja, [Q(
√

2) : Q] = 2.

F(
√

3) = Q(
√

2,
√

3) = {a + c
√

3; a, c ∈ Q(
√

2)}, onde F(
√

3) é um espaço vetorial sobre

F de base {1;
√

3}, ou seja [F(
√

3) : F] = 2.

Podemos escrever F(
√

3) = Q(
√

2,
√

3) = {a + b
√

2 + c
√

3 + d
√

6; a, b, c e d ∈ Q} onde
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F(
√

3) é um espaço vetorial sobre Q de base {1;
√

2;
√

3;
√

6}, ou seja, [F(
√

3) : Q] = 4,

observe que pelo teorema 12,

[F(
√

3) : Q] = [F(
√

3) : F].[F : Q] = 2.2 = 4,

o que equivale a

[Q(
√

2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)].[Q(
√

2) : Q] = 2.2 = 4.

Definição 15. Sejam E e F corpos com E ⊂ F, dizemos que a ∈ F é um número algébrico

sobre E se λ0.a0 + λ1.a1 + λ2.a2 + · · · + λn.an = 0 com λ0, λ1, ....., λn ∈ E.

Exemplo 3. (i)
√

2 ∈ R é algébrico sobre Q, pois p(
√

2) = 0, onde p(x) = x2 − 2.

(ii)
3
√

2 ∈ R é algébrico sobre Q, pois p(
3
√

2) = 0, onde p(x) = x3 − 2.

(iii)
√

2 +
√

3 ∈ R é algébrico sobre Q, pois p(
√

2 +
√

3) = 0, onde p(x) = x4 − 10x2 + 1.

Exercício 5. Obter um polinômio p(x) com grau 4 sobre Q com raiz igual a
√

2 +
√

3.

Resolução: Chamando √
2 +

√
3 = α

e elevando os dois membros ao quadrado,

(
√

2 +
√

3)2 = α2

teremos:

5 + 2
√

6 = α2

o que equivale a:

2
√

6 = α2 − 5,

elevando novamente os membros ao quadrado

(2
√

6)2 = (α2 − 5)2

e desenvolvendo, teremos:

24 = α4 − 10α2 + 25

o que equivale a:

0 = α4 − 10α2 + 1,

portanto α =
√

2 +
√

3 é raiz do polinômio p(x) = x4 − 10x2 + 1.

Definição 16. Dizemos que um polinômio p(x) de grau n é irredutível sobre E se não for

possível fatorarmos p(x) em polinômios de grau menor que n com coeficientes em E.
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Exemplo 4. Em Q temos:

(i) p(x) = x2 − 2 é irredutível sobre Q.

(ii) p(x) = x3 − 2 é irredutível sobre Q.

(iii) p(x) = x3 − 8 é redutível sobre Q, pois p(x) = x3 − 8 = (x − 2)(x2 + 2x + 4).

Definição 17. a ∈ F é um número algébrico de grau n sobre E se a for raiz de um

polinômio não nulo de grau n com coeficientes em E e não for raiz de nenhum polinômio

não nulo de grau menor com coeficientes em E.

Exemplo 5. Observando o exemplo 3, temos que:

(i)
√

2 é algébrico de grau 2 sobre Q.

(ii)
3
√

2 é algébrico de grau 3 sobre Q.

(iii)
√

2 +
√

3 é algébrico de grau 4 sobre Q.

Com os resultados obtidos acima, vejamos algumas implicações nas construções ge-

ométricas. Vimos anteriormente que um número real a é construtível se a = 0, ou se,

usando apenas a régua e o compasso euclidianos, for possível construí-lo utilizando as

quatro operações e a extração da raiz quadrada através de um número finito de passos,

ou seja, obter um segmento cujo o comprimento tenha medida |a|, partindo de um seg-

mento de comprimento na qual adotamos como sendo uma unidade. Admitindo que o

segmento unitário nos seja dado, utilizando a régua e o compasso euclidianos, dados

um ponto P e uma reta r, podemos construir uma reta perpendicular a r passando P e

uma reta paralela á r passando P. À partir disto foi demonstrado na secção (2.2) que

se a e b são números construtíveis, então a + b, a − b, 1
a com a 6= 0, a.b, b

a com a 6= 0 e
√

a com a > 0, também são números construtíveis. Portanto os números construtíveis

S ⊂ R formam um subcorpo S do corpo dos números reais.

Como Q ⊂ S, ou seja, todo número racional é um número construtível, em particular

o número 1 pertence a S, vamos estudar a relação entre S e o corpo dos números raci-

onais.

Todo número s pertencente a S pode ser obtido partindo do corpo dos racionais,

utilizando-se de construções geométricas através de um número finito de passos.

Seja Q o subcorpo do corpo de R. Considere agora os pontos (x; y) com x e y em Q,

o conjunto de todos esses pontos é denominado plano de Q. Ligando dois pontos do

plano Q, obteremos uma reta cuja equação é do tipo ax + by + c = 0, com os coeficien-

tes a, b e c em Q, além disso qualquer circunferência com o centro em Q e que passa

por um ponto também de Q terá equação da forma x2 + y2 + mx + ny + p = 0, onde m, n

e p estão em Q. Dizemos que estas retas e circunferências são construtíveis, ou seja,

são retas e circunferências de Q.
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Como vimos na seção 2.3, quando duas retas do plano Q se cruzam, o ponto de inter-

secção será um ponto do plano Q, mas quando uma reta e uma circunferência, ou duas

circunferências, ambas em Q, se intersectam, o ponto, ou os pontos de intersecção, não

necessariamente serão pontos do plano Q, os pontos obtidos nestas intersecções, ou

são pontos do plano Q, ou são pontos do plano Q(
√

w) com w > 0, onde Q(
√

w) é

uma extensão quadrática de Q.

Sendo assim, as intersecções de retas e circunferências que estão em Q, levam-nos a

pontos que estão em Q, ou a pontos que são extensões quadráticas de Q, estando em

Q(
√

w1) com w1 > 0 que é uma das extensões quadráticas de Q; intersecções de retas e

circunferências que estão em Q(
√

w1), levam-nos a pontos que estão em Q(
√

w1), ou a

pontos de Q(
√

w1;
√

w2), com w2 > 0, onde Q(
√

w1;
√

w2) é uma extensão quadrática

de Q(
√

w1), e esse processo pode ser realizado diversas vezes. Assim, um ponto será

construtível se partindo de Q conseguirmos obter os números reais α1, α2, α3, ...., αn de

modo que α2
1 ∈ Q , α2

2 ∈ Q(α1), α2
3 ∈ Q(α1, α2), .....,α2

n ∈ Q(α1, α2, ..., αn−1), de modo

que o ponto obtido esteja em Q(α1, α2, ..., αn−1). Por outro lado se w ∈ Q de modo

que
√

w ∈ R, então podemos obter
√

w a partir de uma intersecção entre uma reta

e uma circunferência, ou de duas circunferências. Assim, conclui-se que um ponto

será construtível se e somente se, conseguirmos obter um número finito de números

α1, α2, ..., αn−1, αn, de modo que:

(i) [Q(α1) : Q]= 1 se α2
1 ∈ Q, ou 2 α2

1 /∈ Q,

(ii) [Q(α1, α2, ...αt) : Q(α1, α2, ..., αt−1)]= 1 ou 2, para t = 1, 2, 3, ..., n,

de modo que tal ponto pertença ao plano Q(α1, α2, ...αn).

Definimos anteriormente que um w ∈ R será construtível se, utilizando os instrumen-

tos de Euclides , conseguirmos obter um segmento cujo comprimento seja igual a w,

o equivale a dizer que w é construtível se, a partir de um plano Q e através de um

número finito de extensões quadráticas, conseguirmos imergir w num corpo obtido de

Q.

Corolário 13. Se um número w é construtível, então w é algébrico de grau j , onde j é

uma potência de 2, ou seja, j = 2m, com m ∈ N.

Demonstração: Como Q ⊂ Q(α1) ⊂ Q(α1, α2) ⊂ .... ⊂ Q(α1, α2, ...αn) ⊂ R, pelo teo-

rema 12, podemos dizer que

[Q(α1, α2, .., αn) : Q] = [Q(α1, α2, .., αn) : Q(α1, α2, .., αn−1)]. · · · .[Q(α1, α2) : Q(α1)].[Q(α1) :

Q],

e como
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[Q(α1) : Q]= k1,

[Q(α1, α2) : Q(α1)]= k2,

[Q(α1, α2, α3) : Q(α1, α2)]= k3 ,

[Q(α1, α2, ...αn) : Q(α1, α2, ..., αn−1)]= kn, sendo ki = 1 ou 2, para i ∈ {1, 2, 3, ...., n},

então teremos que

[Q(α1, α2, ...αn) : Q] = k1.k2.k3. · · · .ki . · · · .kn = 2m, para algum m ∈ N, portanto w é

algébrico de grau j , onde j é uma potência de 2. �

Como consequência disto teremos que:

Corolário 14. Se um número real w é raiz de um polinômio irredutível de grau j com

coeficientes racionais, onde j não é uma potência de 2, então w não é construtível.

Utilizando o corolário 14 podemos finalmente resolver o problema da trissecção do

ângulo e da quadratura do círculo.

Teorema 15. É impossível trissectar um ângulo arbitrário α utilizando apenas a régua e

o compasso euclidianos.

Demonstração: Um ângulo α é construtível com régua e compasso, se e somente se,

o sen α ou cos α for construtível, então para trisseccionar um ângulo α, onde α = 3θ,

devemos construir sen θ ou cos θ, utilizando a fórmula trigonométrica abaixo:

cos α = cos(3θ) = cos(2θ + θ) = cos 2θ. cos θ − sen 2θ.sen θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ.

Tomando como exemplo o ângulo α = 60◦, no qual cos 60◦ = 1
2
, este ângulo é cons-

trutível, uma vez que 1
2

é um número racional, portanto é construtível. Teremos que

encontrar a solução da equação:

cos 60◦ = 4 cos3 20◦ − 3 cos 20◦ ,

ou seja,
1

2
= 4 cos3 20◦ − 3 cos 20◦ ,

o que equivale a:

1 = 8 cos3 20◦ − 6 cos 20◦

ou

0 = 8 cos3 20◦ − 6 cos 20◦ − 1.

Tomando 2 cos 20◦ = x, concluímos que o número 2 cos 20◦ é uma das soluções da

equação

x3 − 3x − 1 = 0.
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A equação x3 − 3x − 1 = 0 é do 3◦ grau e é irredutível pelo critério de Herstein, ver

[6], com coeficientes racionais, ou seja, é de grau 3 que não é uma potência de 2,

portanto pelo corolário 14, x = 2 cos 20◦ não é construtível, mas como o número 2

é construtível, então concluímos que cos 20◦ não é construtível, ou seja, é impossível

trissectar o ângulo de 60◦ utilizando os instrumentos de Euclides. �

Teorema 16. É impossível duplicar o cubo utilizando apenas a régua e o compasso eucli-

dianos.

Demonstração: O problema da duplicação do cubo consiste em, utilizando apenas

régua e compasso, encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume seja o dobro do

volume de um cubo de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou seja:

b3 = 2a3

ou

b = a
3
√

2.

3
√

2 é raiz do polinômio p(x) = x3 − 2 que é irredutível pelo critério de Hertein, ver [6],

em Q e tem grau 3 que não é uma potência de 2, portanto pelo corolário 14,
3
√

2 não é

construtível, logo é impossível duplicar o cubo. �

2.5 S O LU ÇÃ O D E A R Q U I M E D E S

Vejamos agora como Arquimedes conseguiu trisseccionar um ângulo arbitrário β,

mas sem a restrição da régua euclidiana, ou seja, utilizando uma régua graduada, ver

[5], observe a figura abaixo.

Utilizando uma régua com marcas, passando sempre por C e com uma das extremi-

dades sobre a reta AD, podemos deslizá-la sobre a reta AD, partindo do ponto B1 e

indo até Bn, obtendo assim os segmentos FnBn, com Fn ∈ à circunferência e Bn ∈ à

reta AD, com medidas variando de zero (quando FnBn = F1B1, onde F1 = B1) até ∞

(quando a reta CFn for paralela à reta AD), então por continuidade, podemos obter

um segmento FnBn = FB = r, onde r é a medida do raio da circunferência da figura

abaixo:

Exercício 6. Na figura 29, mostre que α =
1

3
β, sabendo que FB = r, onde r é a medida

do raio da circunferência.
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bFn

Figura 29: Trissecção do ângulo β.

Demonstração:

(i) O △ ABF é isósceles de base AB, pois AF = FB = r, então F̂AB = F̂BA = α.

(ii) O ângulo ÂFC = θ é um dos ângulos externos do △ ABF, então pelo teorema do

ângulo externo, temos que: ÂFC = F̂AB + F̂BA, ou seja, θ = α + α = 2α.

(iii) O △ ACF é isósceles de base CF, pois AF = AC = r, então ÂCF = ÂFC = θ.

(iv) O ângulo β é um dos ângulos externos do △ ABC, então pelo teorema do ângulo

externo, temos que: β = ÂCB + ÂBC, ou seja, β = θ + α e como θ = 2α, então β =

2α + α = 3α, o equivale a α =
1

3
β, portanto α =

1

3
β. �
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O R I G A M I

3.1 O R I G A M I : A X I O M ÁT I CA C L Á S S I CA

3.1.1 Apresentação

Origami é uma arte milenar japonesa de origem desconhecida, cuja etimologia re-

sulta da junção das palavras “ori”(dobrar) e “kami”(papel), sendo conhecida no Brasil

como dobradura, ver [2]. Foram as técnicas de dobradura que possibilitaram a exis-

tência de diversos objetos presentes em nosso cotidiano, resolvendo muitos problemas

modernos, como por exemplo, o air bag, que quando inflados não explodem.

Segundo [10], diversas outras são as aplicações das técnicas do origami, como po-

demos observar nos dobramentos das proteínas, no desenvolvimento de um telescópio

espacial expansível, em criações artísticas, no desenvolvimento de embalagens de ali-

mentos, e até mesmo na educação através de uma aprendizagem lúdica.

Utilizando o origami, conforme [11], pág.25, podemos ensinar os alunos a obter:

ponto médio, mediatriz, altura e bissetriz, e consequetemente intui-los a encontrar os

pontos notáveis do triângulo (baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro).

Muito além do simples ato de apenas dobrar o papel como em alguns embrulhos

de presente, fazer um origami requer muita perfeição, desde a escolha do papel e do

seu corte, até a última dobra. Tal perfeição exige algoritmos complexos baseados em

conhecimentos matemáticos que buscam otimizar a confecção de determinadas figu-

ras e objetos. Os conhecimentos teóricos por trás do origami estão fundamentados,

basicamente, nos princípios da geometria Euclidiana, através de seis axiomas, os quais

possibilitaram resolver problemas geométricos clássicos da Antiguidade (duplicação

do cubo e trissecção de um ângulo), até então impossíveis de se resolverem utilizando

45



46 O R I G A M I

apenas régua e compasso. Assim, a dobradura se faz como uma importante ferramenta

geométrica capaz de resolver diversos problemas ditos impossíveis pelas técnicas utili-

zadas pelos geômetras gregos.

3.1.2 Geometria do Origami (As construções e os Axiomas de Huzita-Hatori )

Tomando como ponto de partida a Geometria Euclidiana, estudaremos a geometria

do origami, a qual está apoiada em seis axiomas, como veremos adiante. Existem

técnicas de origami que dobram linhas curvas, como são utilizadas na construção da

Rosa de Kawasaki, mas neste trabalho nos restringiremos às dobras em linhas retas.

A Geometria Euclidiana está apoiada em três entes primitivos ou conceitos básicos:

ponto, reta e o plano. Na geometria do origami, o plano será a folha de papel, a reta

será uma dobra no papel e, duas dobras que se cruzam darão origem a um ponto.

Listaremos a seguir, os axiomas da geometria do origami, que são também conhecidos

como: Axiomas de Huzita-Hatori, ou Huzita-Justin, conforme [10].

Axioma 1. Dados dois pontos G e H distintos, existe uma única dobra (reta) que passa

através deles.

b

A
b

B

b Cb
D

b

C1

b G

b H

Figura 30: Axioma 1 - dobra que passa por dois pontos.

Axioma 2. Dados os pontos G e H distintos, existe uma única dobra que leva G em H.

Axioma 3. Dadas duas dobras r e s, existe uma dobra que leva r em s.

(i) 1◦ caso: r e s concorrentes.

Neste caso, existem duas dobras possíveis, sendo tais dobras as bissetrizes dos

ângulos formados pelas retas r e s.
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b

A
b

B

b Cb D

b D1

b

G
b

H

Figura 31: Axioma 2 - dobra que coloca G em H.

(ii) 2◦ caso: r e s paralelas.

Neste caso, a dobra é única.

b
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bD

b
D1
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bM
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M1

bQ

r s

b
A

b
B

b
C

bD

r s

b
D1

b A1

bM
b M1

b
P

b P1

Figura 32: Axioma 3 - dobra que coloca r sobre s.

Axioma 4. Dados um ponto E e uma dobra s, existe uma única dobra r que passa por E

e é perpendicular à s.

Observe que a dobra r passa por E e leva a dobra s sobre ela mesma.

Axioma 5. Dados dois pontos G e H e uma dobra s, existe uma dobra r que passa por H

e que coloca G sobre s.

A quantidade de soluções deste axioma pode ser: nenhuma, uma ou duas soluções,

dependendo da disposição dos pontos G, H e da dobra s, já que o problema equivale a
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b
A

b
B

b

C
bD

sb
C1

bB1

b E

b
A

b
B

b CbD

sb
C1

bB1

b E

r

b

C2

b
D1

Figura 33: Axioma 4 - dobra r que passa por E e é perpendicular s.

encontrar a intersecção entre a reta s e a circunferência centrada no ponto H passando

por G.

1. Não existirá dobra se, a distância do ponto H ao ponto G for menor que a distân-

cia do ponto H á dobra s.

2. Existirá uma única dobra se, a distância do ponto H ao ponto G for igual a

distância do ponto H á dobra s.

3. Existirão duas dobras possíveis se, a distância do ponto H ao ponto G for maior

que a distância do ponto H á dobra s.

b
A

b
B

b Cb
D

s

r

b
H

b G

b
G1

b

b
D1

Figura 34: Axioma 5 - dobra r que passa por H e coloca G sobre s.

Axioma 6. Dados dois pontos G1 e G2 e duas dobras s1 e s2 , existe uma única dobra r

que coloca simultaneamente G1 sobre s1 e G2 sobre s2.

Segundo [2], este é o único axioma que não é construtível com régua e compasso.
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b

A
b
B

b
C

bD

r

b
A1

b D1

b
G1

b
G2
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b
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2

b

s1

s2

Figura 35: Axioma 6 - dobra r que coloca G1 sobre s1 e G2 sobre s2.

Proposição 17. Dados um ponto G e duas dobras s1 e s2 , existe uma única dobra r que

coloca G sobre s1 e é perpendicular à s2. (Figura 36)

Esta proposição que também é conhecida como sétimo axioma, só foi acrescentada

em 2001 por Koshiro Hatori, ver [2]. Observe que a dobra r pode ser obtida utilizando

b

A

b
B

b
C

b
D

s2

s1

b G

b
G1

b

D1

b C1

r

Figura 36: dobra r que coloca G sobre s1 e é perpendicular s2.

apenas os axiomas 4 e 2, com a desvantagem de realizarmos três movimentos, ao passo

que utilizando a proposição 17, a construção é obtida em um único movimento.

Observe que na figura abaixo, a dobra r (reta r) leva o ponto A no seu ponto simétrico

A1 através do axioma 2 , sendo assim, a reta r é a mediatriz do segmento AA1 (axi-

oma 2) e é a bissetriz dos ângulos ÂEA1 e ÂFA1 (axioma 3) , pois os triângulos △
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AEF e △ A1EF são congruentes (critério LLL). Vemos então, que bissetrizes, media-

trizes, perpendiculares e ponto médio, são construções elementares com a geometria

do origami.

b

A
b
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b
C

b
D

r

b

M

b
A1

b
F

b
E

Figura 37: Pontos simétricos.

3.2 P R O B L E M A S C L Á S S I C O S

Como dito anteriormente, a duplicação do cubo, a trisseção do ângulo e a quadra-

tura do círculo, são os três problemas clássicos e insolúveis da geometria euclidiana.

Veremos a seguir que é possível solucioná-los usando a geometria do Origami e sua

axiomática. Mostraremos abaixo a solução de dois deles.

3.2.1 Trissecção do Ângulo

O problema da trissecção do ângulo consiste no fato de que, dado um ângulo arbitrá-

rio β, busca-se obter um ângulo θ com medida igual a um terço da medida do ângulo

β, ou seja:

θ =
1

3
β

ou

3θ = β.
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Foi publicado no Japão, em 1980, com crédito a Hisashi Abe, a resolução deste

problema usando a geometria do origami, para resolvé-lo utilizaremos os seguintes

passos:

1. Tomando um ponto arbitrário E pertencente ao segmento CD, utilizando o axi-

oma 1, construa a dobra AE numa folha de papel retangular ABCD, não neces-

sariamente quadrada. Seja β a medida do ângulo que queremos trissectar, onde

β = B̂AE e 0◦ < β < 90◦, se o ângulo β for obtuso, basta traçar a sua bissetriz

e trissectar uma das medidas encontradas e, depois somá-las 2 a 2, encontrando,

assim, um ângulo com medida igual a 1
3 β.

b

A
b

B

b
C

b
D

b
E

β

Figura 38: Dobra AE.

2. Utilizando o axioma 4, tomando um ponto P pertencente ao segmento AD, cons-

trua uma dobra perpendicular ao segmento AD passando por P.

3. Construa uma dobra JK que coloca AB sobre PM, a construção é possível utili-

zando o axioma 3.

4. Construa uma dobra NO que coloca simultaneamente P sobre AE e A sobre JK,

a construção é possivel utilizando o axioma 6.

5. Utilizando o axioma 2, mantendo o papel dobrado, construa uma dobra d1 que

coloca P1 sobre A1. Como J1 é o ponto médio do segmento P1A1, então a dobra

d1 passará por J1 e será perpendicular ao segmento P1A1.
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Figura 39: Dobra PM.
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Figura 40: Dobra JK.

6. Abrindo o papel na posição inicial, construa novamente a dobra d1 que colocou

P1 sobre A1, veremos que esta dobra passará pelo vértice A, pois como JK passa

pelo ponto A1 e a dobra d1 sobrepõe JK sobre ela, então d1 passa pelo ponto D.

7. Utilizando o axioma 1, construa a dobra d2 que passa pelos pontos A e A1.

As dobras d1 e d2 trissectam o ângulo β, finalizando assim o problema da trissecção do

ângulo utilizando a geometria do origami.

Proposição 18. Os ângulos B̂AA1, Â1AJ1 e Ĵ1 AE, da figura abaixo, são congruentes e

cada um deles mede 1
3

da medida do ângulo β.
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Figura 41: Dobra NO.
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Figura 42: Dobra que coloca P1 sobre A1.

Demonstração:

Na figura abaixo, considere os triângulos △ AJ1P1, △ AJ1 A1 e △ ATA1, sendo T

pertencente ao segmento AB e A1T perpendicular a AB.

(i) A dobra d1, que contém o segmento AJ1, coloca o ponto P1 sobre o ponto A1,

então, P1 J1
∼= A1J1 e AJ1 é perpendicular a P1A1, logo ÂJ1P1=ÂJ1 A1 = 90◦ .

Como AJ1 é um lado comum aos triângulos △ AJ1P1 e △ AJ1 A1, então, pelo

critério (LAL), os triângulos △ AJ1P1 e △ AJ1A1 são congruentes, logo:

P̂1AJ1 = Â1AJ1 = α. (3.1)

(ii) A dobra NO passa por Q e coloca A em sobre A1, então AQ = QA1, logo o

triângulo △ AQA1 é isósceles de base AA1, então Q̂AA1 = Q̂A1A = α. Como
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Figura 43: Dobra que coloca P1 sobre A1 e que passa por A.
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Figura 44: Dobras d1 e d2 que trissectam o ângulo B̂AE.

Q̂A1A = α e Q̂A1T = 90◦, pois A1T é perpendicular a JK, temos também que

Q̂A1A+ÂA1T = 90◦, logo ÂA1T = 90◦ – α e como △ ATA1 é retângulo em T,

então:

Â1AT = α. (3.2)

De (3.1) e (3.2), concluímos que:

P̂1AJ1 = Â1AJ1 = Â1AT = α =
1

3
β.

�
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Figura 45: Triângulos congruentes.

3.2.2 Duplicação do Cubo

O problema da duplicação do cubo, como foi dito anteriormente, consiste em, uti-

lizando apenas régua e compasso, encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume

seja o dobro do volume de um cubo de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou

seja:

b3 = 2a3

ou

b = a
3
√

2.

O problema aqui, é que
3
√

2 não é construtível, como vimos anteriormente (subsecção

1.3.2), o que torna o problema insolúvel utilizando os instrumentos de Euclides.

Para resolvé-lo usando a geometria do origami, utilizaremos os seguintes passos:

1. Construa a dobra AC (Figura 46), tomando como ponto de partida, um pa-

pel quadrado ABCD com lados medindo uma unidade, a construção é possível

usando o axioma 1.

2. Utilizando o axioma 2, marque o ponto E (Figura 47), que é o ponto médio do

segmento AD, através de uma dobra que leva o ponto A no ponto D. Observe

que, para não poluir a figura com muitas dobras, não é necessário fazer o dobra

inteira para obter o ponto E.

3. Utilizando o axioma 1, construa a dobra BE (Figura 48).
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D

Figura 46: Dobra passando por AC.

b

A

b

B

b
C

b
D

bE

Figura 47: Dobra que leva A em D.

Observe que o ponto P, que é a intersecção dos segmentos AC e BE, está a uma

distancia de 1
3 dos lados AB e AD, pois, se considerarmos no plano cartesiano, o

ponto A como sendo a origem e os pontos B(1; 0), C(1; 1) e, D(0; 1), teremos que,
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b

A
b

B

b
C

b
D

bE

b

P

Figura 48: Dobra BE.

a diagonal AC do quadrado está contida na reta y = x e a dobra BE está contida

na reta y = −x
2

+ 1
2
, resolvendo o sistema abaixo:

{
y = x

y = −x
2

+ 1
2

então

x =
−x

2
+

1

2

2x = −x + 1

3x = 1,

portanto

x = y =
1

3
.

4. Construa uma dobra perpendicular ao segmento AD que coloca o ponto P sobre

o segmento CD (Figura 49), isso é possível utilizando o axioma 7 .

5. Utilizando o axioma 3, construa uma dobra que coloca AB sobre a última dobra

(Figura 50) .

6. Utilizando o axioma 6, construa uma dobra que coloca simultaneamente, M so-

bre JK e A sobre BC .

Chamando BA1 = a, provaremos a seguir que, CA1 =
3
√

2 a, determinando, desta

forma, um cubo de aresta CA1, cujo volume será o dobro do volume de um cubo de
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b
A

b
B

b Cb
D

bE

b

P

bJ b
K

Figura 49: Dobra que leva P sobre CD.

b
A

b
B

b Cb
D

bE

b

P
b LbM

bJ b K

Figura 50: Dobra que leva AB sobre JK

aresta com medida BA1, pois o volume de um cubo é calculado usando a seguinte

fórmula:

V1 = a3

e

V2 = (
3
√

2a)3 = 2a3,

portanto

V2 = 2V1.
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b
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D

bE

bJ b
K

b
L

bM

b
A1

b
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b
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b
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b
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Figura 51: Dobra que leva M sobre JK e A sobre BC.

Desta forma, finalizamos o problema envolvendo a duplicação do cubo através da geo-

metria do origami.

Proposição 19. A razão entre as medidas dos segmentos CA1 e BA1 (Figura 51) é igual

a
3
√

2.

Demonstração: Para facilitar a compreensão utilizaremos a seguinte notação:

KA1 = BK − A1B =
2

3
− z

AR = A1R = x

BR = y

A1B = z

O triângulo △ A1BR é retângulo, então pelo Teorema de Pitágoras, temos que:

x2 = y2 + z2. (3.3)

Sabemos que

x + y = 1,
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pois x + y é igual ao lado AB do quadrado ABCD de lado unitário, então

y = 1 − x. (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), teremos:

x2 = (1 − x)2 + z2

x2 = 1 − 2x + x2 + z2

2x = 1 + z2

x =
1 + z2

2
. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), teremos que:

y = 1 − 1 + z2

2

y =
2 − 1 − z2

2

y =
1 − z2

2
. (3.6)

Os triângulos △ A1BR e △ M1KA1 são semelhantes pelo critério (AA∼ ), pois M̂1KA1

= Â1BR = 90◦ e como M̂1A1R é reto uma vez que a dobra conserva o ângulo, então

M̂1A1K e R̂A1B são ângulos complementares, portanto Â1M1K = R̂A1B, e usando a

razão de semelhança entre o lados obtemos:

y

x
=

2
3 − z

1
3

y

x
= 2 − 3z

y = x.(2 − 3z). (3.7)

Substituindo (3.5) e (3.6) em (3.7), teremos:

1 − z2

2
=

1 + z2

2
.(2 − 3z)

1 − z2 = (1 + z2).(2 − 3z)

1 − z2 = 2 − 3z + 2z2 − 3z3
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3z3 − 3z2 + 3z − 1 = 0,

o que equivale a

2z3 + z3 − 3z2 + 3z − 1 = 0,

então temos que

2z3 = −z3 + 3z2 − 3z + 1.

Queremos provar que
CA1

BA1

=
3
√

2,

o que equivale a (
CA1

BA1

)3

= 2.

(
CA1

BA1

)3

=

(
1 − z

z

)3

=
−z3 + 3z2 − 3z + 1

z3
,

e como

2z3 = −z3 + 3z2 − 3z + 1,

então

(
CA1

BA1

)3

=
2z3

z3
= 2,

portanto
CA1

BA1

=
3
√

2.

�

Um segundo modo de provar a proposição 15 encontra-se no apendice A.





4

C O N C LU S Ã O

Trabalhar com a Matemática em sala de aula pode ser algo prazeroso e lúdico, fu-

gindo daquela concepção errônea que é trazida pelos alunos ao longo dos anos: uma

disciplina meramente de fórmulas e memorização. Buscando por diferentes estraté-

gias didáticas, foi possível abordar, de maneira lúdica, conceitos fundamentais da Ge-

ometria Euclidiana, discutindo os três problemas clássicos e insolúveis, demonstrando

algumas construções elementares, além de demonstrar a construtibilidade de determi-

nados números utilizando apenas a régua não graduada e o compasso, bem como a

não construtibilidade de outros, o que torna certos problemas impossíveis de se resol-

ver, e, por fim, a demonstração da solução de problemas, como a trissecção do ângulo

e a duplicação do cubo, utilizando técnicas do Origami e os conhecimentos fundamen-

tais de sua Geometria. Desta forma, com a constante reflexão sobre a nossa prática,

notamos as diversas possibilidades que temos para se abordar os diferentes temas da

Matemática em sala de aula, contribuindo para uma aprendizagem mais significativa

e prazerosa tanto para o professor, mas principalmente para o aluno, contribuindo

fundamentalmente para nossa prática docente e um ensino de qualidade.
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Proposição 20. A razão entre as medidas dos segmentos CA1 e BA1 (Figura 51) é igual

a
3
√

2.

Demonstração: Para facilitar a compreensão utilizaremos a seguinte notação:

KA1 = BK − A1B =
2

3
− z

AR = A1R = x

BR = y

A1B = z

O triângulo △ A1BR é retângulo, então pelo Teorema de Pitágoras, temos que:

x2 = y2 + z2. (A.1)

Sabemos que

x + y = 1,

pois x + y é igual ao lado AB do quadrado ABCD de lado unitário, então

y = 1 − x. (A.2)

Substituindo (A.2) em (A.1), teremos:

x2 = (1 − x)2 + z2

x2 = 1 − 2x + x2 + z2

65
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2x = 1 + z2

x =
1 + z2

2
. (A.3)

Substituindo (A.3) em (A.2), teremos que:

y = 1 − 1 + z2

2

y =
2 − 1 − z2

2

y =
1 − z2

2
. (A.4)

Os triângulos △ A1BR e △ M1KA1 são semelhantes pelo critério (AA∼ ), pois M̂1KA1

= Â1BR = 90◦ e como M̂1A1R é reto uma vez que a dobra conserva o ângulo, então

M̂1A1K e R̂A1B são ângulos complementares, portanto Â1M1K = R̂A1B, e usando a

razão de semelhança entre o lados obtemos:

y

x
=

2
3
− z
1
3

y

x
= 2 − 3z

y = x.(2 − 3z). (A.5)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.5), teremos:

1 − z2

2
=

1 + z2

2
.(2 − 3z)

1 − z2 = (1 + z2).(2 − 3z)

1 − z2 = 2 − 3z + 2z2 − 3z3

3z3 − 3z2 + 3z − 1 = 0,

o que equivale a

z3 − z2 + z − 1

3
= 0,

Conforme [7], vol.3, para resolver a equação cúbica acima, usaremos a fórmula de

Cardano-Tartaglia, onde transformaremos a equação z3 + az2 + bz + c = 0 na equação
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na forma reduzida w3 + pw + q = 0, aplicando a substituição z = w− a
3
, sendo p = b− a2

3

e q = 2a3

27 − ab
3 + c, então teremos:

z = w − (−1)

3
= w +

1

3
,

p = 1 − (−1)2

3
= 1 − 1

3
=

2

3

e

q =
2(−1)3

27
− (−1).1

3
+

(−1)

3
= − 2

27
.

Obtemos assim a equação na forma reduzida, com p e q reais

w3 +
2

3
w − 2

27
= 0.

A equação acima possui uma raiz real da forma:

w =
3

√

− q

2
−

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√

− q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
.

Sendo p = 2
3

e q = − 2
27

, obteremos:

w =
3

√√√√− (− 2
27 )

2
−

√
(− 2

27 )2

4
+

(2
3
)3

27
+

3

√√√√− (− 2
27 )

2
+

√
(− 2

27 )2

4
+

(2
3
)3

27

w =
3

√
1

27
−

√
1

729
+

8

729
+

3

√
1

27
+

√
1

729
+

8

729

w =
3

√
1

27
−

√
9

729
+

3

√
1

27
+

√
9

729

w =
3

√
1

27
− 3

27
+

3

√
1

27
+

3

27

w =
3

√
− 2

27
+

3

√
4

27

w =

3
√

4

3
−

3
√

2

3

e como

z = w +
1

3
,

então temos que:

z =

3
√

4

3
−

3
√

2

3
+

1

3
,
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portanto

z =

3
√

4 − 3
√

2 + 1

3
.

Como

CA1 + BA1 = BC,

sendo

BA1 = z

e

BC = 1,

então

CA1 = 1 − z,

desta forma a razão
CA1

BA1

=
1 − z

z

CA1

BA1

=
1 − (

3
√

4−
3
√

2+1
3

)
3
√

4−
3
√

2+1
3

CA1

BA1

=
3−

3
√

4+
3
√

2−1
3

3
√

4−
3
√

2+1
3

CA1

BA1

=
− 3
√

4 +
3
√

2 + 2
3
√

4 − 3
√

2 + 1

racionalizando o denominador

CA1

BA1

=
(− 3

√
4 +

3
√

2 + 2)

(
3
√

4 − 3
√

2 + 1)
.
(

3
√

2 + 1)

(
3
√

2 + 1)

CA1

BA1

=
− 3
√

8 +
3
√

4 + 2
3
√

2 − 3
√

4 +
3
√

2 + 2
3
√

8 − 3
√

4 +
3
√

2 − 3
√

4 − 3
√

2 + 1

CA1

BA1

=
3

3
√

2

3

CA1

BA1

=
3
√

2.

Portanto a razão entre as medidas dos segmentos CA1 e BA1 é igual a
3
√

2. �
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