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EPIGRAFE
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raciocinar, e esse habito pode ser empregado, entdo, na

pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida.”

(Jacques Bernoulli)
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RESUMO

A Geometria faz-se presente em vdrias de nossas atividades contemporéneas, o que
nos permite buscar estratégias de ensino mais contextualizadas, de maneira que a
aprendizagem seja mais significativa ao aluno. Fazer dobraduras em papel parece, até
certo ponto, algo simples, visto que, desde a nossa infancia brincamos com a dobradura
em papel, seja fazendo barcos, baldes ou avides. Porém, muito além do ato de apenas
dobrar de maneira qualquer, o Origami é fundamentado em conhecimentos bdsicos
da Geometria e sem percebermos, trabalhamos com angulos, planos, retas e pontos,
possibilitando diversas formas de se trabalhar a Geometria com esta técnica em sala
de aula, de maneira lidica e interessante, despertando a curiosidade do aluno. Desta
forma, esta dissertacdo busca apresentar uma proposta para abordar de maneira mais
lddica os conhecimentos fundamentais da Geometria Euclidiana através do Origami.
Neste presente trabalho abordamos sobre dois dos trés problemas classicos e insoliveis
da Geometria Euclidiana utilizando a régua e o compasso ideais, abordando algumas
construcdes elementares possiveis com apenas esses dois intrumentos. Abordamos
também sobre a construtibilidade de determinados nuimeros utilizando a régua e o
compasso ideais. Por fim, discorremos sobre a técnica japonesa do Origami, os axiomas
que fundamentam sua geometria, bem como a demonstracdo da resolucdo de dois
desses problemas insoluveis: a trisseccdo do angulo e a duplicacdo do cubo.

Palavras-chave: Origami. Régua e Compasso. Numeros Cronstrutiveis
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ABSTRACT

Geometry is present in many of our contemporary activities, which allows us to se-
arch for more contextualized teaching strategies in order to make the learning process
more meaningful to the student. Folding square papers to create origami, seems, to
some extent, something simple, seeing that since our childhood, we play folding pa-
per, making boats, balloons or even aircrafts. However, much more than just folding
randomly, Origami is based on basic geometry and without realizing it, we work with
angles, planes, lines and points, enabling several ways to work with Geometry with this
technique inside the classroom, in a playful and interesting way, arising the students’
curiosity. Thus this thesis aims to present a proposal to approach in a more playful way
the fundamental knowledge of Euclidean Geometry through Origami. In this work we
broach two of the three classic and insolvable problems of Euclidean geometry using
the ruler and the ideal compass, showing some possible elementary frames with only
these two instruments. We also mention the constructability of certain numbers using
the ruler and the ideal compass. Finally, we discourse about the Japanese technique of
Origami, the axioms that substantiate its geometry as well as demonstrate the resolu-
tion for two of these insolvable problems: the angle trisection and the duplication of a

cube.

Keywords: Origami. Ruler and Compass. Constructible Numbers.
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INTRODUCAO

A Matematica, e em particular a Geometria, teve sua origem em diferentes culturas
antigas e seus conhecimentos estavam relacionados as aplicagdes praticas no que diz
respeito a divisdo de terras e a Astronomia. A partir de entdo, a Geometria esteve
sempre presente nos problemas cotidianos do homem. Desta forma, notamos a impor-
tancia do ensino da Matemadtica no ensino regular bdsico, uma vez que é impossivel
ndo notar a presenca desta disciplina nas atividades da vida contemporanea. Além
disso, o ensino da Matematica, como também de qualquer outra disciplina, tem sido
um desafio, visto o grande desinteresse por parte dos alunos, que véem o processo de
aprendizagem como algo relacionado a memorizacao e nao a formacgéo de um cidadao
critico que desenvolve habilidades e competéncias as quais permitem ndo apenas com-
preender o mundo em que vive, mas também modelar nossa realidade e interpreta-la.
Mais que isso, atualmente, o professor também busca estratégias que despertem a cu-
riosidade do aluno, trazendo-o para a sala de aula, juntamente com seu cotidiano, de
maneira que o aprendizado se torne mais significativo, contextualizando o conheci-
mento. Nesse sentido, o ensino da Geometria através do uso de Origami mostra-se
uma estratégia de ensino fundamental. Essa arte milenar japonesa de dobrar peda-
cos de papéis e transforma-los em diferentes figuras estd diretamente relacionada aos
conhecimentos basicos da Geometria e se faz presente em nossa vida desde nossa infan-
cia, quando dobravamos o papel e confeccionavamos barcos, avioes, baldes ou chapéu.
Sem sabermos, utilizavamos conhecimentos matematicos onde, essencialmente, sdo
trabalhados diferentes angulos, planos, retas e pontos, nas dobraduras que nos permi-
tem chegar a tais figuras.

Este presente trabalho busca tratar sobre dois dos trés problemas cléssicos e insoluveis
da Geometria Euclidiana utilizando a régua e o compasso ideais (régua ndo graduada),
discutindo também sobre a nédo construtibilidade de certos nimeros utilizando apenas
estes dois instrumentos. Por fim, utilizamos o Origami para mostrar a resolucdo de
dois desses problemas classicos: a trisseccdo do angulo e a duplicacao do cubo.

No capitulo 1 discorreremos sobre a Geometria Euclidiana, abordaremos algumas cons-
trucoes elementares utilizando apenas a régua e o compasso ideais, e trataremos sobre

dois dos problemas cldssicos da Geometria Grega. No capitulo 2 buscamos definir nu-
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meros construtiveis, demonstrar a construcdo de determinados nimeros, bem como
solucionar os problemas através da algebra. No capitulo 3 explicamos sobre a arte
milenar japonesa do origami e demonstramos a resolucao de dois dos problemas clas-
sicos da Geometria Euclidiana, baseado em seis axiomas.

A reflexdo sobre a nossa pratica faz-se necessaria constantemente e buscar diferentes
maneiras de se abordar um tema é fundamental no que diz respeito a pratica docente.
Neste sentido, este trabalho foi pensado como uma forma mais lidica de se trabalhar
a Geometria, abordando-a de maneira contextualizada, prazerosa e significativa, apro-
ximando a ciéncia Matematica do ensino na Matematica e despertando o interesse dos

alunos.
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Neste capitulo descreveremos a Geometria Grega ou Euclidiana utilizando dois ins-
trumentos de desenho: a régua ideal e o compasso ideal, com enfoque em dois dos

trés problemas classicos e insoluveis da Geometria Grega.

1.1 CONSTRUGCOES COM REGUA E COMPASSO

Para analisar os problemas de construcoes com régua e compasso devemos conside-

rar as seguintes regras:

A régua ideal, ou Euclidiana, ndo é graduada, ou seja, ndo possui marcas. Ela é
utilizada somente para desenhar linhas dados dois pontos, ndo podendo ser utilizada

para medir a distancia entre os pontos.

Figura 1: Reta r determinada pelos pontos A e B.

O compasso ideal, ou Euclidiano, é usado para desenhar circunferéncias tendo dois
pontos, com um deles sendo o centro e a circunferéncia passando pelo outro, obtendo-
se assim o raio da circunferéncia. Deste modo, ndo € possivel deslocar a ponta do
compasso para um terceiro ponto, com este passando a ser o centro € 0 mesmo raio
da circunferéncia anterior. Por este motivo, dizemos que o compasso Euclidiano é
dobravel, pois uma vez que a ponta do compasso € retirada do ponto inicial, 0 mesmo

se dobrara.
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Figura 2: Circunferéncia de raio r com centro em A passando por B.
No entanto, veremos na construcdo (1.2.7) deste capitulo, que é possivel transportar

segmentos, resolvendo assim, o problema da dobrabilidade do compasso Euclidiano.

1.2 CONSTRUGOES ELEMENTARES USANDO REGUA E COMPASSO.

Veremos primeiramente algumas definicoes e proposicdes importantes, ver [9], vol.2.

Definicao 1. Um quadrildtero convexo serd um retdngulo se, e somente se, 0s seus dngulos

internos forem retos, ou seja, forem iguais a 90°.

o)
@]

BS
o~ ]

Figura 3: Retangulo ABCD.

Definicao 2. Um quadrildtero convexo serd um paralelogramo se, e somente se, 0s seus

lados opostos forem paralelos.

Proposicao 1. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somente se, as suas

diagonais se cruzam nos seus pontos médios.

Demonstragdo: 1°) Seja M o ponto de interseccdo das diagonais do paralelogramo
ABCD.
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Figura 4: Paralelogramo ABCD com AB || CD e AD || BC.

(i) Como o segmento AB ¢é paralelo a CD, entédo m=@ e m=m (an-

gulos alternos internos).
(i) AB = CD, pois o paralelogramo possui lados opostos paralelos e congruentes.

Logo, pelo critério (ALA), os tridngulos MAB e MCD sio congruentes, de onde
conclui-se que AM =CM e BM = DM.

2°) Seja M o ponto médio das diagonais AC e BD do quadrildtero ABCD.
6] ﬁ/I\D=A/]\E, pois sdo angulos opostos pelo vértice.
(ii)) DM =BM e AM = CM, pois M ¢ o ponto médio dos segmentos AC e BD.

Logo, pelo critério (LAL), os triangulos AMB e CMD sao congruentes, de onde
conclui-se que AB = CD. De maneira andloga, demonstra-se que os triangulos AMD
e CMB sdo congruentes, o qual conclui-se que AD = BC. Sendo assim, como o quadri-
latero ABCD possui os lados opostos congruentes, logo ABCD é um paralelogramo.
O

Figura 5: Paralelogramo ABCD com AM =CM e BM = DM.

Definicdo 3. Dois dngulos « e  sdo suplementares se, e somente se, « + p = 180°.

Proposicdo 2. Um paralelogramo serd um losango se, e somente se, as suas diagonais

forem perpendiculares.

5
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Figura 6: Angulos Suplementares.

Demonstragdo: 1°) Seja M o ponto de interseccdo das diagonais AC e BD do losango
ABCD. Como AB=BC=CD = DA, entdo:

(i) Os tridngulos ABC e ADC sdo congruentes pelo critério (LLL), como eles tam-
bém sdo isosceles, de base AC, conclui-se que m=ﬁ=m=@=zx.

(ii) Os triangulos ABD e CBD sao congruentes pelo critério (LLL), como eles tam-
bém sdo isosceles, de base BD, conclui-se que ﬁ/I:m:m:C/BWI:ﬁ.

Sendo assim, pelo critério (ALA), os triangulos AMD e CMD sdo congruentes; logo,
AMD e CMD séo congruentes e como eles sdo suplementares, entdo concluimos que
AMD=CMD=90°. Portanto, as diagonais AC e BD do losango sdo perpendiculares.
2°) Reciprocamente, sendo ABCD um paralelogramo de diagonais perpendiculares

que se intersectam no ponto M, entao:
6] m=ﬁ4\[)=90°, pois AC é perpendicular a BD.

(ii) AM = CM, pois as diagonais do paralelogramo se cruzam no ponto médio (pro-

posicéo 1).
(iii) DM é lado comum aos tridngulos AMD e CMD.

Portanto, pelo critério (LAL), os tridngulos AMD e CMD sao congruentes, logo, AD =
CD. De maneira analoga, prova-se que os triangulos AMB e CMB sdo congruentes,
sendo assim AB = BC e os triangulos ABM e ADM também sdo congruentes, entdo
AB = AD, dessa forma conclui-se que AB = BC = CD = DA, ou seja, o paralelogramo
ABCD ¢é um losango. O

Definicao 4. O Lugar Geométrico (LG) de uma propriedade P em relagdo a pontos do
plano € o subconjunto L que satisfaz as seguintes condigbes:
(i) Todo ponto pertencente a L possui a propriedade P.

(ii) Se um ponto do plano possui a propriedade P entdo ele pertence ao conjunto L.

Definicao 5. A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB que passa pelo

seu ponto médio.



1.2 CONSTRUGCOES ELEMENTARES USANDO REGUA E COMPASSO.

Figura 7: Losango ABCD.

Proposicao 3. Dado um segmento de reta com extremos nos pontos A e B no plano, a
mediatriz de AB é o Lugar Geométrico (LG) dos pontos deste plano equidistantes de A e
B.

Demonstragdo: 1°) Queremos provar que se P pertence a mediatriz de AB, entdo
PA = PB, sendo r a reta mediatriz de AB e M o ponto médio de AB, se P pertence a r

entio:
(1) A/M\P=B/]\ﬁ3=900, pois PM é perpendicular a AB.
(ii)) AM = BM, pois M é o ponto médio de AB.

(iii) PM é lado comum aos tridangulos AMP e BMP.

Portanto, pelo critério (LAL), os tridangulos AMP e BMP sdo congruentes, logo, PA =
PB.
2°) Queremos provar que se PA = PB, entdo P pertence a mediatriz de AB.

Sendo M o ponto médio de AB, entdo:
(i) Por hipétese PA = PB.
(ii) AM = BM, pois M é o ponto médio de AB.
(iii) PM é lado comum aos tridangulos AMP e BMP.

Portanto, pelo critério (LLL), os triangulos AMP e BMP sdo congruentes, logo, AMP

— i ) ‘ 0, AV
e BMP sédo congruentes e como eles sdo suplementares, entdo concluimos que AMP=

7
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BMP=90°. Sendo assim, PM é perpendicular a AB, o que equivale a dizer que a reta

suporte do segmento PM é a reta mediatriz do segmento AB. O
T
l. \
’ AY
’ \
/7 AY
7/ AY
s AY
’ \
* \’
Ix AY
’ AY
’ AY
’, \
’ AY
’ \
’ N
@ —l ®
A M B

Figura 8: Mediatriz do segmento AB.

Proposicao 4. Sejam O—/K e 5§ as semirretas que formam o dngulo AOB dado. Se C
—— —

pertence a AOB, entdo d(C,0A)= d(C,O?) se, e somente se, C pertence a bissetriz de

AOB.

Demonstragdo: 1°) Queremos provar que se C pertence a bissetriz de A/O\B, entao
d(C,04A)= d(C,0B).

—
(i) Sejam M e N as proje¢des ortogonais de C sobre as semirretas OA e O?, respec-
tivamente, logo, OMC=0NC=90°.

(ii) OC é lado comum aos triangulos OMC e ONC.
(iii) como C pertence a bissetriz de A/O\B, entao MO\C=Z\TO\C .

Portanto, pelo critério (LAA,), os triangulos OMC e ONC sdo congruentes, e assim
CM = CN, ou seja d(C,0A)= d(C,0B).

2°) Queremos provar que se C é um ponto no interior do AOB e CM =CN , onde M
e N sdo as projecOes ortogonais de C sobre as semirretas (ﬁ e (ﬁ, respectivamente,

entdo C pertence a bissetriz de AOB.
(i) CM =CN e OMC=ONC=90°.

(ii) OC é lado comum aos triangulos OMC e ONC.
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(iii) Os triangulos OMC e ONC sdo retdngulos com hipotenusas OC em comum, e
um dos seus catetos tém mesmo comprimento, no caso CM = CN, logo, usando

o teorema de Pitdgoras, conclui-se que OM = ON.

Portanto, pelo critério (LLL) os tridangulos OMC e ONC sao congruentes, logo COM=

CON, e assim prova-se que C pertence a bissetriz de AOB. O

Figura 9: Bissetriz do angulo AOB.

Conforme [8], veremos agora algumas construcoes elementares:

1.2.1 Construgdo da mediatriz de um segmento dado.

Dado o segmento de reta com extremos nos pontos A e B, a reta mediatriz é o lugar
geomeétrico dos pontos do plano que equidistam dos pontos A e B, e € a reta perpen-
dicular ao segmento AB que contém o seu ponto médio. Para construi-la seguimos os

passos abaixo:

(i) Construir as circunferéncias Aq e A,, sendo A; com centro em A contendo o ponto
B e A, com centro em B contendo o ponto A. Estas circunferéncias se intersectam

nos pontos C e D.

(ii) Tracar a reta s que passa pelos pontos C e D, s é a reta mediatriz do segmento
AB.

O quadrilatero ACBD ¢ um losango, logo, as diagonais AB e CD sdo perpendicula-

res e se cruzam no ponto médio, portanto, s é a mediatriz de AB .
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Figura 10: Reta mediatriz.

1.2.2 Construgdo do ponto médio de um segmento.

Dado o segmento de reta com extremos nos pontos A e B, o ponto médio do seg-

mento AB é também conhecido como a bissetriz deste segmento. Para construi-lo,

procede-se da seguinte forma:

(i) Construa a reta mediatriz do segmento AB, como foi feito acima. O ponto P, que

é a interseccfio dos segmentos AB e CD, é o ponto médio do segmento AB, pois

como P pertence a mediatriz de AB, entdo PA =~ PB (figura 11).

Figura 11: Ponto médio do segmento AB.
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1.2.3 Construgdo da bissetriz de um angulo.

Dado o dngulo 1@, formado pelas semirretas O—fi e (ﬁ, a bissetriz de um angulo
€ o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam dos lados do angulo. Para

construi-la, seguimos os passos abaixo:

(i) Construa uma circunferéncia com centro no ponto O que determina os pontos D

e E nos lados que formam o dngulo AOB.

(ii) Construa duas circunferéncias, uma com centro em D que contenha o ponto E e
outra com centro em E contendo o ponto D, elas se intersectardo em dois pontos,

sendo um deles o ponto C.

A semirreta (? ¢ a bissetriz do angulo 1@, pois os A ODC e A OEC sdo congru-

entes pelo critério (LLL), sendo assim, AOC ~ BOC.

Figura 12: Bissetriz do angulo AOB.

1.2.4 Construgdo de uma reta perpendicular a reta r, passando por um ponto P perten-

centear.

Dada uma reta r, e um ponto P de r. Uma vez que r foi dada, pelo menos um outro
ponto Q da reta r também deve ser dado. Para construir uma reta ¢ perpendicular a

reta 7, seguimos os passos abaixo:

(i) Desenhe uma circunferéncia A de centro em P contendo o ponto Q, A intersectara

7 em um outro ponto T.

(ii) Agora construiremos a reta mediatriz t do segmento QT, t serd a reta perpendi-

cular a r, passando por P.

11
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Figura 13: Reta f perpendicular a r.

1.2.5 Construgdo de uma reta perpendicular a reta r, passando por um ponto P ndo

pertencente a r.

Dada uma reta r e um ponto P ndo pertencente a r, para constru¢do de uma reta

perpendicular a reta r, passando por P, utilizamos os seguintes passos:
(i) Construa uma circunferéncia com centro em P que intersecta r nos pontos A e B.

(ii) Construa duas circunferéncias, uma com centro em A passando por B e outra

com centro em B passando por A, encontrando o ponto C, que é um dos pontos
de interseccdo entre elas.
(iii) Traca-se a reta s, que passa pelos pontos P e C.

A reta s é perpendicular a reta r, pois, sendo PA ~ PBe CA =~ CB, entfio s é a reta

mediatriz do segmento AB, portanto, s € perpendicular a r.

1.2.6 Construgdo de um retdngulo ABCD, com AD = AP.

Dados trés pontos distintos A, B e P, queremos construir o retdngulo ABCD, com
AD = AP. Para construi-lo, seguimos os passos abaixo:
(i) Construa as retas rq e r, , perpendiculares ao segmento AB, com r; passando por

A e ry passando por B.
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Figura 14: Reta s perpendicular a r.

(ii) Construa a circunferéncia A com centro em A e contendo P, A intersectara r; nos

pontos D e D;.
(iii) Construa a reta r3 perpendicular a reta r; em D, r3 intersectara r, em C.

Como r; e r, sdo perpendiculares a r3 e ao segmento AB, entdo o quadrilatero ABCD
possui lados opostos paralelos e trés de seus angulos sdo retos, portanto, ABCD é um

retangulo.

)
o~ ]

Figura 15: Retangulo ABCD.
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1.2.7 Construcdo de um ponto P de AB tal que AP = MN.

Dado um segmento MN e uma semirreta 1@ Para construirmos um ponto P de zﬁ
tal que AP = MN, utilizamos os seguintes procedimentos:
(i) Construa o retangulo AMRS com RM = MN, como visto acima, entdo teremos
MN = AS.
(ii) Construa a circunferéncia A de centro em A contendo o ponto S, A intersectara

zﬁ no ponto P.
Como AP ¥ AS e MN ¥ AS, conclui-se que AP ¥ MN.

Figura 16: Segmentos congruentes.

Observe que com a construcao acima (1.2.7), solucionamos o problema da dobrabi-

lidade do compasso Euclidiano.

1.3 PROBLEMAS INSOLUVEIS DA GEOMETRIA.

A duplicacdo do cubo, a trissecdo do angulo e a quadratura do circulo, sdo os trés

problemas cldssicos e insoliveis da geometria euclidiana.



1.3 PROBLEMAS INSOLUVEIS DA GEOMETRIA. 15

1.3.1 Trisseccdo do Angulo.

O problema da trissec¢do do angulo consiste no fato de que, dado um angulo arbitra-
rio B, busca-se obter um dngulo « com medida igual a um ter¢o da medida do angulo
B, ou seja: .

a=z B
ou
3a = .

Utilizando os instrumentos de Euclides, os gregos conseguiram, com facilidade, bissec-
cionar um angulo, dividir um segmento em um numero qualquer de partes iguais, o
que pode ter levado os gregos, a tentar multiseccionar um angulo qualquer. Na tenta-
tiva de se construir um eneagono regular, cujo angulo central mede 40°, é possivel que
os gregos tenham sido motivados a trisseccionar o angulo de 60° para se obter o dngulo
de 20°. Somente em 1837, Pierre Laurent Wantzel, matematico francés, demonstrou
ser impossivel trisseccionar um angulo arbitrario usando apenas régua e compasso.
Para isso ele utilizou-se dos critérios de construtibilidade de angulo, que veremos mais
adiante. Alguns angulos podem ser trisseccionados, como é o caso do angulo de 90°,

mas sdo casos particulares. Vejamos a seguir como trisseccionar o dngulo de 90°.

Exercicio 1. Utilizando os instrumentos de Euclides, trisseccione o dngulo de 90°.

—_—
Dado um angulo reto AOB, para trissecciona-lo utilizamos os seguintes procedimen-

tos:

(i) Construa uma circunferéncia « com centro em O. « intersectara o lado OZ no

H
ponto C e OB no ponto D.

(ii) Construa duas circunferéncias f e A de mesmo raio, § com centro em C e A com
centro em D, ambas passando por O, sendo F um dos pontos de intersec¢do de

« com f e E, um dos pontos de intersec¢do de « com A.
(iii) Construa as semirretas 5% e (‘)% .

Como OC = OD = OE = OF = CF = DE = raio, entdo os A OCF e A ODE sao
equildteros, entdo COF = DOE = 60°, logo COE = DOF = 30°, portanto as semirretas

(ﬁ e 5? triseccionam o dngulo AOB.
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Figura 17: Trissec¢do do dngulo de 90°.

1.3.2 Duplicagdo do Cubo.

O problema da duplicagdo do cubo consiste em, utilizando apenas régua e compasso,
encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume seja o dobro do volume de um cubo

de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou seja:
b® =24°
ou
b=av?2.
O problema aqui é que v/2 ndo é construtivel, tal como veremos mais adiante, tornando

o problema insoltivel utilizando os instrumentos de Euclides.

Segundo [4], ndo se sabe ao certo qual a origem deste problema, mas reza uma
lenda grega que surgiu uma peste enviada pelos Deuses ao povo de Atenas, por volta
de 427 a.C. Péricles e cerca de um quarto da populacao de Atenas morreram devido a
essa peste. Para solucionar o problema, o oraculo de Delos foi consultado, a resposta
dada por ele, foi que para acabar com a peste, o altar de Apolo, com formato ctibico,
deveria ter seu volume duplicado. Porém, os atenienses dobraram a medida da aresta
do altar, assim seu volume ficou multiplicado por oito e ndo por dois, ndo acabando

com a peste.
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Na busca por solucionar tal problema, varias descobertas matematicas foram alcan-
cadas pelos gregos nos séculos seguintes, e somente em 1837, Pierre Laurent Wantzel,
matematico francés, demonstrou ser impossivel resolve-lo utilizando apenas régua e

compasso.

Quadratura do Circulo.

O problema da quadratura do circulo, consiste, em, utilizando apenas régua e com-
passo, construir um quadrado de lado [, cuja a area seja igual 4 drea de um circulo de
raio r dado, ou seja:

I? = mr?

ou

l=rym

A dificuldade aqui consiste em construir um segmento com medida igual a /7T, 0 que
mostrou-se impossivel, utilizando apenas os instrumentos de Euclides, pois 7 é um

numero transcendente, o que foi provado em 1822 por Ferdinand Lindemann.

17






CONSTRUTIBILIDADE DE NUMEROS.

2.1 NUMEROS CONSTRUTIVEIS.

Definicdo 6. Um numero real a € construtivel se, usando apenas a régua e o compasso
euclidianos, for possivel obter um segmento cujo o comprimento tenha medida a, partindo

de um segmento de comprimento o qual adotamos como medindo uma unidade.

Adotaremos S como sendo o conjunto dos niimeros reais que sdo numeros constru-
tiveis, e veremos através das construcoes abaixo, que N C Z C Q C S, e que S
forma um subcorpo do corpo dos numeros reais. Tal corpo é conhecido como Corpo

Quadrdtico Surdo.

2.2 FAZENDO ALGEBRA COM REGUA E COMPASSO.

Supondo que temos um segmento de comprimento unitario e dois segmentos com

medidas a e b, sendo a e b niumeros construtiveis, como na Fig. (18)

Figura 18: Segmentos com medidas 1, a e b.

19
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Mostraremos a seguir que as operacdes elementares de dlgebra e a extracdo da raiz
quadrada podem ser obtidas (construidas) apenas utilizando a régua e o compasso

Euclidianos.

Proposicdo 5. Se a e b sdo niimeros construtiveis, coma # 0, entdoa+b, a — b, %, a.b, 2

e \/a também sdo nimeros construtiveis.

Veremos agora como obter tais niumeros utilizando apenas a régua e o compasso

Fuclidianos.

2.2.1 Construgdo dos segmentos a+bea —b.

Demonstragdo: As duas primeiras construgdes sdo obtidas seguindo os passos abaixo:

e Construa sobre uma reta r os segmentos AB de comprimento a, e BC de compri-

mento b, com a > b de modo que B esteja entre A e C.

e Construa uma circunferéncia com centro em B contendo o ponto C, esta inter-

sectard a reta r nos pontos C e D.

Como D estd entre A e B, e BD = BC, entdo AD = a —b. Como B estd entre A
e C, entdo AC = a+Db, o que mostra que os segmentos a2+ b e a — b sdo0 nlimeros

construtiveis. 4

Observe que utilizando a construcéo acima, como 0 pertence a S e 1 pertence a S entdo,
1+1 =2pertence aS, 1+2 = 3 pertence a S e por inducdo concluimos que todos os
naturais sdo construtiveis, assim como, 1 —2 = —1 pertence a S, ou seja, todos os

numeros inteiros sdo construtiveis.

~ 1
2.2.2  Construgdo do segmento .

1

Demonstragdo: Para construir o segmento com medida - utilizamos os seguintes

procedimentos:
(i) Construa sobre uma reta r os segmentos AB =ae AC = 1.
(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.

(iii) Construa uma circunferéncia de centro em A contendo o ponto C, esta intersec-

tard a reta s no ponto D, sendo assim AC = AD = 1.
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Figura 19: Segmentos com medidasa+b e a —b.

(iv) Construa o segmentos BD e CE, sendo E um ponto de s com o segmento CE

paralelo ao segmento BD.

Como CE ¢ paralelo a BD, entdo a = f3, sendo & = ACE e B = ABD, de modo que 0s
tridangulos A ABD e A ACE sao semelhantes pelo critério (AA~), portanto:

AE _AC
AD AB’
logo
AE 1
1 a
e assim
1
AE = —.
a

Desta forma mostramos que o segmento % é um numero construtivel.

2.2.3 Construgdo do segmento a.b.

Demonstragdo: Para construir o segmento com medida a.b utilizamos os seguintes

procedimentos:

21
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Figura 20: Segmento com medida 1.

(i) Construa sobre uma reta r o segmento AB = a.
(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.
(iii) Construa sobre a reta s, os segmentos AC =1e AD = b.

(iv) Construa o segmentos BC e DE, sendo E um ponto de r com o segmento BC

paralelo ao segmento DE.

Figura 21: Segmento com medida a.b.

Como BC ¢ paralelo a DE, entfio os tridngulos A ABC e A AED séo semelhantes

pelo critério (AA~), entdo:

AE _AD
AB  AC’
logo
AE b
a 1
portanto

AE =a.b.
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Desta forma, mostramos que o segmento a.b € construtivel. O

2.2.4 Construgdo do segmento %

Demonstragdo: Para a construcao do segmento de medida %, utilizamos os seguintes

passos:

(i) Construa sobre uma reta r os segmentos AB = ae AC = 1, com C entre 0s pontos
A e B.

(ii) Construa uma reta s concorrente com r no ponto A.
(iii) Construa sobre a reta s, o segmento AD = b.

(iv) Construa o segmentos BD e CE, sendo E um ponto de s e o segmento BD paralelo

ao segmento CE.

Como BD é paralelo a CE, entdo os tridngulos A ABD e A ACE sio semelhantes pelo

critério (AA~), portanto:

AE _AC
AD  AB’
logo
AE 1
b a
e assim
b
AE = —.
a
Desta forma, provamos que o segmento % é construtivel. O
S
D
A S

Figura 22: Segmento com medida %.

Observe que utilizando a construcdo acima, como todo numero inteiro é construtivel,
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se b pertence a S e, a pertence a S, com a # 0 e, com a e b pertencentes a Z entdo
% pertence a S, ou seja, todos os nimeros racionais sdo construtiveis. As construcoes

2.2.1,2.2.2,2.2.3 e 2.2.4 nos permitem concluir a proposicdo a seguir.

Proposicdo 6. Partindo de um segmento de comprimento construtivel o qual adotamos
como medindo uma unidade, entdo para todo q pertencente ao conjunto dos nimeros

Racionais temos que o segmento de comprimento q é construtivel.

2.2.5 Construgdo do segmento +/a.

Demonstragdo: Para a construcio do segmento de medida /a, com a > 0, utilizamos

0s seguintes passos:

(i) Construa sobre uma reta r, os segmentos AD = 1 e BD = a, com D entre os

pontos A e B.
(ii) Construa o ponto médio do segmento AB, nomeando-o de ponto O.
(iii) Construa uma circunferéncia de centro em O contendo o ponto A.

(iv) Construa uma reta perpendicular ao segmento AB passando por D, esta intersec-

tard a circunferéncia em dois pontos, sendo C um deles.

(v) Construa um tridngulo com vértices nos pontos A, B e C, como AB é o diametro

da circunferéncia, entdo o tridngulo ABC é retangulo em C.

Sendo CD = x, como os tridngulos A ADC e /A CDB sdo semelhantes pelo critério
(AA~), entao:

CD AD
BD ~ CD’
logo
x 1
PRl
e assim
x* =a,
portanto
x = +/a.
Desta forma, provamos que o segmento +/a é construtivel. O

Observe que utilizando a construcfo acima, se a pertence a S e a > 0, entdo +/a per-

tence a 5, logo V2, {4/5, \8/5, 1+v2e \4/ 3+1/2 sdo exemplos de nimeros construtiveis,



2.3 COMO RESOLVER EQUACOES COM REGUA E COMPASSO.

Figura 23: Segmento com medida +/a.

ou seja, alguns niimeros irracionais sdo construtiveis e veremos mais adinte que os

numeros reais que sdo construtiveis sdo da forma a + by/c com a,b e ¢ pertence a S.

2.3 COMO RESOLVER EQUAGCOES COM REGUA E COMPASSO.

Varios problemas algébricos, tais como os sistemas de equacdes com duas retas, reta
e circunferéncia e duas circunferéncias, podem ser resolvidos através de construcoes
com régua e compasso. Podemos também tragar as raizes de uma equacao do 2° grau,

ainda que elas sejam ntimeros irracionais.

2

Teorema 7. Dada a equagdo x* — ax +b = 0 com o segmentos a e b construiveis, entdo

as ratzes reais do polinémio p(x) = x> — ax + b sdo segmentos construtiveis.

2 _ax+b=0,comaeb

Vejamos como construir as raizes da equacao do 2° grau x
positivos e v/b < a/2.
Sendo x; e x; as raizes da equacdo, entdo, x; + X, = a e x1.x2 = b, podemos determinar
0s segmentos x1 € xp, onde x; > 0, xo > 0 e A > 0 da seguinte maneira:
Construa uma semicircunferéncia de didametro AB = a; depois construa uma reta RP
tal que RP é paralela a reta AB, cuja distdncia a reta AB seja igual & v/b, sendo P uma

das interseccOes da reta com a semicircunferéncia, a projecdo ortogonal de P sobre AB

25
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¢ o ponto G, onde AG = x; e BG = x,. O triangulo ABP € retdngulo com angulo reto

em P, entdo os tridngulos AGP e PGB sao semelhantes pelo critério(AA~), logo:

x _ Vb
Vb ox
entao

X1.X2 = \/E\/E,

ou seja

X1.X2 = b.

=
T

Q A‘ X1 G

AT

Figura 24: Construcfo das raizes da equacéo.

Exemplo 1. Construir as raizes da equagdo do 2° grau x> — 4x +2 = 0.

Queremos tracar, com régua e compasso, as raizes da equacio x> — 4x +2 = 0.
Sendo x e x; as raizes da equacdo, entdo, x; + xp = 4 e x1.x = 2, podemos determinar
0s segmentos x; e Xy, da seguinte maneira:

Construa uma semicircunferéncia de didmetro AB = 4; depois construa uma reta RP
tal que RP é paralela & reta AB, cuja distancia a reta AB seja igual 4 v/2, sendo P uma
das interseccOes da reta com a semicircunferéncia, a projecdo ortogonal de P sobre AB
é o ponto G, onde AG = x; e BG = x,. O triangulo ABP é retangulo com angulo reto

em P, entdo os triangulos AGP e PGB sdo semelhantes pelo critério(AA~), logo:

x1ﬁ

- 7

X2

S
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entao
X100 = V2.2,
ou seja
X1.xXp = 2.
R P
V2 V2
................... Bu
Q A‘ X1 G
4

Figura 25: Construgéo das raizes da equacio.

2.3.1 Pontos construtiveis no plano cartesiano.

As construcOes acima permite-nos concluir que:

Proposicdo 8. Um nitimero real a € construtivel se a = 0, a = 1 ou se, for possivel obté-lo
utilizando as quatro operagdes (+, —, ®, +) e a extragdo da raiz quadrada através de um

numero finito de passos.

Proposicdo 9. Definimos que um ponto P(«; ) do plano Euclidiano, onde « € a abscissa
do ponto e  é a ordenada do ponto, P serd construtivel se e somente se « e B forem

construtiveis.

Um ponto P(x, y) construtivel, pode ser determinado por uma das operagdes abaixo:
(i) interseccdo de reta com reta, ambas construtiveis.

(i7) interseccdo de reta com circunferéncia, ambas construtiveis.
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(i17) interseccdo de circunferéncia com circunferéncia, ambas construtiveis.
Segundo [12], como todos os niimeros racionais sao construtiveis, entdo todos os pon-
tos do plano com coordenadas racionais, sdo pontos construtiveis. Partindo deste pres-

suposto, quais outros pontos serdo construtiveis?

2.3.2 Reta construtivel no plano.

Definicdo 7. Uma reta r serd construtivel no plano se ao menos dois de seus pontos forem

construtiveis.

Proposicdo 10. A reta r que passa pelos pontos A(w; B) e B(6; A) de coordenadas constru-

tiveis, tem equagdo do tipo ax + by +c = 0, sendo a, b e ¢ pertencentes a S.

Demonstragdo: Supondo 0 # «, ou seja r ndo é vertical, o coeficiente angular da reta r

¢ dado por:
my =Mmgy =g=yB_yA:A_‘B
' B Ax xg—x4 6—a’

Utilizando o ponto A(w; B) na equacdo da reta

Y — Yo = m(x — xp),

obteremos
A—p

0—ua’

(x — a).

y—p=
Desenvolvendo a equacao, teremos:
A=PB)x+(a—0y+po —ar =0,
e, tomando A — f=a, a0 — 60 =be B —aA = c, obtendo assim a equagao
ax+by+c=0,
onde a, b e ¢ foram obtidos através das operacdes (+, —, ®, =) dos niimeros construtiveis

«, 3,0 e A, portanto a,b e c pertencenes a S. U

Quando utilizamos a régua euclidiana para encontrar o ponto de interseccdo de duas
retas da forma ax + by + ¢ = 0, o ponto encontrado, caso exista, é, na verdade, a solucdo
de um sistema do tipo:

ax+by+c =0

ex+fy+g =0
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Yp

Figura 26: Ponto P determinado pela interseccdo de duas retas concorrentes.
Exercicio 2. Resolva o sistema acima, supondo af — be # 0.

A solucéo do sistema pode ser obtida isolando x em uma das equacoes e substituindo

na outra equagdo, de onde encontraremos a seguinte solugéo:

_bg—cf

A be
e

_ec—ag

y_af—be’

coma,b,c,e, f e g pertencentes a S.

2.3.3 Circunferéncia construtivel no plano.

Definicdo 8. Uma circunferéncia serd construtivel no plano se um de seus pontos e seu

centro forem construtiveis.

Proposicdo 11. Toda circunferéncia com centro no ponto C(«; ) e que passa pelo ponto
P(6; A), com «, B, 0 e A pertencentes a S, tem equagdo do tipo x>+ y> +ax +by +c = 0 com

a,b e c pertencentes a S.
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Demonstragdo: Como C(w; ) € o centro da circunferéncia, a equagdo reduzida da

circunferéncia ¢ da forma

(x —a)? +(y — B> =12 (2.1)

Como 7 é o raio da circunferéncia, entdo ele é obtido calculando a distincia entre os

pontos P e C, ou seja:

r=dpc = /(0 — a2+ (A — B,
o que equivale a:
P =(0— (- B 2.2)
Substituindo (2.2) em (2.1), teremos:
(r—a+(y—p* =0 -0+ -p)’
e desenvolvendo a equacéo, obteremos:
X2+ — 20x — 2By + 20 + 2AB — 62 — A% = 0.
Tomando —2& = a, —28 = b e 20 + 2AB — 6> — A? = ¢, obteremos a equagio
X+ +ax+by+c=0,

onde 4, b e c foram obtidos através das operacdes (+, —, ®) dos nimeros construtiveis

«,B,0 e A, portanto a, b e c pertencentes a S. O

Quando utilizamos a régua e o compasso euclidianos para encontrar um ou dois
pontos de interseccdo de uma reta do forma ex + fy + ¢ = 0 e uma circunferéncia da
forma x2 + yz +ax + by +c =0, o ponto encontrado, caso exista, € na verdade, a solucdo
de um sistema do tipo:

x> +y*+ax+by+c =0
ex+fy+g =0

Exercicio 3. Resolva o sistema abaixo, supondo que o mesmo admita ao menos uma

solugdo, e que a, b, c,e, f e g pertencentes a S.

x>+y*+ax+by+c =0
ex+fy+g =0
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>
>
X

Figura 27: Pontos P e Q determinados pela interseccdo de uma reta secante 4 circunferéncia.

Isolando y na segunda equacéo, supondo f # 0, obteremos: y = —%x — %, substi-

tuindo na primeira equacéo, teremos:

8 g

x2+(—Ex——)2+ax+b(—£x——)+c=0,

o f ff

desenvolvendo, obteremos:
(f> +e*)x* + (2eg +af> — bef)x + g* — bgf +c =0,

tomando A = f2 +¢%, B =2eg+af? —bef e C=g¢*—bgf +c,

teremos uma equacao do segundo grau do tipo:
Ax*+Bx+C =0,

cujas solucoes, caso existam, sao:

_ —B++vB2—-4AC B N Bz —4AC

X1 =

2A 2A 2A
e
N —B— /B2 —-4AC B Bz —4AC
N = = —— —

2A 2A 2A ’
tomando p = — £, = 55 e w = B> — 4AC

teremos numeros, se existirem, da forma

x=p+qgvw,

onde A, B,C,p,q e w foram obtidos através das quatro operagoes e da extracdo de
raizes dos numeros construtiveis a,b, c, e, f e g, sendo w > 0, portanto, x = p £ gy/w
pertence a S. De maneira andloga, encontramos a ordenada y que terd forma seme-

lhante a de x, entdo y pertence a S, logo os pontos (x,y) de interseccdo entre a reta
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e a circunferéncia, se existirem, serdo um ou dois pontos, com coordenadas do tipo

p +4gy/w, com p,q e w pertencentes a S, ou seja (x, y) pertence a S2.

Finalmente, quando utilizamos o compasso euclidiano para encontrar um ou dois
pontos de intersec¢do de duas circunferéncias da forma x> +y?> +ax+by+c = 0, o
ponto (ou os dois pontos) encontrado(s), caso exista, é na verdade, a solucdo de um
sistema do tipo:

x> +y*+ax+by+c =0

X +y?+ex+fy+g =0

>
>
X

Figura 28: Pontos P e Q determinados pelas intersec¢oes de duas circunferéncias secantes.

Exercicio 4. Resolva o sistema abaixo, supondo que o mesmo admita ao menos uma

solugdo, e que a, b, c,e, f e g pertencentes a S.

Mix>+y?+ax+by+c =0
AM:x?+y?+ex+fy+g =0,

Resolucdo: Fazendo Ay — A;, obteremos:

x> +y*+ax+by+c =0
(@a—ex+b—-fly+(c—g =0,
tomandoa —e=4a',b— f=b"ec— g =, teremos:
x> +y*+ax+by+c =0
ax+by+c =0
que é da forma do exercicio (3), levando-nos a concluir que, se tiver solucdo, serd uma

ou duas solugdes, da forma p + g/w, com p,ge w € Se w > 0.
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Os pontos assim obtidos tem as coordenadas racionais ou, no maximo, sdo irracio-

nais da forma p +4/w, onde p, q e w s@o construtiveis com w > 0. Observa-se também

que os numeros racionais podem ser escritos da forma p + g+/w, isto ocorrerd quando
Vw € Q ou se g =0, por exemplo, 3+2,/% ou %+%\/g.

Se continuarmos realizando novas construcoes com régua e compasso, obteremos

novos pontos de interseccOes entre retas e (ou) circunferéncias e, numa segunda etapa,

os pontos obtidos também terdo coordenadas racionais ou serdo da forma p’ +g’'vw/,

com p’,q' e w' da forma indicada anteriormente. Podemos ver como exemplo, que

se numa primeira etapa obtermos o nimero 3 + 2+/5, numa segunda etapa poderemos

obter um nimero da forma 6(3 +2v/5) +41/6(3 + 21/5). Observe que esse processo pode
ser realizado um nuimero finito de vezes.

2.4

EXTENSOES FINITAS DOS CORPOS.

Veremos primeiramente algumas definicGes importantes, ver [6] e [5].

Definicdo 9. Dizemos que um conjunto ndo vazio F formard um grupo, se estd definida

uma operagdo entre os pares dos elementos de F, denotada pelo produto (.) tal que:

1.

2.

Fechamento: xey € F = x.y € F.

Associativa: x,yez € F = x.(y.2) = (xy).z € F.

. Existéncia do elemento unidade em F: 3 k € F tal que k.x = x.k=x, Vx € F.

Existéncia do elemento inverso em F: Vx € F, 3 um elemento x~' € F tal que

-1 1_

x tx=xx"'=k

Observagdo: Um grupo F serd comutativo (ou abeliano) se Vxey € F, x.y = y.x.

Definicao 10. Dizemos que um conjunto ndo vazio F, serd um anel, se estdo definidas

duas operagoes entre os pares dos elementos de F, indicadas pela soma (+) e pelo produto

(), tal que V x, y e z € F, valem as 6 propriedades a seguir:

1.

2
3.
4

Comutatividade da soma:x +y =y + x.

. Associativa da soma: (x+y)+z = x+ (y +2).

Existéncia do elemento neutro da soma: 30 € F, tal que x+0=0+x = x.

. Existéncia do elemento inverso aditivo: VYx € F, 3 um elemento k € F, tal que

x+k=k+x=0, observe que k = —x.
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5. Associativa do produto: x.(y.z) = (x.y).z.

6. Distributividade do produto a direita e a esquerda:
x(y+z)=xy+xzey+2z).x=yx+z.x
Observe que ndo € necessdrio que um anel possua elemento neutro do produto.

Se um anel satisfaz a condi¢do:

7. 31 € F, tal que x.1 = 1.x = x, Vx € F, entdo dizemos que é um anel com unidade
1.

Se um anel satisfaz a condi¢do:

8. x.y = y.x, entdo dizemos que é um anel comutativo.

Se um anel satisfaz a condig¢do:

9. x.y=0= x=0o0uy =0, entdo dizemos que é um anel sem divisores de zero.
Se F,+,. é um anel com unidade, sem divisores de zero e comutativo, entdo F, +,. é
um dominio de Integridade.

Para finalizar, se um Dominio de Integridade F, +, . satisfaz a condigdo:

10. Se Vx € F, com x ndo nulo, 3y € F, tal que x.y = y.x = 1, entdo dizemos F, +,. é
um corpo, ou seja, um corpo é um anel comutativo que possui um elemento unidade

e que todo elemento que ndo seja nulo possui inverso multiplicativo.

O conjunto dos numeros racionais Q, dos reais R e dos complexos C, sdo os exem-

plos mais famosos de corpos.

Definicao 11. Segundo [3], seja V um conjunto ndo vazio e IF um corpo, dizemos que V

¢ um espago vetorial sobre IF se em seus vetores forem satisfeitas as propriedades abaixo.

A) Em relagdo a adi¢do, a cada dupla de vetores vy,v, € V, corresponde um vetor

v1 + vy € V, denominado soma de vetores tal que:
1. propriedade comutativa: v1 +vy = U + 01, V 01,02 € V.
2. propriedade associativa: (v1 +v) +v3 = v1 + (V2 +v3), V v1,02,03 € V.

3. vetor nulo: 3 um vetor em V, conhecido como vetor nulo, tal que v1 +0 = vy, V
v € V.

4. vetor oposto: para cada vetor v1 € V, Jum vetor v, € V, tal que v1 +v, =0, v €

denotado por —v;.

M) Em relagdo a multiplicagdo por escalar, a cada par v1 € V e f € F, corresponde um

vetor f.v; € V chamado de produto por escalar, tal que:
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1. propriedade associativa: (f.g).v1 = f.(g.v1), V f,g € Fev, € V.
2. elemento unidade de F: 1.v1 = v, Vv €V
3. (f+g)vi=fu+guv,Vf,gcFev €V.

4. f(or1+v)=for+fo,VfecFeuv, v V.
Definicao 12. Sendo V um espago vetorial sobre IF, e G um subconjunto de V, entdo:

1. Um vetor s serd uma combinagdo linear dos vetores vy, vz, ..., Uy, Se existirem esca-

lares f1, f2, ..., fn € Fes,v1,0v,...,v, €V, de modo que:

s =f1.7)1 +f2.Z)2 +f3.Z)3+ ..... +fn-vn-

2. o conjunto G serd um conjunto gerador de V se todo vetor s € V puder ser escrito

como uma combinagdo linear de um niimero finito de vetores de G.

3. o conjunto G serd linearmente independente (LI) se fi.uj + fo.uz + f3.uz + ... +

futtn =0, com f1, fo,..., fu €EFeuy,uy,..,u, €G, implicaque fi = fo=...= f, =
0, caso contrdrio, o conjunto G serd linearmente dependente, ver [3].

Segundo [6], sejam F e G corpos com F C G, dizemos que G € uma extensao de F,
ou que F € um subcorpo de G, sendo possivel realizar as mesmas operagdes de G em
F.

Definicao 13. O grau de G sobre F é a dimensdo de G como espago vetorial sobre F e

representaremos por [G : F].

Teorema 12. Sejam E,F e G corpose E C F C G, com [G : F] e [F : E] finitos, entdo
[G: E]éfinitoe [G: E] =[G : F].[F : E].

Demonstragdo: Supondo que [G : F] = m e que [F : E] = n, seja {1, 92, -, Qis -+ Sm }
uma base de G sobre F e seja {fi, f2, ...,f]-, ..., fu} uma base de F sobre E. Temos que
provar que o conjunto B = {g1f1,81f2 --rs ifjs s §mfuy comi € {1,2,...,m} ej €
{1,2,...,n} é umabase de G sobre E e que todos os m.n elementos de  sdo linearmente
independentes sobre E.

Primeiro, como G é uma extensdo finita de F, entdo todo elemento de G pode ser
escrito como combinacdo linear dos elementos de g1, g2, ..., i, ..., §m com coeficientes
em F, ou seja:

Seg € Gentdo g =a191 + a2 + - - - + g, COM escalares ay, a, ....,ay € F.

Segundo, como F é uma extensao finita de E, entdo todo elemento de F pode ser
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escrito como combinacéo linear dos elementos de fi, fs, ..., f]-, ..., fn com coeficientes
em E, ou seja:
a1 = by fr +biafo+- -+ biufn

ay =byfi+bufo+---+bufu

a; = bjfi+bpfo+---+binfy

Am = bmlfl +bm2f2+ s +bmnfn

onde cada escalar bj; € E.
Substituindo os valores encontrados acima para ay, 4, ...., 4, €M § = 4181 + A2 + - - - +

AmQm, teremos:

g=(bufi+biafot+ - +biufu)g1 +(barf1 +bofo+---+
+b2nfn)g2+ tet +(bm1fl +bm2f2+ T +bmnfn)gm

Aplicando a propriedade distributiva obteremos:

g =gibufi+&ibofo+- -+ gibiifi+- -+ gmbmufu, comi € {1,2,...,m}eje {1,2,..,n}.

Como todas as escalares b;; estdo em E, entdo conseguimos representar ¢ € G como
uma combinagéo linear sobre E dos elementos g;f;, portanto os elementos de =
1f181, 182, s &ifis s fu&m} geram G.

Ainda temos que provar que o conjunto 8 = {f181, f182, -, fi&is s fu&m} de G &
linearmente independente sobre E.

Supondo que g1b11f1 + g1b12fo + - - +&ibijfj + - - - + gmbmn fn = 0, temos que provar que
bij =0,

reescrevendo a equagéo teremos:

(biif1 +biafo+ - -+ binfu)g1 + (b fi +bofo +-- - +
+b2nfn)g2 + +(bm1fl +bm2f2+ s +bmnfn)gm =0
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Como todos os elementos f; estdo em F e E C F, e os elementos g; € G sdo linearmente

independentes sobre F, segue que:

biifi+biafo+---+biufu =0
boifi+bufo+---+byfn=0

birfi +bipfo+---+byfy =0

L bml 1+bm2f2+"'+bmnfn20

E como todos os elementos by1, b1a, ...... , by estdo em E e os elementos f1, fa, ..., fi, ..., fn
formam uma base de F sobre E, segue que by; = byp = -+ = bjj = -+ = by, = 0, assim
concluimos que § é um conjunto linearmente independente de G sobre E e como
possui m.n, entdo [G : E] =[G : F].[F : E] = m.n. Il

Demonstramos no teorema 12 acima que sejam E,F e G corpos e E C F C G, com
[G : F] e [F : E] finitos, entdo [G : E] é finito e [G : E] = [G : F].[F : E], logo [F : E]
divide [G : E].

Definicdo 14. Seja G uma extensdo de F, e « € G, F(a) € a menor extensdo (menor
subcorpo) de G que contém F e a, designamos F(«) a extensdo obtida pela adjungdo de w
aF.

Segundo [6], F(«) sera extensdo finita de F se, e somente se, « for algébrico sobre F,

coma € G.

Conforme [1], seguem os exemplos abaixo:

Exemplo 2. O conjunto do nuimeros racionais Q ¢ um corpo, com Q C Q(\/i) C
Q(v2,v3)

F=Q(2)={a+bV2;aeb c Q}, onde F é um espaco vetorial sobre Q de base {1;/2},
ou seja, [Q(v/2) : Q] = 2.

F(v/3) = Q(2,V3) = {a+cV3;a,c € Q(+/2)}, onde F(+/3) é um espago vetorial sobre
F de base {1; \@}, ou seja [F(+/3) : F] = 2.

Podemos escrever F(1/3) = Q(\/i, V3) = {a+ bvV2+cV3+dve6;abced e Q} onde
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F(+/3) é um espaco vetorial sobre Q de base {1; V2:/3; \@}, ou seja, [F(v/3) : Q] = 4,
observe que pelo teorema 12,

[F(v/3): Q] =[F(V3): FI.[F: Q] =22 =4,
o0 que equivale a
[Q(V2,v3): Q] = [Q(V2,V3) : Q(V2)1IQ(V2) : Q] =22 = 4.

Definicao 15. Sejam E e F corpos com E C F, dizemos que a € F é um niimero algébrico

sobre E se Ag.a® + A.al + Ap.a® + -+ -+ A, =0 com Ag, A, ..., Ay € E.
Exemplo 3. (i) /2 € R é algébrico sobre Q, pois p(\/i) =0, onde p(x) = x* — 2.
(i) V2 eRé algébrico sobre Q, pois p(\S/E) =0, onde p(x) = x° — 2.
(iii) 2+ /3 € R é algébrico sobre Q, pois p(v/2+/3) = 0, onde p(x) = x* — 10x* + 1.

Exercicio 5. Obter um polinémio p(x) com grau 4 sobre Q com raiz igual a V2 +4/3.

Resolucdo: Chamando

V2+V3=u

e elevando os dois membros ao quadrado,
(\/§+ \/5)2 — 062

teremos:
5+2v6 = a2

0 que equivale a:
2vV6=0a>—5,

elevando novamente os membros ao quadrado
(2v6)* = (a? - 57

e desenvolvendo, teremos:
24 = o* — 1042 + 25

o que equivale a:
0=a*—10a%+1,

portanto a = V2 ++/3 é raiz do polinémio p(x) = x* —10x% + 1.

Definicdo 16. Dizemos que um polinémio p(x) de grau n € irredutivel sobre E se ndo for

possivel fatorarmos p(x) em polinémios de grau menor que n com coeficientes em E.
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Exemplo 4. Em Q temos:

(i) p(x) = x> — 2 é irredutivel sobre Q.

(i) p(x) = x3 — 2 é irredutivel sobre Q.

(iii) p(x) = x> — 8 é redutivel sobre Q, pois p(x) = x> — 8 = (x — 2)(x? +2x +4).

Definicao 17. a € F é um numero algébrico de grau n sobre E se a for raiz de um
polinémio ndo nulo de grau n com coeficientes em E e ndo for raiz de nenhum polinémio

ndo nulo de grau menor com coeficientes em E.

Exemplo 5. Observando o exemplo 3, temos que:
() /2 é algébrico de grau 2 sobre Q.

(i) V2 é algébrico de grau 3 sobre Q.

(iii) V2 +/3 ¢ algébrico de grau 4 sobre Q.

Com os resultados obtidos acima, vejamos algumas implicacoes nas construcgoes ge-
ométricas. Vimos anteriormente que um numero real a é construtivel se a = 0, ou se,
usando apenas a régua e o compasso euclidianos, for possivel construi-lo utilizando as
quatro operacoes e a extracdo da raiz quadrada através de um numero finito de passos,
ou seja, obter um segmento cujo o comprimento tenha medida |a|, partindo de um seg-
mento de comprimento na qual adotamos como sendo uma unidade. Admitindo que o
segmento unitario nos seja dado, utilizando a régua e o compasso euclidianos, dados
um ponto P e uma reta r, podemos construir uma reta perpendicular a r passando P e

uma reta paralela 4 r passando P. A partir disto foi demonstrado na seccio (2.2) que
1

se a e b sdo numeros construtiveis, entdo a+b, a — b, - coma # 0, a.b, % comaF#0e
v/a com a > 0, também sdo nimeros construtiveis. Portanto os nimeros construtiveis
S C R formam um subcorpo S do corpo dos ntimeros reais.

Como Q C S, ou seja, todo numero racional é um nuiimero construtivel, em particular
o numero 1 pertence a S, vamos estudar a relacdo entre S e o corpo dos nimeros raci-
onais.

Todo numero s pertencente a S pode ser obtido partindo do corpo dos racionais,
utilizando-se de construcdes geométricas através de um numero finito de passos.

Seja Q o subcorpo do corpo de R. Considere agora os pontos (x;y) com x e y em Q,
o conjunto de todos esses pontos € denominado plano de Q. Ligando dois pontos do
plano Q, obteremos uma reta cuja equacao € do tipo ax + by + ¢ = 0, com os coeficien-
tes a,b e c em Q, além disso qualquer circunferéncia com o centro em Q e que passa
por um ponto também de Q terd equago da forma x* + y* + mx +ny + p = 0, onde m, n
e p estdo em Q. Dizemos que estas retas e circunferéncias sdo construtiveis, ou seja,

sdo retas e circunferéncias de Q.
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Como vimos na secdo 2.3, quando duas retas do plano Q se cruzam, o ponto de inter-
seccdo serd um ponto do plano QQ, mas quando uma reta e uma circunferéncia, ou duas
circunferéncias, ambas em Q, se intersectam, o ponto, ou os pontos de interseccdo, nao
necessariamente serdo pontos do plano Q, os pontos obtidos nestas interseccdes, ou
sdo pontos do plano Q, ou sido pontos do plano Q(y/w) com w > 0, onde Q(y/w) é
uma extensao quadratica de Q.

Sendo assim, as interseccOes de retas e circunferéncias que estdo em Q, levam-nos a
pontos que estdo em Q, ou a pontos que sao extensoes quadraticas de Q, estando em
Q(y/w1) com wy > 0 que € uma das extensdes quadraticas de Q; intersecgdes de retas e
circunferéncias que estdo em Q(,/wy), levam-nos a pontos que estdo em Q(,/wy), ou a
pontos de Q(/wy; /w2), com wy > 0, onde Q(,/wy; /w>) € uma extensdo quadratica
de Q(,/w1), e esse processo pode ser realizado diversas vezes. Assim, um ponto serd
construtivel se partindo de Q conseguirmos obter os niimeros reais a1, a2, &3, ...., &, de
modo que a? € Q, a3 € Q(u1), a3 € Qa1, 22), -.....a? € Q(ay,az, ..., a,_1), de modo
que o ponto obtido esteja em Q(aq,ay,...,&,_1). Por outro lado se w € Q de modo
que vw € R, entdo podemos obter /w a partir de uma intersec¢io entre uma reta
e uma circunferéncia, ou de duas circunferéncias. Assim, conclui-se que um ponto
serd construtivel se e somente se, conseguirmos obter um numero finito de niimeros
1,83, ..., &,_1, &y, de modo que:

() [Q(x1) : Q]=1seaf € Q,0u2af ¢ Q,

() [Q(aq, ap, ...at) : Q(aq, a2, ..., 4 1)]=1ou2,parat=1,2,3,...,n,

de modo que tal ponto pertenca ao plano Q(aq, &y, ...a,).

Definimos anteriormente que um w € R sera construtivel se, utilizando os instrumen-
tos de Euclides , conseguirmos obter um segmento cujo comprimento seja igual a w,
o equivale a dizer que w é construtivel se, a partir de um plano Q e através de um

numero finito de extensdes quadraticas, conseguirmos imergir w num corpo obtido de

Q.

Coroldrio 13. Se um numero w é construtivel, entdo w é algébrico de grau j, onde j é

uma poténcia de 2, ou seja, j = 2", com m € IN.

Demonstragdo: Como Q C Q(w1) C Q(ay,a2) C ... C Q(aq,ap,...a,) C R, pelo teo-
rema 12, podemos dizer que

[Q((Xll(xZI Y] ‘Xn) : Q] = [Q((Xll(xZI Y] ‘Xn) : Q(OC],(XZ, Y] (anl)]' e '[Q(lxl/‘xZ) : Q(“l)][@(“l) :
Ql,

€ como
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[Q(a1) : Q]= ky,

[Q(a1, a2) : Q(a1)]= k2,

[Q(a1, a2, a3) : Q(a1, a2)]= k3,

[Q(aq, az, ...ae) - Qag, a3, ..., &y —1)]= ky, sendo k; = 1 ou 2, parai € {1,2,3,.....n},
entio teremos que

[Q(a1, 2z, ...005) : Q] = k1.kp.ks. -+ kj. -+ .k, = 2™, para algum m € N, portanto w €

algébrico de grau j , onde j € uma poténcia de 2. O

Como consequéncia disto teremos que:

Corolario 14. Se um niimero real w é raiz de um polinémio irredutivel de grau j com

coeficientes racionais, onde j ndo é uma poténcia de 2, entdo w ndo é construtivel.

Utilizando o coroldrio 14 podemos finalmente resolver o problema da trisseccdo do

angulo e da quadratura do circulo.

Teorema 15. E impossivel trissectar um dngulo arbitrdrio a utilizando apenas a régua e

o compasso euclidianos.

Demonstra¢do: Um angulo « é construtivel com régua e compasso, se e somente se,
o sena ou cosw for construtivel, entdo para trisseccionar um angulo «, onde a = 36,

devemos construir sen f ou cos 6, utilizando a férmula trigonométrica abaixo:
cos & = cos(36) = cos(20 + 0) = cos 20. cos § — sen26.sen 6 = 4 cos®> 6 — 3 cos 6.

Tomando como exemplo o angulo « = 60°, no qual cos 60° = %, este dngulo é cons-
trutivel, uma vez que % ¢ um numero racional, portanto é construtivel. Teremos que

encontrar a solu¢do da equacao:
cos 60° = 4 cos®20° — 3cos20°,
ou seja,
1
5= 4 c0s®20° — 3 cos20°,

0 que equivale a:
1 = 8cos>20° — 6 cos 20°

ou
0 = 8cos®20° — 6c0s20° — 1.

Tomando 2cos20° = x, concluimos que o ntimero 2cos20° é uma das solugdes da
equacao
x> —3x—1=0.
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A equacdo x> — 3x — 1 = 0 é do 3° grau e é irredutivel pelo critério de Herstein, ver
[6], com coeficientes racionais, ou seja, é de grau 3 que ndo é uma poténcia de 2,
portanto pelo coroldrio 14, x = 2co0s20° ndo é construtivel, mas como o numero 2
é construtivel, entdo concluimos que cos 20° nédo é construtivel, ou seja, é impossivel

trissectar o angulo de 60° utilizando os instrumentos de Euclides. O

Teorema 16. E impossivel duplicar o cubo utilizando apenas a régua e o compasso eucli-

dianos.

Demonstragdo: O problema da duplicacdo do cubo consiste em, utilizando apenas
régua e compasso, encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume seja o dobro do

volume de um cubo de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou seja:
v’ =243

ou

b:a\3/§.

v/2 é raiz do polinémio p(x) = x> — 2 que é irredutivel pelo critério de Hertein, ver [6],
em Q e tem grau 3 que ndo é uma poténcia de 2, portanto pelo corolario 14, v/2 ndo é

construtivel, logo é impossivel duplicar o cubo. O

2.5 SOLUCAO DE ARQUIMEDES

Vejamos agora como Arquimedes conseguiu trisseccionar um angulo arbitrdrio S,
mas sem a restricdo da régua euclidiana, ou seja, utilizando uma régua graduada, ver
[5], observe a figura abaixo.

Utilizando uma régua com marcas, passando sempre por C e com uma das extremi-
dades sobre a reta AD, podemos desliza-la sobre a reta AD, partindo do ponto B; e
indo até B,,, obtendo assim os segmentos F,B,,, com F, € a circunferéncia e B, € a
reta AD, com medidas variando de zero (quando F,B, = F;Bq, onde F; = B;) até oo
(quando a reta CF, for paralela a reta AD), entdo por continuidade, podemos obter
um segmento F,B, = FB = r, onde r é a medida do raio da circunferéncia da figura

abaixo:

1
Exercicio 6. Na figura 29, mostre que a = 3 B, sabendo que FB = r, onde r é a medida

do raio da circunferéncia.
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Figura 29: Trisseccdo do angulo B.

Demonstragdo:

(i) O A ABF é isésceles de base AB, pois AF = FB = r, entdo FAB = @ =u.

(i) O angulo AFC = 6 é um dos angulos externos do A ABF, entdo pelo teorema do
angulo externo, temos que: AFC = FAB + @, ou seja, 0 = a + a0 = 2a.

(iii) O A ACF é isosceles de base CF, pois AF = AC =r, entdo ACE = AFC = 0.

(iv) O angulo B é um dos angulos externos do A ABC, entdo pelo teorema do angulo
externo, temos que: 3 = @ + ITB\C, ouseja, p = 0+a e como 6 = 2a, entdo B =

1 1
20 +a = 3u, 0 equivale a o = 5,8, portanto a = 5,8. U
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3.1 ORIGAMI: AXIOMATICA CLASSICA

3.1.1 Apresentag@o

Origami é uma arte milenar japonesa de origem desconhecida, cuja etimologia re-
sulta da juncao das palavras “ori”(dobrar) e “kami”(papel), sendo conhecida no Brasil
como dobradura, ver [2]. Foram as técnicas de dobradura que possibilitaram a exis-
téncia de diversos objetos presentes em nosso cotidiano, resolvendo muitos problemas

modernos, como por exemplo, o air bag, que quando inflados ndo explodem.

Segundo [10], diversas outras sdo as aplicacoes das técnicas do origami, como po-
demos observar nos dobramentos das proteinas, no desenvolvimento de um telescépio
espacial expansivel, em criacbes artisticas, no desenvolvimento de embalagens de ali-

mentos, e até mesmo na educagdo através de uma aprendizagem ludica.

Utilizando o origami, conforme [11], pag.25, podemos ensinar os alunos a obter:
ponto médio, mediatriz, altura e bissetriz, e consequetemente intui-los a encontrar os

pontos notaveis do triangulo (baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro).

Muito além do simples ato de apenas dobrar o papel como em alguns embrulhos
de presente, fazer um origami requer muita perfeicao, desde a escolha do papel e do
seu corte, até a ultima dobra. Tal perfeicdo exige algoritmos complexos baseados em
conhecimentos matemadticos que buscam otimizar a confeccdo de determinadas figu-
ras e objetos. Os conhecimentos tedricos por trds do origami estdo fundamentados,
basicamente, nos principios da geometria Euclidiana, através de seis axiomas, os quais
possibilitaram resolver problemas geométricos cldssicos da Antiguidade (duplicagéo

do cubo e trisseccdo de um angulo), até entdo impossiveis de se resolverem utilizando
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apenas régua e compasso. Assim, a dobradura se faz como uma importante ferramenta
geomeétrica capaz de resolver diversos problemas ditos impossiveis pelas técnicas utili-

zadas pelos gedmetras gregos.

3.1.2 Geometria do Origami (As construgées e os Axiomas de Huzita-Hatori )

Tomando como ponto de partida a Geometria Euclidiana, estudaremos a geometria
do origami, a qual estd apoiada em seis axiomas, como veremos adiante. Existem
técnicas de origami que dobram linhas curvas, como sdo utilizadas na construcdo da
Rosa de Kawasaki, mas neste trabalho nos restringiremos as dobras em linhas retas.
A Geometria Euclidiana estd apoiada em trés entes primitivos ou conceitos basicos:
ponto, reta e o plano. Na geometria do origami, o plano serd a folha de papel, a reta
serd uma dobra no papel e, duas dobras que se cruzam dardo origem a um ponto.
Listaremos a seguir, os axiomas da geometria do origami, que sdo também conhecidos

como: Axiomas de Huzita-Hatori, ou Huzita-Justin, conforme [10].

Axioma 1. Dados dois pontos G e H distintos, existe uma tnica dobra (reta) que passa

através deles.

N

G

Figura 30: Axioma 1 - dobra que passa por dois pontos.
Axioma 2. Dados os pontos G e H distintos, existe uma tnica dobra que leva G em H.

Axioma 3. Dadas duas dobras r e s, existe uma dobra que leva r em s.

(i) 1° caso: r e s concorrentes.

Neste caso, existem duas dobras possiveis, sendo tais dobras as bissetrizes dos

angulos formados pelas retas r e s.
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e m e = ———————————

Figura 31: Axioma 2 - dobra que coloca G em H.

(ii) 2° caso: r e s paralelas.

Neste caso, a dobra é Unica.

B

Figura 32: Axioma 3 - dobra que coloca r sobre s.

Axioma 4. Dados um ponto E e uma dobra s, existe uma tinica dobra r que passa por E
e € perpendicular a s.

Observe que a dobra r passa por E e leva a dobra s sobre ela mesma.

Axioma 5. Dados dois pontos G e H e uma dobra s, existe uma dobra r que passa por H

e que coloca G sobre s.

A quantidade de solugdes deste axioma pode ser: nenhuma, uma ou duas solucoes,

dependendo da disposicdo dos pontos G, H e da dobra s, jd que o problema equivale a
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Figura 33: Axioma 4 - dobra r que passa por E e é perpendicular s.

encontrar a intersec¢do entre a reta s e a circunferéncia centrada no ponto H passando

por G.

1. Nao existira dobra se, a distdncia do ponto H ao ponto G for menor que a distan-

cia do ponto H & dobra s.

2. Existira uma unica dobra se, a distdncia do ponto H ao ponto G for igual a

distancia do ponto H & dobra s.

3. Existirdo duas dobras possiveis se, a distdncia do ponto H ao ponto G for maior

que a distancia do ponto H & dobra s.

Figura 34: Axioma 5 - dobra r que passa por H e coloca G sobre s.

Axioma 6. Dados dois pontos G e Gy e duas dobras s1 e sy , existe uma tinica dobra r

que coloca simultaneamente Gy sobre sy e Gy sobre s.

Segundo [2], este é o Unico axioma que nao é construtivel com régua e compasso.
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o

A B

Figura 35: Axioma 6 - dobra r que coloca G; sobre s; e G, sobre s;.

Proposicdo 17. Dados um ponto G e duas dobras s; e s; , existe uma unica dobra r que

coloca G sobre sy e € perpendicular a s,. (Figura 36)

Esta proposi¢do que também é conhecida como sétimo axioma, sé foi acrescentada

em 2001 por Koshiro Hatori, ver [2]. Observe que a dobra r pode ser obtida utilizando

Dy
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G

Figura 36: dobra r que coloca G sobre s; e é perpendicular s;.

apenas os axiomas 4 e 2, com a desvantagem de realizarmos trés movimentos, ao passo
que utilizando a proposicao 17, a construcao € obtida em um tnico movimento.

Observe que na figura abaixo, a dobra r (reta r) leva o ponto A no seu ponto simétrico
A; através do axioma 2 , sendo assim, a reta r é a mediatriz do segmento AA; (axi-

oma 2) e é a bissetriz dos angulos m e EA\l (axioma 3) , pois os triangulos A
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AEF e /A A1EF sdo congruentes (critério LLL). Vemos entdo, que bissetrizes, media-
trizes, perpendiculares e ponto médio, sdo construcoes elementares com a geometria

do origami.

Figura 37: Pontos simétricos.

3.2 PROBLEMAS CLASSICOS

Como dito anteriormente, a duplicacdo do cubo, a trissecdo do dngulo e a quadra-
tura do circulo, sdo os trés problemas cldssicos e insoltiveis da geometria euclidiana.
Veremos a seguir que € possivel soluciona-los usando a geometria do Origami e sua

axiomatica. Mostraremos abaixo a solucao de dois deles.

3.2.1 Trisseccdo do Angulo

O problema da trissec¢do do angulo consiste no fato de que, dado um angulo arbitra-
rio B, busca-se obter um angulo 6 com medida igual a um terco da medida do angulo
B, ou seja: .

0= 3 B
ou
30

I
=
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Foi publicado no Japdo, em 1980, com crédito a Hisashi Abe, a resolucdo deste
problema usando a geometria do origami, para resolvé-lo utilizaremos os seguintes

passos:

1. Tomando um ponto arbitrario E pertencente ao segmento CD, utilizando o axi-
oma 1, construa a dobra AE numa folha de papel retangular ABCD, nédo neces-
sariamente quadrada. Seja  a medida do dngulo que queremos trissectar, onde
B = BAE e 0° < B < 90°, se o angulo B for obtuso, basta tragar a sua bissetriz
e trissectar uma das medidas encontradas e, depois soma-las 2 a 2, encontrando,

assim, um angulo com medida igual a % B.

D c
L
D !
A B

Figura 38: Dobra AE.

2. Utilizando o axioma 4, tomando um ponto P pertencente ao segmento AD, cons-

trua uma dobra perpendicular ao segmento AD passando por P.

3. Construa uma dobra JK que coloca AB sobre PM, a construcio é possivel utili-

zando o axioma 3.

4. Construa uma dobra NO que coloca simultaneamente P sobre AE e A sobre JK,

a construcdo é possivel utilizando o axioma 6.

5. Utilizando o axioma 2, mantendo o papel dobrado, construa uma dobra d; que
coloca P; sobre A;. Como J; é o ponto médio do segmento P; A1, entdo a dobra

d, passara por |, e sera perpendicular ao segmento P; Aj.



52 ORIGAMI

e

Figura 39: Dobra PM.

Nwj
°N

Figura 40: Dobra JK.

6. Abrindo o papel na posicéo inicial, construa novamente a dobra d; que colocou
P; sobre A;, veremos que esta dobra passard pelo vértice A, pois como JK passa

pelo ponto A; e a dobra d; sobrepde JK sobre ela, entfio d; passa pelo ponto D.
7. Utilizando o axioma 1, construa a dobra d, que passa pelos pontos A e A;.

As dobras d; e d; trissectam o dngulo S, finalizando assim o problema da trissecc¢do do

angulo utilizando a geometria do origami.

Proposicao 18. Os dangulos B/A\Al, m e h/A\E, da figura abaixo, sdo congruentes e

cada um deles mede % da medida do dngulo B.
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Figura 42: Dobra que coloca P; sobre Aj.

Demonstragdo:
Na figura abaixo, considere os triangulos A A1 P;, A AJ1A1 e A ATA4, sendo T

pertencente ao segmento AB e AT perpendicular a AB.

(i) A dobra d;, que contém o segmento AJ;, coloca o ponto P; sobre o ponto Aj,
entdo, PiJ; = AjJ; e AJ; é perpendicular a PiA;, logo AJ,Pi=AJ;A; = 90°.
Como AJ; é um lado comum aos tridngulos A AJ;P; e A AJ; A, entdo, pelo

critério (LAL), os tridangulos A AJ1P; e A AJ1Aq sdo congruentes, logo:

PiAJL = AlAT, = a. (3.1)

(ii) A dobra NO passa por Q e coloca A em sobre A;, entdo AQ = QAj, logo o
triangulo A AQA; é isésceles de base AA1, entdo Q/A\A1 = Q/A?ﬁ = «. Como
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Figura 44: Dobras d; e d; que trissectam o angulo BAE.

@ =ae @“ = 90°, pois A;T é perpendicular a JK, temos também que
Q/Al\A+m = 90°, logo m = 90° —« e como A\ ATA; é retangulo em T,

entao:
ALAT = a. (3.2)

De (3.1) e (3.2), concluimos que:
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Figura 45: Triangulos congruentes.

3.2.2 Duplicagdo do Cubo

O problema da duplicacdo do cubo, como foi dito anteriormente, consiste em, uti-
lizando apenas régua e compasso, encontrar um cubo de aresta b tal que seu volume
seja o dobro do volume de um cubo de aresta a, com a medida a sendo conhecida, ou
seja:

b =24°
ou

b=av2.

s 7 3 ~ / / . . ~
O problema aqui, é que v/2 nio é construtivel, como vimos anteriormente (subseccéio

1.3.2), o que torna o problema insoltvel utilizando os instrumentos de Euclides.
Para resolvé-lo usando a geometria do origami, utilizaremos os seguintes passos:

1. Construa a dobra AC (Figura 46), tomando como ponto de partida, um pa-
pel quadrado ABCD com lados medindo uma unidade, a construcao é possivel

usando o axioma 1.

2. Utilizando o axioma 2, marque o ponto E (Figura 47), que é o ponto médio do
segmento AD, através de uma dobra que leva o ponto A no ponto D. Observe
que, para ndo poluir a figura com muitas dobras, ndo é necessario fazer o dobra

inteira para obter o ponto E.

3. Utilizando o axioma 1, construa a dobra BE (Figura 48).

55



56

ORIGAMI

Figura 47: Dobra que leva A em D.

Observe que o ponto P, que é a interseccio dos segmentos AC e BE, estd a uma
distancia de % dos lados AB e AD, pois, se considerarmos no plano cartesiano, o

ponto A como sendo a origem e os pontos B(1;0), C(1;1) e, D(0; 1), teremos que,
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Figura 48: Dobra BE.

a diagonal AC do quadrado estd contida na reta y = x e a dobra BE esté contida

1

naretay = - + 5, resolvendo o sistema abaixo:

y =x
y =F+3
entao
x_—x+1
2 2
2x = —x+1
3x =1,
portanto
1
X = = —
¥=3

4. Construa uma dobra perpendicular ao segmento AD que coloca o ponto P sobre

o segmento CD (Figura 49), isso é possivel utilizando o axioma 7 .

5. Utilizando o axioma 3, construa uma dobra que coloca AB sobre a tiltima dobra
(Figura 50) .

6. Utilizando o axioma 6, construa uma dobra que coloca simultaneamente, M so-
bre JK e A sobre BC .

Chamando BA; = a, provaremos a seguir que, CA; = V2 a, determinando, desta

forma, um cubo de aresta CA1, cujo volume serd o dobro do volume de um cubo de
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Figura 49: Dobra que leva P sobre CD.

D

o C
] K
fo.\

o /
M S
P>~_

A *B

Figura 50: Dobra que leva AB sobre JK

aresta com medida BA;, pois o volume de um cubo €é calculado usando a seguinte

férmula:
V] = a3
e
V2 = (V2a)® = 24°,
portanto

Vo =2V,
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Dy

Figura 51: Dobra que leva M sobre [K e A sobre BC.

Desta forma, finalizamos o problema envolvendo a duplicacdo do cubo através da geo-

metria do origami.

Proposicdo 19. A razdo entre as medidas dos segmentos CA1 e BA1 (Figura 51) ¢ igual

3
av?2.
Demonstragdo: Para facilitar a compreensao utilizaremos a seguinte notacdo:

KA, = BK — 1B:§—z
AR=AR=x
BR=y
AB=z

O triangulo A A1BR é retangulo, entdo pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

2=y 422 (3.3)

Sabemos que

x+y=1,
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pois x +y é igual ao lado AB do quadrado ABCD de lado unitdrio, entfio

y=1-—x. (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), teremos:

x> =(1—x)?+2°
x2=1—2x+x%+72
2x =1+2°

1+2?

Y=

(3.5)
Substituindo (3.5) em (3.4), teremos que:

1+22
—1_
Y 2
2—1—22
2

1— 2
y: 2Z * (3.6)

Os triangulos A A1BR e A M1KA; sdo semelhantes pelo critério (AA~ ), pois @1
= A/1]§2 = 90° e como mR é reto uma vez que a dobra conserva o angulo, entao
@K e m sdo angulos complementares, portanto AT]\ZK = 1@, e usando a

razdo de semelhanca entre o lados obtemos:

y_3-°2
T
Yoo 3
X
Yy =x.(2—-32). 3.7)

Substituindo (3.5) e (3.6) em (3.7), teremos:

1—22 1+22
- Q-
> > ( 3z)

1—2%=1+2%.2 - 32)

1—22=2—3z+27% —37°
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322 —322+3z—-1=0,

0 que equivale a

23+ -322432—-1=0,

entiao temos que

273 = 73 +322 -3z +1.

Queremos provar que

0 que equivale a

CA; 3_ 1—z 3_—z3+322—32+1
BA,) \ z ) 23 '

e como
273 = —23+32%2 —32+1,
entao
(CA1>3 _2
BA; z3 ’
portanto
CA; o
BA,

Um segundo modo de provar a proposicao 15 encontra-se no apendice A.
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CONCLUSAO

Trabalhar com a Matematica em sala de aula pode ser algo prazeroso e ltidico, fu-
gindo daquela concepcao errénea que é trazida pelos alunos ao longo dos anos: uma
disciplina meramente de férmulas e memorizacdo. Buscando por diferentes estraté-
gias didaticas, foi possivel abordar, de maneira lidica, conceitos fundamentais da Ge-
ometria Euclidiana, discutindo os trés problemas cldssicos e insoliveis, demonstrando
algumas construcoes elementares, além de demonstrar a construtibilidade de determi-
nados numeros utilizando apenas a régua nao graduada e o compasso, bem como a
ndo construtibilidade de outros, o que torna certos problemas impossiveis de se resol-
ver, e, por fim, a demonstracdo da solucdo de problemas, como a trisseccdo do angulo
e a duplicacdo do cubo, utilizando técnicas do Origami e os conhecimentos fundamen-
tais de sua Geometria. Desta forma, com a constante reflexdo sobre a nossa pratica,
notamos as diversas possibilidades que temos para se abordar os diferentes temas da
Matemadtica em sala de aula, contribuindo para uma aprendizagem mais significativa
e prazerosa tanto para o professor, mas principalmente para o aluno, contribuindo

fundamentalmente para nossa pratica docente e um ensino de qualidade.
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APENDICE A

Proposicao 20. A razdo entre as medidas dos segmentos CA1 e BA; (Figura 51) é igual

3
av?2.
Demonstragdo: Para facilitar a compreensao utilizaremos a seguinte notacao:

2
KA =BK~AB=3 ~z

m=A1R=X

O triangulo A A1BR é retangulo, entdo pelo Teorema de Pitdgoras, temos que:

2=y 422 (A.1)

Sabemos que

x+y=1,

pois x +y é igual ao lado AB do quadrado ABCD de lado unitdrio, entfio

y=1-—x. (A.2)

Substituindo (A.2) em (A.1), teremos:

x> =(1—x)?+2°

x2=1—2x+x%+72

65



66 APENDICE A

2x =1+22
1+22
= (A.3)
Substituindo (A.3) em (A.2), teremos que:
1+22
=1
Y 2
_2-1- z2
y=7"
1— 22
y= 5 (A4)

Os triangulos A A1BR e /A M1KA; sdo semelhantes pelo critério (AA~ ), pois @1
= A/lﬁ{ = 90° e como @R é reto uma vez que a dobra conserva o angulo, entao
mK e m sdo angulos complementares, portanto ATZ\ZK = m, e usando a

razdo de semelhanca entre o lados obtemos:

y_3-*
T
Yon_3;
X
Yy =x.(2—32). (A.5)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.5), teremos:

1-22 1+2?
2 2

1—2%=1+2%.2 - 32)

(2—32)

1-22=2-3z+222-37°
322 —3z22+3z—1=0,
0 que equivale a .
z3—zz+z—§:0,

Conforme [7], vol.3, para resolver a equacdo cubica acima, usaremos a férmula de

3

Cardano-Tartaglia, onde transformaremos a equacéo z> + az> + bz + ¢ = 0 na equacéo
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. . e~ 2
na forma reduzida w® + pw + g = 0, aplicando a substitui¢do z = w — §, sendop = b — %

_ 248 ab = .
e q =% — 3 + ¢, entao teremos:

-1 1
Z=W — % =W+ g,
(—1)? 1 2
=1-— =1—--=2
P 3 373
€ 3
g= 2(-1° (=11 N (-1 _ _E'
27 3 3 27
Obtemos assim a equac¢do na forma reduzida, com p e q reais
2
3 — —_ — =
W+ 3w = o

Sendo p = 2 e g = — 2, obteremos:

27 27 27 27
w—3_£+3i
27 27
wo VA V2
3 3
e como
z:w+1,
3
entio temos que:
VA V21
3 3 3
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portanto
\/_ V2 + y
3
Como
CA1 + BA1 = K,
sendo
BAl =2z
e
BC=1,
entao
CAl =1- z,
desta forma a razédo
CA] _ 1—z
BA; zZ

3 3
CA; _ 1— (%)
BA; \3/417\3/%1
3
3 3
C—Al _ 37\/415\/571
BA] \3/41—\3/5+1
3
CA;  —Va+V2+2
BA;  V4-—v2+1
racionalizando o denominador
CA;  (—V4+V2+2) (V2+1)
BA;  (VA—V2+1) (V2+1)
CA; B+ VA+2V2 — A+ V242
BAT V8- V4+V2-V4-V2+1

CA; _3V2
BA, 3
4
BA,

Portanto a razdo entre as medidas dos segmentos CA; e BA; é igual a v/2.
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