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Resumo

Neste trabalho de dissertagao, apresentamos uma linha de pesquisa envol-
vendo a incomensurabilidade com um estudo de caso do niimero de ouro; sua
defini¢ao, suas aplicacGes, sua relacdo com o pentagrama e com a sequéncia de
Fibonacci e também suas curiosidades que o relacionamos com a arte e a na-
tureza. O objetivo é mostrar como este tema pode vir a ser abordado entre os
alunos do Ensino Fundamental e Médio de forma pratica e interativa.

Palavras-chaves: Numero de ouro, Fibonacci, incomensuravel, pentagrama,

fracoes continuas.
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Abstract

In this dissertation, we present a line of research involving incommensurable
with a case study of the number of gold, its definition, its applications, its
relationship with the pentagram and the Fibonacci sequence and its curiosities
that relate to art and nature. The goal is to show how this theme might be
broached among students of middle school and high school in a practical and
interactive way.

Keywords: Golden Number, Fibonacci, incommensurable, staff, continued

fractions.
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1 Introducao

A intengao desta pesquisa é fazer um estudo de caso de um niimero irra-

cional, o nidmero de ouro, simbolizado pela letra grega ¢ (fi) .

Os alunos nao percebem, mas pode-se mostrar que a razao durea estd rela-
cionada a questao “estética”’ presente na arte, na arquitetura, e até mesmo na
natureza, por exemplo, em girasséis, na concha Nautilus, nos peixes, em alguns
objetos como livros didaticos, cadernos, cartoes. Além disso, podemos destacar
que recorrentemente, o niumero de ouro esta presente em uma série de contextos:

na Sequéncia de Fibonacci; no retdngulo dureo e no pentagrama.

Com isso, este é um trabalho que tem como foco ilustrar como o nimero de
ouro estd tao presente nas situagoes cotidianas e tornar vidvel sua aplicagao em
sala de aula, tanto no Ensino Fundamental, quanto no Ensino Médio, através

de atividades simples e de fécil aplicagao.

Sendo assim, esta dissertagao se desenvolve, com 6 capitulos, iniciando por
esta introdugao. O segundo conta um pouco da origem da matematica demons-
trativa, de alguns ntimeros curiosos e a “crise dos Irracionais”.

O terceiro apresenta o nimero de ouro, partindo da determinagao de um seg-
mento aureo, apresentando como esta razao estd presente em figuras geométricas
como retangulos, pentdgonos e circulos, e também na natureza, na arquitetura
e nas artes.

O quarto traz toda a teoria das Fragoes Continuas, suas principais propri-
edades, e como podemos representar o nimero de ouro através de uma fragao
continua.

No quinto, apresentamos a sequéncia de Fibonacci, suas principais proprie-

dades e sua relagao com o nimero de ouro.
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No sexto capitulo, sdo apresentadas atividades que podem ser feitas com os
alunos do Ensino Fundamental e Médio envolvendo a razao aurea.
No dltimo capitulo, apresentamos uma curiosa maneira de determinar a raiz

quadrada, utilizando o método dos babilonicos.

Finalizo esta introdugdo com uma frase comentada pelo professor de ma-
tematica da USP de Sao Paulo, Luiz Barco, que expressa muito bem a alianga

entre a arte, a natureza e a matematica:

“A natureza escreve, o matemdtico e o artista se ddao as maos e leem a

natureza: o numero de ouro”.(ver[18]).
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2 Referéncias histdricas

2.1 A matematica demonstrativa.

Nos ultimos séculos do segundo milénio a.C. ocorreram varias mudancas
politicas e econdmicas no mundo antigo. Muitos povos desapareceram, o poder
do Egito e da Babilonia declinou e com essas transformagoes o destaque ficou
nas maos dos povos hebreus, assirios, fenicios e gregos. Nesta época surgiram
o alfabeto e as moedas, o que incentivou o comércio em geral. O mundo es-
tava pronto para um novo tipo de civilizacao. Destacamos o florescimento da
civilizagdo que se deu nas cidades situadas na parte continental da Grécia, da
Sicilia, do litoral sul da Itdlia e da costa da Asia menor junto ao mar Egeu
estava mudando a forma de visdo estatica para uma atmosfera mais racional,
com indagacoes do tipo “como” e “por qué”.

Muitas perguntas e questionamentos foram importantes para que pensadores
aprofundassem o estudo em relagdo a matemaética, como “Por que os dngulos
da base de um triangulo isdsceles sao iguais?” ou de “Por que o diagmetro de
um circulo o divide ao meio?”. Os processos baseados apenas em observagoes,
sem nenhum tipo de teoria utilizado no Oriente antigo, ndo eram suficientes
para responder estes questionamentos. Fizeram-se assim, estudos através de
demonstracoes que se tornaram caracteristica fundamental para responder es-
tes questionamentos. Neste estudo, alguns sabios, se destacaram. Entre eles
destaca-se por volta da primeira metade do sexto século a.C, Tales de Mileto.
Diz-se que durante o periodo que viveu no Egito, observando as piramides, teve
a ideia de calcular a altura dela, através da sombra. Muitas outras levaram-no
a ser considerado um dos grandes descobridores na drea da matematica. Muitas
outras descobertas, sao creditadas a ele, mas o fundamento da matemaética co-

nhecido como “o Teorema de Tales”, o tornou como um dos grandes expoentes
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da matematica.

2.2 Conhecendo um pouco de Pitagoras

Pouco se sabe sobre a vida de Pitdgoras. Consta que nasceu por volta
de 572 a.C. na ilha egeia de Samos. E plausivel que Pitagoras tenha sido um
discipulo de Tales, primeiro pela diferenca de idade, calcula-se que ele era 50
anos mais novo que Tales e depois porque ele morava em Mileto, onde vivia
Tales. Pitdgoras também viveu um tempo no Egito, para depois voltar a Samos.
Nesta época o poder estava nas maos do tirano Policrates e a Jonia sob o dominio
persa, em seguida ele emigrou para o porto maritimo de Crotona, sul da Itélia.
Foi ai que um grupo funda a escola pitagdrica, dedicada ao estudo de filosofia,
matematica e ciéncias naturais. Posteriormente, grupos aristocratas destroem
os prédios da escola, Pitagoras foge para Metaponto, local de sua morte, com a
idade entre 75 e 80 anos. Algumas pessoas acreditam que ele fora assassinado.

A filosofia pitagoriana estd baseada na suposigdo de que a causa ultima das
véarias caracteristicas do homem e da matéria sao nimeros inteiros. Por essa teo-
ria a aritmética, a geometria, a musica, a astronomia (denominada quadrivium),
a gramadtica, a légica e a retdrica (trivium) eram as sete artes imprescindiveis
para uma bagagem cultural de uma pessoa educada.

Cabe ressaltar que na auséncia de textos escritos, uma vez que os ensinamen-
tos eram orais, nao é possivel sabermos, realmente, quais foram as descobertas

de Pitagoras ou de outros estudiosos do grupo.
2.3 Aritmética pitagorica

Os gregos antigos defendiam a tese de que a légica era a arte pratica de

calcular com numeros e a aritmética era o estudo das relagoes abstratas envol-
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vendo os numeros. Apenas no século XV, essas teorias passaram a designagao
Unica de aritmética.

Pitdgoras e seus seguidores, movidos pela maneira de pensar, sao tidos como
pioneiros dos niimeros. Jamblico atribui a Pitadgoras a descoberta dos nimeros
amigaveis — dois nimeros sao amigaveis se cada um deles é igual a soma dos
divisores préprios do outro. Exemplo: 220( 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 e
110 - cuja soma é 284, ao passo que os divisores de 284 sao 1, 2, 4, 71 e 142 -
cuja soma é 220). Essa andlise levava a supersticdo de que dois talismas com
esses nimeros selariam uma amizade perfeita.

Hoje todos os estudiosos da matematica atribuem aos pitagdricos os niimeros
amigaveis, mas é tido como concordancia universal que os ntimeros figurados se
originaram com os membros mais antigos da escola.

Outros tipos de ntimeros que sao atribuidos aos pitagoricos sao os nimeros
perfeitos, deficientes e ntimeros abundantes. Um ntmero é denominado perfeito
quando este é igual & soma de seus divisores préprios(excluindo ele mesmo),
como exemplo citamos 0 6 (1 + 2 + 3). J& um nimero é denominado deficiente
quando este excede a soma de seus divisores proprios e abundante quando é
menor que a soma dos seus divisores préprios. Como curiosidade, vale contar
o lado mistico que foram atribuidos a esses nuiimeros: Deus criou o mundo em
seis dias, um numero perfeito, pois 6 = 1 + 2 + 3, porém conforme observou
Alcuino (735 - 804), toda a raga humana descende das oito almas de Noé, sendo
esta criagao imperfeita, pois 8 é deficiente, 1 + 2 + 4 < 8.

A afirmacao que conhecemos como “Teorema de Pitdgoras”, que diz que em
qualquer triangulo retangulo a soma das areas dos quadrados construidos sobre
os catetos é igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa é atribuida
a Pitagoras e a seus seguidores pitagoricos que a tenha descoberto. Mas sabe-se

hoje, que isso é bastante improvavel.
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Essa relacao ja era conhecida por babilonicos e é bem provavel também pelos
egipcios e outros povos milhares de anos antes de Pitdgoras.
Mas é bem provavel que os pitagoéricos tenham dado a primeira prova de que

essa afirmacao era valida para qualquer tridngulo retangulo.

2.4 (Os numeros irracionais

Os nuimeros inteiros surgem do processo habitual de contagem de situagoes
que aparecem em situagoes dia a dia, em medicoes de véarias quantidades, como
peso, tempo, comprimento. Porém, para realizar algumas destas medigoes é ne-
cessério utilizar-se de fragoes. Tomando como defini¢do que um nimero racional
como o quociente entre dois nimeros inteiros ‘g , com ¢ #0, os pitagéricos ti-
nham os niumeros racionais, como um conjunto numérico suficiente para realizar
calculos que envolviam situacoes tais como as medigoes.

Em [8], é citado que os ndmeros racionais comportam uma representacao
geométrica simples na reta. Assim, para os pitagdricos, para cada niumero
comensuravel, hd um ponto na reta. Mas, para eles, foi um “choque” descobrir
que hé pontos que nao correspondem a nenhum niimero racional. De modo geral,
os pitagoricos provaram que nao ha nenhum ntimero racional que corresponda
a um ponto de uma reta. Tempos depois, um novo conjunto numérico teve que
vir a ser inventado a fim de que pudessem ser relacionados a esses pontos. Como
nao eram racionais, vieram a ser chamados de nimeros irracionais(o que quer
dizer niimeros nao racionais).

Vale ressaltar que como foi citado em [8], provar que a diagonal de um
quadrado de lado unitédrio nao pode ser representada por um niimero racional,

basta provar que V/2 é um ntmero irracional, conforme a proposicao a seguir:

30



Proposicao 2.1: V2 ¢ Q .

Demonstragdo: Assumimos, por hipétese, que v2 € Q = Im € Z e

- . m
dn € Z* , onde m e n sao coprimos e V2=—".
n

Como m, n sao coprimos=- m, n tem paridade distinta ou ambos sao impares.
Logo:

m 2 2 2 4 ’ /2
V2=—=m=nv2=m?=2n%= m?é par = m é par =n é impar.

n

Como m é par, m = 2k , k € Z.

Segue disso,

(2k)° = 2n% = jk? = 2n? = 2k% = n% = n? & par = n & par.

Com isso, demonstramos por absurdo que v/2 nao é um nimero comen-

suravel, uma vez que informamos no inicio que m e n eram coprimos.

A descoberta de que v/2 néo era um nimero racional, provocou uma “crise”
entre os pitagoricos. Fizeram esforgos para manter esta descoberta em sigilo
total. Ha relatos de que o pitagérico Hipaso foi punido por ter revelado este
segredo com o seu banimento da escola e na construcao de um tiimulo, como se

estivesse morto (ver [16]).
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3 O numero de ouro

Neste capitulo vamos fazer uma discussao sobre um numero irracional bas-

tante recorrente em relacoes com a natureza, as artes e a arquitetura.

3.1 Definindo o niimero de ouro

Vamos considerar um segmento de reta AB , conforme a Figura 1 abaixo.

Razao durea

.

Figura 1 - fonte :[24].

Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razdo durea, isto é, em

/s - AB BC
média e extrema razao, se — = —.
BC AC

De acordo com esta defini¢do, chamando AB = a ¢ BC = x, temos que

; . . AB a
AC = a—x e queremos obter o niimero que corresponde & proporgao e
x

De acordo com as informacgoes acima, temos:

S| Rey
S

a T
= - = =2>4+ar—a>=0=
T a—x

B 145  [-1+56
=—a 2 ou rT=a — |

Como z > 0 entao, obtemos finalmente

| o
Sl

a 2 14+v5
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A esse numero obtido, que produz a razao durea, da-se o nome de niumero

de ouro.

é representado pela letra grega ¢ do alfabeto

O numero de ouro ! +2\/5
grego em honra a Fideas (490-431 a. C.), que foi o maior escultor grego, que
tem como principais obras a estiatua da deusa Atena e de Zeus. Também foi o
arquiteto do Parthenon, o templo de Atenas, pois nesta obra é possivel observar
a razao.

Esse nuimero irracional, por se tratar da razao entre duas grandezas que

sempre produz o mesmo resultado ¢, também é conhecido de nimero dureo,

conforme foi definido acima. Com isso, escrevemos:

-
S

~ 1,6180339887498948482045868343656...

3.2 Meétodo grafico da divisao aurea

Existe um método grafico para a obtencao da divisao durea de um segmento,
que cousiste em dividir o mesmo em média e extrema razao (ver [22]).

Por exemplo: Dado um segmento de reta AB, determinar o seu segmento
aureo ou a sua divisao aurea.

A solucao é obtida através de 6 operagoes graficas (ver a Figura 2):

1) Inicialmente determina-se a mediatriz de AB, que corta o segmento no
ponto O, de modo que AO= OB.
2) A partir de B levanta-se uma perpendicular a AB.
3) Com centro em B e raio BO, determina-se o ponto C.
1)
)

Traca-se o segmento CA.

5) Com centro em C e raio C'B, determina-se D, sobre CA.
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6) Com centro em A raio AD, determina-se E, sobre AB .

Divisdo durea

i
w7 p'."}"
AT
Pigpe
} e
Do
.
X
-
e i ,l‘ I
- e
-t ¢ BN
T
"* ] ] ﬁ“\-
t'r ¥ 1 ~_uh"'

K -1 H g
A Oy E B
1

T E
4
Figura 2 - fonte :[22].
AB AE
0 _

=22 — 22 ~1,618034...
AE FEB

A justificativa matemédtica para este método grafico é baseada no Teorema
de Pitagoras, aplicado no tridngulo ABC, e na equivaléncia de segmentos, sendo

a seguir detalhada:

AC° = AB%+ BC?



- - __ AB
e sabe-se que AC = AD + DC (II) ; AD = AFE (III) e que BC = (IV).

De (I) , (IT) e (IV) , temos:

\/ AB" + BC"
2

i —
AB\’
AD + DC — || 4B +<)

De (III) e (IV), temos:
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AB (V5 +1)

AE 2

:B = 1,618034... .
AE

O que confirma que AE como sendo um segmento dureo de AB.

3.3 Meétodo para obter geometricamente o segmento aureo

A seguir, segue um outro método para obter de forma geométrica o segmento
aureo (ver [5]).

Seja o retangulo ABFG formado por dois quadrados de lados iguais a um
(ver Figura 3).

Com isso, temos que AF = V5 .

Tomando H como centro e HF como raio, traca-se um arco cuja interseccao

com o prolongamento de IE d4 origem a um ponto D .

Segmento dureo I

A1 I B
1 H

S F
G E

D C

Figura 3 - fonte :[5].
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Com isso, temos:

HF =HD =

| S

Com isso, temos:

S
-
S

ID=1H + HD =ID= - + =ID=

N | =

Assim, verificamos que o segmento ID ficou dividido em média e extrema

razao pelo ponto F, formando também o retangulo aureo.

3.4 Método de obtencao do segmento aureo no circulo

E possivel obter um segmento dureo também em um circulo de raio unitario,
conforme a construgao a seguir (ver Figura 4).
Seja o circulo de raio r = 1.

Obtém-se o ponto médio de OC, indicado por M.

<

Com isso, temos o tridngulo AOM retangulo em O, com OM= - e OA= r.

DN

Tomando M como centro e AM como raio, traga-se um arco cuja intersecc¢ao

com OB, dando origem ao ponto D .
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Segmento dureo I1

B
D
Figura 4 - fonte :[5].
Através do teorema de Pitagoras, temos:
2
(4M)° = (A0)° + (MO)’=(AM)" = r* + 7“7

Mas como r = I , temos que:

Logo, o segmento OD sera:

OD= MD - OM ,

Por construgao, temos que AM= MD.

Segue disso,




Assim,

CD = CO + OD=CD= 1+

-1 1
\/52;$ +5

3.5 O retangulo aureo

Se a razao das medidas de um retangulo obedece a razao aurea, este é chamado

de retangulo dureo(Figura 5).

Retangulo dureo I

Figura 5 - fonte :[24].

Proposi¢cao 3.1: A razao durea entre os lados do retangulo dureo é a razao
aurea.

Retangulo daureo IT

Figura 6 - fonte :[24].

40



Demonstracao: Com base na Figura 6, temos:

A8 EF

AD FB’
Tomando EF = AD =z , AB = a , temos FB = a — z e disso,

a T
— =" = tar—a?=0.
r a—x

Como z é positivo, obtemos

_ —a++y/a®+4a®  —a+aVh

Tr =
2 2
a(—1+ V5)
B 2
z \/g — 1
2
Assim:
a 2 b+l
T 5-1 2 7
EF - . L N
Portanto, 5 = ¢ e, entdo, o novo retangulo BCEF, interior ao primeiro,

também é aureo.

Assim, o retangulo BCEF é proporcional ao retangulo ABCD.
Novamente, construindo um quadrado no novo retangulo dureo interior ao
primeiro, obteremos outro retangulo interior a este segundo, também nas pro-

porcoes aureas, e esse processo € infinito, sempre guardando essa proporcao

aurea (Figura 7).
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Retangulo dureo IIT

Figura 7 - fonte :[24].

Podemos desenhar uma espiral, uma vez tendo desenhado a “infinita” su-
cessao de retangulos aureos.

Uma vez tendo esses retangulos, podemos simplesmente tomar o encontro
das diagonais, e ir desenhando a espiral pelos quadrados destacados da seguinte
maneira: desenhando o quarto de circunferéncia contido em cada quadrado.
Disso, temos que a espiral construida preserva a razao durea(Figura 8).

De forma ludica, podemos associar de forma bem curiosa que a natureza

escolheu esta forma espiral para formar varias coisas.

FEspiral de ouro

Figura 8 - fonte :[24].

Tal espiral é conhecida como espiral de ouro.

42



3.6 Meétodo para obter geometricamente o retangulo aureo

Primeiramente devemos construir um quadrado de lado unitério(ver [5]).

Em seguida, determinamos os pontos médios de um dos lados e do seu lado
oposto(Figura 9).

Nesta apresentacio, encontramos o ponto médio de AB e indicamos pelo
ponto E e o ponto médio de DC e indicamos pelo F'.

Com isso, usando a diagonal FB do retdngulo EBCF como raio, traca-se um
arco que interceptara o prolongamento de DC em G.

Em G ergue-se uma perpendicular que interceptara o prolongamento de AB

em H.
Retangulo dureo geometricamente
A B A E B A E B H
\\
]
D C D F (- D F C G
Figura 9 - fonte :[5].
Justificativa:
Temos que:

DF = FC = ; , BC = GH =1 e por construcdo, FB = FG.
Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos que: ,

(FB)’ = (BC) + (FC)’ = (FG)* =12 + <;> ~Fe-Y.
Segue disso,

. 1++5

DG =DF +FG = DG = = DG =

+

N |
Sk
ot



Assim, o novo retangulo AHGD é um retangulo aureo, sendo valida a relagao

DG _
Ga 7~

3.7 O retangulo de ouro e suas aplicagoes

Neste segmento, vamos apresentar algumas situagoes da natureza, da arqui-

tetura e do dia a dia em que aparecem o retangulo de ouro.

A concha do caracol Nautilus, se desenvolve através de uma espiral de ouro.

Ele possui raios crescentes na proporgao do numero de ouro ¢ (Figura 10).

Caracol Nautilus

Figura 10 - fonte: [21].

A seguir, segue a foto de uma galdxia, que também apresenta o formato da

espiral de ouro(Figura 11).
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Galdzia

Figura 11 - fonte: [14].

Nas artes, podem ser citadas obras como: A Mona Lisa(Figura 12) de Leo-

nardo da Vinci e A Criagdo do Homem de Michelangelo( Figura 13).

Mona Lisa

Figura 12 - fonte: [4].
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A Criagdgo do Homem

Figura 13 - fonte: [2].

Ainda nas artes, como foi citado em [5], Leonardo da Vinci associou a figura
do corpo humano & geometria e do nimero dureo. Ele encontrou, ao conhecer
o livro De architectura, do arquiteto romano Vitruvio os seguintes dizeres: “O
corpo humano constréi-se a partir do circulo e do quadrado”, dai foi que ele fez

o célebre Desenho de Veneza, mais conhecido como Homem Vitruviano(Figura

14).

Homem Vitruviano

Figura 14 - fonte: [5].
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Na arquitetura, existem varias aplicacoes do retangulo de ouro. Entre elas,
podemos citar o Parthenon, na Grécia(Figura 15) e a Catedral de Notre Dame,

na Franga(Figura 16).

Parthenon

Figura 15 - fonte: [9].

Catedral de Notre Dame

Figura 16 - fonte: [3].
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Como foi apresentado por Gyorgy Doczi em [7], estudo feito com uma varie-
dade de peixes, verificou-se que suas silhuetas se encaixam em retangulos dureos,
com seus multiplos e reciprocos em retangulos dureos, por vezes combinados com

quadrados (ver as Figuras 17 ao 20).

Linguado

Figura 17 - fonte: [7].

Mangangd-liso (Scorpoaenidae)

Figura 18 - fonte: [7].
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Peize-rei (Lambris regio)

P=1/.6/8
£ L-0.6/8 /o T

0.6/8

2

/.0

Figura 19 - fonte: [7] .

Perca da rebentagdo - (Embriotocidae perciformes)

2.236=\%
B $=1.618 4-0.6/8

Al
-y \;;r., ]

Vv y Vot
RS
WY 3 N0
RUNGARIN

\

Figura 20 - fonte: [7].
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3.8 A relagao do niimero de ouro e o pentagrama

Nesta se¢ao sera discutida a relacao entre o niimero de ouro e o pentagrama.

Para isso, inicialmente serd necessario encontrar os valores de seus angulos in-

ternos.

Pentdgono Regular I

A

Figura 21.

Sabendo que o angulo interno a; de um poligono regular de n lados é dado

pela férmula

=—7,1=1,2,3 4,95.
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Pentdagono Regular IT

A
/\E
C D

Figura 22.

Observando que o triangulo ABE indicado no pentiagono da Figura 22 é

isosceles, com angulo A= ?Wmd, e observando que ABE= BEA = z, temos:

a4 s a= Trad
r+rx+—=71=x=—rad.
5 5

Agora, marcando a diagonal AD, obtemos um ponto P no segmento BE, que
determinard um tridngulo APE, que também é isdsceles, assim como o tridangulo
ABE(Figura 23).

Pentdgono Regular ITI

A
AE
P
C D

Figura 23.

Além disso o triangulo ABE é semelhante ao triangulo APE (Figura 24).
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Pentdagono IV

Figura 24.

Assim pela semelhanca de tridngulos, temos:

BE .EP =AB . AE.

Mas, como BE = BP + PE ¢ AB = AE, temos:
(BP + EP).EP = AB".
Segue disso,
BP.EP + EP’ = 4B,
Dividindo esta igualdade por EP, obtemos:

P+FEP= .AB,

==

Agora, dividindo esta igualdade por AB e lembrando que BP=AB, temos:
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14+ —= = =—.

Assim, chamando 5P =y , encontramos a equacgao:

1
1+§=y:>y2—y—1=0,

que possui como raiz positiva:

Com isso, demonstramos que % = ¢, isto é, o ponto P divide o segmento BE
na razao aurea.

Finalmente, ao tracarmos a altura do triangulo isésceles APE, relativa ao
lado AF, determinaremos um tridngulo retangulo PEM, reto em M , onde

AM = ME(Figura 25).

Pentdagono Regular V

Figura 25.

Com isto, pela trigonometria do tridngulo retangulo, temos:

<[

T . ME
cosg 7cosAEP7ﬁ =

=
3
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lembrando que AE = AB = BP, segue disso,

AE
- 59 BP 1 o
AEP =2 -2 ~_ 7
cos EP EP 2 2
Com isso, temos que:
T %) 1+5
c0s — = — = .
5 2 4

3
De forma pratica podemos determinar o cos Tgmd (54°). Para isso basta

3T 0 .
notar que sen Emd = cos (3’1“&(1) , e disso temos:

3 3 P2 \/4— 2 1
—_— = — ——)2 = _— = = — — 2
cos 7 \/1 (sen 10) \/1 1 1 5 4—9

g 1+2vh+5 1
4 S 2

\/ 6+2\/5:1 345

Tracando as diagonais do pentdgono, obtemos uma estrela, e ao centro um
pentdgono, semelhante ao anterior. Essa estrela obtida com o tracado de todas

as diagonais é também chamada de pentagrama(Figura 26).
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Pentagrama I

Figura 26.

Podemos ir construindo pentidgonos semelhantes ao primeiro “ao infinito” e

esta razao durea se perpetuard(Figura 27).

Pentagrama I

A

108° 36°

s
N\
Figura 27.

3.9 Relagao entre o pentagono regular e o namero de ouro

Agora, iremos demonstrar que a razao entre a medida da diagonal do pentdgono
regular e a medida de um de seus lados é exatamente o niimero de ouro.
Para isso, com os dados obtidos anteriormente, podemos perceber que os

tridangulos ACD e CDF da Figura 28 a seguir sdo semelhantes.

99



Pentdagono VI

A

Figura 28.
Nomeando AC por z e CD por y , percebemos também que CD = CF =

AF =y . Logo, se AC = AD =z , temos que DF'= z — y (Figura 29).

Pentagono VII

A

Figura 29.
AC CD
Da semelhanga — = — temos:
CD DF
EZ Yy :>y2:l’2*yl’:>$2*y$*y2:0-
y =y

Resolvendo esta equagao em z, e calculando a raiz positiva, obtemos:

y+ VvV +4y°

2

Tr =
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onde z é a medida da diagonal do pentdgono regular e y é a medida de seu lado,
concluimos que a razao entre a medida da diagonal do pentdgono regular e a

medida de um de seus lados é exatamente o numero de ouro.

T
Z=o.
Y
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4 Fracoes continuas
4.1 Definicao

Neste capitulo sera apresentado a forma aproximada de representar niimeros
irracionais através da forma de fragoes continuas.

Porém inicialmente, vamos mostrar a definicao e aplicacao das fragoes continuas
na representagao de niimeros racionais e suas principais propriedades.

Para isso vamos apresentar o método usado para determinar o méximo di-
visor comum entre dois ntimeros através do algoritmo de Euclides, ao qual tem
grande influéncia no calculo das fragoes continuas.

Inicialmente, vamos encontrar o méximo divisor comum entre dois niimeros.
Como exemplo, vamos determinar o m.d.c. entre 75 e 26 através do processo

das divisGes sucessivas.

75 =2x26+ 23

26=1x23+3

23 =7x3+ 2
3=1x2+1
2=2x1+0.

Assim, o m.d.c.(75,26) = 1., uma vez que 1 é o tltimo resto nao-nulo nesta
sequéncia de divisoes sucessivas.
Logo, de forma imediata dessas igualdades, é possivel expressar o nimero

. 75 .
racional % da seguinte forma:

2 1 1 1 1
LR U RN S SN S S
26 26 26 142 14 o 1y
23 23 73 .2
3 3
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1
:24’71:24‘ 1
1+771 1+771
s T

2 2

Dizemos que esta ultima expressao é a fragdo continua que representa o

numero racional —.
26
A representagao mais usual desta fragdo continua é [2,1,7,1,2].

Assim, chamamos de fracao continua, uma expressao de forma:

ay + 1
a2+—1
ag + —————

aq +

a5+ ...

sao denominados de quocientes parciais.

onde ay, ag, as, ...
Como foi visto acima, na sequéncia de divisdes sucessivas para obtencao do

n, sao, de

maximo divisor comum de 75 e 26, os nimeros a;’5, com i = 1,..

fato, quocientes daquelas divisoes.
Quando o ntimero de a;’s for finito dizemos que a fracao continua é finita

e, caso contrario, dizemos que € infinita.
Uma expressao como foi citada acima, serd denotada por [ay, ag, as,...] €

,an] é a notagao para:

[a;,az, a3, ...
1

(L1+
an + —
az+

1

—
An—1 + An,
Agora, veremos uma caracteristica que podemos observar na representacao

de um ndmero racional negativo, através de uma fragao continua.
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Como exemplo, vamos expressar o racional 5 como uma fragao continua.

Verifica-se de forma simples que,

-42=-9x5+4+3

5=1x3+2
3=1x2+4+1
2=2x1+4+0
Logo,
2 _ 03 _ g1 o1 o]
IR Svs S v
3 3 3
2
1
:79+1 I
+1+1
2
. 42
Assim, —— pode ser representado por [-9,1,1,2].

Como foi observado, apenas o primeiro quociente pode ser negativo. Como
isso podemos concluir que na fracdo continua [a; ag as, ...] todos os a;’s s@o

inteiros positivos, com a possivel excecao de a;.

E ébvio que toda fragao continua, simples, finita [a; ag as, ..., a,] representa

um numero racional.

Vale ressaltar que chamamos de fragao continua simples, quando todos os

a;'s sao representados por niimeros inteiros.

Assim, como exemplo, vamos considerar a sequéncia 2,5,6,7,3 e a fragao

continua representada por [2,5,6,7,3], isto é,

24 ———
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pode ser representada por um nimero racional

Assim,
1 1 1
2+5—1:2+5 i :2+5 T
+671 +671 +673
taryT i) D)
3 3
1 1 1
=2+ — =2+ =2+ —5
5+ 3373 5+ 135 5+ T3z
22 22
Lo L, 135 13944135 152
- 675+22 7 697 697 697

135

Teorema 4.1
Todo niumero racional pode ser representado de duas maneiras distintas sob

forma de fragao continua.

Para apresentar de forma mais clara este teorema vamos representar o niimero

racional 26’ representado, como vimos no inicio deste capitulo na forma [2,1,7,1,2],

mostraremos também de outra formas:

75 23 1
) =2
26 LT +1 3 * 1
+% 1+72
7 —
+3
1 1
1+ 1 1+ 1
7+1+1 7+1+ 1
2 1
2 145

Assim teriamos duas representagoes de fracdo continua para o nimero raci-

75
onal — = [2,1,7,1,2] = [2,1,7,1,1,1].
E importante ressaltar também um fato que como % pode ser representado
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pela fragdo continua [2,1,7,1,2] e como:

26_0 1
T
26
segue disso
26 1
— =0+
1 ’
(& 2+—1
1+
1
7+71

26
temos que, — =[0,2,1,7,1,2].
75
Na realidade temos, em geral, que se a representacao continua do nimero

. a . ~ ~ .
racional —(a > b) é dada por [a; ag.as, ... , a,], entdo a representacao — é dada
a

por [ 0,a;,a2,a3, ... ,a,].

Esta citacao é consequéncia imediata do fato de

Teorema 4.2.
Qualquer fracao continua simples finita representa wm numero racional. Re-

ciprocamente qualquer numero racional pode ser representado por uma frac¢do

continua simples finita.

Para fazer a demonstracao, precisamos do teorema de Euclides.
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Teorema: Algoritmo de Fuclides
Dados dois ntimeros inteiros men, y > 0, 3 um unico par de inteiros a e r tais

que:

m=an—+r, com0<r<m

(r=0 = n/m)

Caso haja interesse, sua demonstragao estd presente em [25]

Demonstracao: A demonstracdo da primeira parte é imediata, pelo fato
de se tratar de uma fragdo continua simples finita.
. . 4 . m
Assim, consideremos um nimero racional — qualquer.
n

Pelo Algoritmo de Euclides, temos:

m 71
— =a; + —.
n n

3

Se r = 0, e — é um numero inteiro, nao temos nada que provar.
n

Mas, se r; # 0, entao:

n
Fazendo o mesmo para —, temos:
1

n o n
— =ag9+ —, ondeay = —.

1 1 T1
m
Se rg = 0, temos — = a; + — =[ay, ag].
n ag
Se 1o # 0, temos:
- -
— =as + —.
T1 ﬁ
T2
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. . . T2
Assim, repetimos o mesmo procedimento com —.

1
1 3 T1
— =ag+ —, ondeag = —.
T2 T2 T2

A partir disso, observamos que o processo termina quando rp= 0 para algum
k, o que ocorre, pois n > r; > rg > r3 >... > r; é uma sequéncia decrescente
de nimero inteiros positivos.

Temos entao:

Concluindo que, ao encontrarmos um r; = 0 , temos:

m
— =a + 1 . O
n
a2—|— 1
a3+ 1
as +

4.2 A razao de ouro e a fragcao continua

Apés estudarmos as fragoes continuas com os niimeros racionais, nesta secao
estaremos descrevendo formas de representar nimeros irracionais em fragoes

continuas infinitas.
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Para isso, vamos descrever um processo de obtengao de aproximacoes suces-
sivas, por nimeros racionais, para um numero irracional segundo(ver [20]).

Considerando a equagao quadratica:

Segue disso:

22 —pr—1=0

como um tema muito utilizado na escola de ensino fundamental e médio. A
partir dela, considerando x #0, e isolando z , e em seguida dividindo ambos os

termos por z obtemos:

xzsz—i—l
1
r=p+ —.
T

Por recorréncia, substituimos a expressao anterior na prépria equagao.

Assim, temos:

1
x:p—i—il.

Pt
T

Continuando com este processo inliimeras vezes, escrevemos a seguinte relagao:

r=p-+ i
D+ i
p+ 1
L
p+ T
p+p+...

Um exemplo matemaético que representa tal forma é o niimero de ouro, ao
qual citamos no inicio desta pesquisa. A razao aurea representa uma fragao

continua que pode ser escrita da seguinte maneira:
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1
1+ i
1
+1—1—..
r=1+—
T
rz+1
xTr =
x

2—x—-1=0.

1++5

1%

Resolvendo esta equacao, obtemos como solugao o ntimero de ouro
1,6180340... = ¢.

A partir desta forma de representar um nimero irracional na forma de fragoes
continuas, vamos escrever alguns desses nimeros, iniciando por v/2.

Segundo [20], um dos possiveis modos de obter V/2 seria representé-la numa
equacdo do 2° grau. Com isso, podemos escrever z + I = /2 e elevando ambos
os membros ao quadrado, obtemos (z + 1)2 =2, chegando a z° + 2z = 1.

Segue disso,

t+1=V2=z@x+2)=1=>z=
T +2

Por recorréncia, substituindo-se = = no segundo membro desta ex-
pressao, seguindo o mesmo procedimento realizado no inicio deste item, pode-

mos escrever
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Assim, como, ja foi citado anteriormente, com uma fracao continua simples,
podemos representar /2 = [1;2;2;2;...] = [1;2] como uma fracio continua,
neste caso, infinita.

Assim, este algoritmo mostra que um numero irracional tem sua repre-
sentacdo infinita na forma de fracdo continua, mas néo existe correspondéncia
inversa.

Foi citado em [20], que existe um outro procedimento para expressar uma
fragdo continua. Segundo [20], este procedimento foi dado pelo matemético
Rafael Bombelli, no século XVI.

Teorema 4.3 : Sendo z = VN = Va2 +b, com N € N e a, b nidmeros

inteiros positivos, obtém-se uma fracao continua da formas:

b
at 2a + e
Demonstracao:
E dada a expressao:
VN =+/a? +b,
Segue disso,
b
N=0a*+b=—= N-a?> =b—=—= (VN—-a).(VN+a) =b = (VN—-a) = — .
\/N—I— a
Porém,
VN-a=— "
20+vVN —a

Aplicando-se sucessivamente o resultado anterior, temos:
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2a+ -+
Assim, vamos aplicar esse procedimento para mostrar a representacao da /2

como fracao continua.

1
V2=V12+1=1+ I

2.1+

2+ i

1
24 ...

2+
2+

Mas segundo [20], em 1572, o matemdatico Rafael Bombelli utilizou a de-
monstracao a seguir para representar a raiz quadrada de 13.

Assim, considerando, a = 8 e b = 4,de x = /13, temos:

4
VIB=V34+4=3+ ——Fp—
6+ ——F—

6+

64 ---

Mas, segundo como foi citado em [20], outro matematico, Leonard Euler, em
1737, ele também representou /13 como uma fracio continua, porém através
de outro procedimento.

Para esse procedimento, consideremos: dado um nimero irracional =, pode-

mos escrevé-lo como:
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1 1
r=ay+—, VO< —<1.
T T

Seguindo a mesma ideia, temos:

1 1
T =a1+—,0< —<1.

T2 To
Assim,
1
T =ag+ i
a + 1
az +
a3 + oo

Utilizando este procedimento, para v/2,temos:

V2=14+vV2-1.

1
Escrevendo ag =1 ¢ — = /2 — 1, temos:
x

1 B
[ :vz—\/é_l.\/§+l—\/§+1

A partir dai, temos:

V241=24+(V24+1)-2 = a;=2e L =v2-1.
T2

1 V2+1
To — . :\/§+1
{ SRR ES
Segue disso, que:
1 1
V2 =1+ = V2=1+
V2+1 9+ 1
V2+1
1 _
V2=1+ i =[1,2]
2+ T
2
tor
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5 A sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo, vamos analisar uma importante sequéncia, que estd rela-
cionada ao numero de ouro, e que surgiu a partir de um curioso problema
matematico proposto pelo matematico Leonardo Fibonacci, também conhecido

como Leonardo de Pisa.

5.1 O problema da reproducgao dos coelhos

“Um homem po6s um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro
por todos os lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse
par em um ano se, supostamente, todo més par dd a luz um novo par, que é
fértil a partir do segundo més?” (ver[22])

Considerando as condigoes do problema, vamos ver o processo de reproducao

meés a mes:

e No primeiro més, o casal inicial é filhote, temos, assim, um casal de coelhos.

e No segundo meés, temos ainda o mesmo casal de coelhos, mas ja é adulto

e, portanto, fértil.

e No terceiro més, temos o casal citado acima e mais um casal de filhotes

que é gerado por eles. Portanto, temos dois casais de coelhos.

e No quarto més, temos o casal adulto inicial, mais o casal jovem do meés
anterior, que ja se torna fértil, e mais um novo casal do primeiro casal de

adultos, temos, portanto, trés casais de coelhos.
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e No quinto més, temos o casal inicial de adultos, que produz um novo
casal de filhotes, o segundo casal de adultos, que produz outro casal de
filhotes e o casal de filhotes produzido no més anterior, que se torna fértil.

Temos, portanto, cinco casais de coelhos (dois casais de adultos mais trés

de filhotes).

e No sexto més, teremos trés casais de adultos que produzirao trés casais
de filhotes, mais dois casais de filhotes. Portanto, teremos oito casais de

coelhos (trés adultos mais cinco filhotes).

e No sétimo més, teremos treze casais de filhotes (cinco adultos mais oito

filhotes).

e E assim por diante.

Na Tabela 1 a seguir, representamos os dados do problema de Fibonacci.

’ Meés ‘ Numero de pares de adultos Numero de pares de filhotes | Total de pares de coelhos

1° 0 1 1
20 1 0 1
30 1 1 2
40 2 1 3
59 3 2 5
6° 5 3 3
7° 8 5 13
80 13 8 21
90 21 13 34
109 34 21 95
11° %) 34 89
12° 89 95 144

Tabela 1 - Problema da reproducdo de coelhos.
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Podemos reparar que, a partir do terceiro més, o nimero de casais de coelhos
num certo més é exatamente igual a soma do nimero de casais dos dois meses

anteriores. Assim, listando a sequéncia, temos:

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...} .

Isto motivou Fibonacci a definir esta sequéncia, conhecida atualmente como

a Sequéncia de Fibonacci ou Sucessao de Fibonacci.

5.2 Definicao

Chamamos de sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por {1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, ...}, onde os termos dessa sequéncia chamam-se nimeros de
Fibonacci. Podemos reparar que, a partir do segundo termo, cada termo da
sequéncia é igual & soma dos dois termos anteriores(ver [24]).

Porém, chamando f,, o numero de Fibonacci encontrado na posi¢ao n da
sequéncia anterior, podemos dar uma definicdo recursiva para essa sequéncia:

Chama-se sequéncia de Fibonacci, a sequéncia definida recursivamente, por:

f1 :f2:17

fn+1 :fn +fn71;v n>2.

A partir desta definicdo, podemos apresentar propriedades.

Proposicao 5.1: Dois nimeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre
St.

Demonstragdo: Sejam f,e f,+; dois nimeros de Fibonacci consecutivos.

Mostraremos que o méximo divisor comum entre f,, e f,+; € igual a 1,vVn.
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Por absurdo, se para certo ny tivermos m.d.c.(f,, fo+1) = d #1,

segue que

d | fnae d | fn0+1'

Como fn0+1 :fn0+ fn0—1 ed | fno-‘rle d | fnm

segue que

d| fng—l-

Entao,

d |fnoe d | fn071~

Mas, fn, =fn,—1+ fa,—2 €, pelos argumentos anteriores, podemos concluir

que

d| fno—,@-

Seguindo estes raciocinios, chegamos a d | fee d | f;, mas f;= fo= 1 e, entdo,
temos d | 1, ou seja, d = 1.
Porém isto contradiz a hipotese de que d+# 1, o que é um absurdo!

Logo, m.d.c.(fu, fn+1) = 1, Vn. O

Proposicao 5.2: Seja (fn) a sequéncia de Fibonacci, Yn > 1, valem as

propriedades:

(a) Z fi= fog2—1.
i—1
(b) Zj:l feic1 = fon-

Demonstracao:
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(@) 3" fi= fure—1.
1=1

Vamos demonstrar esta propriedade, por indugao, mostrando que

f1+f2+f3+---+fn :fn+2 —1.

Para isso, podemos notar que, para n = 1, temos:

fi=1¢e fiyo—1=fs—-1=2-1=1.

Assim, f; = fiy2 =1, paran = 1.
Logo, se vale para n = 1, mostraremos que ela também ¢é valida pra n + 1,

ou seja, vamos mostrar que:

fl +f2+f3++fn+1 :fn+3—1.

Assim, supondo que a igualdade requerida seja véalida para um certo indice

n, isto é, que vale :

fl +f2+f3+...+fn:fn+2*1.

Para demonstrar que a igualdade anterior é véalida para n + I, somamos

fnt1 em ambos os membros da hipdtese de inducao e notamos que
fn+1 +fn+2: fn+3 .
Segue disso,
f] +f2 +f3 +... +fn +fn+1 :fnJrQ -1 +fn+1

fl +f2 +f3 +-~-+fn +fn+1 :fn+3 -1
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Assim, demonstramos que f;+fo+fs+... + fr = fare — 1, Vn > 1.0

@iﬁH:m.

Vamos demonstrar esta propriedade, por indugao, mostrando que

fi+fs+fs+.. 4 fone1 = fon.

Para n = 1, podemos verificar que vale a propriedade, pois basta observar
que f; =fa =1.

Logo, se vale para n = 1, mostraremos que ela também é vélida pra n + 1.

Assim, supondo que a igualdade requerida seja védlida para um certo indice

n, isto é, que vale :

fi+fs+fs+.. 4 fone1 = fon.

Para demonstrar que a igualdade anterior é valida para n + I, somamos o
préximo termo impar fo,4;em ambos os membros da hipdtese de indugao.

Segue disso,

fi+fes+Tfs+ ..+ fonet + font1 = fon + fonti-

fi+fos+fs4+ ...+ fonei + font1 = fonya.

Assim, demonstramos que f; + fs + f5 + ...+ fon—1 = fon, VR > 1. O

Proposi¢cao 5.3: Seja f, =fn—2 + fu—1, com n > 2, a forma generalizada
da sequéncia de Fibonacci, vale a propriedade:

S = 2t faes — 1.

Bemonstragdo:

Iniciemos calculando o somatério do primeiro até o n-ézimo termo.

Sabe-se que: fs = f1 + fo, com isso, f;1 = fs — f2.
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Logo:

fi=1fs—f2

Je=Ff;—1[s

fs=1fs—fa
fn—] :fn—s—l*fn

Jo = fn+2 - fn+1

fi+fo+fos+ . Afooi +fo=fag2 —f2

Porém, fo = 1,¢e frnye = fo + fot1-
Com isso, Y fi = fon + fay1—1.
i=1

Mas, fn+1 = fn +fn—1~
n 1

ASSima Zfi:fn‘i’fn‘i’fn—l*léan:an‘i’fn—l*l- d
=1 n

5.3 Curiosidades

Existem muitas situacoes em que a sequéncia de Fibonacci aparece. No
triangulo de Pascal, por exemplo, é possivel perceber que a sequéncia de Fibo-
nacci pode ser obtida somando os elementos das diagonais do referido triangulo.

Podemos observar esta situacao no esquema da Figura 30 a seguir.
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Triangulo de Pascal e a sequéncia de Fibonacci

Figura 30 - fonte: [19].

Na natureza é possivel observar que algumas plantas, de forma curiosa, pos-
suem numeros de Fibonacci .

Por exemplo, na maioria das vezes, as margaridas tém 13, 21, 34, 55 ou
89 pétalas(Figura 31). Muitas flores possuem 5 pétalas(Figura 32) ; os trevos

normais possuem 3 folhas( Figura 33).

Margarida

Figura 81 - fonte: [17].
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Flor com 5 pétalas

Figura 32 - fonte: [1].

Trevo de 3 folhas

Figura 33 - fonte:[13].

Podemos perceber também que as ramificagoes de algumas drvores, também
apresentam a sequéncia de Fibonacci, primeiramente um galho, que se ramifica

em dois e depois em trés e assim por diante(Figura 34).
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Os ramos de uma drvore e a sequéncia de Fibonacci

= N NAVYIVAV Y =
R VAN | VA/A RV

8 8
5 5
3 3
2 2

Figura 34 - fonte:[12]

Lembrando que esta caracteristica nao é sempre que acontece, é apenas
em algumas arvores, mas mesmo assim, vale ressaltar essa “coincidéncia” ma-

tematica com a sequéncia de Fibonacci.

5.4 Os numeros de Fibonacci e a razao aurea

E possivel observar, conforme serd apresentado a seguir, que a razao entre
dois nimeros de Fibonacci consecutivos, aproxima-se do nimero de ouro ¢.

Assim, sendo:

(fn) =(1,1,2,3,5,8,13,21, ...).

E possivel perceber que:

fo_1_ 1. fs_2 _ g f1_3 _1 5.6 _5_ .
oty b2 ot =2 21,666
fo — 8 _ LI 18 . fis _ 233 _

b= 81,60 =12 = 1,625, ... 2 =25 = 1 6180555...
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fn+1

Considerando = r, , podemos representa-la graficamente, indicando o

n
eixo horizontal com o indice n e o eixo vertical com os respectivos valores de

ry(ver Figura 35).

Percebe-se que a sequéncia tende a um valor entre 1,5 e 2, se aproximando

do nimero de ouro (ver [10]).

Grdfico - Sequéncia de Fibonacci

Figura 85 - Imagem construida no software: Geogebra.

Assim, podemos perceber que a medida que o indice n aumenta, a razao

fnJrl . . , . . .
= 7 vai aproximando-se do nimero ¢ . Para isso, iremos utilizar alguns
n

n
conhecimentos de convergéncias de sequéncias.

.~ ~ fn+1 ,
Proposzg:ao 54 A razao f converge para O numero de ouro.
n

Demonstragao: Inicialmente, nota-se que, para n grande, e lembrando que

foae1 = fo + fa_1, é possivel escrever

fnJrl _ fn"‘fnfl _ f;n fnfl _ fnfl
[ A A P
1 1 1
=1+ =1+ =14+ —
.fn fn—1+fn—2 1 fn—2
f"*1 f’ﬂfl * fnfl

81



1 1
14+ — 1+ ———
fn—l fn—2 + fn—B
fn72 fn72
1
1
1+ ——
1 fn—3
+
fn—2
Com isso, estamos representando a razao Jn através de uma fragao
n
continua.
Assim, temos que, de forma recursiva:
1 1
fzzlernzf"H:Z—i- =14+ —,n>2
fn fn Tn—1

fn—]

Por meio da relacao anterior, podemos notar que o limite r da sequéncia
(rn), caso exista, é solugao da equacdo r® — r — 1 = 0, que tem uma tnica raiz
positiva(ver [10]).

De fato, temos que:

Assim,
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ou seja,

onde,

r?2 —r—1=0.

Segue disso, pois,

T = 2 = (P .
. ~ fn+1 ,
Com isso observa-se que a razao 7 converge para o numero de ouro.
n
fn+1 _ 1 1
=1+ — ¢, quando n—o0.
Fa ,
1+
1
1+
1
1
+ 14

Para justificar a passagem ao limite na expressao

1
Tn = +1,
Tn—1

deve-se mostra que, de fato, r, é uma sequéncia convergente.

Inicialmente, observa-se que:
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T = 2 , com n > 3.

B Tneo + 1

Considerem-se, agora, as subsequéncias (r2,,) € (ran+1) de (ry,), ou seja, as
subsequéncias de indices pares e impares, respectivamente.

Por indugao, serd mostrado que (ra,) é decrescente e (ra,41) é crescente.

Com efeito, tem-se que:

(1) 7”2:2>T4:é.

3

(ii) Supoe-se vélido para n = k, isto é,

T2k > T2k+2-

Como a funcao

fle) =2~

o x > 0, é crescente, tem-se que:
x

Tor < T2k+2

= f(rar) < f(rars2)

1 1

=2-— <2—- —
ropt2 +1 Tor + 1

= Tok+y < T2k+2-

Isso mostra que (ra,) é decrescente. De modo anédlogo, demonstra-se que
(ron—1) é crescente.

E importante verificar que (ron) é limitada inferiormente por 1 e (ro,—1) é
limitada superiormente por 2. De acordo com Lima(1976) (ver [10]), ambas sdo

convergentes. Além disso, como satisfazem a mesma relagdo de recorréncia

1
Th—g + 1’

=2 —

podemos concluir que seus limites sao iguais e, consequentemente, toda a sequéncia

(ry) converge para esse mesmo limite, que é o valor r encontrado anteriormente.
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Considera-se, agora, a seguinte sequéncia de fragoes:

1 1 1
1a ) ; P (1)
1+1 1 1
I —— 14—
1+1 141
1+1

Podemos concluir, que tal sequéncia é exatamente a sequéncia:

1 1 1

) ) P
T T2 T3
Com efeito, a sequéncia (1) é dada recursivamente por ¢; = 1 e

1

qn:1+qn71,

n > 2.

Por outro lado, sabe-se do lema anterior que r;= 1 e

com ¢, = —, o limite ¢ pode ser facilmente calculado.
n

Com efeito, lembrando que r,, é convergente e lim r, # 0, obtém-se que:
n—oo

, _ 1 1 V5-1
g= lim ¢g,= lim [—|=—= .
n——>00 n—o0 T

T 2

Vale ressaltar que o limite ¢ encontrado acima corresponde ao inverso do

nimero de ouro . O
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6 Atividades

Nesta secao, serao apresentadas algumas atividades que podem vir a serem
aplicadas aos alunos do Ensino Fundamental e Médio.

Inicialmente, para os alunos se familiarizarem com os numeros irracionais,
o numero de ouro e sequéncia de Fibonacci, duas sugestoes sao os DVDs: Do-
nald no Pais da Matemdgica, da Disney(ver[6]) e O ndmero de Ouro, da TV
Escola(ver[18]).

Uma sugestao interessante seria a leitura de alguns artigos sobre o assunto.
Vale ressaltar que algumas dessas atividades sdo apresentadas pela Secretaria
de Educagao do Estado de Sao Paulo em(ver[15]), e que achei interessante,

apresentar. Entre elas cito de forma adaptada as Atividades 1 e 2.

Entre as atividades, temos algumas que envolvem céalculos e construgoes

geométricas.
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Atividade 1

Material : régua, ldpis, borracha e calculadora.

Como foi apresentado, a figura a seguir é chamada de retdngulo 4ureo,
pois a razao entre seus lados, vale aproximadamente, 1,618. Se tirarmos desse
retangulo um quadrado de lado igual ao lado menor do retangulo, obteremos
outro retangulo aureo, cujos lados também estao na razao durea. Como vimos,
isso pode ser feito continuamente, como mostram as figuras a seguir:

Agora, meca os lados dos quatro retangulos assinalados nas figuras e registre-
as na tabela. Em seguida calcule a razao aproximada entre as medidas do lado

maior e do lado menor.

Retangulo
19

| H
| H
E
| H
| H

Lado maior (cm) || Lado menor (cm)
H
H
H
H

Tabela 2 - Razdo do retangulo dureo

Atwidade - Razao durea

Figura 36 - fonte: [15].

H4 proporcionalidade entre os retangulos destacados na cor vermelha?
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Atividade 2

Material: régua, compasso, ldpis e borracha.

A espiral durea é uma espiral que cresce segundo a razao aurea. O formato
da concha N dutilus (apresentada anteriormente) aproxima-se de uma espiral
desse tipo. A cada quarto de volta, a curva aumenta na razao 1,618, aproxima-
damente. Essa espiral pode ser construida com base no retangulo dureo, como
veremos a seguir.

Para isso, seguem as etapas da construgao desta espiral no retangulo aureo:

19) Usando o compasso, trace um quarto de circunferéncia no quadrado
maior (& direita), com centro no ponto A e raio igual ao lado desse quadrado.

29) Faga o mesmo com o segundo quadrado maior (em cima & esquerda),
com centro no ponto B , de modo a dar continuidade ao arco anterior.

392) Repita essa construgao para todos os quadrados internos ao retangulo.

O resultado final é a espiral aurea.

Atividade - Espiral durea

0
"

Figura 37 - fonte: [15].
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Atividade 3

Material: compasso, esquadros, régqua, ldpis, borracha e calculadora.

Construa um pentagono regular inscrito a uma circunferéncia a partir das in-
formagoes a seguir. Ao final vamos calcular a razao durea presente no pentagono.

12) Escolha um ponto C' qualquer e com o compasso, trace uma circun-
feréncia com um raio qualquer.

29) Com os dois esquadros, trace dois didmetros perpendiculares entre si,
um horizontal e um vertical. Marque os pontos A e B para o didmetro vertical,
sendo A o ponto superior e o ponto B o ponto inferior. Marque também, os
pontos D e E no diametro horizontal, sendo D o ponto a direita de C' e o ponto
E a direita de C.

39) Divida o raio CD ao meio e marque o ponto X.

4°) Com centro em X, trace um arco com abertura de raio AX , de modo
que intercepte o diametro horizontal, marcando o ponto Y . Este segmento AY
serd o lado do pentagono regular.

52) Com o compasso, marque a medida de AY , a partir de A. Ligue os pontos

encontrados na circunferéncia, obtendo assim um pentagono regular AFGHI .

Qs
=8

6°) Trace o segmento AG e calcule a razdo

Atividade - Construg¢ao de pentigono reqular

Figura 38 Figura 39
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A
2
o E\ v Al >o
2
s

Imagens construidas no software: Geogebra.

Figura 40 Figura 41
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Atividade 4

Material: folha de papel, régua, ldpis e tesoura.

Utilizando uma tira de papel, construa um pentagono.

Atividade - Pentdgono de Papel

Figuras 42, 43, 44, 45 e 46 - fonte: proprio autor.

Trace uma diagonal neste pentdgono. Em seguida calcule a razao entre a

medida desta diagonal pela medida de seu lado.

Atividade 5

Material: ldpis, borracha, calculadora e objetos que tenham a forma retan-
gular ou que lembrem um retangulo de ouro: cadernos, cartoes, tv de tela plana,
livros diddticos, carteira escolar, . . .

Nesta atividade os alunos deverao determinar o comprimento e a largura
desses objetos.

Com esses valores, devera ser feito a razao entre o comprimento e a largura.

Em seguida comparar com os outros alunos os resultados obtidos.
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Atividade 6

Material: ldpis, régua, esquadro, folha de papel e compasso.

19) Com o auxilio de uma régua de um esquadro, construir um quadrado de
lado AEFD.

29) Marcamos o ponto médio no lado AE, e indicamos como ponto M.

32) Com o compasso, tragamos um arco com centro em M e raio com medida
MF.

49) Prolongamos o segmento AFE, até que encontre um ponto que intercepte
o arco tracado anteriormente, e indicamos como ponto B.

59) Tragamos uma perpendicular em B.

69) Prolongamos o segmento FD, de modo que encontre um ponto que

intercepte a perpendicular tracada anteriormente e indicamos este ponto por C.

Atividade - Construgao de retdngulo de ouro

u
it

Figura 47 - Imagens construidas no software: Geogebra.
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Atividade 7

Material: ldpis, borracha e calculadora.

A partir de conhecer o método de extracao de raiz quadrada, determine as
raizes a seguir, seguindo o mesmo padrao. Depois faga a comparagao entre seus

colegas e também verifique na calculadora.

VAT, V755 /90.
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7 Apéndice

Nesta pesquisa da incomensurabilidade, fizemos um estudo de caso do nimero
de ouro, o que para alguns, pode ter sido o primeiro niimero irracional conhecido,
precedendo até mesmo o mais famoso deles, o 7. (ver [5]).

Porém, entre os nimeros irracionais, as raizes estao muito presentes nos
calculos do dia a dia. Hoje em dia, com o uso das calculadoras, muitos esquecem
como podemos determinar as raizes de forma aproximada.

Um desses métodos, era utilizado hd muitos anos atras, pelo povo babilénico.
E um método muito curioso e que vale a pena conhecé-lo(ver[11]).

Exemplo 7.1. Através do processo a seguir, vamos calcular v/67.

> Primeiramente, precisamos encontrar o ndmero inteiro, cujo quadrado
mais se aproxime de 67.

72=49 ; 8%2= 64 ; 92=81 .

Com isso, encontramos sua primeira aproximagao: 8.

> Dividimos entao 67 por 8, até que o quociente tenha o dobro de algarismos

do divisor.
67
Assim, temos que: 3= 8,3.

Determinamos entao a média aritmética entre a primeira aproximacao e o
valor encontrado anteriormente 8, 3.

Temos entao:

8+8,3
+T =8,15 .
Obtemos entao a sua segunda aproximacao: 8, 15.

> Dividimos entao 67 por 8, 15 até que o quociente tenha o dobro de divisores

do divisor.
67
Assim:—— = &, 22085.
ssim 515 ,

Calculamos a média aritmética entre a segunda aproximacao e 8, 22085.
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8,15 + 8,22085

Com isso, temos: 5

= 8,185425.

Esta é entao a terceira aproximacao: 8,185425.

Poderiamos continuar a fazer aproximacoes infinitamente, mas estd bom por
aqui.

Utilizando a calculadora, verificamos que esse método era bom.

V67 = 8,185327...

Ezxzemplo 7.2. Vamos efetuar este mesmo calculo para determinar v/12.

> Sua primeira aproximagao é 3, pois

32 =9e /%= 16.

> Sua segunda aproximagao ¢é 3, 5, pois

12 3+4
— =4e ——=3,5.
3 %2
> Sua terceira aproximagao é 3,464 , pois
12 3,5+ 3,428
=3428 e ————= 3,464 .
3.5 o °C 2 ’

> Sua quarta aproximagcao é 3,4641016, pois

12 3,464 + 3,4642032
— 3,4642032
Tag1 — > 1642032 ¢ 5

= 3,4641016.

Verificando em uma calculadora temos que: v/12= 3,464101615... e o método

babilonico chega a um resultado bem aproximado.
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