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RESUMO

Nesta dissertacdo apresentamos uma abordagem de trabalho aos estudantes do En-
sino Médio a classica desigualdade isoperimétrica L> — 47A > 0, em que L e A de-
notam, respectivamente, o perimetro e a drea de uma regido no plano, e ao cldssico
problema da geometria: de todas as regiGes no plano de perimetro fixo, a que tem a
maior drea € o disco. Esse estudo passa pelo cédlculo de dreas de tridngulos, quadrilate-
ros, poligonos regulares e circunferéncias, além da discusséo a respeito dos tridngulos

fundamentais e do teorema de Pick para célculo de dreas.

Palavras-chave: Area, perimetro, desigualdade isoperimétrica.
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ABSTRACT

In this work we give an approach for high school students to the classical isoperi-
metric inequality L* — 47tA > 0, where L and A denote respectively the perimeter and
the area of a region in the plane, and to the classical geometric problem “among all re-
gions in the plane with prescribed perimeter the disk is that one with the largest area”.
This study involves the calculation of areas of triangles, quadrilaterals , regular poly-
gons, circles and, besides, an overview of fundamental triangles and Pick’s theorem for
calculation of areas.

Keywords: Area, perimeter, isoperimetric inequality.
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INTRODUGAO

Em minha vida académico-profissional como professor, iniciada em 2009, sempre
me fascinou a geometria. Ao longo destes anos, lecionando para alunos do ensino
fundamental e médio justamente na escola em que um dia fui aluno, me deparei com
uma grande dificuldade no processo de ensino/aprendizagem desta drea da matemd-

tica, principalmente no calculo de area, perimetro e otimizacdo de area.

Neste ano de 2016, os resultados do Sistema de Avaliagdo do Rendimento Escolar
do Estado de Sdo Paulo (SARESP) apontaram dificuldades dos alunos em relacdo a
habilidade H31 (calcular dreas de poligonos de diferentes tipos, com destaque para
os poligonos regulares). O fascinio pela geometria e a vontade de colaborar com
o processo de ensino/aprendizagem da matemadtica dos alunos da educacgdo bésica
levaram-me a procurar um tema para minha dissertacdo que envolvesse o calculo de
drea de regides planas. Assim surgiu a proposta de trabalhar com a desigualdade

isoperimétrica, que abrange os conceitos de area, perimetro e otimizacéo de drea.

Historicamente, acredita-se que a primeira referéncia ao problema isoperimétrico
data do século IX a.C., de acordo com o famoso poeta da Roma antiga, Publius Virgi-
lius, do século I a.C, em sua obra Eneida, na qual relata-se a histéria da princesa fenicia
Elisa, que teve seu marido assassinado por seu irmdo Pigmalido, vendo-se assim obri-
gada a fugir. Ao chegar as terras do norte da Africa (onde hoje fica a Tunisia), Elisa
negociou com um chefe de uma tribo africana uma porc¢do de terra para estabelecer-se
com seu povo. O chefe da tribo concedeu-lhe uma quantidade de couro de um touro e
lhe cederia a porcdo de terra que ela conseguisse delimitar com o couro, sendo parte
da terra a costa do mar Mediterrdneo. Elisa, que passou a se chamar Dido, cortou o
couro em finas tiras e, a fim de delimitar uma por¢do de terra com a maior drea possi-
vel, dispds as tiras de modo a formar um semicirculo, tendo a costa do Mediterraneo
como didmetro, fundando assim a cidade de Cartago. Néo se conhece a razédo pela qual
Dido deu essa solucio ao problema; alguns historiadores afirmam que ela relacionou a
forma circular da barriga de uma mulher gravida com a méae natureza. No entanto, a
solucdo dada por Dido é, de fato, a solucio do seguinte problema geométrico: de todas

as curvas com extremidades nas extremidades de um dado segmento e com perimetro



Introducéo

fixo, determine a que delimita a maior drea possivel. Muitas demonstracdes foram da-
das a este problema por diversos matemdticos. No entanto, assumia-se, a priori, que
uma solugdo deveria existir. Somente no século XX foram dadas provas sem que se

admitisse a existéncia de uma solucéo, por matemadticos como Schwarz e Schmidt.

O teorema da desigualdade isoperimétrica afirma que qualquer curva fechada de
comprimento L encerra uma regido de drea A menor ou igual a é e que a igual-
dade ocorre se a curva for uma circunferéncia de raio % Nesta dissertacdo, damos
uma proposta de trabalho aos professores do Ensino Médio a respeito da desigualdade
isoperimétrica, passando pelo célculo de drea de tridngulos, quadrilateros, poligonos

regulares e circulos (ou discos).

O Capitulo 1 da dissertagdo contém alguns resultados preliminares para o calculo
de dreas de poligonos e de circulos. Destacam-se os tridngulos fundamentais e o Teo-
rema de Pick (teorema 1.12), que consiste em uma técnica para o cdlculo de dreas de
poligonos.

No Capitulo 2, determinam-se as solucdes isoperimétricas para o caso dos poligonos.
Em particular, mostra-se que o tridngulo isoperimétrico é o equilatero, o trapézio isope-
rimétrico € o isésceles e o poligono isoperimétrico é o regular. Destaca-se a discussio

a respeito do trapézio isoperimétrico (Secdo 2.4), que é feita em detalhes.

O Capitulo 3 € dedicado ao estudo da desigualdade isoperimétrica para regies de
perimetro L e drea A. Inicia-se com a comparacfio das dreas de um poligono regular e
um disco de mesmo perimetro. Destacam-se a discussdo a respeito da convexidade das
regies isoperimétricas (Se¢do 3.2) e o teorema 3.5, que embora admita a existéncia
de uma solugéo isoperimétrica, mostra que o disco tem a maior 4rea possivel dentre

as regioes de perimetro prescrito.



O CONCEITO DE AREA COMO FUNCAO

1.1 PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo da dissertacdo, apresentamos alguns conceitos e resultados
bésicos que serdo utilizados no desenvolvimento do trabalho. Por exemplo, demons-
tragbes para os cdlculos drea de um tridngulo, retdngulo, poligono regular e da circun-
feréncia. Recomendamos as referéncias [13], [2], [4], que contém mais informacdes

e detalhes para a maior parte dos resultados que daremos neste capitulo.

1.2 0 CONCEITO DE AREA COMO FUNGAO

Nesta sec¢io, trabalhamos com conceitos e férmulas de drea de poligonos com o
intuito de fornecer subsidios para a compreenséo e resolucdo do problema isoperimé-
trico. Além disso, esta é¢ uma oportunidade de retomar algumas ideias sobre composi-
¢do e decomposicdo que aparecem naturalmente no tratamento de drea do poligono.

Comecemos definindo poligono.

Definicao 1.1. Dados n pontos distintos no plano Aj, Ay, Az, ..., A, trés a trés nio
colineares, com 1 > 3, e tais que quando A;AjNAA; # @, comi #£jek # 4, a
intersec¢éio € uma das extremidades destes segmentos, chamamos de poligono de n
lados & reunifio A1 A, U AyAz U ...UA,A;.
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Figura 1: Poligono de seis lados - hexagono.

Por exemplo, na figura 1 estd ilustrado um poligono de 6 lados, que é chamado
hexagono.

Definicdo 1.2. Superficie (ou regido) de um poligono € a reunido do poligono com
o seu interior. Mais geralmente, uma regido no plano é um subconjunto limitado
do plano delimitado por uma curva simples (isto €, sem auto-intersec¢fo) e fechada,

juntamente com os pontos da curva, que é chamada de fronteira da regio.

Assim, uma regido poligonal é a unido do poligono com a regido do plano delimitada
pelo poligono. Por exemplo, regido triangular é a unido de um tridngulo com seu
interior. Ao longo da dissertacdo, falaremos, indistintamente, em area de um poligono
e drea de uma regido poligonal.

Os postulados A-1 a A-5 fundamentam o conceito de drea de uma regifo.

A-1. A drea é uma fungéo « : R — R, onde R é o conjunto de todas as regides no

plano e R é o conjunto de todos os niimeros reais.
A-2. Para toda regifio poligonal R € R, #(R) > 0.

A-3. (Postulado de congruéncia) Se duas regides triangulares sdo congruentes, entdo

suas areas sdo iguais.

A-4. (Postulado da aditividade) Se duas regides poligonais interceptam-se somente
em suas arestas e vértices entdo a area da regido formada pela unifdo dessas duas
regides poligonais corresponde a soma das areas dos poligonos iniciais.

A-5. Se uma regido quadrangular tem arestas de comprimento a, entdo sua area é

az.



1.2 O CONCEITO DE AREA COMO FUNCAO

Também, na maior parte das vezes, usaremos A para indicar x(R), onde R é uma
regido no plano.

Comegamos determinando uma expressdo para a drea de um retdngulo, a partir de
uma composicao.

Teorema 1.3. (A férmula da drea do retdngulo) Sendo b e h as medidas dos lados de um

retangulo, sua drea A é dada por

A = bh.

h A Ay

Ay A b

h

Figura 2: Area do retangulo por composicio de um quadrado

Demonstragdo. Dado um retadngulo de base b e altura ki, construimos um quadrado de

lado b + h, de modo que ele pode ser decomposto em dois quadrados A; de 4rea h? e
A, de drea b? e dois retangulos de drea A.

Assim, temos:

b? +2bh+h% = 2A + b2 + h?
(b+h)?=2A+A+ A
2bh =2A

A =bh.
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A seguir, relacionamos a drea de um tridngulo com a de um retdngulo formado a
partir dele.

Teorema 1.4. A drea de um tridngulo AABC, retdngulo em B, base b e altura h é igual

a metade da drea de um retdngulo de dimensées congruentes as do tridngulo, ou seja,

x(AABC) = %bh.

Demonstragdo. A partir do tridngulo AABC, construimos um retdngulo (JABCD como

na figura 3.

B °
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!
1
1
1
1
I
4
1
1
1
1
1
|
1
N

b ¢

Figura 3: Retangulo formado pela composicéo de dois tridngulos retdngulos congruentes
Pelo postulado da aditividade (A-4) de areas, temos:

a(JABCD) = a(AABC) + a(AADB).

Pelo caso lado-dngulo-lado de congruéncia de tridngulos, temos que os tridngulos
AABC e AADC séo congruentes. Assim, por (A-3), temos

x(AABC) = a(AADC).

Logo,

x(JABCD) = 2x(AABC).

Como a(LJABCD) = ab, entdo 2a(AABC) = ab, de modo que
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&(AABC) = %tx(DABCD) = %ab.

O

A seguir, deduziremos a férmula da drea de um tridngulo qualquer a partir da area

de um tridngulo retangulo.

Teorema 1.5. (Area de um tridngulo) A drea de um triangulo AABC com AC =b e

BC = h € igual @ metade do produto da base pela altura. Ou seja,
a(AABC) = %’—1

Demonstragdo. Seja D pé da perpendicular baixada de B sobre jﬁ' Temos 3 casos a

considerar, como ilustrado na figura 4.

/

Figura 4: Tridngulos de base b e altura h.

) Se A =D, entdo AABC ¢ um tridngulo retdngulo em A. Segue do teorema 1.4
que

x(AABC) = %blz.

II) Se A—D —C, sendo AD = by e DC = by, temos que by +b, = AD+DC = AC = b.
Segue do teorema 1.4 que

&(ABDA) = %blh e a(ABDC) = %bzh.
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Pelo postulado da aditividade de dreas (A-4),

a(AABC) = a(ABDA) +a(ABDC).

Logo,

b
&(AABC) = %bm T %bzh o rth),

&(AABC) = %bh.

III) Se D - A —C,sendo b’ = AD, temos DC = DA+ AC = b’ +b . Segue do teorema
1.4 que

a(ABDC) = h

(b’ +b)
2

&(ABDA) = %b’h.

Pelo postulado da aditividade de areas (A-4), temos que

a(ABDC) = a(ABDA) + a(AABC).
Logo,

&(AABC) = a(ABDC) — a(ABDA) = %(b’ +b)h — %b’h = %(b’ +b—b)h = %bh.

Portanto,

a(AABC) = %bh.

O

Por definicdo, um losango é um quadrildtero cujos lados sdo congruentes. Usando
que sdo congruentes os angulos da base de um tridngulo isdsceles e o caso adngulo-
lado-éngulo de congruéncia de tridangulos, concluimos que as diagonais de um losango
sdo perpendiculares e se cruzam em seu ponto médio, de modo que um losango pode
ser decomposto em quatro tridngulos congruentes. Assim, podemos determinar uma

expressdo para a drea de um losango em funcéo de suas diagonais.
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Teorema 1.6. (Area do losango) Seja JABCD um losango cujos lados medem 1. Sejam

d e D as medidas de suas diagonais. Entdo a drea do losango [JABCD ¢é igual a

4.0

x(JABCD) = (1.1)

™~ e
<5 \\\
| 5

p
S
Lo |
_]
m

Figura 5: Losango decomposto em quatro tridngulos congruentes.

Demonstragd@o. As diagonais de um losango se cruzam perpendicularmente em seu
ponto médio E, de modo que o losango pode ser decomposto em quatro tridngulos

congruentes. Pelo teorema 1.5, temos que

&(AAED) =

N =
YRSV
N[ T

Logo, .
a(JABCD) = 4.0(AAED) = T

O

Lembremos que um paralelogramo ¢ um quadrilatero cujos lados opostos sdo parale-
los e (consequentemente congruentes). Determinaremos a drea de um paralelogramo

usando o argumento da decomposi¢do em tridngulos.

Teorema 1.7. (Area do paralelogramo) Seja JABCD um paralelogramo com AB = b

e altura correspondente DE = BF = h, em que E e F sdo os pés das perpendiculares



O CONCEITO DE AREA COMO FUNGAO

baixadas de D e B sobre /ﬁ e @, respectivamente. Entdo a drea do paralelogramo
JABCD éigual a

a(LJABCD) = bh. (1.2)

~—
~—
.

=9

Y 4

—
it o o ey T
.

\'0

» ‘\\
)i}
7
7/
iy

Figura 6: Paralelogramo decomposto em triangulos

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponha A —E—-B e D — F — C, como
ilustrado na figura 6. Pelo postulado da adicio (A-4),

«(JABCD) = a(AABD) +a(ABDC)
Pelo teorema 1.5
1 1
x(AABD) = Ebh e a(ABDC) = Ebh'
Logo,
«(JABCD) = %bh + %bh = bh.
O
H4 outras possibilidades diddticas para a abordagem da drea de tridngulos e quadri-
lateros. Por exemplo, deduzir a drea de um tridngulo a partir da drea de um parale-
logramo. Também, deduzir a drea de um paralelogramo ndo como fizemos anterior-

mente, mas por sua composicdo a um retangulo, como na figura 7. No entanto, neste

caso, ha outros cuidados a serem tomados.

Temos que
«(JABCD) = a(AADE) + «(UBCDE).

10
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h

Figura 7: composicdo de um retdngulo a partir de um paralelogramo

Mas,
AADE = ABCG,

de modo que
a(AADE) = a(ABCG).

Assim,
«(LJABCD) = a(OBCDE) + a(ABCG).

O quadrilatero JABCD é um retangulo formado pelo quadrilitero COBCDE e o
tridangulo ABCG de modo que

«(OBCDE) + a(ABCG) = &(QEGCD) = bh.

Portanto,
«(LJABCD) = bh.

Pode acontecer de ndo ocorrer A — E — B como, por exemplo, na situacdo represen-
tada na figura 8. Neste caso, consideramos a projecdo ortogonal de A sobre ff e
observamos que o retdngulo JAGCF é composto pelo paralelogramo [(JABCD e pelos
tridangulos congruentes AAGD e ACFB. Consequentemente, x((CJABCD) = bh.

Lembremos que um trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados opostos
paralelos, que sdo chamados de bases. A seguir deduzimos a férmula da 4rea de um

trapézio a partir de sua decomposigdo por uma de suas diagonais.

Teorema 1.8. (Area do trapézio) Seja JABCD um trapézio de base (paralelas) AB e
CD com AB = by, CD = by e altura h. A drea do JABCD ¢ igual & metade do produto
da medida da altura com a soma das medidas das bases. Ou seja,

(b1 + bZ)h.
2

x(CJABCD) =

11
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Figura 9: Area do trapézio

Demonstragdo. A diagonal BD do trapézio o decompde em dois tridngulos de altura
e bases by e by. Assim, a(0ABCD) = a(AABD) +a(ABCD).

Por 1.5, temos que
1 1
x(AABD) = Ebzh e a(ABCD) = iblh'
Portanto,
x(LJABCD) = %(bl + by)h.

(]

Note que o teorema 1.7 é um caso especial do teorema 1.8, porque todo paralelo-
gramo € um trapézio.

Os teoremas seguintes relacionam aas dreas de tridngulos que possuem algumas
propriedades comuns.

12
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Teorema 1.9. Se dois tridngulos tém a mesma altura entdo a razdo de suas dreas é igual
a razdo das medidas de suas bases.

Demonstragdo. A demonstracdo deste teorema segue diretamente da férmula dda 4rea
de um tridngulo. Se os triangulos AABC e ADEF tem bases by e b, e alturas iguas a
h, entdo

a(AABC) _sbih by

IX(ADEF) %bzh bz.

O

Teorema 1.10. Se dois triangulos tem bases de mesma medida, entdo a razdo de suas
dreas € igual a razdo de suas alturas.

A demonstracgdo é analoga a do teorema 1.9.

Teorema 1.11. Se dois tridngulos sdo semelhantes entdo a razdo entre suas dreas é igual
ao quadrado da razdo de seus lados correspondentes.

C

Figura 10: Tridngulos semelhantes

Demonstragdo. Sejam AABC e ADEF dois tridngulos semelhantes com AB = ¢, BC =
a, AC=b,DE=f,EF=deDF=ce

a b ¢
d e f
Sejam 1 e h' as alturas relativas aos lados AB e DE, respectivamente. Assim,
h a b ¢
Wod e f

13



O CONCEITO DE AREA COMO FUNGAOQ

Portanto,
(OABC) _ 5th _ch _ ho_ap by co
«(ADEF) - %fhl —fh/ ot N e T f .

1.3 TEOREMA DE PICK

Uma malha no plano cartesiano é um conjunto de pontos do plano de coordenadas
inteiras, ou seja, {(m,n)/m,n € Z}. Na figura 11 estdo ilustrados alguns poligonos
numa malha, denotados por poly, ... pol;, ordenados de baixo para cima e da esquerda

para a direita.

® ] (] ® ®
[ ] ] (]
] ] ®
® @ (] (] @ (] (] (] @ L]

ﬁ

Figura 11: Figuras em malha quadriculada.
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Se considerarmos um poligono sobre uma malha e contarmos quantos pontos da
malha estio sobre as arestas do poligono (F) e quantos estdo no interior do poligono

(I), observamos que ha uma relacdo entre F, I e a drea A do poligono. A saber,

A:§+I—1. (1.3)

Na tabela 1 sdo apresentadas as quantidades I, F, A e verificada a relacdo (1.3).

Tabela 1: Verificacdo da relagdo (1.3) para alguns poligonos.

Poligono | F | I | £+1-1| A
poly, | 6]0|5+0-1] 2
pol, |3]0|2+0-1/0,5
pols |4 |1|5+1—-1| 2
poly 410 3+0-11 1
pols | 6]0|5+0—-1] 2
pols 8|1|8+1-1| 4
pol; |7 |1|%+1-1]3,5

Esses exemplos sdo também confirmados pelo seguinte teorema, que € conhecido
como teorema de Pick.

Teorema 1.12. (Teorema de Pick) A drea de um poligono cujos vértices sdo pontos de
uma malha é dada pela expressdo

F
A=—=—+1-1,
2+

em que F é o niimero de pontos da malha sobre as arestas do poligono e I é o niimero

de pontos da malha no interior do poligono.

Antes de passarmos a demonstracdo do Teorema de Pick, apresentamos alguns re-
sultados auxiliares que envolvem o conceito de tridngulo fundamental, que é um trian-
gulo cujos vértices sdo pontos da malha, mas nenhum outro ponto da malha pertence

ao triAngulo ou ao seu interior. Comecemos determinando a drea de um tridngulo
fundamental.

Lema 1.13. A drea de um tridngulo fundamental € igual a 1/2.

15
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Demonstragdo. Segue da definicdo de triangulo fundamental que todo tridngulo fun-

damental tem uma das seguintes possibilidades como conjunto de vértices

1. (a,b), (a,b+1) e (a+1,0);
2. (d,e),(d+1,e) e (f,e—1).

(a,0+1)

(d.e) (d+1,e)

(a,b)

@+ 19 | (fe=1)

Figura 12: Tridngulos fundamentais.

Em ambos os casos, os tridngulos tém bases medindo 1 unidade a altura relativa a

essa base medindo 1 unidade, de modo que sua 4rea é igual a %

Observe que no caso 1, se ¢ = b ou ¢ = b+1, o tridngulo é retdngulo. O mesmo

ocorre no caso 2 quando f =dou f =d +1. O

No lema a seguir, vemos que todo poligono pode ser decomposto em triangulos de

modo que a area do poligono pode ser calculada pela soma das 4reas dos tridngulos.

Lema 1.14. Todo poligono de n > 2 lados pode ser decomposto em n — 2 tridngulos cujos

vértices sdo vértices do poligono dado.

Demonstragdo. A demonstragédo serd feita por inducéo em #.

Para n = 3 o poligono é um tridngulo, o qual pode ser decomposto em somente

1(=3-2) tridngulo cujos vértices sdo vértices do tridngulo original.

16
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Suponha que o resultado seja vélido para n = k, com k € IN, k > 3, ou seja, que todo
poligono de k lados pode ser decomposto em k — 2 tridngulos cujos vértices sdo também

vértices do poligono original. Provemos que o resultado é valido para n = k + 1.

Para isso, consideremos um poligono de (k + 1) lados, que pode ser visto como um
poligono formado a partir da inclusdo de um ponto a um conjunto de k pontos, os quais
formam um poligono de k lados. Desse modo, é sempre possivel tomar um ponto P
do conjunto de (k + 1) pontos para formar um tridngulo com dois pontos "vizinhos"e
de modo que este tridngulo nédo pertenca ao interior do poligono P determinado pelos
k pontos restantes do conjunto distintos de P. Pela hipétese de inducdo, P pode ser
decomposto em k — 2 tridngulos cujos vértices sdo vértices de P. Na figura 13 estdo

ilustrados dois exemplos de poligonos, com P tomado adequadamente.

Portanto, o poligono oiriginal de k + 1 lados pode ser decomposto em (k — 2) +1 =

(k+1) — 2 tridngulos cujos vértices sdo vértices do poligono original.

Figura 13: Decomposicéo triangular.

O proximo lema ensina a decompor um poligono em tridngulos fundamentais.

Lema 1.15. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma malha pode ser decomposto

em uma reunido de tridngulos fundamentais.

Demonstragdo. De acordo com o lema 1.14, se o poligono tiver n lados, com n > 3,
entdo ele pode ser decomposto em (1 — 2) tridngulos cujos vértices sdo vértices do po-

ligono. Estes tridngulos podem ser fundamentais ou ndo. Caso nio seja fundamental,

17



O CONCEITO DE AREA COMO FUNCAO

Figura 14: Decomposicdo de tridngulos em tridngulos fundamentais.

entdo ele contém pontos da malha em seu interior ou sobre seu lado, como na figura

14 que, mostra também a decomposi¢do dos tridngulos em tridngulos fundamentais.

]
Finalmente, passemos a demonstracio do Teorema de Pick.

Demonstragdo. Denote por F' o nimero de vértices do poligono e por F” o niimero de
pontos da malha que estdo sobre os lados do poligono mas nfo sdo vértices. Tome uma
decomposicdo do poligono em tridngulos conforme o lema 1.14. , temos que a soma

SF dos a4ngulos com vértice na fronteira do poligono € igual a SF = (F/ — 2)rr + F” 1.

Denotando por F o nimero de pontos da malha que estdo sobre os lados do poligono,
entdo F = F' + F”, de modo que SF = (F — 2)7t. Sendo I o ntimero de pontos da malha
que estdo no interior do poligono e SI a soma dos angulos com vértice no interior do
poligono, temos que

SI=2Im.

Assim, sendo S a soma dos dngulos com vértice nos lados do poligono e em seu

interior, entdo

S=SF+SI=(F—2)m+2Ir=(F—2+2D).

Por outro lado, decompondo-se o poligono em T tridngulos fundamentais (como no
lema 1.15), tem-se que S = T7r. Logo,

T =(F—-2+2)m

T=F—-2+2I.

Consequentemente, a drea do poligono serd T vezes a drea de um triAngulo funda-
mental, isto é,

1 F
A—(F+2I—2).§_E+I—1.

18
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1.4 AREA DO TRIANGULO EM FUNCAO DO ANGULO

Considere o tridngulo AABC com 6 sendo a medida, em radianos, do 4ngulo /BAC,
AB =

c e AC = b. Denote por h a altura do tridingulo AABC relativa ao lado AC.
Entéo

x(AABC) = ?2’—1

Porém, utilizando propriedades trigonométricas, podemos relacionar a altura de um
tridngulo com o seno de um de seus 4ngulos internos.

B

) h Iy

Figura 15: 8 agudo a esquerda e 6 obtuso a direita.

e se 0 for obtuso, sen(rr — 0) = I

= _ h _
Se 0 for agudo entédo senf = 4g- Mas, senf =

sen(7t — 0). Em qualquer caso,

h
senf = B e h = ABsen = csenf.

Assim,

A AABC) = Cszene. (1.4)
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1.5 AREA DE UM TRIANGULO EM FUNCAO DO RAIO DO CIRCULO INSCRITO

O incentro de um tridngulo é o ponto de interseccdo das bissetrizes dos 4ngulos in-
ternos do tridngulo. Ele é também o centro de uma circunferéncia inscrita no tridngulo

dado, como ilustrado na figura 16.

Figura 16: Circunferéncia inscrita no tridingulo AABC.

Sejam F, G e H sdo as proje¢oes ortogonais do incentro I do tridngulo AABC sobre
os lados AB, BC e AC, respectivamente. Entdo IF = IG = IH = r, que é o raio r da

circunferéncia inscrita ao tridngulo A ABC.

Denotando por Ay, Ay, Az as areas dos tridngulos AABI, ABCI e AACI, respecti-

vamente, temos

AB.r BC.r AC.r
A] = 5 AZ = 9 ? A3 - 7

Pelo postulado da aditividade da areas, a drea do triAngulo AABC é

AB.r+BC.r+ AC.r _ r(AB+BC+ AC)

LY(AABC) = A] I A2 +A3 = 5 5

Sendo p o semiperimetro do tridngulo AABC, ou seja, p = ABLZCMC, entéo
a(AABC) = pr, (1.5)

que € uma expressao da drea do tridngulo A ABC em funcéo do raio r da circunferéncia
inscrita no triangulo AABC.
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1.6 FORMULA DE HERON

A conhecida férmula de Heron, que expressa a drea de um tridngulo em funcéo
somente das medidas de seus lados, pode ser obtida a partir dos célculos feitos na
Secédo 1.5, com os quais foi determinada uma férmula para a drea do tridngulo em
funcéo do raio da circunferéncia inscrita no tridngulo. Usamos as mesmas notacdes da
Secéo 1.5, como na figura 17.

Figura 17: Congruéncia do tridangulo AABC envolvendo seu incentro.

Como sdo congruentes os angulos determinados pela bissetriz de um 4ngulo e como
a circunferéncia inscrita no tridngulo ABC o tangencia formando 4ngulos retos, seguem
que AAIF = AAIH, ACIH = ACIG e ABIG = ABIF. Assim, AH = AF = x
BF=BG=zeCG=CH =y. Sendo AC=b, BC =ae AB = ¢, temos que

- |

p=x+y+z=x+a=y+c=z+b.

Sejam 0, B e v as medidas, em radianos, dos angulos formados pelas bissetrizes dos

angulos /BAC, /ABC e /BCA, respectivamente (como na figura 18). Entio,
T
0 = —
Hhrr=5
e dai
T
0+ ‘B = 5 - .
Logo,

7T 1
tg(0 + B) = tg(= — v) = cotgy = —.
80 +p) =tg(5 —7) 87 = tgy
tgd +tgf i 1 tgh+tgp

Por outro lado, tg(d + B) = 1 tgh.tgp Assim, tgy 1 -—tgh.tgf

e entao
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tgh.tgp +tgo.tgy + tgPf.tgy = 1.

Figura 18: Bissetrizes internas do tridngulo AABC

Além disso,
»

s s
=—, tgB=— e tgy=—.
tgt > gp ye gy

z
Consequentemente,
rr rr rr
——+——4-.—=1
Xy Yz zXx

Assim, por (1.5), temos que

_rx+y+z) _ r*p _ ((AABC))?
- xyz  xyz  pxyz

|

Temos que
(t(AABC))? = pxyz = p(p — a)(p — b)(p — ¢),

donde segue a férmula de Heron

a(AABC) = \/p(p — a)(p — b)(p — o). (1.6)

1.7 AREA DE UM QUADRILATERO QUALQUER

A area de um quadrilatero convexo qualquer pode ser obtida a partir das medidas

dos seus lados e de seus angulos. Essa expressdo é conhecida como Férmula de Brets-

chneider. E o que faremos a seguir.
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Seja JABCD um quadrildtero convexo cujos lados medem AB = a, BC = b, CD =
¢, DA = d e cujos angulos internos medem /DAC = B, /BAC = v, /BCD =6 e
/CDA = ¢. Denotando-se por p o semiperimetro do quadrildtero JABCD, isto é,
2p =a+b+c+d, temos que a drea do quadrilatero JABCD é dada por

«(JABCD) = \/(p —a)p—b)p—c)p—d)— %abcd(l +cos(B + 0)). (1.7)
A d Is)
Z-/‘ -7 ’(’1’(:/-
e fd S /
i i /
:i/ e T 7
/ P i
B&/; ///

Figura 19: Quadrilatero convexo (JABCD

Decompondo-se o quadrildtero CJABCD por meio da diagonal BD de medida f,

temos, por (1.4), que .

«(JABCD) = Eadsenﬁ + %bcsen@.

Assim,
4(x(0ABCD))* = a*d*sen®B + b*c*sen®8 + 2abcdsenfsend.

Como sen’f =1 — cos?f e sen®d = 1 — cos26, entdo

4(a(0ABCD)Y* = a*d* — a*d*cos? + b*c* — b2c2cos®6 + 2abedsenBsent.

Além disso, senfsend = cospcost — cos(B +0) e, assim,

4a(ABCD))* = a*d* — a*d*cos® B+ b?c* — b*c?cos®0 + 2abcedcosBeosh — 2abedcos(B+6).

Ou seja,

4(«(0ABCD))* = a*d* + b*c* — (adcos — becosd)? — 2abedcos(B +6),
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e assim,
16(a(0ABCD))* = 4a’d” + 4b*c* — (2adcosp — 2bccosf)? — Babedcos(B +6),

Pela lei dos cossenos aplicada aos tridngulos AABD e ABCD, temos que a2 + d? —

2adcosp = f? = b* + ¢ — 2bccosh. Consequentemente,

16(x(0ABCD))? = 4a*d* +4b*c* — (a® + d* — b — %)% — Babedcos(B + 0)
- (2ad +2bc)* — 8abed — (a* +d* — b? — ?)? — 8abedcos(pB + 6)
= (2ad +2bc +a® +d* — b* — ¢*)(2ad + 2bc — a® — d? + b* + ¢?) — 8abed(1 + cos(B + 0))
= ((a+dy? — (b —c)*)((b+c)* — (a — d)?) — 8abed(1 + cos(B + )
= (a+d+b—c)a+d—b+c)b+c+a—d)(b+c—a+d)— 8abcd(1+cos( +6))

a+b+c+d . —a+b+c+d a—b+c+d
Como p = s entao p —a = I p—b= — p—c=
a+b—c+d a+b+c—d
5 &P d= — Consequentemente,

(x(JABCD))? = (p—a)p—b)(p—c)p—d)— %abcdcos(ﬁ +6),

donde segue a férmula de Bretschneider.

1.8 AREA DE UM TRIANGULO EQUILATERO

Nesta se¢éo, encontramos uma férmula para a drea de um tridngulo equildtero em
func¢do somente da medida de seu lado, usando relacdes trigonométricas. Para isso,
considere um tridngulo AABC com lados de medida £. Sendo D a projecio ortogonal
de C sobre o lado AB, temos pelo caso de congruéncia de tridngulos Cateto-Hipotenusa

que AADC ¥ ABDC e entdio AD =DB =48 = £,

Sendo h = CD, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo AADC, temos

0? = (§)2 17,

donde segue que
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Figura 20: Tridngulo Equilatero com sua base dividida ao meio pela perpendicular CD.

Portanto, a drea a(AABC) do tridngulo AABC é

2
a(ANABC) = % {2—\/5 o L ;/5.

1.9 AREA DE POLIGONOS REGULARES

Nesta se¢io, apresentamos uma expressdo para a darea de um poligono regular em
funcédo de seu semiperimetro e apétema. Sua demonstraciio estd diretamente ligada
a desigualdade isoperimétrica e o mesmo argumento foi utilizado por Zenodorus para

um de seus resultados. Os lados e os d&ngulos de um poligono podem ser congruentes
ou nédo, cOmMo vemos a seguir.

Definicdo 1.16. Poligono regular sdo poligonos que apresentam todos os seus lados e
angulos congruentes.

Embora os dngulos de um retadngulo sejam congruentes, seus lados nio necessari-
amente tém a mesma medida. Quando os lados e os 4ngulos de um retidngulo sio
congruentes, ele ¢ chamado de quadrado, que é o poligono regular de quatro lados.
Do mesmo modo, embora o losango tenha lados congruentes, seus 4ngulos nfio neces-
sariamente tém a mesma medida. Quando isto ocorre, ele é chamado de quadrado.
Portanto, os losangos ndo quadrangulares néo sédo regulares. Todo poligono regular de
n lados € inscritivel numa circunferéncia cujo centro pode ser determinado pela inter-
seccdo das mediatrizes de dois lados consecutivos. O &ngulo central de um poligono

regular de n lados mede #rad.
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Defini¢cdo 1.17. Sejam g um poligono e R a regido limitada do plano formada por p
e por seu interior. Dizemos que o poligono g é convexo se para todos A, B, € R, com

A # B, acontecer de AB C R. Caso contrdrio, o poligono g é dito niio convexo.

Figura 22: Poligonos nédo convexos

Para cada poligono convexo de n lados, com n > 3, tomando-se um de seus vértices,
¢ possivel decompd-lo, a partir deste vértice, em (n — 2) triangulos. Desse modo, a
soma dos angulos internos S, do poligono, em radianos, ¢ igual a soma dos angulos
internos dos (1 — 2) tridngulos. Ou seja,

Sp=(n—2).m.

Caso o poligono convexo seja regular, tem-se ainda que cada angulo interno A; mede

A= (n— 2).7r.

n
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Por exemplo, considerando-se a decomposi¢cdo de um hexdgono em tridngulos a

partir de um vértice, como na figura 23, temos que

S¢=(6—2).r=4.7rad e A[:%:Z'anad.

Vertice

Figura 23: Hexdgono decomposto em 4 tridngulos a partir de um vértice.

Proposicéo 1.18. A drea de um poligono regular € igual ao produto do semiperimetro

pela medida do apétema.

Demonstragdo. Consideremos o poligono regular P de n lados, cujo apétema tem me-
dida m. Sejam ainda £ a medida do lado e p o semiperimetro, como ilustrado na figura
24.

Figura 24: Poligono regular de # lados e sua circunferéncia circunscrita.
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Decompomos P em n triangulos de base ¢ e altura m de modo que a drea de P serd

n vezes a drea de cada um destes tridingulos. Assim,

nt.m
x(P) = 2
com
nd =2p,

Sendo O o centro da circunferéncia circunscrita ao pohgono e B a medida do angulo

/AOB, temos que 5 = 2” . Além disso, tg( ) =tg(7) = Z, donde m = 2té(7)'

Figura 25: Tangente de /2 no tridngulo AABO.

Assim
’ n. K m  n.l?

0((7)) = = T Cotg( ) (18)

1.10 AREA DO CIRCULO

Eudoxo e Euclides mostraram que, dados dois circulos C; e C, de raios r; e r, res-
pectivamente, a razdo entre suas dreas é igual a razdo entre os quadrados das medidas
de seus raios 1y e r;:

w(Cy) 13
a(Cy) 4
Ou seja, Ecl ¢ igual ao quadrado da razdo L. Mostremos este resultado a seguir

usando um argumento de aproximacio, tornando poligonos regulares inscritos em C;
e C; com nimero de lados cada vez maior, de maneira a aproximar a area do circulo
pela drea dos poligonos de aproximacdo. Dado um circulo C de raio r, comecamos
0 processo construindo um quadrado inscrito. Tomando o ponto médio de cada arco
ligando dois vértices consecutivos do quadrado, construimos um octégono inscrito e as-
sim, sucessivamente, construimos poligonos regulares inscritos P, com 2" lados, 1 > 2.

Temos que P, € o quadrado inscrito, P3 é o octégono, P, é o hexadecdgono regular
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inscrito em C.

Figura 26: Poligonos regulares de 2" lados, n > 2, inscritos na circunferéncia C.

Seja a, a drea de P,. Por construcio, temos que

O<m<ay<ag<..<ay,<apg<..

A drea «(C) do circulo C pode ser obtida como sendo o lim a,, caso este limite
n—o0
exista, ou seja, se for um ntimero real. Como a sequéncia ay, a3, 4y, ..., a,, ... é cres-
cente, s existem duas op¢des: lim a, = co ou lim 4, < co. Tomando o quadrado P,
n—oo n—oo

circunscrito ao circulo C temos que sua drea, (2r)?, é maior do que a area de qualquer
poligono P, inscrito em C. Assim,

O<m<a3<ay<..<ap<Mfpyy <...<4r?,

de modo que a sequéncia crescente a,, é limitada superiormente e, portanto, converge.
Logo '}grc}o a, existe e ®(C) é um ndmero bem definido, satisfazendo «(C) < 4r%. Para
calcularmos este limite, observemos que o poligono regular inscrito P, tem 2" lados;
logo, pode ser decomposto em 2" tridngulos is6sceles congruentes. Chamemos o com-
primento do lado de cada um destes tridngulos de ¢, e de h, a altura relativa a este
lado do tridngulo. Como o &ngulo central do poligono mede 2Zrad temos que,

s

T
ly= 2rsen(ﬁ) e h, = rcos(zm :
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O CONCEITO DE AREA COMO FUNCAO

' B 1\
( </ _____ %\}L

\ \ iy = I‘.A‘us(%l

Figura 27: Decomposicdo de P, em tridngulos isdsceles.

Assim,
1 T T
iy = 2”(56,711,1) = 2”rzsen(§;)cos(g),
e a area do circulo é
— 1 2 i i
a(C) = ’}Lr)rolo(Z”r sen(g)cos(ﬁ)).
Como
s v T sen(2% . Tr.senm
lim cos(=—=) =1 e lim 2".sen(—) = lim (or) = lim =
n—00 on n—00 n n—00 % m—0 m
Entao,
a(C) = rtr?. (1.9)
Consequentemente,

#(C) mrn? n®

a(C) S ? ot
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A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA PARA
POLIGONOS

Neste capitulo, veremos que de todos os poligonos de n lados de mesmo perimetro,
0 que tem a maior drea é o regular. Antes disto, porém, mostremos que o triangulo
isoperimétrico € o equilatero, o retdngulo isoperimétrico é o quadrado, o losango iso-

perimétrico é o quadrado e o trapézio isoperimétrico é o isésceles.

2.1 O TRIANGULO ISOPERIMETRICO E O EQUILATERO

Problema 1. De todos os tridngulos de perimetro fixo L, qual é o de maior drea?

Uma possivel estratégia didatica para trabalhar este problema com os alunos é tomar
um barbante de comprimento L e pedir ao alunos para construirem tridngulos com o
barbante. Em seguida, solicitar que eles calculem as areas dos tridngulos construidos
e compare-as, até que seja formulada uma conjectura. Supondo-se a existéncia de
uma solucdo para este problema, mostra-se que ela é o tridngulo equildtero. Para
isso, usaremos a desigualdade das médias aritmética-geométrica, que exploramos a
seguir. A prova que apresentamos aqui ¢ uma adaptacdo daquela encontrada em [21].

Comecamos com o seguinte lema.

Lema 2.1. Sejam x, y, z e w nitmeros reais tais que x > y e z > w. Entdo

XZ+YW = XWw+ Y.z (2.1)
Demonstragdo. Temos que:

xz+yw—(xw+yz)=xzZ—-—w)—ylz—w)=(x—-y)(z—w)=0.
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A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA PARA POLIGONOS
A igualdade ocorre se e somente se x =y e z = w. O

Agora, a desigualdade das médias aritmética-geométrica para o caso de trés niimeros

reais ndo negativos € obtida a partir de algumas iteragées do lema 2.1.

Proposicao 2.2. Dados trés niimeros reais ndo-negativos x,, X, e X3, temos que sua

média geométrica é menor ou igual & sua média aritmética. Ou seja,

X1+ X2+ X3

v X1X2x3 < 3

(2.2)

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha que x3 > x, > x; > 0. Conse-

>
quentemente, /X3 > ¥/x; = /x1 = 0 e (I/%3)? = (/x2)* > (Y/x1)2 > 0.

Por algumas aplica¢des do lema 2.1, temos que:
X1+ 20+ 43 = (§30)° + (V%) + (%)° =

= (Y3 + (P /3 + (VBT
> (Y3 + (YD) /% + (%)%
= (Y31 + (V% + (VTP /T
> (Y027 + (YTl YF + (YT /5
= (Y/3). /s + /30 (T + /)
> (Va0 /% + /32T + 5. 3/72)
= (YFP) 3 + (V)T + YT s
= V3 (X + ) + AT
> Y (/5 A + ) + R
=3.9/T %2 %3

Portanto,
X1+ X2+ X3
VX1 X003 < ————2,
3
Observe que a igualdade ocorre se e somente se x; = xp = X3. O

A desigualdade (2.2) também pode ser obtida como caso particular da desigualdade das
médias aritmética-geométrica de n niimeros, enunciada no lema a seguir. A demonstracdo

que damos aqui pode ser encontrada em [22].
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2.1 O TRIANGULO ISOPERIMETRICO E O EQUILATERO

Lema 2.3. Dados n niimeros reais ndo-negativos xi,Xa, ..., Xn, COM 1 > 2, temos que

X1 +Xo+ ...+ X
5 = LY (2.3)

A igualdade ocorre se e somente se x| = X3 = ... = Xy,.

Demonstracdo. A prova sera feita por inducdo em n. O caso n = 2 é verdadeiro, pois,

(x1 + x2)% — 4.x1.x0 = (X1 — x2)> > 0, donde segue que (x; + x2)* > 4.x1.x2 > 0 e como
x1, X2 = 0, entdo ¥52 > | /x7.x,. Suponha que a afirmacéo seja valida para n = k, com

k> 2, isto é,
Xy F. X9t vtk X
k

Mostremos que a afirmacéo é valida para n = k + 1. De fato, considere (k + 1) numeros

reais ndo-negativos xi, X, ..., X, Xg:+1- S€eja

x X1.X2.0... X <

X1+ Xp+ oo + X+ Xpey

p= k+1
Entao,
(k+1).p =21+ X2+ .. + X+ X1
Se x1 = X3 = ... = X = X)41 = P entdo, vale a igualdade em (2.3). Caso contrario,

um dos x; é maior que § e outro € menor que 5. Sem perda de generalidade, suponha
(xx — B)-(B — xx41) > 0. Sejay = xy + Xpp — B. Como Xy, Xppq = 0 €ntdo, y > x— > 0.
Além disso, k. = X1+ Xo+ ... + X+ Xjpp — B = X1 + X2 + ... + X1 + Y. Ou seja, B € também
a média aritmética dos k niimeros reais ndo-negativos xi, X, ..., Xx—1,y. Pela hipotese
de inducao, temos que

X1+Xo+ ..o+ X1 +Y )
” = Yx1.x0. X1 Y-

Isto é, B! = BXB > x1.xp...xp_1.y.B. Mas, yB — xpXp_1 = (X + Xke1 — B)-B —
Xp-Xke1 = (Xk — B)-(B — Xxy1) > 0, de modo que yB > xi.xyy1. Em particular, § >
0. Assim, se um dos numeros xi, Xp, ..., Xy—1 € nulo entdo ,Bk“ > X1.X2.00e Xg—1.Y 0 =

0 = X1.X2.....X¢_1.Xg-X41- Caso contrdrio, temos xq.xp.....xx — 1.y.f > 0 e dai ,Bk” >

De qualquer modo, mostramos que B! > xq.x5.....x.Xpy1, iStO €,

X1+ X+ oo+ X+ Xjeq

T+l > "*J/xl.xz ..... Xpe-Xiey1-
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A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA PARA POLIGONOS

Voltando ao problema dado no inicio desta se¢do, considere um tridngulo/AABC com
AB =c, AC =be BC =a. Assim, L = a+b+c e o semiperimetro do tridngulo AABC é
p= % Pela férmula de Heron (1.6), a drea do tridngulo ANABC é

(AABC) = /p(p—a)-(p — b).(p —©),

que € a quantidade que queremos maximizar sob a condicdo que L € constante. Observe-
mos que o mdximo de \/p.(p — a).(p — b).(p — ) ocorre quando p.(p — a).(p — b).(p — c)

¢ mdximo. Como L = 2p ¢é constante, o problema consiste em maximizar a quantidade

(p —a).(p — b).(p — ¢). Em vista da desigualdade triangular, temos que os niimeros reais

p—a, p—bep—csdo positivos. Por (2.2), temos que

Y — — <p—a+p—b+p—c=E:£
V(p—a).(p—b).(p—c) < 3 5= ¢

sendo que a igualdade ocorre para p —a=p—b=p —¢, isto é, a = b = ¢, de modo que

o triangulo AABC é equildtero. Consequentemente, (p — a).(p — b).(p — c) € limitada

por (£)® e é atingida quando a = b = c. Como p = L entdo, de todos os tridngulos de

perimetro L, o que tem a maior drea € o equildtero de drea
/L 13 123
ABC)=1\/=.— = . 2.
MAABO) =/ 3-376 = 36 (24)

2.2 O RETANGULO ISOPERIMETRICO E O QUADRADO

Problema: De todos os retdngulos de mesmo perimetro L, qual é aquele que tem drea
mdxima?

Considere o retdngulo JABCD de dimensdes x e y. Temos que

L =2x+2y.

A drea do retangulo JABCD é

a(LJABCD) = x.y.

Assim,
L —2x L—2x

e «(OJABCD) = x. = —x*+ E.x,

2

y:

que € a quantidade que queremos maximizar sob a condi¢do que 2x +2y = L € constante.

Como a drea do retdngulo ABCD ¢€ expressa como a func¢do polinomial do 2° grau
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2.2 O RETANGULO ISOPERIMETRICO E O QUADRADO

A Y D
®  J
X
@ L J
B c

Figura 28: Retangulo de lados x e y.

e if? 4 %x, basta calcularmos o ponto de mdximo da pardbola que é o grdfico da fungdo

flx)=—x2+ %x, cujo o grdfico é uma pardbola, ou seja, seu vértice, com 0 < x < %

(b ,
Sabemos que a abscissa do vértice V da pardbola é x, = % B % e aordenada de V é
2 e A ,
Yo = flxy) = —(%)2 + %% = %, que corresponde a mdxima drea destes retdngulos. Além
L-2x _ L-2% _ L

disso, da restrigdo 2x +2y = L, temos que y = =5~ = ——5% = 2, de modo que o retdngulo

de maior drea e perimetro L é o quadrado culo lado mede %.

A pardbola ilustrada na figura 29 é o grdfico da fungdo drea dos retdngulos de perime-
tro 12.

Perimetro = 12

Ko —

Figura 29: Méximo da fungdo f(x) = —x2 + 6x.
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2.3 O LOSANGO ISOPERIMETRICO E O QUADRADO

Problema: De todos os losangos de mesmo perimetro L, qual é aquele que tem drea

mdxima?

Considere o losango ABCD cujos lados medem [ e cujas diagonais medem d e D. Assim,
L =41

e, pelo teorema de Pitdgoras,
P+ (=) (2.5)

Por (1.6), a drea do losango (JABCD ¢

x(JABCD) = d‘TD.

Considere também um quadrado OFGH I cujos lados medem 1. Assim , seu perimetro é
igual ao perimetro L do losango dado. Por (2.5), a drea do quadrado (JFGHI é

«(OFGHI) = ? = (g)z + (%)2.

Assim,

d D, d.
0<(5- 2)2 - (g)z +H(ZP - _29 = «(OFGHI) — «(JABCD).

Portanto, x(UFGHI) > a(LJABCD), sob a condi¢do de terem o mesmo perimetro L.

2.4 O TRAPEZIO ISOPERIMETRICO E O ISOSCELES

Problema: De todos os trapézios de perimetro L dado, qual € o de maior drea?

Para responder a este problema, consideremos um trapézio (JABCD com bases parale-
las AB e CD e tal que JABCD ndo seja um paralelogramo. Sejam L; = AB, L, = CD,
com Ly > Ly, Ly =AD e Ly = BC.

Temos algumas possibilidades para considerar:

Caso 1: se os dngulos /DAB e /CBA (como na figura 31) forem agudos, sejam E e F

as projeces ortogonais de D e C sobre o lado AB, respectivamente, x = AE e y =FB.
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2.4 O TRAPEZIO ISOPERIMETRICO E O 1SOSCELES

D L. ¢

Ly

Figura 30: Trapézio de perimetro L.

D L2
|
Lz /4
|
a [z,
¢—o
E L,

Figura 31: Trapézio do Caso 1.

Neste caso, temos que

L3% = x* + K2
L =y* + 12
X+y =L — Ly,
em que h denota a altura do trapézio JABCD.

Caso 2: se 0 dngulo /D AB for reto entdo /BAD é reto e a altura h do trapézio ABCD
éh= Lg.

Considerando C' como sendo a projegdo ortogonal de C sobre AB, temos que CC' = L
e C'B =Ly — Ly. Assim,
Ly > L, (2.6)
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Lo

i)
Qe ———-—
[vs]

Ly

Figura 32: Trapézio reto.

L2 =13+(L; — Ly 2.7)

Caso 3: se o dngulo /BAD for obtuso, /ABC for agudo e C'D’ N (AB\ {A}) # @, em
que C’, D’ sdo as projegées ortogonais de C e D, respectivamente, sobre a reta jﬁ, sejam
x =D'A e h a altura do trapézio ABCD. Assim, AC' =L, —xeC'B=L; — Ly +x.

Além disso,

12 =12+ (2.8)

Li2 = h? + (L — Ly + x)°. (2.9)

Das equagdes (2.8) e (2.9) podemos concluir que L% > L3, pois Ly — L, > 0. Logo,
Ly > L. Também temos que Li — L% = (L1 — La+x)? —x2 = (L1 — Lo +2x).(L; — Lo),
donde segue que

L7 — L3 — (L1 — Lp)?
x = . (2.10)
2.(Ly — Lp)

Em relagdo ao tridngulo AD'DA, temos que 0 < x < Ls. Ou seja,

12— 12— (L — Ly)?
211 — L)

0< < Ls.

Como Ly — L, > 0 entdo L% — L3 — (Ly — L,)? > 0, donde segue que

L7 — L2
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2.4 O TRAPEZIO ISOPERIMETRICO E O ISOSCELES

Figura 33: Trapézio do Caso 3.

Susbtituindo (2.10) em (2.9), obtemos que

2-13) 1 1
02 = 2_&_3__. 2 13y Tl — LR
i Sy R S a AC Il
Ou seja,
1 (12 = I%) 1
2 2 2 4 % 2
_1 _ — )l L2 2.12
= 5(Ly+L3) Ll — L) 1(L1— L) (2.12)

Caso 4: se o dngulo /BAD for obtuso, /ABC for agudo e C'D'N'AB = @, em que
C’,D’ sdo as projecdes ortogonais de C e D, respectivamente, sobre a reta j@ sejam
x = C'A e h a altura do trapézio ABCD. Assim, D'A = L, +x e C'B = L; + x. Além disso,

L3 =12+ (Ly + x)%. (2.13)

12 =12+ (Ly + %)% (2.14)

Das equagées (2.13) e (2.14) podemos concluir que LZ > L%, uma vez que Ly > Ly > 0.
Logo, Ly > Lz. Também temos que

L2 —I12=(L1+x)? - (Ly+x)? = (Lg + Ly + 2%).(L; — Ly),
donde segue que

L (B-1)  (Li+Ly)
= 9y — o) 5

(2.15)

Em relagdo ao tridngulo ADD'A, observemos que 0 < L, +x < Lg. Por (2.15), temos
que
1 (1213

—. . 2.16
2 (T = Lo) B

1
L2+x = E(Lz —L1)+
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QO i e
F 4
@

LA o A Ly

Figura 34: Trapézio do Caso 4.

Assim, )
1 1(L2 -1
—.(L, — L —— 2" < Ig,
0<glle—li+sg =5, <L
e entdo,
[2—-12—(L;—Ly)?
0< c 2 (1 2) < 2Ls3.

Li—-L
Como Ly — Ly > 0 entdo L — L3 — (Ly — Lp)* > 0. Portanto,

Li-L3
— = > 1. 2.1
(L1 — Lp)? ~ A7

Substituindo (2.16) em (2.13), obtemos que

1 Li-1- (- LPy
4 Ly~ Ly

I12=1+

Ou seja,
W = %.(Lﬁ S I . M A | U P ) (2.18)
Caso 5: se o dngulo /BAD for obtuso, /ABC for agudo e C'D’ N AB = {A}, em que

C’, D' sdo as projecGes ortogonais de C e D, respectivamente, sobre a reta Zﬁ, seja h a
altura do trapézio ABCD. Assim, C' = A e

L=hW+13, (2.19)

[2=H+I2. (2.20)
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2.4 O TRAPEZIO ISOPERIMETRICO E O ISOSCELES

Segue das equagdes (2.19) e (2.20) que Ly > L3, pois L1 > Ly. Além disso,

WPe=12—12=17 —13.

Consequentemente, L> — L2 = L2 — 1.2, que é equivalente a ter x = 0 em (2.13). Por-
q 4 3 1 2 4

tanto, o Caso 5 pode ser tratado como um caso particular do caso 4, em que x = 0.

e )
i
T T

gh e
|
|
l

Figura 35: Trapézio do Caso 5.

A seguir, serdo obtidos alguns resultados auxiliares para que, finalmente, o problema
inicial desta se¢do seja resolvido.

Lema 2.4. Dado um trapézio ABCD nas condi¢bes do Caso 2 de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstracdo. Considere o trapézio isésceles XYZW de bases paralelas XY e ZW,

com XY = L; e ZW = L. Como seu perimetro é L. = Ly + Ly + L3 + L4 entéo

XW=YZ = L3J2“L4.

Portanto, os trapézios ABCD e XYZW tém o mesmo perimetro L. A altura H do
trapézio XY ZW pode ser determinada por

L3+L4
2

Ly —Lp

( ) = EE )2. (2.21)
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Figura 36: Trapézio is6sceles de drea maior.

Por (2.7), temos que

_(Ls+Ly* (Lj—L3) 2L3.Ly+2.I2
- 2 4 4 ’

H2

Assim,
_ L3.L4 + L%

2
= 2

222}

Como os trapézios ABCD e XYZW tém as mesmas medidas das bases, suas areas

podem ser comparadas somente com suas alturas 1 e H. Como h, H > 0, podemos

fazer tal comparagdo a partir de /? e H2. Temos que h* = L% e por (2.22), H? = 53%411‘—5
Como L4 > L3 entdo
L3.Ly+12 L2+12
H2: 5 3 32 3=L%:hz.
Portanto, a drea do trapézio XYZW é maior que a drea do trapézio ABCD. O

Lema 2.5. Dado um trapézio ABCD nas condi¢bes do Caso 3, de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isésceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior

que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragdo. Considere o trapézio isésceles XY ZW construido na prova do lema 2.4,
mas agora com Ly, Ly, Lz e Ly, satisfazendo as condi¢des do Caso 3. Sendo H a altura
do trapézio XY ZW, comparemos h e H a partir das equacdes dadas em (2.12) e (2.21).
Suponha, por absurdo, que H> < h%. Ou seja,

1 1 i (1% —I2) 1
(L3t Lg? — (L — L € =(L2+13)— 4 3 _ (L;—Ly).
g(Lat L™ — 2(L1 = Lo)" < 5.(Li + L) (L L) 1L~ L)
Consequentemente,
Lz — 13 1

1 1 1
12— _L3.L4+-.12= 7 (La— Ls)?.

4 M <
4L —Lp)? “4 372 4
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Logo,
Li == L%

m < (L4 - L3)2-

Segue de (2.11) e da desigualdade anterior que (L4 — L3)*> > 1. Como Ly — L3 > 0,
isto significa que Ly — L3 > 1, que deveria ser, portanto, uma condi¢fio necesséria para
todo trapézio ABCD como no Caso 3. No entanto, o trapézio ABCD com AB = 5,
CD =4, BC = % e AD = 3, ilustrado na figura 37, satisfaz as condi¢es do Caso 3 e é

tal que Ly — L3 = % < 1, contrariando a condicio necessdria Ly — Lz > 1.

Portanto, concluimos que H? > /% e que a drea do trapézio isésceles XY ZW é maior
que a drea do trapézio ABCD.

D 4 c

K

\ \

Figura 37: Contraexemplo

ot

[

O

Lema 2.6. Dado um trapézio ABCD na condig¢bes do Caso 4, de perimetro L prescrito,
exite um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragdo. Considere o trapézio isésceles XY ZW construido na prova do lema 2.4,
mas agora com L4, Ly, L3 e L4 satisfazendo as condi¢des do Caso 4. Sendo H a altura
do trapézio XYZW, comparemos & e H a partir das equacdes dadas em (2.18) e (2.21).

Suponha, por absurdo, que H? < h%. Exatamente como na prova do lema 2.5, obtemos
que
212
(L1 — Lp)?
e de (2.17), que uma condicfo necessdria para o trapézio ABCD é L, — L3 > 1. No
entanto, o trapézio ABCD com AB =5, CD = 4, BC = 5./3 e AD = 8, ilustrado

< (La — L),

43



A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA PARA POLIGONOS

Figura 38: Contraexemplo

na figura 38, satisfaz as condicdes do Caso 4 e é tal que Ly — L3 = 5.v/3 -8 < 1,
contrariando a condicdo necessaria Ly — L3 > 1.

O

Lema 2.7. Dado um trapézio ABCD nas condigées do Caso 5, de perimetro L prescrito,

existe um trapézio isosceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragdo. Como o Caso 5 pode ser tratado como um caso particular do Caso 4,
tomando-se x = 0, a prova do lema 2.7 é obtida tornando-se x = 0 na prova do lema
2.6. Com isso, supondo-se H? < h?, também tem-se que Ly — Lz > 1 é uma condigdo
necessaria para qualquer trapézio ABCD do Caso 5. No entando, o trapézio ABCD
com AB=5,AD =8, CD =4e BC = /73, ilustrado na figura 39, satisfaz as condicoes

do Caso 5 e é tal que Ly — L3 = v/73 —8 < 1, contrariando a condicdo necessdria
Ly—Lz > 1.

Figura 39: Contraexemplo
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Portanto, concluimos que H? > h? e que a 4ra do trapézio isésceles XY ZW é maior
que a area do trapézio ABCD.

O

Lema 2.8. De todos os tridngulos ANABC, de base fixa AB e perimetro dado L, o que tem

a maior drea é o isésceles com AC = BC.

Demonstragdo. Considere uma elipse ¢ de focos A e B determinada pelos pontos P do

plano tais que
AP+BP=L— AB=2a.

Como o perimetro de cada tridngulo AABC € constante igual a L, entdo C € ¢ e
C ndo ¢ colinear a A e B. Sendo h a altura do tridngulo AABC, temos que como a
base AB estd fixa, entdo a maior area possivel de um tridngulo AABC ¢é obtida para o
maior valor possivel de h, que é obtido para o caso em que a projec¢io ortogonal de C
sobre AB coincide com o ponto médio de AB. Neste caso, AC = BC.

Figura 40: Tridngulo de base fixa

Neste momento, estamos em condic¢oes de discutir o problema apresentado no inicio
desta secdo. Todo trapézio que ndo é um paralelogramo deve ser de um tipo dentre
aquele dos Casos 1 a 5. Além disto, mostramos com os lemas 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 que
para cada trapézio dos Casos 2 a 5, existe um trapézio do Caso 1, de mesmo perimetro
e drea maior. Dessa forma,dentre os trapézios de perimetro fixo o que tem a maior
area ¢ do tipo do Caso 1. Comecemos considerando um trapézio ABCD (como no

Caso 1), ilustrado na figura 41 e uma possivel decomposicio dele, como na figura 42.
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Figura 42: Decomposicéo do trapézio JABCD

Temos que
®(JABCD) = a(OCDEF) + a(AXYZ).
Como
«(LJCDEF), a(AXYZ) > 0,
entao,

max «([LJABCD) = max («(JCDEF) + a(AWYZ)).

Dessa forma, precisamos determinar a maior 4rea possivel para os retangulos de
lados medindo L; e /1, com L, dado e a maior area possivel para o tridngulo com base
de medida x +y fixa e altura h. No primeiro caso, o retdngulo de maior area ¢ obtido
para o maior valor de / possivel, pois a medida L, do seu outro lado est4 prescrita. Para
o segundo caso, temos um tridngulo de base de medida fixa x + y e lados com medidas
L3 e L4 e de altura h. Pelo lema 2.8, a maior area deste tridngulo é obtida para L3 = Ly,
isto €, quando o tridngulo AXYZ for isésceles. Assim, x =y e h = \/L3 — x2. Como

2x+ Ly = Ly, entdo hh = /L% — (%)2. Consequentemente, o trapézio de perimetro
L que tem a maior drea € o trapézio isésceles e esta area é igual a

L1+L Li1—L
( 12 2)\/1%_( 12 2)2.
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2.5 O QUADRILATERO ISOPERIMETRICO

Problema: De todos os quadrildteros convexos cujas medidas dos lados séo prescritas

(logo, o perimetro € fixo), qual é o de maior drea?

Antes de discutirmos este problema, lembremos que um quadrildtero é dito inscritivel
se existir uma circunferéncia que passe por todos os seus vértices. Isso é equivalente a

condigdo de serem suplementares os dngulos (internos) opostos do quadrildtero.

Consideremos entdo um quadrildtero convexo JABCD , cujas medidas dos lados sdo
prescritas e iguais a AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d. Sejam /DAC = B, LBAC =1,
/BCD =6 e [CDA = ¢. Denotando-se por p o semiperimetro do quadrildtero JABCD,

isto &, 2p = a+b+c+d, temos por (19) sua é dada por

«(JABCD) = \/(p —a)p—Db)(p—c)p—d)— %abcd(l +cos(f + 0)).

Sob a condi¢do de termos a, b, ¢ e d prescritos (e, assim, p também ¢é prescrito), que-
remos encontrar o minimo de a(LDABCD). Isso acontece quando cos(B + 6) for o minimo
posstvel, ou seja, quando cos(B +6) = —1. Neste caso, temos B +6 = 71, de modo que o

quadrildtero convexo [(JABCD € inscritivel.

Portanto, de todos os quadrildteros convexos cujas medidas dos lados sdo prescritas, o

de maior drea € o inscritivel.

Observacéo 2.5.1. No caso em que o quadrildtero convexo for inscritivel e ao menos trés
de seus lados forem congruentes, temos que ele é um trapézio. Considere o quadrildtero

convexo JABCD coma=b=c.

Figura 43: Quadrilatero inscritivel
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Seja 8 a medida do dngulo /BAC. Como o quadrildtero JABCD estd inscrito numa
circunferéncia C entdo o dngulo /BAC estd inscrito em C e estd subentendido pelo arco
B/EZ (como na figura 43), o qual também subentende o angulo /BDC, também inscrito em
C, de modo que que a medida do dngulo /BDC também é 6. Como o tridngulo ABDC
é isOsceles entdo sdo congruentes os dngulos /CDB e /CBD, de modo que a medida do
dngulo /CBD € 6. No entanto, /CBD ¢é um dngulo inscrito em C que estd subentendido
pelo arco CAD, o qual também subentende o dngulo /CAD, inscrito em C, de modo que
a medida do dngulo /CAD ¢€ 0. Além disso, como o tridngulo ANABC ¢ isésceles entdo
sdo congruentes os dngulos /BAC e /BCA, de modo que a medida do angulo /BCA € 6.
Em relagdo as retas %8 e ;1_5, a transversal % determina os dngulos alternos internos
/BCA e [CAD, que sdo congruentes. Assim, sdo paralelas as retas % e XB e, portanto,
o quadrildtero JABCD ¢€ um trapézio.

2.6 O POLIGONO ISOPERIMETRICO

Nesta secdo, mostraremos que dentre todos os poligonos(num plano) com n lados, n >
3, de mesmo perimetro L dado, o regular ¢ o de maior drea. Antes disso, consideraremos

alguns resultados envolvendo poligonos equildteros e convexos.

Lema 2.9. Dado um poligono p ndo convexo de n lados no plano, de perimetro L e drea

A, existe um poligono ¢’ convexo de n lados, perimetro L e drea A’ > A.

Demonstragdo. Considere p como sendo o poligono dado por A1A; U AyAsz U ..U

Ap1Ay UAAL, em que Aq, Ay, ..., A, sd0 pontos distintos, trés a trés ndo-colineares.
O processo consiste em obter um poligono convexo ¢’ a partir da reflexdo de lados de
p em relacdo a retas, como estd ilustrado na figura 44. Como g nfo é convexo, existe
Aj,comi € {1,2,...,n} para o qual existem pontos de g que estdo em ambos os lados
da reta que passa por A; e A;,1, com A,1 = A;. Considere a reflexdo a reta X_l—A:
Como a reflexdo por uma reta é uma isometria, temos que o novo poligono obtido a
partir da reflexdo de lados de p tem perimetro L. Repetindo-se este procedimento,
encontra-se um poligono g’ convexo que tem perimetro L e drea A’ > A, pois contém

©.
O

Lema 2.10. Seja AABC um tridngulo de base fixa AC, perimetro L e drea A, com
AB=xeBC=y. Sel > 0 for tal que x < [ ey > I, existe um ponto B tal que AB' =1
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> @

Figura 44: o' convexo obtido de (JA; Ay A3A,.

e tal que o tridngulo AAB'C tem perimetro L. Além disso, a drea do tridngulo NAB'C é
tal que A’ > A.

Demonstragdo. Como AB = x, BC =y e x < y entdo B nio pertence a mediatriz de
AC. Considere a elipse £ de focos A e C que passa por B. Assim, se P € £ entio
AP+PC=AB+BC=x+y.

Figura 45: Elipse de focos A e C que passa por B.

Sendo By o ponto simétrico de B em relacfio ao eixo menor de simetria de & (como
na figura 45), temos que B € £ e que AB; = y e BiC=x. Comox < /ey >Ientio
existe B’ € BB; (arco menor) tal que AB’ = [ e, consequentemente, B'C = x + y—1.

Neste caso, a altura do tridngulo AAB’C é maior que a altura do tridngulo AABC,
de modo que a(AAB'C) > a(AABC), com a propriedade de que os triangulos AABC
e AAB'C tém o mesmo perimetro.
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O
Os dois préximos lemas sG@o bem conhecidos e podem ser encontrados em muitos traba-
lhos. Apresentamos aqui uma demonstragdo baseada em [15].

Lema 2.11. Dado um poligono convexo ndo equildtero g de n lados, n > 3, perimetro
fixo L e drea A, existe um poligono convexo equildtero ' de n lados, mesmo perimetro L
edrea A’ > A.

Demonstragdo. Considere o como sendo o poligono dado por AjA; U ApAzU ... U

Ay 1Ay UALA, emque Ay, Ay, ..., A, sdo pontos distintos, trés a trés nédo colineares.
Sejal = ,—Ll, isto é, I € a média aritmética das medidas dos lados de p. Como o poligono
» € ndo equilatero, existem dois lados de p com medidas x < I e y > I. Suponha
que estes dois lados sejam consecutivos, por exemplo, os lados A1A; e Ay A3, com
A1A; = x e AyAz = y. Conforme o lema 2.10, existe um ponto A} tal que A1 A) =1
e de modo que os tridngulos AA; Ay Az e AA; A} A3 tenham o mesmo perimetro, mas
t(AA1AA3) > a(AA1A2A3). Com isso, foi obtido um novo poligono A1 A As ... A,
de mesmo perimetro L, mas com drea maior que a de p.

O processo consiste em obter a cada passo um lado de medida /, mantendo-se o
perimetro, mas aumentando-se a area do poligono. O procedimento é verificar se as
medidas de dois lados consecutivos sdo tais que uma delas é menor que [ e a outra
maior que /. Caso este seja o caso, procede-se de modo andlogo ao que foi feito em
relagfio a A;A; e AyAj;. Observamos que em vista do lema 2.9, a cada passo podemos

tomar como convexo o novo poligono de mesmo perimetro que g, mas com drea maior.

Caso néo existam dois lados consecutivos sendo um deles de medida menor que / e o
outro maior que /, faz-se uma permutacdo de lados de modo a manter o perimetro e a
drea do poligono. Por exemplo, suponha que A1A; = x < I, AyAz =1le AsAs =y > L.
Neste caso, considera-se a elipse £ de focos A; e Ay que passa por Az; em seguida,
considera-se o ponto A3, simétrico de As em relacdo ao eixo menor de £. Assim,
As € £, AryAs = y e A3A, =1, de modo que o novo poligono construido, tomando-se
Az no lugar de A3, tem o mesmo perimetro e area de g, e dois lados consecutivos de

medidas x <ley > I.

O processo termina quando obtemos o novo poligono ¢’ equilatero, com lados de

medida / e, dessa forma, de mesmo perimetro que g, mas com drea maior que p. [0

Lema 2.12. De todos os poligonos g de n lados, n > 3, perimetro fixo L, o de maior drea

¢ o regular (supondo-se que exista uma tal solugdo).
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Demonstragdo. Considere o como sendo o poligono dado por A1A, U AyAs ... A A4,
em que Ay, Az, ... A, sdo pontos distintos, trés a trés ndo colineares. Considere
que A,y = Aj, com j € {1,2,..,n}. De acordo com os lemas 2.9 e 2.11, podemos

considerar p como sendo convexo e equilatero.

O caso n = 3 foi estudado na Secdo 2.1, enquanto que o caso 1 = 4 foi estudado na

Secdo 2.3. Passemos a estudar o caso geral n > 5.

Considere o quadrilatero (JA; Ap A3A4. Como queremos determinar g de drea ma-
Xima, entdo o quadrilatero [JA1A2A3A, deve ter drea maxima, pois cado contrdrio
poderiamos aumentar a area do quadrildtero, mantendo-se as medidas dos lados, de
modo a aumentar a drea de p, o que seria uma contradicdo. Além disso, como g é
equilatero e convexo entdo, de acordo com a Sec¢do 2.5, o quadrildtero (JA; Ay Az Ay
estd inscrito numa circunferéncia C e, de acordo com a observacio 2.5.1, ele é um
trapézio isdsceles. De modo andlogo, concluimos que o quadrildtero [(JA> A3z A4As é
um trapézio isosceles e estd inscrito numa circunferéncia C’. No entanto, como C e
C’ passam pelos vértices Ay, Az e Ay, distintos e ndo-colineares, temos que C = C'.
Repetindo-se o argumento aos outros vértices, temos que p estd inscrito na circunfe-

réncia C. Consequentemente, p é um poligono regular, pois é equildtero e inscritivel.

Ou seja, p é um poligono regular. O
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Neste capitulo, apresentaremos uma abordagem para a educagdo bdsica da famosa de-
sigualdade da geometria, conhecida como desigualdade isoperimétrica, que relaciona a
drea A de uma regido no plano com o perimetro L da fronteira dessa regido, a saber,
[? —4wA > 0. A demonstragio que daremos em seguida é uma dentre aquelas da-
das em [3], que pode ser trabalhada com estudantes do Ensino Médio e que € feita com

simples ferramentas da geometria, como cdlculo de drea e reflexdo em relagéo a uma reta.

A abordagem que desejamos apresentar consiste no desenvolvimento
e do Capitulo 2, que determina a solugdo isoperimétrica para os poligonos;
e da Secdo 3.1, que compara os poligonos regulares com circunferéncias;
e da Secdo 3.2, que trata da convexidade das regides isoperimétricas;

e da Secdo 3.3, que trabalha com a desigualdade isoperimétrica.

3.1 AS REGIOES ISOPERIMETRICAS NO PLANO

Na se¢do anterior, vimos que os poligonos regulares sdo aqueles de maior drea dentre
os poligonos de n lados e perimetro fixo L. Nesta segdo, analisamos o seguinte problema:

"O que acontece com a drea de um poligono regular de perimetro fixo L quando seu nu-

mero de lados aumenta?"

A resposta a esta pergunta serd dada por meio do seguinte lema.
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Lema 3.1. A drea de um poligono regular g, de n lados e perimetro fixo L aumenta a

medida que se aumenta seu ntumero de lados.

Demonstragdo. Por (1.8), temos que

2 ’)

(pn) = "cotg( %) = 1cotg(T),

4
em que ! denota a medida de cada lado de .
Para um ndmero natural n > 3, temos que a sequéncia (x,) dada por x, = a(p.)

€ crescente. De fato, para x € (0, 5), temos que a funcdo f(x) = xtg(Z) satisfaz as

seguintes propriedades:
. . T :
L. lim f(x) = lim(xtg(2) = 3V3;

sen(¥) 1

T T
+ cos(Z)

2. lim f(x) = lim (xtg(%)) = lim (7

X—00

) =75
isen(¥)-z
3. fl(x) = tg(Z) — Zsec’(Z) = W < 0, pois sen(2%) < &, para x > 3.
Ou seja, para f(x) decresce o intervalo real (3, +c0). Consequentemente, a(g,) cresce

\ . P , . LZ
a medida que n cresce e o maximo de a(p,) € igual a 1. O

O lema anterior induz o raciocinio de que € possivel aumentar cada vez mais a drea
de um poligono regular de perimetro fixo, aumentando-se seu nimero de lados . Como a
circunferéncia é pensada como uma aproximac@o de um poligono regular cujo niimero de
lados é aumentado exaustivamente, € razodvel conjecturar que entre uma circunferéncia
de comprimento L e um poligono regular de perimetro L, a circunferéncia delimita maior

drea no plano. Vemos isso no lema seguinte.

Lema 3.2. Sejam C uma circunferéncia de comprimento L e o um poligono regular de
n lados e perimetro L. A drea do circulo delimitado pela circunferéncia C é maior que a

drea de .

Demonstragdo. Como o comprimento de C é L entdo 27tr = L, onde r é o raio de C.
Assim, a drea de C é, por 1.9, igual a

L2

A= .2 2
T ( ) v
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enquanto que a area do poligono regular de n lados e perimetro L é, por 1.8, igual a

L# T
A’ = = cote(=),
4n g(n)
pois n.f = L.
Pela natureza do problema, podemos tomar 1 > 3. Neste caso, 7 < tg(%), de modo

que Z.cotg(?) < 1. Assim,

12 7 s 12
A= = .Z cotg(= — =A.
4w n o g(n) < 47T

Portanto, A’ < A. O

Mesmo com o lema 3.2, ainda ndo podemos dizer que de todas as regides no plano de
mesmo perimetro, o disco é a de maior drea. Por enquanto, podemos afirmar somente que

o disco € uma solucdo melhor que um poligono regular de mesmo perimetro.

3.2 CONVEXIDADE DAS REGIOES ISOPERIMETRICAS

Chamamos de solugdo isoperimétrica a solugcdo do chamado problema isoperimétrico:
determine a regido no plano de perimetro fixo e de maior drea possivel. A seguir, mostra-

mos que a solugdo isoperimétrica, quando existe, é uma regido convexa.
De modo andlogo a definicdo 1.17, podemos falar de regides convexas no plano.

Definicao 3.3. Dada uma regido R no plano (ou seja, subconjunto do plano delimi-
tado por uma curva fechada e sem auto-intersec¢do), dizemos que R é convexa se

AB C R paratodos A, B € R. Caso contrdrio, R € dita ndo-convexa.

Também de modo andlogo ao lema 2.9, mostramos que uma solugdo isoperimétrica

deve ser uma regido convexd.

Proposicao 3.4. Seja R uma regido no plano que possui a maior drea possivel dentre

todas as regides de mesmo perimetro dado. Entdo R é uma regido convexa.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que R nédo seja uma regido convexa. Dessa

forma, existem pontos A, B € R, distintos, tais que AB ¢ R . Seja -y a curva-fronteira
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de R. Considere a reflexdo do menor arco 7y; de y com extremidades A e B, em relacdo
ao segmento AB, obtendo assim o arco 7,. Sendo R’ a regifio no plano delimitada por
Y2 U (7 \ 71), temos que R e R’ tém o mesmo perimetro, mas que a drea de R € menor
que a drea de R’, o que é absurdo, pois R foi suposta ter drea maxima. Portanto, R é

uma regiao convexa. O

Figura 46: Regido néo convexa

3.3 DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA

Nesta secdo, retomamos a solucdo isoperimétrica para o caso dos tridngulos e dos poli-
gonos a fim de mostrar que a desigualdade isoperimétrica, L?> — 4rA > 0 é vdlida para

esses casos particulares de regides no plano.

Na secdo 2.1, obtemos que de todos os tridngulos de drea A e perimetro L, aquele de
L2V/3
36

mdxima drea € o equildtero, cuja drea €, por (2.4), A’ = . Ou seja, A < A/, de

modo que
LZ

V3 _1
9 T

4A <
V3

1
pois o < = Portanto, 47tA < L2, isto é, L> —4mwA > 0.
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Da mesma forma, vimos na se¢do 2.6 que de todos os poligonos de n lados, perimetro L

e drea A, aquele de drea mdxima ¢é o regular, cuja drea é igual a A’ = %.Cotg(%), dada
LZ
por (1.8). Ou seja, A < A’, donde segue que 4A < ?.cotg(%). Para n > 4, temos que

T Jis
=.cotg(?) < 1. Consequentemente,
L2 w, _If
4A < —.—.cotg(—) < —.
—mn g(n) T
Portanto, 4wA < L2, isto é, L> — 41w A > 0.

Finalmente, mostremos que de todas as regides no plano de perimetro L, o disco € a
de maior drea. Obteremos também a desigualdade isoperimétrica para o caso geral. No
entanto, para conseguirmos isso, supomos a existéncia de tal regido de drea mdxima,
de acordo com o seguinte teorema, que contém uma das provas dadas por Steiner ao

problema isoperimétrico.

Teorema 3.5. Suponha que de todas as regides do plano de perimetro L, exista uma de

drea mdxima A. Entdo, a regido de perimetro L e drea mdxima é um disco.

Demonstracdo. Sejam R a regido de maxima area A e -y a curva fronteira de R, que
tem perimetro L. Pela proposicdo 3.4, temos que R € uma regido convexa. Seja v uma
reta que 7y em duas componentes de mesmo perimetro (como na figura 47). A reta
r também divide R em duas regides R e R, de mesma area A/2. Caso contrério,
poderfamos tomar a regido de maior area, por exemplo, R4, fazer sua reflexdo em
relacéo a reta r, obtendo R}. Dessa forma, a regido R’ = Ry U R teria perimetro L e

area A’ > A, o que seria um absurdo.

Figura 47: Regido cortada pela metade de seu perimetro
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Considere novamente uma das metades da regido R, por exemplo, R1. Mostramos,
a seguir, que R € um semidisco. Caso contrdrio, existira um ponto R na fronteira de
R, de modo que o dngulo /PRQ néo seria reto (como na figura 48), onde {P,Q} =
yNr.

Figura 48: /PRQ néo é reto.

Mantendo-se os comprimentos PR e RQ e as partes de Rq que ficam entre y e PR e
RQ , seria possivel deslocar os pontos P e Q em r de modo a obter os pontos P/, Q’, R’
e uma regido R'l/ tais que P'R’ = PR, Q'R’ = QR e o 4ngulo /P'R’'Q’ fosse reto.

Neste caso, como PR’ = PR, Q'R’ = QR e sen(/PRQ) < sen(/P'R’'Q’) = 1, teriamos
que a drea do triangulo AP'R’Q’ seria maior que a area do tridingulo APRQ. Fazendo
a reflexdo de R'll em relacdo a r, obterilamos uma regido Rg, de modo que R" =
R’ll U Rg teria drea maior que a de R, mas com o mesmo perimetro, 0 que seria
absurdo, pois R foi suposta ter area maxima. Portanto, v é uma circunferéncia e R é
um disco.

Assim, temos que A < 7R?, com a condicdo que 27tR = L, onde R denota o raio do
disco. Logo,

L? L2
< e = —
As a2 T i
e, finalmente,
I? —47A > 0.
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