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Resumo

VASCONCELOQOS, Daniel Victor Menezes de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de
2016. Numeros Irracionais: uma abordagem para o ensino basico. Orientador: Alexandre
Miranda Alves.

Este trabalho traz algumas discussdes relacionadas ao ensino dos niimeros irracionais no ensino
basico (fundamental e médio) com algumas propostas de aplica¢des em sala de aula utilizando
o geogebra como ferramenta auxiliar no processo de ensino\aprendizagem. Abordamos sobre
algumas propriedades importantes referentes aos nimeros irracionais bem como algumas apli-
cacoes destes no dia a dia. O texto traz ainda propriedades e aplica¢des de alguns dos nimeros
irracionais transcendentes mais conhecidos como 7 (pi), ¢ (phi) e o nimero de Euler e, além
disso, ainda falamos sobre a maneira com a qual os PCN’s e o CBC sugerem a abordagem
deste conjunto numérico com suas propriedades no ensino fundamental e médio e exibimos um

panorama sobre a maneira como alguns livros do ensino bésico abordam o tema.
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Abstract

VASCONCELOS, Daniel Victor Menezes de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July,
2016. Irrational numbers: an treatment to basic education. Adviser: Alexandre Miranda
Alves.

This work brings some discussions related to the teaching of irrational numbers in basic edu-
cation (primary and secondary) with some proposals for applications in the classroom using
geogebra as an auxiliary tool in the teaching\learning. We approach on some important proper-
ties related to irrational numbers as well as some applications of these on a daily basis. The text
also contains properties and applications of some of the irrational numbers transcendent better
known as 7 (pi), ¢ (phi) and Euler’s number e, and Moreover, we still talk about the way in
which the PCN ’s and the CBC suggest to approach this number along with its properties in
primary and secondary education and display an overview of how some of the basic education

books address the topic .
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1 Introducao

Durante a pratica como docente de matematica percebemos certo desconforto por parte
de alguns alunos ao lidar com os nimeros irracionais. Existe uma inseguranca por parte dos dis-
centes (principalmente no ensino fundamental) quando os resultados obtidos ndo sdo nimeros
inteiros. Relacionado a esse fato, os contetidos basicos comuns - CBC ([10], p. 15) dizem que
o aluno deve “sentir-se seguro da propria capacidade e construir conhecimentos matematicos,

desenvolvendo a auto-estima e a perseveranca na busca de solugdes”.

Ao longo do ensino fundamental os conhecimentos numéricos sao construidos
e assimilados pelos alunos num processo dialético, em que intervém como ins-
trumentos eficazes para resolver determinados problemas e como objetos que
serdo estudados, considerando-se suas propriedades, relagdes e 0 modo como
se configuram historicamente. Nesse processo, o aluno perceberd a existéncia
de diversas categorias numéricas criadas em funcio de diferentes problemas
que a humanidade teve que enfrentar — nimeros naturais, nimeros inteiros
positivos e negativos, nlimeros racionais (com representacdes fraciondrias e
decimais) e nimeros irracionais. A medida que se deparar com situagdes-
problema — envolvendo adi¢do, subtragdo, multiplicagcdo, divisdo, potencia-
¢do e radiciagdo —, ele ird ampliando seu conceito de nimero. ([3], p. 39)

A inseguranga do aluno ao lidar com a matematica, de uma maneira geral, pode estar
relacionada a maneira mecanizada como o professor ensina o contetido. O CBC afirma que
“deve-se evitar a formalizacdo excessiva e concentrar-se no desenvolvimento de habilidades
conceituais e manipulativas, estimulando o uso de mecanismos informais como intui¢do, ana-
logia, reconhecimento de padrdes, andlise de casos particulares e generalizacdo, aproximagao,
estimativas”.

O ensino da matemdtica que foi marcado pela excessiva preocupagdo com a
memorizacdo, em detrimento da compreensdo, de férmulas e a formulacdo
incompleta de conceitos, numa época que antecede ao que se chamaria de
Matemdtica Moderna, ndo tem mudado de maneira geral, nem mesmo com
as propostas de inovagdes metodoldgicas incorporadas em alguns curriculos.
([14], p. 23).

Sabemos que a matemética estd presente em nosso dia a dia e que € imensa sua apli-
cacdo em situacdes cotidianas mas, as vezes deixamos passar despercebido as situagdes viven-
ciadas pelo aluno que podem ser relacionadas com aspectos tedricos da matematica tornando
0 ensino mais significativo para ele. Levar em consideracdo o conhecimento que o aluno traz
consigo pode ajudar na assimilacdo dos conteddos trabalhados em sala de aula.

Este trabalho esta distribuido em cinco capitulos cuja estrutura é apresentada da se-
guinte maneira:

No Capitulo 2 tratamos da parte histérica que traz um relato da maneira com a qual
se iniciaram os estudos e observacdes em matemdtica, em particular, fala-se da maneira como

surgiram os numeros irracionais e a postura dos matemaéticos da época perante a essa descoberta.



No Capitulo 3 temos a definicao de ndmero irracional além das diferentes abordagens
dos autores de livros destinados ao ensino fundamental e médio. Temos ainda a defini¢do
de incomensurabilidade entre dois segmentos, a demonstragdo da incomensurabilidade entre
o lado de um quadrado e sua diagonal, a classificacio dos ndmeros irracionais, a prova da
irracionalidade de v/2 e da raiz quadrada de um niimero primo qualquer.

O Capitulo 4 traz uma sugestdo de abordagem dos nimeros irracionais nos ensinos
fundamental e médio de acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s) e com os
Contetdos Basicos Comuns (CBC). Este ultimo é a referéncia do ensino da matematica no
estado de Minas Gerais. Ainda neste capitulo temos algumas sugestdes de como 0s nimeros
irracionais podem ser trabalhados durante o ensino bésico.

No capitulo 5 falamos sobre os nimeros irracionais trancendentes mais conhecidos e
utilizados no ensino basico, sdo eles o pi (), o nimero de ouro (¢) e o nimero de Euler (e).
Abordamos sobre a histéria e as mais importantes aplica¢des de cada um deles.

Por fim, no capitulo 6 falamos do uso da tecnologia nas aulas de matematica, mais
especificamente nas que envolvem nimeros irracionais. De alguns dos programas citados no
trabalho, enfatizamos o uso do Geogebra por se tratar de um sotware com uma grande op¢ao
de recursos e por ser de facil manuseio. Este € um programa livre que pode ser baixado gratui-
tamente na internet e ¢ uma ferramenta poderosa para a docéncia. Sugerimos e incentivamos o
uso deste software para fins educativos e damos algumas sugestdes de como trabalhar com os
ndmeros irracionais utilizando essa ferramenta eletronica.

Para ilustrar algumas situagdes neste trabalho foram utilizadas figuras criadas com o

auxilio do programa Geogebra.



2 Contextualizacao Historica

Antes de falar do surgimento dos nimeros irracionais e sua histdria se faz necessario
abordar sobre o inicio da matemética de uma maneira geral para que possamos fazer uma ligagcao
entre estes dois momentos e a importancia de ambos no contexto atual.

Os primodrdios da histéria da matematica se mostram de forma fragmentada, sdo poucos
os fatos concretos conhecidos que marcaram o inicio da utilizacdo dessa ciéncia exata pelo
ser humano. O que se tem sdo alguns artefatos e registros de épocas remotas que sugerem
como se concebeu essa ciéncia, portanto alguns dos relatos histéricos mais antigos acerca do
desenvolvimento da matemética ndo sao precisos, tratam-se de suposicdes de como pode ter
acontecido.

Em uma histéria dos nimeros ¢é dificil de escolher um ponto de partida. Por
onde comecar? Em que época? Em que local? Em que civilizacio especifica?
Nao € dificil imaginar que as sociedades muito antigas tenham tido nog¢do de
quantidade. Normalmente, associa-se a histéria dos nimeros a necessidade de
contagem, relacionada a problemas de subsisténcia, e o exemplo mas freqiiente
€ o de pastores de ovelha que teriam sentido a necessidade de controlar o reba-
nho por meio da associacdo de cada animal a uma pedra. Em seguida, em vez

de pedras, teria se tornado mais pritico associar marcas escritas na argila, e
essas marcas estariam na origem dos niimeros. Usamos aqui um futuro do pre-

EE Y3

térito — “teria”, “estariam” — para indicar que essa versdo ndo é comprovada.
As fontes para o estudo das civilizagdes antigas sdo escassas e fragmentadas.
Historiadores e antropdlogos discutem, ha tempos, como construir um conhe-
cimento sobre essas culturas com base nas evidéncias disponiveis. ([4], 2012).

Segundo Boyer ([2], p. 25) ndo se pode fixar um ano (ou periodo histérico) no qual
se deu o inicio dos estudos em matemdtica. A cada uma das provaveis origens cabe uma de-
fesa, mas usualmente considera-se como o inicio da matemdtica aquele periodo em que ha
um esfor¢co do homem para sistematizar o conceito de grandeza, fazer o registro delas e criar
(intuitivamente) o conceito de nimero e o procedimento de contagem. Existem indicios arqueo-
l6gicos de que o homem (a aproximadamente 50.000 anos) era capaz de contar e que € razodvel
adimitir que a espécie humana, mesmo nas épocas mais primitivas, tinha algum senso numé-
rico, pelo menos ao ponto de reconhecer mais e menos quando se acrescentavam ou retiravam
objetos de uma pequena cole¢do, pois hé estudos que mostram que alguns animais sdo dotados
desse senso.

O periodo histérico ocorrido por volta de 2500 até aproximadamente 1200 a.C. € de-
nominado era pré-helénica, mas a parte histérica que mais nos interessa ocorre por volta dos
ultimos séculos do segundo milénio a.C.. Segundo Boyer ([2], p.54) muitas foram as mudancas
politicas e econdmicas que ocorreram neste periodo. Um avanc¢o considerdvel que aconteceu
nestes anos foi o inicio da matematica demonstrativa, onde o homem comecou a indagar como
e por que algumas propriedades ocorrem. Um dos precursores desta matematica foi Tales de

mileto que foi o primeiro a publicar alguns resultados importantes em geometria, tais como



“os angulos da base de um triangulo isdsceles sdo iguais” e “angulos opostos pelo vértice sdao
iguais”.

Outro grande nome que fez contribui¢des significativas para o enriquecimento da ma-
temadtica foi Pitdgoras, que segundo Boyer ([2], p. 56) foi o primeiro a exibir uma prova do te-
orema relativo aos lados do triangulo retangulo que posteriormente foi batizado com seu nome.
Ele fundou a escola pitagdrica e junto com seus alunos estudavam filosofia e matematica e foi
nessa era pitagorica que Pitdgoras e seus discipulos provaram que nao ha nenhum ndmero raci-
onal na reta numérica que corresponda ao ponto comprimento da diagonal de um quadrado de

lado unitario (Figura 1).

o 1 P

Figura 1: Representagdo pratica de v/2 na reta.

Segundo Eves ([15], p.105) um novo conjunto numérico precisou ser criado para poder
associar pontos como os da diagonal do quadrado de lado unitério e pelo fato deles ndo serem
racionais, foram batizados como irracionais (que significa ndo-racionais). Esta descoberta foi
um ponto importante na histéria da matematica.

Muitas s@o as lendas sobre o surgimento dos nimeros irracionais, uma delas é que
Hipaso de Metaponto, discipulo de Pitdgoras, ao calcular a diagonal de um quadrado de lado
unitdrio teria se deparado com um segmento que nao poderia ser exXpresso como uma razao
entre dois nimeros inteiros e devido a sua descoberta, Hipaso foi expulso da escola pitagdrica
e condenado a morte. Mas existem outros historiadores que acreditam que a descoberta da in-
comensurabilidade surgiu mediante alguns estudos relacionados as diagonais de um pentdgono
regular.

Nesse momento histérico a matemadtica passou por uma crise que foi desencadeada
pela descoberta de que nem todas as grandezas geométricas da mesma espécie sao comensura-
veis. O fato de a comunidade pitagorica aceditar que todas as grandezas eram comensuraveis

entre si fez com que se instalasse esta crise cuja superagao nao foi rapida.

Por algum tempo, v/2 foi o unico ndmero irracional conhecido. Mais tarde,
segundo Platdo, Teodoro de Cirene (c. 425 a.C.) mostrou que V3,V5,V6,V7,
V8,10, V11,12, V13,14, /15 e v/17 também sio irracionais. Por volta
de 370 a.C., o “escandalo” fora resolvido por Eudoxo, um brilhante discipulo
de Platdo e do pitagdrico Aquitas, através de uma nova defini¢do de proporcao.
O magistral tratamento dos incomensuraveis formulado por Eudoxo aparece
no quinto livro dos Elementos de Euclides, e essencialmente coincide com
a exposi¢cdo moderna dos niimeros irracionais dada por Dedekind em 1872.
([15], p. 107).



Segundo Boyer ([2], p. 159) os hindus consideravam as raizes irracionais de ndmeros
racionais como numero. Eles ndo tinham dificuldade em aceitar a existéncia dos nimeros irra-
cionais e isso fez com que as geragdes posteriores de matematicos indianos utilizassem esses
nimeros sem andlise critica até que, no século IX foi estabelecida uma estrutura mais sélida
para o conjunto dos nimeros irracionais do que a existente até entao.

A estrururacdo dos nimeros reais que temos hoje € fruto do trabaho do trabalho re-
alizado pelo matematico alemao J. W. R. Dedekind em 1872. Sua atencdo se voltara para
problemas envolvendo nimeros irracionais desde 1858, quando lecionava célculo. Para ele, o
conceito de limite deveria ser desenvolvido através da aritmética apenas, sem usar a geometria
como guia. Ele se perguntou o que hd na grandeza geométrica continua que a distingue dos
nimeros racionais.

Segundo ([2] p.395) Dedekind chegou a conclusdo de que a esséncia da continuidade
de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga propriedade de ligacdo mutua, mas a uma
propriedade exatamente oposta - a natureza da divisdo do segmento em duas partes por um
ponto dado. Se os pontos de uma reta se dividem em duas classes tais que todos os pontos da
primeira estdo a esquerda de todos os pontos da segunda, entdo existe um, € um sé, ponto que

realiza essa divisao em duas classes, isto €, que separa a reta em duas partes.



3 O que é um nimero irracional?

Alguns autores relacionam a defini¢do de ndmeros irracionais com a dos nimeros ra-
cionais, surgindo portanto a necessidade de falarmos um pouco sobre comensurabilidade entre
segmentos e a respeito dos nimeros fraciondrios e decimais de antemao. Estes nimeros estao

diretamente ligados a resultados obtidos através de medic¢des.

Os ndmeros inteiros sdo abstracdes que surgem do processo de contar cole-
coes finitas de objetos. Mas as necessidades da vida didria requerem, além
da contagem de objetos individuais, a medi¢do de vdrias quantidades, como
comprimento, peso e tempo. Para satisfazer essas necessidades bdsicas re-
ferentes a medigdes necessita-se de fracdes, pois raramente acontece de um
comprimento, para citar um exemplo, contar um nimero exato de vezes uma
unidade linear. Definindo-se, assim, um niimero racional como o quociente
p/q, q # 0, de dois nimeros inteiros, o sistema dos nimeros racionais é sufi-
ciente para propdsitos priticos envolvendo medi¢des, uma vez que ele contém
todos os inteiros e todas as fragdes. ([15], p. 104).

Quando medimos um segmento de reta AB, adotando uma unidade de medida unitaria
u, duas possibilidades sao consideradas:
1*) Suponhamos que o segmento AB possa ser medido utilizando-se a unidade unitaria

u uma quantidade inteira de vezes.

Figura 2: Segmento AB e unidade de medida u.

Se a unidade u couber p vezes no segmento AB, entdo a medida de AB é de p unidades,
onde p € um nimero natural.
2%) Suponhamos que o segmento AB NAO possa ser medido utilizando-se a unidade

unitdria ¥ uma quantidade inteira de vezes.

Figura 3: Segmento v adotado para medir o comprimento de u.

Para esse caso, vamos adotar um segmento de reta v de forma que este caiba g vezes

no segmento unitirio # e p vezes em AB. O segmento v terd sua medida igual a fracdo é e



por conseqiiéncia a medida de AB serd igual a p vezes é, ou seja, igual a g (em relacdo a u).

Vejamos um exemplo para ilustrar essa situagao.

Considerando o centimetro como unidade de medida, tomemos um segmento AB qual-
quer e a unidade de medida u = 1. O segmento u ndo cabe uma quantidade inteira de vezes
no segmento AB. Vamos entdo adotar o segmento v que cabe 13 vezes em AB e 4 vezes em u
(valores escolhidos arbitrariamente a cardter expositivo). Teremos, portando que a medida do

segmento AB é igual a 173.
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Figura 4: Medida do segmento AB utilizando-se as unidades u e v.

Dizemos que dois segmentos sdo incomensuraveis quando eles ndo forem comensura-
veis e, levando em consideracdo os casos acima, quando o segmento v existe, dizemos que os
segmentos de reta u e AB sdo comensurdveis e a medida de AB é o niimero racional ’5’. Mas
nem sempre € possivel encontrar este segmento v. Quando isso acontece dizemos que 0s seg-
mentos em questdo sdo incomensuraveis. Segundo Dante ([5], p.31) os pitagéricos acreditavam
que sempre existia o segmento v nessas condi¢des, ou seja, que sempre dois segmentos eram
comensuraveis. Para eles, o dogma de sua doutrina “TUDO E NUMEROQ’ se referia aos ni-
meros racionais; eles ndo concebiam a existéncia de outros nimeros que nao fossem racionais
(inteiro ou fracdo). Partindo deste conceito de incomensurabilidade € que comecaremos a falar
a respeito dos nimeros irracionais.

Na matematica atual o conceito de comensurabilidade é correspondente ao de nimero
racional e o conceito de incomensurabilidade € correspondente ao de ndmero irracional. Veja:
se razdo entre os comprimentos de dois segmentos ¢ um nimero racional entdo estes sdo co-
mensurdveis. Por outro lado, se a razao entre os comprimentos de dois segmentos € um nimero

irracional entao estes sao incomensuraveis.

3.1 Definicoes de niimeros irracionais sob a perspectiva de diferentes au-

tores

Alguns autores utilizam defini¢des distintas para se fazerem mais claros, dependendo
do publico ao qual se destina o material e do nivel de escolaridade que se pretende atender. Para
exibir um panorama geral de como o tema € exposto aos alunos do ensino fundamental\médio,

foram analizados alguns livros utilizados nas escolas da rede publica estadual de minas gerais.



“MATEMATICA” é o titulo do livro escrito por Antonio Nicolau Youssef, Elizabeth
Soares e Vicente Paz Fernandes pela editora Scipione. A defini¢do de nimero irracional contida

neste livro € a seguinte:

* “Os nudmeros reais sao o modelo matemdtico para expressar as medidas. Formam um
conjunto de nimeros que podem ser representados por uma expressao decimal finita ou
decimal infinita e periédica ou decimai infinita e ndo periddica. Quando € finita ou infinita

e periodica, tem-se um nimero racional. Caso contrdrio, tem-se um nimero irracional.”

No livro “MATEMATICA, ciéncia e aplicacdes” da editora Saraiva e cujos autores
sdo Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida, o

conjunto dos nimeros irracionais € definido da seguinte maneira:

* “Assim como existem niimeros decimais que podem ser escritos como fragdes — com o
numerador e denominador inteiros — ou seja, 0s nimeros racionais, ha os que nao admitem
tal representagdo. Trata-se dos niimeros decimais ndo exatos, que possuem representacao
infinita e ndo peridédica. Um niimero cuja representacdo decimal infinita ndo é periédica

€ chamado numero irracional e o conjunto desses nimeros € representado por I.”

O livro “MATEMATICA aula por aula” dos autores Benigno Barreto Filho e Cldudio

Xavier da Silva da editora FTD, traz a seguinte defini¢do para ntimero irracional.

* “O conjunto [r dos ndmeros irracionais ¢ formado por nimeros cujas formas decimais

ndo sdo exatas e nem periddicas.”

Escrito por Manoel Paiva, o livro “Matemaética Paiva” da editora Moderna exibe uma

defini¢do para nimero irracional como segue abaixo:

e “Numero irracional € todo nimero que, em sua forma decimal, ¢ uma dizima nao peri6-

dica. Indicando o conjunto dos niimeros irracionais por Q:
Q={x ‘x ¢ dizima ndo periddica}.
Um ndmero irracional nao pode ser representado como uma razao entre dois inteiros.”

“Conexdes com a matematica” € uma obra produzida coletivamente, concebida, desen-
volvida e produzida pela editora Moderna. Neste livro os nimeros irracionais estdo definidos

da seguinte forma:

* “Exitem casos em que os nimeros racionais ndo sio suficientes para determinar a razao
entre as medidas de dois segmentos. Nesses casos 0s dois segmentos sdo ditos incomen-
surdveis, e a razao entre suas medidas € dada por um nidmero nio racional, isto €, por um
nimero irracional. Os niimeros v/2 e 7 sdo exemplos de niimeros irracionais, ou seja, de

numeros que niao podem ser escritos como uma razao de inteiros”



Impresso pela editora FTD, o livro “Novo olhar, MATEMATICA” de Joamir Souza

traz a seguinte definicdo de nimero irracional:

* “A representagio decimal de v/2 possui infinitas casas decimais ndo periédicas, ou seja,
ndo € um numero decimal exato ou uma dizima periddica. Utilizando uma calculadora

ou um computador, podemos obter /2 com algumas casas decimais.
V2 = 1,41421356237309504880168872420. ..

Numeros com essas caracteristicas formam o conjunto dos nimeros irracionais, indicado
por I. A raiz quadrada de um nimero natural ndo quadrado perfeito € irracional. De
maneira semelhante, toda raiz cibica de um ndmero natural ndo cubico perfeito também

¢é irracional.”

Observamos na defini¢do acima que o autor apresenta um simbolo para o conjunto dos
nimeros irracionais e isto ndo ¢ comum nos livros didéticos. Quando o autor precisa exibir um

simbolo para o conjunto dos niimeros irracionais geralmente utiliza R\ Q.

3.2 Demonstracao da incomensurabilidade entre a diagonal de um qua-
drado e o seu lado.

Teorema: Em um quadrado qualquer, o lado e a diagonal sdo segmentos incomensu-

raveis.

Demonstracao: Consideremos um quadrado A;B{C;D; (Figura 2.2), e sejam a; e dj,
respectivamente, seu lado e sua diagonal. Observamos a seguinte constru¢do. Marcamos em
B1D; o ponto A, tal que BjA, = BjA| e tomamos o segmento A>B, perpendicular a B; D com
B em A Dy. O tridngulo A>B, D é necessariamente isésceles, com A, D1 = A>B,. Construimos
entdo o quadrado A,B,C2D;. Sejam aj e do, respectivamente, o lado e a diagonal do novo

quadrado.
Notemos que

di =BiD; =BjAy+A>D| = a1+ a>

aj =A1D1 :Ale —I—Ble =A132+d2.

Os triangulos retangulos A1 B, B e A;B;B; sdo congruentes, pois t€ém a hipotenusa em

comum 6A131 :AzBl. LOgO A132 :A232 =ay.
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Figura 5: Figura auxiliar para a prova da irracionalidade de v/2.
Assim a; = ay +d,, e segue

a = di—a

d2 = d)1—4ady = 2a1—d1

De a; = ay +d, temos a; > ap +a>» = 2ap, donde a; < %al.
A construgdo acima pode ser repetida com o quadrado A;B>(C,D;, € encontramos um

terceiro quadrado A3B3C3D3, com lado a3 e diagonal d3, sendo

a3 = dry—a
d3 = 2a2—d2

azy < %az

Seguindo esta idéia, encontramos um quarto quadrado, um quinto, etc., obtendo assim
uma sequéncia ay,ay,a3,a4... tal que a;11 < %a,-.

Suponhamos, agora, que a; e di sejam comensurdveis. Entdo existe um nimero po-
sitivo € e existem nimeros naturais m e n tais que a; = m€ e d; = n€. Usando as identidades
acima temos a, = ne —me = (n—m)€ e dy = 2me —ne = (2m—n)e. Assim sendo, a; e dy tam-
bém sdo multiplos de €. E assim por diante, cada a; é multiplo de €. Em particular a; > € para

todo i. Aplicando agora o método da exaustio! concluimos que trata-se de uma contradico,

ITeorema (Método da exaustiio): Sejam My, My, My, M3, My, ... nimeros positivos tais que M; < %MO,
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logo aje di sdao incomensurdveis. Em melhores palavras, o método da exaustdo diz que se de
uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte ndo menor que sua metade, do restante subtrai-se
também uma parte ndo menor que sua metade, e assim por diante, se chegard por fim a uma

grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma espécie.

3.3 Classificacao dos irracionais.

Os nimeros racionais e irracionais juntos formam um conjunto de nimeros que possui
importancia central em matemaética; o conjunto dos niimeros reais. Através deles podemos

expressar qualquer medida de comprimento, area e volume.

Se considerarmos a representacio dos nimeros como pontos de uma reta, ve-
remos que, apesar de qualquer segmento, ndo importa quio pequeno, conter
uma infinidade de pontos racionais, existem muitos outros pontos (tais como
V2, 7, etc.) medindo comprimentos, que nio podem ser expressos por ni-
meros racionais. Mas se considerarmos os nimeros reais, todo ponto da reta
corresponderd a exatamente um nimero real e todo nimero real correspondera
a exatamente um ponto da reta. O fato de todos os comprimentos poderem ser
expressos como numeros reais ¢ conhecido como a propriedade de completude
desses nimeros e todo desenvolvimento da Andlise Matemadtica depende desta
propriedade. ([1], p.3)

Existem dois tipos de nimeros reais:

» Nuameros reais algébricos: sdo aqueles que satisfazem alguma equagao algébrica. Por
exemplo, v/7 é um nimero algébrico, pois satisfaz a equacdo x> —7 = 0. De uma ma-
neira geral, um nimero dito algébrico é qualquer nimero real (ou complexo) que € raiz
de alguma equacgdo polinomial com coeficientes inteiros, ou seja, » € um nimero algé-
brico se f(r) = 0 para alguma funcdo da forma f(x) = ag + a;x + axx* + ... +a,x", onde

ap,ai,ay,...,d, sao inteiros.

* Numeros reais transcendentes: sio aqueles que nio sdo raizes de polindmios com coe-
ficientes inteiros, ou seja, ndo podemos escrever um polindmio de coeficientes inteiros de
forma que este tenha como raiz um ndmero real transcendente. Existem alguns nimeros
irracionais importantes que sao classificadas como transcendentes, por exemplo: pi (1), 0

numero de Euler (e) e o niimero de ouro (¢).

My < %Ml, M3 < %Mz e assim por diante. Seja € > 0. Entdo existe um nimero inteiro positivo N tal que My < €.
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3.4 Propriedades dos nameros irracionais.

Existem algumas propriedades operacionais relativas aos nimeros irracionais. Apresentamos
abaixo uma lista com essas propriedades.

Sendo x um nimero racional € y um nimero irracional, temos:
* x-+yéirracional;
e x—y éirracional.

 xy € irracional, se x # 0;

(€N

irracional, se x = 0;

(¢N

irracional, se x # 0.

= I <=2Ix

3.5 Prova da irracionalidade de /2.

Vejamos uma prova da irracionalidade dev/2 utilizando o método de redugio ao ab-
SUrso, ou seja, vamos supor que /2 ndo é um nimero irracional e ao final da prova chegaremos
a um absurdo.

Suponhamos que v/2 seja racional, ou seja, pode ser escrito como a razio entre dois
inteiros a e b na forma irredutivel, ou seja, a e b sdo primos entre si.

a
2==C
V2 b

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado teremos a®> = 2b%, o que implica
que a® também é par. Logo, a é par. Fazendo a = 2k, com k € Z, temos a* = 2b* & (2k)? =
2b% < b? = 2k> = b? é par = bé par.

Por hipétese § € irredutivel, ou seja, mdc(a,b) = 1. Chegamos a um absurdo pois a e
b sdo divisiveis por dois. Portanto, \/2 é irracional.

3.6 Prova da irracionalidade da raiz quadrada de um nimero primo.

Teorema: Se p é um niimero primo, entdo /p é um niimero irracional.

Demonstrac¢ao: Suponha que /p € um niimero racional e que pode ser escrito como
uma fragdo irredutivel %2, ou seja, /p = * com m e n naturais e mdc(m,n) = 1. Elevando ambos

os lados da equagio ao quadrado obtemos m? = pn?. Desta tiltima igualdade temos que p divide

m? e, como p é primo, ele necessariamente divide m. Logo podemos escrever que m = pk para

algum inteiro k. Elevando ao quadrado temos m? = p?k?. Igualando as duas expressdes de m?

obtemos a equacdo pn* = p?k*. Simplificando o fator comum p obtemos n> = pk>. Isso nos diz
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que p divide n” e como p é primo, p divide n. Portanto obtemos que p divide m e divide também

n, ou seja, p ¢ divisor comum de m e n, o que contradiz a hipétese de que mdc(m,n) = 1.
Observamos uma consequéncia 6bvia desta demonstracao: ela implica imediatamente

que temos um nimero INFINITO de irracionais ja que Euclides mostrou que existe um nimero

infinito de ndmeros primos (ver teorema abaixo).

3.6.1 A existéncia de infinitos niimeros primos

Por volta de 300 a.C. Euclides publicou em um de seus livros da colegdo Elementos,
uma prova para a existéncia de infinitos nimeros primos. Trata-se de uma demonstracao por
reducdo ao absurdo.

Demonstracao: Suponha P um conjunto com finitos nimeros primos

P =P1,P2,P3,---yPn-

Suponha também o nimero n que € igual ao produto de todos os nimeros pertencentes
aP

n=p; Xpr2 Xp3X...X py.

Suponhamos ainda o niimero g = n+ 1. Sobre g podemos afirmar que ele € um nimero
primo ou composto. Se g € primo entdo existe um nimero primo que ndo pertence ao conjunto
P, fazendo com que este conjunto ndo seja finito. Se g ndo € primo entdo ele € composto (ou
seja, pode ser escrito como um produto de nimeros primos) € pode ser dividido por algum
pr € P, e como vimos esses fatores primos ndo podem ser nenhum dos nimeros do conjunto P
e novamente achamos primos que nio pertencem a P, provando a infinidade dos primos.

Uma curiosidade relacionada aos numeros primos: segundo o site Gl

(http://gl.globo.com/), 0 maior nimero primo identificado até hoje foi descoberto dia 21/01/2016

por um matemaético da Universidade do Centro do Missouri. Este ntimero possui 22,3 milhdes
de digitos e foi o pesquisador Curtis Cooper quem fez a descoberta. Trata-se de um nimero

denominado “primo de Mersenne” que é igual a 274207281 _ 1,
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4 Numeros irracionais no ensino fundamental.

O ensino basico no Brasil acontece de maneira diversificada de forma que os curriculos
base sempre sdo sugeridos levando-se em consideragdo a realidade de vida do sujeito ao qual o
ensino se destina.

De acordo com os PCN (1997), os curriculos de Matematica para o Ensino Fundamen-
tal precisam abranger, entre outros assuntos, o estudo dos nimeros e das operacoes, que devem
estar inseridos no campo da Algebra e da Aritmética.

Segundo o CBC o objetivo do ensino da matematica € criar condi¢Oes para uma apren-
dizagem motivadora que leve a superar o distanciamento entre os conteidos estudados e a expe-
riéncia do aluno, estabelecendo relagcdes entre os topicos estudados e trazendo referéncias que
podem ser de natureza histdrica, cultural ou social, ou mesmo de dentro da propria Matematica.
De maneira mais especifica, o CBC sugere a abordagem dos nimeros reais no ensino funda-
mental (6° ao 9° ano) como tépico complementar e as habilidades que devem ser desenvolvidas,

segundo ele, através deste tdpico sio:

Reconhecer a necessidade da ampliagao do conjunto dos ndmeros racionais através de

situacOes contextualizadas e da resolugdo de problemas.

Identificar nlimeros racionais com as dizimas periddicas.

Identificar as dizimas ndo periddicas com os ndimeros irracionais.
e Usar geometria para construir alguns segmentos de comprimento irracional.

Para o ensino médio o CBC sugere a abordagem do assunto no primeiro ano do ensino

médio como tépico obrigatério. As habilidades pretendidas sao:
* Reconhecer uma dizima no periédica como uma representacao de um nimero irracional.
* Utilizar nimeros racionais para obter aproximagdes de nimeros irracionais.

Analisando a maneira com a qual o cronograma de ensino dos nimeros irracionais é disposto,
entendemos que estes podem ser trabalhados no ensino fundamental como t6pico obrigatorio e
de maneira mais significativa desde o primeiro contato do aluno com o assunto. Pois pode nao
fazer muito sentido somar, multiplicar, racionalizar e resolver equacdes envolvendo nimeros
irracionais sem que o aluno saiba a utilidade e o propdsito de se operar com estes nimeros.
Alem dos PCN’s e CBC foram analisados alguns livros de matematica do ensino fun-
damental utilizados na rede publica de educacdo de Minas Gerais. Das cole¢des analisadas
estdo: “Praticando Matematica” dos autores Alvaro Andrini e Maria José Vasconcelos da Edi-
tora do Brasil, “A conquista da matematica” de José Ruy Giovanni Jr. e Benedicto Castrucci da
editora FTD e “Tudo é matematica” do autor Dante que foi impresso pela editora dtica. Com

essa andlise percebemos que o tratamento do assunto € dado da seguinte maneira:
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No sexto ano € introduzido o conceito de raiz quadrada e um método para se calcular a
raiz de numeros naturais que sdo quadrados perfeitos. Deixa explicito que a raiz quadrada
de muitos niimeros naturais nado é um numero natural mas ndo traz no texto nenhum

definicdo para nimero irracional.

No sétimo ano do ensino fundamental, s@o trabalhadas as raizes quadradas (mesmo aque-
las de nimeros ndo quadrados perfeitos) sem que antes seja exposto algum conceito sobre

nameros irracionais.

No oitavo ano € apresentado um algoritmo para extracao de raiz quadrada de nimeros que
nao sdo quadrados perfeitos, bem como a soma de radicais de mesmo indice e mesmo ra-

dicando e ainda assim ndo € exibida uma defini¢do clara e especifica de niimero irracional.

No nono ano sdo trabalhadas as equacdes do segundo grau com raizes irracionais, além
das equacdes irracionas, transformagdo de dois radicais a um mesmo indice, potencia-
¢do de nimeros irracionais € mesmo assim ainda ndo € exposto o conceito de nimero

irracional.
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5 Numeros irracionais mais conhecidos e utilizados.

Como vimos até entdo, os nimeros irracionais possuem fundamental importancia no
estudo da matemadtica, pois sem eles varios problemas nio poderiam ser solucionados e eles
estdo presentes em nosso dia a dia e na natureza além de fazerem parte dos curriculos de ensino
basico. Existem alguns desses nimeros que sdo utilizados com maior freqiiéncia tais como o
pi (), muito utilizado nos cdlculos envolvendo a circunferéncia; o phi (¢), nimero irracional
que estd presente na estrutura de algumas plantas, animais e em vdrias obras arquitetonicas da
Grécia antiga e o numero de Euler (e), muito utilizado em logaritmos, matemadtica financeira e
no célculo diferencial e integral. A seguir trataremos mais especificamente de cada um desses

nimeros irracionais mostrando as propriedades e caracteristicas de cada um.

5.1 O nimero de ouro (¢)

As buscas intermindveis dos motivos pelos quais o ser humano e a infinidade de ele-
mentos existentes na natureza possuirem relacdo harmoniosa, podem ser cessadas através da
observagdo da ordem e relacdes existentes entre nimeros € combinagdes, na tentativa de expli-
car a perfei¢do existente entre os mesmos. Neste contexto, o nimero de ouro, indicado pela letra
grega ¢ (phi) em homenagem ao arquiteto e escultor grego Phideas (470 — 425 a.C.) através da
razao durea, é fator determinante no que diz respeito a essa questao.

A fascinagio pela Razio Aurea ndo se restringe aos matematicos. BiGlogos,
artistas, musicos, historiadores, arquitetos, psicélogos e até misticos t€m exa-
minado e debatido bases de sua ubiqiiidade e seu apelo. De fato, provavel-
mente, é correto dizer que a Razdo Aurea tem inspirado pensadores de todas

as disciplinas mais do qualquer outro niimero na histéria da matemaética. ([11],
p-16).

Os questionamentos relacionados ao nimero de ouro surgiram da observacao de certas
propriedades contidas na figura obtida pelas diagonais de um pentdgono. Segundo Boyer ([2] p.
57), a estrela de cinco pontas (também conhecida como pentagrama) era o simbolo especial da
escola pitagorica. Este pentdgono estrelado (figura a seguir) apareceu primeiramente nas artes
babildnicas e € possivel que esta figura peculiar seja um elo entre a matematica pré-helénica e
a pitagorica.

Na figura abaixo temos um pentdgono regular ABCDE, suas diagonais AD, AC, BD,
BE e CE e os pontos A’, B’, C°, D’ e E’ que sdo as interse¢Oes entre as diagonais do po-
ligono. Podemos observar que o tridngulo EDC’ € semelhante ao tridngulo isésceles EDB
(ADEC, — /DEB, /EDC = /DBE ). Pelo mesmo critério de semelhanga, existem véarios pa-
res de tridngulos semelhantes nesta figura e, usando a semelhanca entre os triangulos contidos
no pentagrama percebeu-se que os pontos A’, B’, C’, D’ e E’ dividem cada diagonal de maneira

notavel.
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A B
Figura 6: Pentagrama inscrito em um pentdgono regular.

Estes pontos dividem cada diagonal em dois segmentos de tamanhos diferentes de
forma que a razdo da diagonal inteira para a maior parte do segmento € igual a razdo da maior
parte do segmento para a menor parte do mesmo. Veja:

_ parte maior da diagonal

diagonal inteira
parte maior da diagonal ~ parte menor da diagonal

Esta subdivisdo das diagonais é conhecida como sec¢io durea® de um segmento. A

razao obtida por essa sec¢do tem como resultado o Niimero de Ouro.
Para formalizar a definicdo de divisdo de um segmento em média e extrema razdo (ou

seccao durea), consideremos a figura abaixo.

Figura 7: Divisdo do segmento AB em média e extrema razao.

Dado um segmento AC, o ponto B divide tal segmento em média e extrema razao

quando
AB  AC
AC  BC

Esse nome foi utilizado pela primeira vez por Kepler, por volta de dois mil anos depois desta descoberta.
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Ou seja, quando

a X—a

Considerando x # a e a # 0, temos

[\

x(x—a)=a

¥ —ax—a*=0

Resolvendo a equagdo na incégnita x, teremos

at\/a®—4(-a®) axV5a2 a+aVS5 1+V5
X = = = = da
2 2 2 2

Por se tratar de uma medida, vamos considerar a raiz positiva

1+5
R

X =

Temos entdao que
x  1+45
- = — =1,618039...
A razao g € irracional pois \/5 ¢é irracional e a soma de um numero racional com um
irracional é sempre um ndmero irracional. Este ndmero foi denominado niimero de ouro e foi

batizado com a letra ¢ (phi) do alfabeto grego. Portanto ¢ = 1,618039...

5.1.1 Uma construciao importante: o retangulo aureo.

O retangulo dureo € vastamente utilizado por sua importancia histdrica e por ser con-
siderado belo e harmonioso o formato que ele apresenta. Cartdes de crédito, capas de livros,
pinturas, monumentos arquitetonicos, dentre outros sd@o exemplos concretos da existéncia do
retingulo Aureo em nosso dia a dia.

Podemos construir o retangulo dureo através de um quadrado ABCD de lado com me-
dida arbitrdria. Primeiramente dividimos esse quadrado ao meio, marcando F e E que sdo

pontos médios dos segmentos AB e DC, respectivamente, como mostra a proxima figura:
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L ¢ ®
D E C
® L @

Figura 8: Primeiro passo para a constru¢ao do retangulo de ouro.

Logo apds tragamos a diagonal do retingulo CEF B com extremos em E e B € tomamos

esse segmento como raio para prolongarmos o segmento CE, obtendo assim o segmento CH.

Figura 9: Segundo passo para a constru¢do do retangulo de ouro.

Tragamos agora o segmento H/ perpendicular a CH e com comprimento igual a AD.

Logo apéds prolongamos o lado FB até o ponto /, obtendo assim o retangulo ADH]I.

Figura 10: Terceiro passo para a construgdo do retangulo de ouro.
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Retirando-se os segmentos que tracamos para auxiliar a construcdo da figura, teremos

enfim o retangulo 4ureo.

Figura 11: Retangulo 4ureo finalizado.

Este retangulo € denominado dureo pois a razdo entre o maior lado e o menor é ¢ =
1,618... e este formato estd presente em varios objetos e estruturas presentes em nosso dia a dia,
tais como o cartdo de crédito, os livros didéticos, a fachada de alguns edificios, dentre outros.

Esta construcdo serd ilustrada com a utilizacdo de um recurso computacional na se-
cdo 6.1 e tem a intencdo de mostrar ao leitor, geometricamente, como pode ser observado e

trabalhado em sala de aula o nimero de ouro neste retangulo peculiar.

5.1.2 A sequéncia de Fibonacci e o niimero de ouro

Leonardo Pisano (mais conhecido como Fibonacci devido ao fato de seu pai se chamar
Bonaccio) foi um matematico italiano que viveu na cidade de Pisa (dai o nome Pisano) entre
1170 e 1250. Fibonacci € considerado por muitos como o matematico mais talentoso ocidental
da Idade Média. Ele ficou conhecido pela descoberta da sequéncia de Fibonacci e pelo seu
papel na introducdo dos algarismos ardbicos na Europa.

A sequéncia de Fibonacci € construida da seguinte maneira: os dois primeiros termos
sdo iguais a 1 e os subsequentes sdo obtidos através da soma dos dois termos imediatamente
anteriores. Ou seja, ay =1, ax =1, a3 =a1+ar=1+1=2, as =a3+ar =2+1=3,

as = a4 +a3z =342 =5 e assim sucessivamente. Logo, a sequencia fica da seguinte forma:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

De maneira geral temos a, = a,_1+a,-pcoma; =a,=1eneN.

Observemos a tabela abaixo:
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1 1 - -

2 1 111 1.000000000000000000...
3 2 211 2.000000000000000000...
4 3 3/2 1.500000000000000000...
5 5 5/3 1.666666666666666666...
6 8 8/5 1.600000000000000000...
7 13 13/8 1.625000000000000000...
g | 21 21/13 1.615384615384615384...
91 34 34/21 1.619047619047619047...
10| 55 55/34 1.617647058823529411...
11| 89 89/55 1.618181818181818181...

12| 144 144/89 1.617977528089887640...

13| 233 233/144 1.618055555555555555...
14| 377 377/233 1.618025751072961373...
15| 610 610/377 1.618037135278514588...
16| 987 987/610 1.618032786885245901...
17| 1597 1597/987 1.618034447821681864...
18| 2584 | 2584/1597 | 1.618033813400125234...

e

19| 4181 | 4181/2584 | 1.61803405572755417
20| 6765 | 6765/4181 | 1.618033963166706529...
21]10946 | 10946/6765 | 1.618033998521803399...
22117711 | 17711/10946 | 1.618033985017357939...

Analisando a coluna de ar/a, |, percebemos que, & medida que n aumenta, an/a, | se

aproxima do nimero de ouro:

145
0= +2\/_:1,6180339887...

Uma maneira geometrica de se observar esta propriedade € utilizando a espiral de
fibonacci. Ela € construida a partir da juncdo de dois quadrados de lado 1 com outros quadrados
cujas medidas dos lados € igual a soma da medida dos lados dos dois quadrados inseridos
anteriormente. L.ogo apds a jun¢do dos quadrados, tragam-se arcos de circunferéncia centrados
em um vértice do quadrado. Esses arcos, juntos, formam a espiral de Fibonacci. Abaixo temos

esta construgcdo que foi feita até o quadrado de lado 34, gerando um retangulo de dimensodes
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55x34.

34

Figura 12: A espiral de Fibonacci.

Além da forma recursiva de se encontrar os termos da sequéncia de Fibonacci que foi
exibida acima, existe uma féormula para se calcular um termo qualquer desta sequéncia sem
necessariamente possuirmos dois termos imediatamente anteriores. Essa férmula é chamada de

Foérmula de Binet e nos fornece uma expressao para a, que depende apenas de n:

5.1.3 Aplicacdes do niimero de ouro
Arte

O Niimero de Ouro € a melhor proporcao das formas pois os objetos que o contém sao
agradaveis aos olhos, a harmonia e a estética sdo ideais. Os dngulos das figuras geométricas se
mantém os mesmos, o nimero de lados o mesmo, no entanto o tamanho das figuras € variavel.
A propor¢io permanece sempre a mesma: a proporcio durea. E este o critério estético de
diferentes civilizagdes.

Para dar harmonia e beleza as suas obras, artistas renomados como Piet Mondrian,
Candido Portinari, Michelangelo, Salvador Dali, Albrech Diirer, Leonardo da Vinci, entre ou-
tros, usaram o ndmero dureo, através do retangulo de ouro, em suas criacdes artisticas. Tal-

vez o mais conhecido dentre estes citados, o italiano Leonardo da Vinci (1452 - 1519), um
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dos renomados artistas do Renascimento, utilizava-se de conceitos matemdticos para a con-
feccdo de suas telas. De todos os seus trabalhos, talvez os mais conhecidos no mundo pelo
mundo inteiro sao a Mona Lisa feita em 1505 (figura abaixo retirada do endereco eletrd-
nico http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=24829) e A Santa Ceia de
1472.

Figura 13: A proporcdo aurea presente no quadro Mona Lisa através dos retangulos de ouro.

Na figura acima temos uma das obras mais conhecidas em todo o planeta, a Mona
Lisa. Nesta imagem podemos perceber que fora utilizado o retdngulo de ouro afim de atribuir
harmonia e perfei¢do a obra. Vemos ainda o retangulo de ouro em torno do seu rosto € em
outras partes do seu corpo, como da altura do pescogo até o final do busto, e da altura deste, até
o umbigo, além das proprias dimensdes da tela, que também formam um retangulo de ouro.

A préxima figura € mais um icone renascentista, A Ultima Ceia, também pintado por da
Vinci no ano de 1496 (figura  retirada  do endereco eletronico

http://drkleilton.com.br/proporcao/). Nele esta representada a tltima ceia de Jesus com os apds-

tolos antes de ser preso e crucificado como descreve a biblia.
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Figura 14: Quadro A Ultima Ceia e as proporgdes dureas nele contidas.

Podemos perceber também nesta obra a presencga do retdngulo de ouro delimitando e

referenciando a pintura dos personagens presentes na mesma.
Arquitetura

Vimos que o nimero de ouro foi vastamente utilizado em obras de arte por renomados
artistas dos séculos passados mas, além das pinturas, o nimero de ouro foi referéncia para
diversos arquitetos que o utilizaram como parametro nas antigas construcdes afim de salientar
a beleza e harmonia de suas formas.

Um dos grandes nomes da arquitetura antiga é Fidias (Phideas), ele foi um céle-
bre escultor da grécia antiga e viveu por volta de 480 a.C. a 430 a.C. Pouco se sabe so-
bre sua histéria, o que se tem certeza é que ele foi o autor de duas das mais famosas esté-
tuas da antiguidade, a Atena Partenos e o Zeus Olimpico. Além disso, Fidias foi o princi-
pal responsével pela constru¢do do Parthenom (figura abaixo retirada do endereco eletronico

https://matematicalidades.wordpress.com). Esta construcao foi criada em dedicacdo a deusa

Athena de Parthenos e na constru¢do deste monumento foi utilizado o nimero de ouro como
referéncia. Na imagem abaixo percebemos o que a fachada desta construgdo estd inscrita em

um retangulo dureo.
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Figura 15: Parthenom e suas proporc¢des dureas.
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O numero de ouro ndo serviu de inspiragdo apenas para as construgdes antigas. Algu-
mas obras atuais também tem como inspirac¢do a divina propor¢do como por exemplo o prédio
sede da ONU em Nova Yorque que tem sua fachada na mesma propor¢ao do retangulo de ouro

(figura abaixo retirada do endereco eletronico http://www.republicaeditorial.com.br/?p=663).

Figura 16: Sede da ONU em Nova Yorque.

Natureza

Alguns fendmenos naturais tais como o crescimento de uma arvore e o formato de uma
planta acontecem de tal maneira que podem ser descritos pelo niimero de ouro. Um exemplo da
presenca da proporcdo durea na natureza € o Nautilus (figura abaixo retirada do endereco ele-

tronico http://escolakids.uol.com.br/numero-de-ouro.htm), um molusco que possui sua concha

em formato de espiral. Sua forma se assemelha muito com a espital de fibonacci que ja vimos

anteriormente.
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Figura 17: Nautilus.

Além deste exemplo temos também a flor de jasmim (figura abaixo retirada do ende-

reco eletronico http://www.floreswiki.com/jasmim) que tem suas pétalas na forma de um pen-

tdgono que, como ja vimos, possui a razao durea em suas diagonais.

Figura 18: Flor de jasmim.
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5.2 O numero de Euler (¢)

Apesar de ser chamado nimero de Euler, nao foi ele o primeiro a estudar este nimero
irracional importante que vamos tratar nesta parte do trabalho. Segundo (Boyer p. 222) o
matematico escocés John Napier (1550 — 1617) estudou os logaritmos naturais (na base €) por
volta dos anos 1600 e publicou um trabalho onde descrevia os logaritmos no ano 1614. Ele
estudou o assunto durante pelo menos 20 anos antes de sua publicacdo (figura abaixo retirada
do endereco eletronico http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/JohnNapi.html).

Figura 19: John Napier.

A abordagem de Napier (conhecido também como Neper) consistia em efetuar multi-

plicacdes relacionando os termos da progressdao geométrica
b, b2, b3, b*, . b, b,
Com os termos da progressao aritmética
1,2,3,4,....m,...,n,...,

Onde o produto b"b" = b™*" entre dois termos da primeira progressao esté relacionado
a soma m + n dos termos correspondentes da segunda progressdo. Em melhores palavras, se
tivermos em maos uma tabela com as poténcias de base 2, para multiplicarmos 128 x 32 bastava
trocar os nimeros por suas respectivas poténcias, ou seja 27 x 2°, e utilizando a propriedade da
multiplicagdo de potencias de mesma base teremos 128 x 32 = 27 x 2° = 29 ¢ entio recorremos

a tabela para ver qual é o valor da potencia 2°. Consultando a tabela vemos que 2° = 512.
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Tabela das potencias inteiras de 2
n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2" | 2 4 8 16 |32 |64 |128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Hoje em dia ndo se usa mais essa ferramenta, pois para efetuar calculos com nimeros
grandes utilizamos a calculadora, objeto que ndo existia naquela época.

Segundo Eves ([15] p. 344) a publicacdo de Napier consistia em conservar préximos
os termos de uma PG, para isso usou como base das poténcias um ndmero muito préximo de 1.
Ele escolheu o nimero 0,9999999 que é igual a 1 — 107, dessa forma os termos ficam realmente
com valores proximos. Para evitar o aparecimento de nimeros decimais, Napier multiplicou
cada potencia da sequencia por 107, ou seja, sendo N um nimero qualquer da sequencia temos
que N = 107(1 — 1/107)E, onde L é o logaritmo de Napier do nimero N. Dai segue que o
logaritmo de Napier de 107 é igual a 0 e o de 107(1 — 1/107) = 1. Um fato interessante mas que
Neper nio havia percebido é que quando dividimos N e L por 107 encontramos um sistema de

logaritmos na base 1/e, pois
(1= 1107)1" = Jimpy — oo(1+ V)" = Ve.

Naquela época Napier desenvolvia esse raciocinio mas ainda ndo trabalhava com o
conceito de base de um sistema de logaritmos.

Um tablete de argila da Mesopotamia, datada de cerca de 1700 a.C., propde um pro-
blema envolvendo uma questdo monetaria: Quanto tempo levard para uma soma de dinheiro

dobrar se for investida a uma taxa de 20 por cento de juros compostos anualmente?

Alguém — ndo se sabe quem ou quando — deve ter notado o fato curioso de
que se um capital P é composto n vezes por ano, durante ¢ anos, a uma taxa
de juros r e se permitirmos que n aumente sem limites, a soma de dinheiro
S, obtida a partir da férmula S = P(1+ r/n)", parece aproximar-se de um
certo limite. O limite paraP =1, r=1et =1, € aproximadamente 2,718. (...)
Assim, as origens do niimero e (...) pode muito bem estar ligado a um problema
mundano: o modo como o dinheiro aumenta com o passar do tempo. (MAOR,
2008, p. 13).

O numero e também apareceu nos célculos envolvendo problemas financeiros feitos
pelos babilonios que hipoteticamente haviam calculado o valor aproximado de Euler mas ndo

existem indicios histéricos que comprovem este fato.
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5.3 OPi(n)

Vastamente utilizado no ensino basico, o & (pi) figura nos cdlculos envolvendo circun-
feréncia, circulos, diametros, etc. Hoje em dia, devido a ascengdo e fécil acesso a tecnologia,
nao € muito dificil encontrar o seu valor com algumas centenas de casas decimais. Mas nos
tempos mais remotos essa era uma tarefa muito dificil que exigiu criatividade e inteligencia da-
queles que tentavam calcular o valor de 7 com a mdxima quantidade possivel de casas decimais.

Os egipcios foram os primeiros a perceber que a razdo entre o comprimento de uma
circunferéncia qualquer e seu didmetro era constante, a partir dai se deu o inicio de varios
questionamentos envolvendo esta divisdo. Em nossa linguagem atual, dada uma circunferéncia
de comprimento C e didmetro d, temos que T = %. O primeiro a utilizar o simbolo 7 para
representar a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro foi o inglés

William Jones, em uma publicagao de 1706.

Figura 20: O comprimento C e didmetro d da circunferéncia.

Segundo EVES ([15], p. 141) no Oriente antigo tomava-se frequentemente o nimero
3 como valor de 7, porém a primeira tentativa cientifica de calcular 7 parece ter sido a de
Arquimedes por volta de 240 a.C. Seu método consistia em considerar um circunferéncia de
raio unitdrio e calcular o perimetro dos poligonos inscritos e circunscritos a essa circunferéncia.
Percebe-se facilmente que o comprimento da circunferéncia € um valor que estd situado entre
os perimetros de quaisquer poligonos inscritos e circunscritos a ela. Arquimedes calculou o
perimetro dos poligonos com nove, doze, vinte e quatro, quarenta e oito e noventa e seis la-
dos chegando a conclusio de que 7 estd entre 272—13 e 27—2 Este método, baseado nos poligonos
regulares inscritos e circunscritos, é conhecido como método cldssico de calculo de 7.

A seguir listaremos alguns anos em que ocorreram avancos significativos e um breve

historico dos calculos envolvendo o 7.
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* Em 1150, o matematico hindi Bhaskara calculou o valor de 7 como % = 3,1416.

* Em 1579 Frangois Viete encontrou 7 com valores corretos até a nona casa decimal. Ele

o fez utilizando o método cléssico, utilizando poligonos de 6(2'%) = 393.216 lados.
* Em 1767, Johann Heinrich Lambert provou que 7 ¢ um nimero irracional.
* Em 1853 o britanico Ernest Rutherford obteve corretamente 400 casas decimais para 7.

* A partir de 1949 esses célculos comegaram a ser auxiliados por computadores. Neste ano

um computador obteve 2037 casas decimais para 7.
* Em 1959, em Paris, Frangois Genuys encontrou 16.167 casas decimais.

* Em 1986, com o auxilio de um computador da NASA, o valor de 7 foi obtido com
29.360.000 casas decimais. Pouco depois essa quantidade de digitos passou para 137.
217.700.

Os célculos mais recentes foram obtidos em 2010, quando foi completado o calculo de
7 com 5 trilhdes de casas decimais. Este processo demorou 90 dias para ser concluido.

As tentativas incessantes para encontrar cada vez mais casas decimais de 7 € moti-
vada pela busca de informagdes acerca da normalidade deste nimero, visto que ja foi provado
que trata-se de um nimero irracional. Segundo EVES ([15], p. 144) “um ndmero real se diz
simplesmente normal se em sua expansao decimal todos os dez algarismos ocorrem com igual
frequéncia; e se diz normal se todos os blocos de algarismos de mesmo comprimento ocorrem
com igual fequéncia”.

Uma das provas de que os povos mais antigos tinham conhecimento da existéncia de
7 é uma passagem biblica do velho testamento que fala sobre a razdo entre o0 comprimendo
da circunferéncia e seu diametro. A biblia € o livro que possui maior nimero de vendas no
planeta e o Antigo Testamento, também conhecido como Escrituras Hebraicas, tem 46 livros e
constitui a primeira grande parte da Biblia cristd. Foram compostos em hebraico ou aramaico.
Pesquisas histéricas revelam que as escrituras Hebraico-Aramaicas (" Velho Testamento’) foram
escritas de 1513 a.C. a443 a.C. No livro das Cronicas 2, capitulo 4, versiculo 2, existe a seguinte

passagem:

“...Fez também o mar de fundi¢cdo, de dez covados de uma borda até a outra, redondo, e de

cinco covados de altura; cingia-o ao redor um corddo de trinta covados.”

Esta passagem fala sobre um “mar de fundi¢do” que é um grande vaso de cobre cons-
truido para fins cultuais, de didmetro 10 cévados®, profundidade igual a 5 cévados e compri-
mento da circunferéncia da base igual a 30 cvados. Podemos perceber que eles utilizavam a

razao entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro igual a 3.

30 covado era uma unidade de medida usada pelos gregos que corresponde, em média, a 50 cm.
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6 O uso da tecnologia nas aulas de matematica

A busca por recursos tecnoldgicos tanto para aprender quanto para ensinar tem se
tornado cada vez mais freqiiente em nosso dia a dia, dada a facilidade que se tem para acessar
quaisquer informacdes através da internet tanto pelos computadores quanto pelo celular. A
utilizagdo de tecnologias no processo de ensino aprendizagem pode abrir novas possibilidades
para alunos e professores, superando as barreiras fisicas e o acesso limitado aos recursos de

informacao existentes e, literalmente, colocando o mundo acessivel a ponta dos dedos.

[...] as metodologias utilizadas devem priorizar um papel ativo do aluno, esti-
mulando a leitura de textos mateméticos, os estudos dirigidos, o trabalho em
grupo e os recursos didéticos de cardter lidico como jogos, exposi¢des, mu-
rais de problemas e curiosidades matematicas e, quando disponiveis, recursos
computacionais para uso em geometria dindmica e experimentos de calculo.

([10], p.15)

Hoje em dia as escolas tem um grande desafio perante a insercdo da tecnologia da in-
formag¢do em seu cotidiano. Abandonar a idéia de o professor ser o detentor do conhecimento e
assumir mudancgas nas acdes educativas a partir de um trabalho coletivo de todos os profissionais
da escola, destacando-se dentre eles os professores, é o primeiro desafio a ser enfrentado.

Cada dia mais se torna necessdria a presenca do trabalho docente no campo educaci-
onal para lidar com o grande volume de informacdes que a midia insere na vida dos jovens.
Cabe ao professor um papel de extrema importancia, orientar os alunos a analisar criticamente
os conteddos que lhe sdo fornecidos com a inten¢do de reestruturar seu pensamento com base
na fundamentacao tedrica daquilo que trata a informacao.

Nao ha porque negar, entretanto, que, hoje em dia, quando a expressao "Tecno-
logia na Educagdo" é empregada, dificilmente se pensa em giz e quadro-negro
ou mesmo de livros e revistas, muito menos em entidades abstratas como cur-
riculos e programas. Normalmente, quando se usa a expressdo, a atenco se
concentra no computador, que se tornou o ponto de convergéncia de todas
as tecnologias mais recentes (e de algumas antigas). E especialmente depois
do enorme sucesso comercial da Internet, computadores raramente sdo vistos
como mdquinas isoladas, sendo sempre imaginados em rede - a rede, na reali-
dade, se tornando o computador. ([16] p.2).

O sistema de educagdo atual tem passado por grandes mudangas com relacdo a tecno-
logia e ao acesso a mesma. A grande maioria dos alunos de hoje trazem consigo um conhe-
cimento prévio dos recursos tecnolégicos, sobre tudo acerca dos computadores e smartphones
e nada mais justo que lancar mao dessas tecnologias para inserir a matematica neste contexto

tecnolégico vivido pelo mesmo.
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Maria Luiza Belloni (2001) faz um estudo de duas vertentes sobre midia-
educacdo. A primeira analisa como os jovens interagem com as tecnologias
de informagdo e comunicacdo. Discute os direitos da crianca e do adolescente
estabelecidos na Convencdo da ONU e chama a atenc¢do para os novos modos
de aprender. A segunda vertente analisa como a midia estd se integrando gra-
dualmente no sistema educacional. Ela esclarece que analisa algumas aborda-
gens para entender o problema sem a pretensao de esgotar o tema nem apontar
solugdes para os problemas educacionais. Na formacao de professores consi-
dera importante realizar uma educagdo para midia com o objetivo de formar
cidadaos ativos, pensantes, criativos e criticos, como um instrumento essencial
para promover a democratizagdo e contribuir para eliminar as desigualdades
sociais, culturais e intelectuais. ([17], p. 11)

Alguns programas (no caso dos smartphones, aplicativos) podem ser utilizadas para
ensinar matemdtica. Alguns deles sdo: grapher, win plot, régua e compasso, geogebra, dentre
outros, sendo o primeiro destinado a smartphones e os demais para computadores. Todos sao
livres, ou seja, podem ser baixados gratuitamente na internet. Em particular, falaremos do
geogebra por ser mais completo e ter um menu interativo, facilitando a utilizacdo do mesmo
quando comparado com os demais programas.

O geogebra é uma ferramenta poderosa para auxiliar o professor de matemadtica do
ensino bdsico. Este é um software de matematica dindmica que junta geometria, algebra e
cdlculo. E desenvolvido para aprendizagem e ensino da matemdtica nas escolas por Markus
Hohenwarter* e uma equipe internacional de programadores.

O Geogebra é um software que auxilia o ensino e aprendizagem em matemaética pois
retine geometria e dlgebra em um mesmo ambiente. Trata-se de um sistema de geometria dina-
mica. Permite realizar constru¢des tanto com pontos, vetores, segmentos, retas, se¢cdes conicas
como com fung¢des que podem se modificar posteriormente de forma fécil e rdpida. Todas essas
construgdes geométricas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra. Assim, o
software tem a capacidade de trabalhar com varidveis vinculadas a nimeros, vetores e pontos.
Uma expressdo em dlgebra corresponde a um objeto concreto na geometria e vice-versa. Ele
ndo serve apenas para trabalhar com mais agilidade e buscar diversos caminhos de resolucio
de problemas, mas também para checar se o que foi feito estd correto. Depois de encontrar a
mediatriz de uma reta, por exemplo, os alunos podem movimenta-la e observar se ela conserva
a propriedade de dividir a reta em duas partes iguais.

O geogebra pode ser um grande aliado nas aulas de matematica pois ele traz muitas
vantagens em relagcdo ao trabalho no quadro ou no papel. Podemos deslocar os elementos geo-
métricos em diversas dire¢cdes, comparar, apagar e voltar ao aspecto inicial. Varios contetdos
podem ser trabalhados, dentre eles as propriedades das figuras geométricas, os conceitos de
reflexdo, translagdo e rotagdo (congruéncia) e homotetia (semelhanga), cédlculo de angulos, e

varios contetdos algébricos (por exemplo, as fungdes).

“Professor de Educacio Matemitica da Universidade Johannes Kepler, na cidade de Linz, na Austria. Sua
pesquisa se concentra no uso de software de matematica dinidmica e recursos educacionais abertos para ensino e
aprendizagem matematica e ciéncias.
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Outra das grandes vantagens deste programa é que ele pode ser utilizado online, sem
que seja necessdrio a instalacio do mesmo. Isso pode poupar o tempo e o custo que pode
ser gerado pela instalacdo do software feita por um técnico em informética. A versdo online

mostrada na figura abaixo pode ser acessada através do endereco https://www.geogebra.org.

< GeaGebra < i

Geogebra online

Faca construciies com o Geogebra.

N A o v b Ty e e as2 || o
L| o B R G B R RN = o Q

Tl

Janela dziponivel no site Matematica Aplicada

Figura 21: Plataforma do Geogebra online.

Ele ndo serve apenas para trabalhar com mais agilidade e buscar diversos caminhos
de resolugdo de problemas, mas também para checar se o que foi feito estd correto. Depois de
encontrar a mediatriz de uma reta, por exemplo, os alunos podem movimenté-la e observar se
ela conserva a propriedade de dividir a reta em duas partes iguais.

Outra das grandes vantagens da utilizacdo do Geogebra é que o aluno ndo precisa ter o
conhecimento prévio dos problemas que ird resolver no programa, até porque existem desafios
que sdo possiveis de resolver somente no computador. Por exemplo, desenvolver um tridngulo
1sOsceles com base em um equilatero. O importante € que o aluno compreenda o conceito, seja
utilizando o computador, seja desenhando a l4pis. Na escola, o Geogebra €é simplesmente uma
ferramenta. O objetivo ndo € que a turma aprenda simplesmente a uséa-lo. Ele tem de estar a
favor do ensino de algum conteudo.

Sugerimos a leitura da referéncia [18], trata-se de um tutorial para a utilizacdo do
geogebra. E muito ttil para quem ainda ndo conhece o software e deseja um conhecimento

razoavel sobre o mesmo.
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6.1 Numeros irracionais no GEOGEBRA

Atividades bdsicas com o uso do geogebra podem dar real significado aos conceitos
relacionados aos nimeros irracionais. Por exemplo, com o uso do geogebra criamos um qua-
drado ABCD de lado 1 com o vértice A na origem e lado AD sobreposto ao €ixo x e em seguida
criamos uma circunferéncia com centro em A e raio AC. A intersec¢ao da circunferéncia com o

eixo x € o ponto E, como na figura abaixo.

Arguivoe Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Janela de Algebra 4 | » Janela de Visualizagio |
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L pol1 =1 08
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@ a=1
@ b=1
c=1
d=1

.
.
08

0.4

0.z

02 04 a 0.6 0.8 1 12 14 1.6

Entrada =

Figura 22: Calculando o valor aproximado de v/2 utilizando o Geogebra.

Sabemos que AE = /2 (mesma medida que a diagonal do quadrado) e pode ser mos-
trado ao aluno que a medida que aproximamos a imagem do poto E, podemos perceber que
as casas decimais que estdo em sua vizinhanca vao sempre aumentando, surgindo uma apro-
ximagio razodvel de v/2. Isso pode o ajudar a perceber o fato de que a expansdo decimal de
um nudmero irracional € infinita e ndo periddica, além disso, ele pode observar que o ponto E

corresponde a uma medida no eixo x que ndo é um nimero racional.
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Arguivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

(n J[A]~ cEFEN xS -

[
= L ) v 7
} Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio B4
Cénica (1.4142135623722, 0 64063 11388845E-13)
@ exiey=2
Panto
@ A=(0,0)
@ B=(1,0)
@ c=(1,1)
@ D=(0,1)
@ E=(141,0)
Quadrilatero
@ pol1=1
Segmento

.
!

>

e ABC

a=2
]

) )

E

1.4142135623724 1.4142135623728 1.4142135623732 1.4142135623738 1414213562374 1414213562374

(1.4142135623745, .7 388884827 4100 E-1
Entrada: | =

Figura 23: Aproximagdo para y/2 com a utilizagio do zoom.

Ainda se tratando dos nimeros irracionais, podemos mostrar ao aluno o nimero de
ouro através da construcao do retangulo dureo e das razdes entre duas diagonais de um penta-
gono regular.

Na préxima figura temos o retangulo de ouro (ADH G) construido a partir de um qua-
drado de lado igual a 1 (ABCD).
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Figura 24: Contrugdo do retangulo de ouro no Geogebra.

Podemos perceber visualmente que a razdo entre os lados AG e AD é um pouco maior
que 1,6 e quando aproximamos a figura no ponto G obtemos uma aproximag¢ao do nimero de
ouro ¢ =1,618.
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Arquivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 25: Aproximagdo para o nimero de ouro utilizando o Geogebra.

Uma ultima sugestdo de abordagem dos niimeros irracionais em sala de aula com o

auxilio do geogebra é a construc@o do pentdgono regular. Este processo pode elucidar ao aluno

tanto em aspectos geométricos quanto algébricos. Através do geogebra podemos verificar a

medida de dois segmentos afim de calcular a razdo entre eles. Em particular, no pentdgono

regular (vide secdo 5.1) a razdo entre segmentos contidos nesta figura € igual ao nimero de

ouro.
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Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Figura 26: Constru¢do do pentdgono regular com a utilizacdo do Geogebra.

E extremamente valido inserir a tecnologia no ensino da matemdtica visto que em um
mundo repleto de apetrechos eletronicos que facilitam nossa vida (smartphones, notebooks,
internet, dentre outros) o uso das tecnologias para o ensino se torna indispensdvel. A cada dia
se torna mais facil o acesso a essas ferramentas e cabe aos docentes se render a essas facilidades,

usé-las em favor de um ensino de qualidade e incentivar seu uso consciente por parte dos alunos.

6.2 Sugestoes de abordagem dos nimeros irracionais para o ensino basico

Para este trabalho foi feita uma pesquisa bibliogréfica em livros do ensino fundamental
e médio afim de verificar a maneira como os nimeros irracionais sio tratados no ensino basico
e com esta pesquisa foi possivel perceber que alguns pontos podem ser revistos com o intuito
de melhorar o ensino deste conjunto numérico e de suas propriedades. As sugestoes refletem no
ensino fundamental pois sdo nestes anos que o aluno tem o primeiro contato com os ndmeros
irracionais.

A introducdo do assunto pode ser feita no oitavo ano do ensino fundamental. Suge-
rimos que seja fornecida ao aluno a informagdo de que as raizes quadradas de nimeros que
nao sdo quadrados perfeitos sdo nimeros irracionais, introduzindo a definicdo de nimeros ir-
racionais e aproveitando este momento para falar um pouco mais sobre o surgimento desses

numeros. Nesta mesma série o aluno aprende a calcular a drea e comprimento da circunferéncia
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utilizando o 7, portanto € o momento adequado para se aprofundar um pouco mais no assunto
falando sobre a irracionalidade deste nimero, lembrando de fazer uso da histéria da matema-
tica para dar sentido aos motivos que levaram o homem a inciar os estudos sobre os nimeros
irracionais.

No nono ano, a construcao da reta nimerica é um tépico que pode ser explorado afim
de ordenar os niimeros irracionais e apresentar uma aproximagdo decimal para um nimero
irracional. Além disso, existem tépicos que sdo pertencentes a este ano escolar que podem

servir de apoio na costru¢do do conhecimento:

* As raizes irracionais de uma equagao do segundo grau;

Teorema de Pitdgoras;
* Equacdes irracionais;
» Comparacdo entre dizimas periddicas e nimeros irracionais.

E importante lembrar que ao trabalhar com os niimeros, € preciso criar atividades que explorem
diferentes contextos, trabalhar com as diferentes representacdes numéricas, explorar a ordena-
cdo e a comparagao e, especialmente, trabalhar com a reta numérica e o geogebra é um grande

auxilio para demonstrar propriedades dos nimeros na reta.
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7 Consideracoes Finais

Neste trabalho fizemos uma revisdo bibliografica referente aos nimeros irracionais
com o intuito de ajudar o aluno e o professor do ensino basico oferecendo-lhes mais uma ferra-
menta para se fazer alguns esclarecimentos relacionados ao tema. Além disso foram analisadas
algumas colecdes de livros de matematica dos ensinos fundamental e médio para mostrar ao
leitor as diversas maneiras com as quais os autores abordam o tema.

Percebemos a auséncia da formaliza¢do do conceito de nimero irracional no ensino
fundamental. Entendemos que este conceito deva ser apresentado ao aluno logo nos primeiros
contatos que ele tenha com o assunto, mesmo que seja de forma intuitiva (que ndo possua
extrema formalidade) para que ele se familiarize com esses conceitos mais cedo.

Abordamos em um capitulo a importincia do uso das tecnologias no ensino da mate-
madtica, principalmente nos anos iniciais do ensino fundamental II, pois estes recursos podem
ajudar na construcdo do conceito de nimeros irracionais.

E importante ressaltar que uma préxima etapa deste trabalho é criar ferramentas que
proporcionem um melhor aprendizado dos nimeros irracionais, utilizando-se niao apenas de

recursos digitais mas também de materiais concretos.
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