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Resumo

Neste trabalho abordaremos o estudo de Anel de Polinomio promovendo uma
conexao desta estrutura algébrica entre o estudo da Algebra no Ensino Superior e na
Educacao Basica, garantindo uma linguagem acessivel, tendo como publico alvo, estudan-
tes dos cursos de licenciatura em Matematica e também professores de Matematica que
atuam no Ensino Basico. Para tanto, enunciaremos resultados matematicos, evitando,
na medida do possivel, o uso exacerbado de demonstracoes de teoremas e proposigoes,

pretendemos assim, alcancar essa linguagem simples e acessivel a todos os interessados.

Palavras - chave: Algebra, Anéis de polinomios, Equacoes Algébricas.



Abstract

In this paper we discuss the study polynomial ring promoting a connection this al-
gebraic structure of the algebra of study in higher education and basic education, ensuring
an accessible language, targeting the public, students of bachelor degree in Mathematics
and also mathematics teachers operating in basic education. Therefore, will state mathe-
matical results, avoiding as far as possible, the overuse of theorems statements and pro-
positions, we intend to thus achieve this simple language and accessible to all interested
parties.

Keywords: Algebra, polynomial Rings, Algebraic Equations.
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Introducao

Estudar Matematica tem sido para a grande maioria dos alunos da Educacao Béasica
e também do Ensino Superior um verdadeiro martirio. Até entre a comunidade docente
h& um consenso no que diz respeito a grande dificuldade encontrada pelos mesmos no
momento em que precisam inserir os conteidos de Matematica relacionados a Algebra.
Quando se trata de Nivel Superior ou cursos de graduacao que exigem tal disciplina no
curriculo, essa dificuldade é ainda maior.

Entretanto, esses obstaculos por parte dos alunos teriam explicacao na pouca ou ma
formacao no Nivel Bésico, onde ali se apresentou suas primeiras dificuldades e o professor
nao conseguiu sana-las, ou no nivel superior (graduagao) onde aqui o curso tem, normal-
mente, um perfil voltado ao formalismo excessivo, preenchido por teoremas e proposigoes
de dificil compreensao, sem falar em suas extensas demonstracoes de complexidade supe-
rior. Haveria alguma conexao de conceitos algébricos entre esses dois niveis ou ciclo de
educacao (basico e superior)?

Segundo JOSIANE CARLA BAIOCCO, 2010 [I]

“Deveria ter-se uma conexao entre contetudo especifico e conteidos pedagogicos.
Assim os contetdos algébricos, que de uma forma ou de outra o professor se
depara no seu trabalho na Educacao Bésica, sao vistos de forma isolada e apa-
recem em muitas das disciplinas no curso de Matemaética. E justamente nestes
topicos algébricos que se verifica um distanciamento maior entre a formagcao

especifica e a formacao pedagdgica.”

Fundamentando-se nesta necessidade de entender quais relagoes se estabelecem entre a
Algebra aprendida no Curso de Licenciatura em Matemética e a Algebra ensinada no

Ensino Fundamental e Médio, que este trabalho estd sendo realizado. Tendo por objetivo



desenvolver um documento que forneca detalhadamente ao leitor interessado informagoes
sobre a construcao de conceitos algébricos direcionados ao estudo de polindmios cons-
truidos na Educacao Bésica em conexao aos conceitos algébricos vistos no Ensino Supe-
rior.

Nessa perspectiva, é imperioso fazer tal analise com o objetivo de preparar um
material que possa ser 1util para a comunidade estudantil que tem alguma dificuldade na
area Algebra, académica ou nao, expondo assim, os conceitos de forma simples sem perder
a beleza e elegancia do formalismo e do rigor que tal drea do conhecimento exige.

Portanto, na criacao desse trabalho, procuramos tratar as informagoes obedecendo
as técnicas apropriadas como a coeréncia entre os tépicos, buscando mencionar os princi-
pais conceitos embasados em exemplos claros, sem perder de vista o rigor da Algebra.

No primeiro capitulo deste trabalho, recorreremos a conceitos de Anéis e Corpos,
priorizando a definicao e as principais proposicoes que sejam importantes para o entendi-
mento dos capitulos seguintes.

No segundo capitulo, abordaremos conceitos de Anéis de Polinémios, estabele-
cendo a construcao de um polinomio através de sequéncias numéricas para, a partir dai,
trabalharmos com polinomios do mesmo modo que visto no segundo grau, s6 que agora
preocupados com a estrutura de Anel. Apresentaremos um dispositivo pratico para mul-
tiplicagoes polinomiais e justificaremos os resultados do conteido polinomios que foram
apenas apresentados aos alunos no Nivel Médio.

No terceiro capitulo, consideraremos todas as propriedades vistas sobre Anéis
de Polinomios e, a partir dai, faremos uma abordagem de Transformadas e Equacoes
Reciprocas segundo a 6tica, principalmente, de Gelson lezzi, 2005 [5], a fim de construir
método de obtencao de raizes neste tipo de equagao sem recorrer a dispositivos exaustivos.

Por fim, trazemos nossas consideracoes finais e apresentaremos as obras consultadas

que sustentam o desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Anéis e Corpos

Neste primeiro capitulo, temos como objetivo estabelecer as notagoes, os conceitos
e os resultados basicos necessarios que serao utilizados nos demais capitulos desse trabalho.

Vamos inicialmente, falar sobre duas estruturas algébricas fundamentas: Anéis e Corpos.

Contudo, nao abordaremos o estudo dessas estruturas de forma aprofundada, uma

vez que nesse trabalho precisaremos, apenas, de conceitos basicos de Anéis e Corpos.

1.1 Definicoes e propriedades de Anéis

Enunciaremos aqui, as principais defini¢oes e propriedades de Anéis que julgamos

importante para um melhor entendimento da proposta do trabalho.

Definicao 1.1.1.
Um Anel A é um conjunto ndo vazio munido de duas operagoes de adigao (+) e
multiplicacao (+), fechadas no conjunto A, definidas por (z,y) — x+y e (z,y) — x -y,

respectivamente, satisfazendo as sequintes condigoes:
Ay (Comutatividade) Para todo x e y € A, temos x +vy =y + x.
Ay (Associatividade) Para todo x e y € A, temos (x +y) +2z=x+ (y + 2).

As (Ezxisténcia de elemento neutro da adi¢ao) Eziste e € A, tal quex +e=e+x =2z

para todo x € A. Notacao: e = 0. Este é chamado elemento neutro da adicdo .

Ay (Existéncia de elemento simétrico) Para todo elemento © € A, existe um elemento

yem A, tal que v +y =y+x = 0. Notacao: y= —x. Fste é chamado de simétrico



de x.
My (Associatividade) Para todo z, y, z € A, temos (v -y)-z=x-(y- 2).

M, (Distributividade) Para todo x,y,z € A, temosz-(y+z) =x-y+x-ze(y+z)-x =
y-r+z-x.

Exemplo 1.1.1.

O conjunto dos Numeros Naturais N nao representa uma estrutura de Anel por
nao conferir a propriedade Ay. Por outro lado, os conjuntos numéricos Z, Q, R, e C
(Inteiros, Racionais, Reais e Complexos respectivamente), atendem todas as propriedades

de Anéis.

Exemplo 1.1.2.

O conjunto das matrizes representadas por M, .,(R) tem estrutura de Anel, com

operagao de soma e multiplicacao de matrizes.

Exemplo 1.1.3.
O congunto dos polinomios com coeficientes em um Anel A, que definiremos no
capitulo sequinte, também tem estrutura de Anel com operacdo de Adicao e Multiplicacao

usual.

Observacoes.

1. Utilizaremos a notagao (A, +, ) para denotar um Anel A munido das operagoes (+)
e ().

2. Observe que a multiplicacdo nao necessita ser comutativa. Quando a multiplicacdo
for comutativa, diremos que (A,+,-) é um Anel Comutativo. A exemplo, o conjunto
C ¢ um Anel Comutativo. De fato, dados z = a + bi e w = ¢ + di, tem-se: z-w =
(a+0bi)-(c+di) = ac+adi+bic+bidi = ca+dia+cbi+dibi = (c+di)-a+(c+di)-bi =
(c+di)-(a+bi)=w-z.

3. Um Anel ndo necessita ter elemento neutro da multiplicacao (isto €, um elemento
y tal que vy = yxr = x para todo x € A). Quando um Anel (A,+,-) possui o
elemento neutro da multiplicagio dizemos que (A,+,-) € um Anel com unidade.

Ao elemento y, chamado de Unidade do Anel, denotaremos por 1. A exemplo, o



conjunto C é um Anel com unidade. De fato, tomemos 1 = 1+ 0i € C. Logo,

1.-z=(140i)-(a+bi)=1a—00+ (1b+0a)i =la+1lbi=a+bi=1z

4. Os elementos nao nulos de um Anel nao necessitam ter inversos multiplicativos (isto
¢, y € inverso multiplicativo de x se, e somente se, xy = yxr = 1). Os elementos de
um Anel (A, +,-) que possuem inverso multiplicativo sao chamados de invertiveis

de (A, +,-). Denotaremos ! ao inverso multiplicativo do elemento .

1.2 Corpos

E importante para o prosseguimento desse estudo considerarmos uma estrutura
algébrica muito importante chamada de Corpo.

Dentre os conjuntos numéricos, aqui estudados, veremos que nem todos possuem

caracteristicas que os classificam como tal estrutura.

Definicao 1.2.1.
Um anel comutativo com unidade € chamado de Corpo se todo elemento nao nulo

€ invertivel.

Exemplo 1.2.1.

O Conjunto dos Inteiros 7 nao atende a estrutura de Corpo, pois com exce¢do do

—1 e 1, nenhum outro elemento possui inverso multiplicativo.

Exemplo 1.2.2.
Efcicil ver que o conjuntos Q e R possuem todas as propriedades que os classificam
como uma estrutura de Corpos. Um outro conjunto importante, que atende a defini¢do

de Corpo € o Conjunto dos Numeros Compleros C = {a +bi | a, b € R}.
De fato,V2z€ Ce z# 0,3 271 € C, tal que z- 27! = 1. Assim, 2! é o inverso
multiplicativo de z.

Para tanto, definimos o conjugado de z como sendo Z = a — bi. Além disso, z-Z =

a® + b%. Vamos mostrar que z~! € C. Portanto:

4 1 1z z a—bi a b
A = — = — . — = = = — .
z oz Z a?+b a?+bv a4+ a?+b?
a b -1 -1
Notemos que Re ——€ceR Logoz"€Cez-27'=1.

—5 €
a? + 12 a? + b?



Definicao 1.2.2.

Um Anel comutativo com unidade é chamado de Dominio de Integridade ou apenas

Dominio se vale o sequinte:

Va, be A sea#0eb#0 entioa-b+#0. Ou,

Va, be A, sea-b=0 entdoa=0 oub=0.

Definicao 1.2.3. Um elemento a € A, diferente de zero, diz-se divisor de zero caso

exista b € A, diferente de zero, tal que a -b = 0.

Proposicao 1.2.1. (Lei do cancelamento da multiplicacdo)

Sejam a,b,c € A e A um Dominio de Integridade com a # 0. Se ab = ac, entao

b=c.

Demonstracao.

Mostremos através das propriedades de Anéis e da definicao de Dominio:

ab = ac

ab—ac = ac—ac (Ay)

ab—ac = 0 (A3)

alb—c) = 0 (Ms)
b—c = 0 (Def.1.2.2)

b—c+c = 0+c (Ay)

b+0 = 0+c (A3)

b = ¢

]

Sabemos que o Conjunto dos Numeros Inteiros Z é comutativo e nao possui divi-
sores de zero e atende as propriedades Ay, As, Az, Ay, My, My de Anéis. Desse modo, o
conjunto dos niimeros inteiros ¢ um Dominio de Integridade.

Além disso, temos que os conjuntos Q e R sdao exemplos claros de Dominios de In-
tegridade, uma vez que estes também possuem estrutura de Anéis e nao possuem divisores

de zero.



Um fato interessante se apresenta quando o professor de nivel basico solicita ao
aluno que extraia as raizes reais da equagdo « : (x — 2)(x — 3) = 0. Nesse caso, como
estamos trabalhando com o conjunto dos niimeros reais, e este é exemplo de Dominio de
Integridade, garantimos uma resolucao facil da equagao « acima. Ou seja, se (x —2) - (z —
3)=0,entdor —2=0=2r=2o0uzrz—-3=0=2=3.

Podemos mostrar ainda, que essa propriedade nao se aplica, por exemplo, ao con-
junto das matrizes, que nao é um Dominio de Integridade, ja que possui divisores de zero.
Vejamos,

Sejam as matrizes A e B, com

Notemos que A- B =0, sem que A=0ou B =0.

Nesse contexto, é razoavel que o professor munido desse conhecimento, use técnicas
e procedimentos adequados ao aluno da educacao basico para se fazer compreendido,
sem perder tanto o formalismo esperado por tal conteiido ou conceito de Dominio de

Integridade.

Observemos a resolugao da equacgao algébrica no Anel dos inteiros,

3(z—2) = x+4
3r —6 = x+4 — (propriedade distributiva)
—x+3r—6 = —x+z+4— (inverso aditivo)
2r —6 = 0+4 — (elemento neutro aditivo)

20 —64+6 = 4+ 6 — (inverso aditivo)

20 +0 = 10 — (elemento neutro aditivo)
20 = 2-5 — (lei do cancelamento)
r =5

Vemos que as propriedades aqui aplicadas, a luz da teoria de Anéis, nos direciona
ao principio aditivo e multiplicativo usual no Ensino Fundamental e Médio, justificando

cada passagem.



Proposicao 1.2.2.

Todo Corpo K é um Dominio de Integridade.

Demonstracao. Com efeito, seja a um elemento nao nulo no corpo K e seja a~! seu inverso.
a-b=0&a' (a-b)=a'- 0 (@' a)b=0&b=0.

]

Por outro lado, nem todo Dominio de Integridade é um Corpo. Por exemplo, o
Anel do Inteiros Z nao possui divisores de zero, sendo assim um Dominio de Integridade
mas nao ¢ um Corpo, ja que seus elementos z € Z, com excecao do —1 e 1, nao possui

inverso multiplicativo.



Capitulo 2

Anéis de Polinomios

2.1 Sequéncias Numéricas

Iniciaremos o estudo de Anéis de Polinémios introduzindo um breve conceito de
sequéncias, uma vez que estaremos usando essa ideia para, a partir dai, definirmos po-
lindmios.

Definicao 2.1.1.

Seja N o Conjunto dos Niumeros Naturais e (A,+,-) um Anel. Uma sequéncia

sobre um Anel (A,+,-) é uma fungdo:
f:N—A

ne f(n) =,

Nesse sentido, sequéncias aqui sao fungoes que associam um elemento n € N a
r, € A. Assim todas as nossas sequéncias citadas apresentam ou sao constituidas por
elementos do Anel (A,+,:). Entao sendo a; a imagem por f do elemento i € N, a
sequéncia f é definida por:

f = (ag,al,ag, weey Ay, )

Dizemos que ag, a1, as, ..., a;, ... € A, sao os termos da sequéncia.
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Exemplo 2.1.1.
Seja a fun¢ao definida por
f N—=2Z

n f(n)=2n+1.
Entao, (a,) = (1,3,5,7,....). (Sequéncia dos nimeros impares positivos)

Definicao 2.1.2.
Dadas duas sequéncias (ay), (b,) € A, dizemos que a sequéncia (a,) € igual a
sequéncia (b,), e escrevemos (a,) = (by,), se, e somente se, a; = b; para todo i € N. Ou

seja, se os termos correspondentes de cada sequéncia forem iguais.

2.1.1 Operacoes com Sequéncias
Adicgao

Definicao 2.1.3.
Dadas (ay,) e (bn) sequéncias sobre o Anel (A,+,-), definimos a soma de (a,) com
(b,), como sendo a sequéncia denotada por (¢,) = (a,) + (bn) e determinada por ¢; = a;

+ b;, para todo v € N.

Sejam (A, +,-) um Anel, (a,) uma sequéncia com n € N e (b,,) outra sequéncia

com m € N. Considere, sem perdas de generalidade, que m < n:

(an) = (ag, a1, ag, ...;an) e () = (bo, b1, ba, ..., by).

Desse modo, a adicao dessas sequéncias é dada por:

(an) + (bm) = (ap + bo, a1 + by, ag + bay ooy @y + by ooy @y + by).

Devemos perceber que b; = 0,V ¢ > m.
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Multiplicagao

Definicao 2.1.4.

Dadas (ay,) e (b,) duas sequéncias sobre o Anel (A,+,-), definimos o produto de

(an) com (by,), como sendo a sequéncia denotada por (c,) = (a,) - (b,) e determinada por:

para todo k € N.

Sejam duas sequencias (a,) e (by). O produto de (a,) por (b,) gera uma nova

sequencia (¢i), com k =m +n e m < n, definida por:

(cx) = ((co), (c1), (c2), (€3); ey (Cm)s s (Cn), ooy (ck)), B =m +n,

onde,

co = apby

c1 = a1by + agby

Co = agby + a1by + apbs

C3 — a3b0 + a21)1 + a162 + agbg

m

Cm = E aibm—i

i=0
n

Cp = E a;ib,_i, b; =0, set>m
i=0

k

a; =0, set>n
Ckzzaz‘bk—i7 ]
i—0 bp_i =0, sek—1>m

\

Observemos algumas restrigoes para a;, ¢ > n e b,_;, k —1i > m que devem ser
consideradas. Por exemplo, sejam (A) = (ag, a1, az) e (B) = (bg, by, ba, b3) duas sequéncias.
Fazendo as multiplicagdes conforme a definigao anterior, temos que m = 3 e n = 2, entao,

k=2+3=05.
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5
Vamos calcular todos os ¢;, com 0 <7 < 5. Entao, ¢; = Z a;bs_;.
i=0

co = agbg

c1 = arby + apby

co = asbg + a1by + agbsy

c3 = azby + asby + a1be + agbs, {asby =0

c4 = agby + asby + agby + arbs + agby, {asby = asby = agby =0

Cy = (15b0 + a4b1 + a3b2 + a2b3 + Cllb4 + CLUb5, {a5b0 = (1461 = a3b2 = CL1b4 = a0b5 =0

Desse modo, temos que o produto

(C5) = (A2-B3) = (apby, arbo+aobi, asbo+a1bi+agbs, asbi+aibs+agbs, asba+aibs, asbs)

Fica assim, definido o produto de duas sequéncias que também é conhecido como

Produto de Cauchy.

Definicao 2.1.5.
Sejam (A, +,-) um Anel, (a,) uma sequéncia de A e w € A um elemento fixo.
Definimos o produto de w com (a,), como sendo a sequéncia denotada por (¢,) = w- (ay,)

e determinada por ¢, = w - ay, para todo k € N.

Assim, o produto de (a,) por w consiste em multiplicar cada termo da sequéncia
de (a,) por w.
Apresentaremos agora, uma associagao entre sequéncias e uma indeterminada x

para finalmente construirmos a estrutura de polinomios sobre um Anel.

Suponhamos, para isso, que um certo Anel (A, +,-) possua unidade 1. Assim,

podemos definir as seguintes sequéncias

2" = (1,0,0,0,...)

z=(0,1,0,0,...)



13

Desta forma, usando multiplicacao de sequéncias
?=x-2=1(0,0,1,0,0,...)
=z-2=1(0,0,0,1,0,..)

=g -x-z..z=(0,00,..01,000,..)
N————r ———

n n

Desta forma, se desejarmos multiplicar os termos a; nas sequéncias, conforme de-
finicao acima, e soma-las, conforme definicao de soma de sequéncias, teremos:
(ap,0,0,...) + (0,a;,0,0,...) + (0,0, as,0,0,...) + ... + (0, 0,0, ..., 0, a,,0,0,0, ...) =

———

n
(ag,ai, ..., a,,0,0,0,0,...). Note que os termos a; = 0, para i > n + 1. Neste caso, chama-
N————

n+1
remos esta sequéncia de quase nula.

Desse modo, temos uma adi¢ao de (n + 1) sequéncias tendo como soma uma es-
trutura bastante simplificada em termos de poténcias de z em ordem crescente de 0 a
n, e podemos representar a sequéncia (f,) = (ag, a1, as,...,a,, 0, 0,...) como sendo
f(x) = ap + a1z + asx® + ... + a,z", facilitando a notagao, omitindo o sinal de (-) entre
um termo a; e o termo z°, com i € N. Além disso usaremos, doravante, o simbolo f(z)
para nos referir a sequéncia (f;,).

Vamos definir um conjunto para os elementos f(x) que denotaremos por A[z], onde
A éum Anel. Aos elementos f(z), g(x), h(x), p(x), dentre outros, convenientemente nota-
dos, chamaremos de Polindbmios numa indeterminada x. Podemos, assim chamar um Po-
linomio de uma sequéncia quase nula, onde os elementos dessa sequéncia sao os coeficientes
do referido Polinoémio. Logo, se temos uma sequéncia f : (a,) = (ag, a1, as, ..., a,, 0,0, ..)
com ag, ay,as, ...,a, € A, podemos escrever o Polinomio que representa essa sequéncia
como sendo f(x) = ag + a1x + axx® + ... + a,a".

Ou seja, f(x) por exemplo, é um polinémio pertencente ao conjunto Alz| e que

tem coeficientes no Anel (A, +,-). Formalizamos este conceito, abaixo:

Definicao 2.1.6.

Seja (A, +,-) um anel. Entdo
Alz] = {ag + @z + ... + az™; n €N, a; € A, Vi€ {1, 2,...,n}}

Os elementos de Alz] sao chamados de polindmios.
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Notemos que cada elemento a; € A com i € {0,1,2,...,n} podera ser identificado
como um polinémio constante: p(z) = a;,¢ € {0,1,2,....,n}. Desse modo temos que

A C Alz].

Exemplo 2.1.2.

Seja Q o Corpo dos Numeros Racionais, R o Corpo dos Reais e sejam 0s polinomios
p(r) =1—4z+ Z:L‘Q +22% e q(z) = V3 +x —ma? —32% + %:IZA +25. Entdo, observando o0s
coeficientes de ambos os polindmios podemos afirmar que p(x) € Q[z| e consequentemente
p(z) € R, uma vez que todos os coeficientes do polinomio p(x) pertencem a Q ou R. Por
outro lado, o polinomio q(x) ¢ Q[z|, pois existem coeficientes de tal polinémio que nao

pertencem ao corpo dos racionais Q, a saber: \/3 e w, com /3, ™ € R.

2.2 PolinoOmios numa indeterminada z

Definicao 2.2.1.

Seja (A, +,-) um Anel comutativo com unidade 1. Um Polinémio numa indeter-

minada x sobre um Anel (A,+,-), € uma expressio do tipo
p(x) = a9+ a1x + a2x2 + . Fayx = Z&jxj’
j=0

onden €N ea; €A, para 0 < j <n.

Temos que todos os a5 € A, 0 < j < n e sao chamados de coeficientes do
polinémio p(x). O coeficiente ay é chamado termo constante ou independente de z. Além
disso, cada parcela a;a?, com 0 < j < n serd chamada de monomio de p(z) com a; # 0.

Para uma melhor construcao dessa estrutura convencionaremos o seguinte:

e Para cada Natural n, temos 6(z) = 0 + 0z + 02 + ... + 02" que chamaremos de

polinémio identicamente nulo e podemos escrever 6(z) = 0.
e Chamaremos de Polinomio Constante p(z) = ay.

e Os polinomios estarao sempre escrito, convenientemente, segundo suas poténcias de

x em ordem crescente ou decrescente.
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e Quando a; = 0 nao escreveremos a;z’, fazendo apenas uso numa eventual necessi-

dade.

Um Anel (A, +, ), por defini¢ao, é sempre diferente de vazio, existindo ao menos
um elemento que garanta A[z] # @&. De fato, como 0 € A, podemos ter f(z) =0+ 0x +
0z% + ... + 02" com f(z) € Alz].

2.2.1 Grau de um Polinomio

Seja um polindmio nao nulo p(x) € Alz] com p(z) = ag + a1z + asx? + ... + a,z".
Logo existe n > 0 tal que a,, # 0 e a; = 0 para todo ¢ > n. Chamamos grau de p(z) a

esse nimero natural n e denotamos por Gr(p) = n. Assim:

Gr(p) = max{i:a; # 0}, p(x) #0

De um modo geral podemos dizer que grau de polinomio p(x) é o maior expoente
natural entre os monémios que formam p(z). Ou seja, o maior expoente natural da

indeterminada x no polinomio.

Exemplo 2.2.1.

Grau de polinomios

p(x) = ap = Gr(p) =0, ag # 0 (polinémio constante).

r) =ag +ayzt = Gr(p) =1, a; # 0 (polinémio linear).

b

)
(z)

p(x) = ag + a1x' + asx® = Gr(p) =2, ay # 0 (polindmio quadrdtico).
(z)

p(r) = ag + a1zt + az? + azz® = Gr(p) = 3, ag # 0 (polindmio cibico).
Observacoes.
1. No caso de p(x) =0, convenciona-se indicar o grau de p(x) por Gr(p) = —oo. FEssa

definicdo nao gera menhuma consequéncia sobre o conceito de grau de polinomio,

dada acima.

2. 0 termo ou monomio do polinomio que possuir o maior expoente (que determina o
grau de p(x)) serd chamado de termo dominante e seu coeficiente serd chamado de

coeficiente lider.
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3. Se o termo dominante de um polinomio tem coeficiente igual a 1, esse polinomio

sera chamado de monico.

4. Polinomios podem ser ordenados sequndo suas poténcias de x em ordem crescente

ou decrescente.
5. Se existe um ou mais coeficientes nulos, temos um polinémio incompleto.

6. Se um polinomio incompleto tem grau n, entdo o seu numero de termos serd menor

que n + 1.

7. Um polinomio é dito completo quando possui todas as poténcias consecutivas a partir

do grau mais alto até o termo constante ou vice - versa.
8. Quando um polinomio tem grau n e for completo, este terd exatamente n+1 termos.

9. Se 0s polinomios p(x) = ap+a1x+asr*+...+a,x™ € q(x) = bo+b1x+box?+...+b, 2",

diremos que p(x) = q(x) se, e somente se, m =n e a; =b;, i € {0,1,2,3,...,n}.

2.2.2 Adicao de Polinémios

Definicao 2.2.2.
Sejam f(x) = ap + a1 + ... + a,z™ e g(x) = by + bix + ... + b,z™ polinémios de
Alx]. Se define f(x) + g(x) como sendo

(f+9)(z) = f(x) +g(x) = ZCiIi7 com c¢;=a; +b;, 0<i<n.
i—0

O resultado da adicao de dois ou mais polinomios é chamado de soma.

Grau da Soma de Polinémios

Proposicao 2.2.1.
Sejam f(x) e g(x) dois polinomios nao nulos em Alz|, tais que (f + g)(z) # 0.
Entao Gr(f + g) < maz{Gr(f), Gr(g)}.
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Demonstracao.

Suponhamos f(z) = ap+az+...4a,x™ e g(x) = bog+byx+...4+b,x™ com coeficientes
lideres a,, # 0 e b, # 0, respectivamente. Assim temos Gr(f) = m e Gr(g) = n. Temos
4 casos a considerar:

Caso 1: (m=mn, a, +b, #0)

(f+9)(x) = (ap+bo) + (a1 + b))z + ... + (an + by)z™. Entao o coeficiente lider da
soma serd (a, + b,) e o grau dessa soma é Gr(f + g) =n =m.

Caso 2: (m=mn, a, +b, =0)

(f +9)(@) = (ag + bo) + (a1 + by)x + ... + (ag + br)x" + (@ + bp)z™ = (ag + bo) +
(a1 + b))z + ... + (ag + by)z® com k < m = n.

Entao o coeficiente lider da soma serd (ax +bg), k <m=ne Gr(f+g) =k <
m=n.

Caso 3:(m #n, m <n)

(f+9)(x) = (ag+bo)+ (a1 +b1)x + ... + (A, + b )™ + ... + (04 b, )2". (Notemos
que a; = 0, para i > m).

Entao o coeficiente lider sera (0 + b,,) = b, # 0, sendo que Gr(f + g) = n.

Caso 4:(m #n, m > n)

Fazendo andlogo ao caso 3, encontramos o coeficiente lider (a,, +0) = a,, # 0,

sendo que Gr(f + g) = m. Portanto, qualquer que seja a situagao temos que Gr(f +g) <
max{Gr(f), Gr(g)} = max{m, n}. O

2.2.3 Multiplicagcao de polinémios

Definicao 2.2.3.
Sejam f(x) = ap + a1z + ... + apx™ e g(x) = by + bix + ... + bya™ polinémios em

Alx]. Se define f(x) - g(x) como sendo

m-+n

(f - 9)(z) = f(2) - glx) = Z cja’,

com



co = aopby

c1 = aiby + apby

Cy = agbo + a161 + CLng

C3 = a3b0 + a261 + albg + Clobg
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Cj = Clobj + albj_l + + a]—bo = Z aabg

m-+n

Cm4n = Qm ° bn = E aibm+n—ia
=0

at+p=j

a; =0, sei>m

mtn—i = 0, se i <m

Consideremos dois polinomios f(z) e g(z) € Alz| com f(z) = ag+a1x+ ...+ apx™

e g(x) = byp+bix+...+b,z". Para fins de organizagdo vamos considerar m = n sem perda

de generalidade. Numa tabela retangular colocamos os coeficientes a; de f(z) na posigao

vertical e os coeficientes b; de g(z) na posi¢ao horizontal. Logo apds, calculamos a; - b;

e somamos todos esses produtos em cada diagonal como mostra a figura. Desse modo

temos encontrado cada cy.

FaEl by by by b; b,
a | abo | agby | agby | agh; by
a, arby arby arby aib; a;by,
a; asby azby a;b; ajb; asby,
a3 az;by azb,; as;b, a;b; az;b,
am | 3mDo | Anbi | amby | aubs 3D
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Exemplo 2.2.2.
Sejam f(z) e g(x) € Alz] com f(x) =2+ 3z + 4a® — 3z* e g(x) = 5 + 4o + 322,

Dispomos os coeficientes de ambos os polinomios, conforme o dispositivo anterior:

. 1 s 4 3
7 | ;6 8 6
3 15 12 9
4 | 20 16 12
0 0 0 0
3| 15| 45| e

Calculando todos os produtos, somando sequindo as setas e agrupando estes resultados
encontramos os coeficientes do polinomio h(x) = f(x) - g(z) em ordem crescente das

poténcias de x. Ou seja,
h(x) = 10 + 23z + 382% + 252° — 32* — 122° — 925,

Atengao para quando o polinomio for incompleto. Devemos preencher com 0 (zero)
o mondmio que faltar, como foi o caso de f(z) que era incompleto em 23,
Outro fato importante a considerar é que o produto de dois polinomios é fechado

quanto a multiplicagao. O que justifica h(z) = f(z) - g(z) e h(z) € Alx].

Grau do Produto de Polinoémios

Proposicao 2.2.2.
Sejam f(x) e g(x) dois polinomios nao nulos em Alzx], tais que (f - g)(x) # 0.
Entao
Gr(f-g) < Gr(f)+Gr(g).

No entanto, se A for um Dominio de Integridade, teremos apenas a igualdade.

Demonstracao.

Sejam f(x) = ag + a1z + ... + a,z™ e g(x) = by + bix + ... + b,z™ polindmios de
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Alz]. Assim, Gr(f) = m e Gr(g) = n. Vimos que se define cada elemento ¢, do produto

f(z) - g(x) como sendo

¢, = agby, + a1bp_1 + ... + apbg = Z aqbgs
a+p=k
Além disso, o coeficiente lider do produto é ¢+, = a,b, € 0 termo que possui
esse coeficiente vale a,,b,z™"", com a,, # 0 e b, # 0. Logo, a,,b, # 0, quando A for um
Dominio de Integridade e Gr(f-g) = m+n = Gr(f)+ Gr(g). Caso (A, +,-) ndo seja um
Dominio de Integridade temos a possibilidade de a,,b, = 0. Mas como a,,b,, é o coeficiente

lider do produto f(z) - g(z), temos que Gr(f - g) < (m+n) < (Gr(f) + Gr(g)). O

Exemplo 2.2.3.

Se f(z) = 2 + 423 e g(x) = x + 222 + 5z* sdo dois polinémios em R[z], temos
que Gr(f) = 3 e Gr(g) = 4, pois os termos que possuem os coeficientes lideres de cada
polinomio f(z) e g(x) sdo respectivamente 4x3 e Sx*.

Entdo o coeficiente lider do produto vale: Cpip = 34y = 42°50% =45 -2 - 2t =

20z7. Portanto

Gr(f-g)=3+4=T.

Notemos que vale a igualdade, pois o Corpo dos Reais R é um Dominio de Inte-

gridade.

Teorema 2.2.1.

Seja (A, +, ) um Anel. Entao:

1. (Alz], +, -), com a soma e o produto usual de polinémios, é um Anel. Assim Alz]

serd chamado de Anel de polinomio.
2. Se (A, +,-) € comutativo, entiao (Alx],+,-) é comutativo.
3. Se (A,+,-) tem unidade 1, entio (Alz],+,-) tem unidade u(z) = 1.
4. Se (A, +,-) € um Dominio, entao (Azx],+,-) também serd.

Demonstragao. [1]

Vamos mostrar os seis axiomas de Anel.
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Sejam a(z) = ag + a1 + ... + a,a™, b(x) = by + byx + ... + bya™ e c¢(x) = co +
a1 + ... + ¢,2" polindmios arbitrérios em Alz|. Considere, sem perda de generalidade,
que todos tenham o mesmo grau. Todas as propriedades aqui aplicadas tem base no fato
de (A, +,) ser um Anel e assim termos garantido as convenientes passagens.

i) Comutatividade da Adigao
[a 4+ b](x) = ag+az+...+a,2" +bog+ bz + ...+ bx™ = (ag+bo) + (a1 + b))z + ...+ (a, +
bp)x™ = (bo+ag)+ (b1 +ar)x+...+ (b, +a,)z™ = bg+bix+...+ba" +ag+a1x+...+a,2" =
[b + a](x)

ii) Associativa da adicao
[a 4+ (b + ¢)](x) =as+az+...+a,x" + (bg + b1z + ... + b2 + co + 12 + ... + ™) =
agp+a1x+ ...+ a, "+ ((bo+co) + (b1 +c1)x+ ...+ (b +¢n)x™) = ag+ (bg+co) + (a1 + (b1 +
1))+ ...t (an+ (bn+cn))x™ = ((ao+bo) +co)+((a1+b1) +c1)z+ ...+ ((a, +by) +cp)ax™ =
[(a + b) + ¢](x).

iii) Existéncia de elemento neutro da adigao
Seja e(x) =04 0z + ... + 02" = 0 € A[z]. Assim temos,

[a 4+ e](x) = aptaz+...+a,2"+04+0z+...4+02" = (ap+0)+ (a1 +0)x+...+(a, +0)z" =
ap+ a1z + ... + a,2™ = a(x). Além disso,

[e + a](x) = (0+ao) + (0+ar)z+ ... + (0 + a,)z" = ap + a1 + ... + a,2" = a(x).
Portanto, [a 4 e](x) = [e + a](x) = a(x)

iv) Existéncia de elemento simétrico
Seja s(x) = —a(x) = —ag — a1z — ... — a,z"™ € A.

[a 4 s](x) =ap+ a1z + ... + apz™ —ap — a1z — ... — ax™ = (ag — ag) + (a1 —a1)x + ... +
(@, —ap)z” =04 0x + ... + 02" = 0 = e(x). Além disso,

[s + a](x) = —ag — a1x — ... — @™ + ap+ a1z + ... + a, 2™ = (—ag + ap) + (—as +a1)x +
o F(—ap+ay)2" =040z + ... + 02" = 0 = e(x).

Portanto, [a 4 s](x) = [s 4+ a](x) = e(x).

v) Associatividade da multiplicagao
Temos que Alz] é fechado quanto a operagao multiplicagdo. Assim vamos definir alguns

produtos:

a(z) - b(z) =d(z), com d(z) = dy + dyx + ... + d,2", d; = Z a;by

k=i
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b(x)-c(x) = f(x), com f(x) = fo+ fre+ ..+ fu2", fi= Z bjck
k=i

(a(z) - b(@)] - c(w) = g(x), com g(x) = go + i + .. + guz", gi = Y djcy
k=i

a(x) - [b(x) - c(x)] = h(x), com h(x) = hg+ hix + ... + hpa", h; = Z a;jfx.

jHk=i

Entao devemos mostrar que g; = h;, Vi € N.

9i = Z djc, = Z (Z aa-b5>-ck: Z (anbp) - =

j+k=i j+k=i \a+B=j o+ fB+k=i

Z Ao - (bg - cx) = Z aa-<z b5-0k>— Z Ao+ fy = hy.

a+B+k=i aty=i B+k=~ a+y=i
Dai, [a(z) - b(z)] - () = a(x) - [b(z) - c(2)]
vi) Distributividade

Temos que A[z] é fechado quanto a adi¢do e multiplicagdo. Desse modo,
a(x)[b(x) + c(x)] = p(x) € Alz].

Devemos mostrar que
a(x)[b(z) + c(x)] = a(x)b(x) + a(z)c(x) e
la(z) + b(2)]e(x) = a(x)c(z) + b(x)e(x).

Consideremos,

a(@)[b(x) + c(2)] = p(x), com p(x) = po+ iz + ..+ paz”s pi= Y a;(by + )

a(z) - b(z) =d(z), com d(x) = dy + dyx + ... + d,2", d; = Z a;by

a(z)e(x) = q(x), com q(z) = go + qr + .. + 2", ;= Y ajcy

Assim, é preciso mostrar que p; = d; + ¢;, Vi € N. Ou seja,

pi= Y ajbptcr)= > (ajbp +ajc;) =

J+k=t Jt+k=1
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Z (ajbk) + Z a;Cr = dz +q;.

k=i k=i

Portanto, a(x)[b(z) + ¢(x)] = a(x)b(z) + a(x)c(x). Além disso,

[a(z) + b(x)] - c(x) = p(x), com p(x) =po+ prx + ... + pua”, p; = 'Z'(@j + by) - ¢

a(z) - c(z) = q(x), com q(x) = qo + qz + ... + qu2", q; = Z @;Ck
k=i

b(z) - c(x) = f(x), com f(x) = fo+ fix+ ...+ fuz", fi= Z bjc

jk=i

Assim, é preciso mostrar que p; = ¢; + f;, Vi € N. Ou seja,

pi = Z(aj+bk)'ck

jtk=i

P = Z (ajcr + bjck)

Jk=i

Portanto, [a(z) + b(z)] - ¢(x)] = a(x) - c(x) + b(z) - c(z). O

Provamos assim, que A[z| tem estrutura de Anel e serd chamado daqui pra frente

por Anel de Polinémio.

Demonstragao. [2]
Sejam a(x) = ag + a1z + ... + apz™ e b(x) = by + bix + ... + b,z com a(x),

b(z) € A[z]. Se multiplicarmos a(x) com b(x), ou seja a(x) - b(x), temos,

m+n

a(x) - b(x) = Z c;rl.
=0
Os coeficientes desse produto (c;) seguem a férmula

C; = CL(]bj -+ albj,1 + ...+ ajbo = Z aabﬁ.
atf=j



24

No entanto, por hipétese a;j, b; € A e (A, +,-) é um Anel comutativo, ou seja,
a; - bp=br-0;,0<i<j,0<k<jet, j, keN.
Dali,

C; = b[)aj -+ blaj,1 + ...+ bjao = Z bgaa,
B+a=j

que é, na verdade, os coeficientes do produto b(z) - a(zx). Logo,

m—+n

a(z) - b(z) = Z c;x! = b(z) - a(x).

Demonstragao. [3]
Temos que mostrar que existe u(z) € Alz], tal que a(z) - u(x) = u(z) - a(z) = a(z),
Va(x) € Alx].

Sejam a(x) = ag+ a1+ ...+ a,2" e u(zr) = up+w T+ ... +upe™, com a(x), u(z) €

Alx]. . .
a(z) - u(z) = a(x) & Z o — Z a;x’,

C; = E A Uf-

k=i
Temos,
Co = Qolp = Qg < Ug = 1
ciL=aUp+ apu; =a; S uy=1eu =0
Coy = Qolp + a1 + agls = ag S Uug=1leu =uy =0

C3 = A3l + Aoy + a1 + agus = a3 S ug=1eu; =uy =uz3 =0

Cp = Aplp + Qp_1U1 + ... + Q1UH—1 + AU, = ap S Ug=leUui=Uy=u3s=...=u, =0
Logo, temos que u(x) = up+u1x+...+upz™ = 14+0zx+...402™ = 1+0+...4+0 = 1.

Ou seja u(x) =1 e a(z) - u(xr) = a(x). Como é sabido que Alx]| é comutativo, temos,
a(x) - u(zr) = u(x) - a(z) = a(z).

Notemos que ¢, = 0 paran < a < n + m, pois
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Coq = AU+ aa_1U1F+Ag—2Us+. .. FaA1Uq—1F 00U, = 0-14aq_1-0+an_2-0+...4a1:0+ap-0 = 0.
O

Demonstragao. [4]
Sejam a(x) = ap + a1z + ... + a,z™ e b(x) = by + bz + ... + byz™ dois polindmios

quaisquer em A[z] com a(z) # 0 e b(x) # 0. Temos que,

a(z)-b(z) =Y e’ #0,

1=0

pois, sem perda de generalidade,

Conn = Z a;by = Amynbo+amin—1b1+apn_2bot...+anby+...+aobpn = anb, # 0,
jt+k=m+n

uma vez que A nao possui divisores de zero. Ou seja, como a, # 0 e b,, # 0e A é um
Dominio, por hipdtese, temos a,, - b, # 0.
Assim V a(x), b(z) € Alx] com a(z) # 0 e b(z) # 0, temos que a(z) - b(z) # 0 e

Alx] é um Dominio de Integridade. O

2.2.4 Divisao de Polinémios

Definicao 2.2.4.
Seja K uma Corpo. Dados dois polinémios f(x) e g(x) # 0 em K[z|, dividir f(x)
por g(x) é determinar dois outros polinémios q(x) (quociente) e r(x) (resto) de modo que

se verifiquem as condicoes:
i) f(z)=q(x)-g(x) +r(z)
ii) Gr(r) < Gr(g) (our(zx) =0, caso em que a divisio é chamada exata).

O Teorema seguinte nos garante que, munido de algumas condigoes, sempre é

possivel efetuar tal divisao.
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Teorema 2.2.2 (Algoritmo da Divisao).
Seja K um Corpo. Se f(x), g(z) € K[z] com g(x) # 0 entao existem q(z), r(z) €
K[z] tais que

onde r(z) =0 ou Gr(r) < Gr(g).
Demonstracao.
Sejam os polinémios

f(l') = anl'n + an,lxnfl + ... +ta1x+ ag

g(l’) = bmxm + bmflxmil + ...+ bll’ + bo

Existéencia
Se f(x) = 0, entao basta tomar ¢(z) = r(z) = 0. Porém se f(x) # 0 com
Gr(f) < Gr(g), tomamos ¢(z) =0 e r(x) = f(x).

Portanto, partiremos do pressuposto que n > m, ¢ tomemos 0 mondmio a, by, ‘z" ™ =

gox™~ ™ para construir o polinémio

ri(z) = f(z) = (qz"™™) - g(x) (2.1)
Chamamos (Eq de primeiro resto parcial. Notemos que:
r(2) = anx™ + ap1 2" s ag — (@b 2T (D™ A+ by 2™ L by 4 by)

cancelando o termo a,z" proveniente de f(z) e portanto, Gr(r;) = p < n. Para economi-

zar notacao, facamos:
i i1
ri(z) =z’ + 12" + .+ cx + .

Fazendo agora, as mesmas operagoes com base em r1(x) e ndo mais em f(x) :

Tomemos 0 monoémio ¢;b,, ‘=™ = ¢q1x*~" para construir o polindmio

ra(x) = ri(z) — (@a"") - g(x) (2:2)
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Chamamos (Eq de segundo resto parcial. Notemos que:
ro(x) = ¢’ + i1 L aw o — (Ciby T ™) (b @™ A+ b1 3™ A by + by)

cancelando o termo ¢;x* de ry(x) e portanto, Gr(ry) = j < i = Gr(ry). Podemos escrever
ro(z) como sendo:

7"2(1‘) = djl'j + dj_l.l’j_l + ...+ dll’ + dg.

Do mesmo modo procedemos para obter r3(x) e para isso formemos o mondmio

djbm_lznj M = g™ e construimos o polindmio

r3(x) = ro(z) — (g2’ ™) - g(x) (2.3)

Chamamos (Eq de terceiro resto parcial. Além disso, notemos que
Tg(l') = deL’j + dj_ll’j_l + ...+ dlac + do - (djbm_ll‘j_m)(bml’m + bm_lxm_l +...+ blx + bo)

o que prova o cancelamento de d;z? . Dai, Gr(rs) = 1 < j = Gr(ry). Para facilitar a
notacao:

! -1
r3(z) = ex’ + e + ...+ e1T + ep.

Faremos andlogo para construir r4(x), rs5(x), ... Devemos perceber que a cada
operacao para se construir um resto parcial, o grau desse resto diminui de, ao menos, uma
unidade. Portanto concluimos que, apés um certo niimero p de operagoes temos um resto
parcial r,(x) de grau inferior ao de g(z) ou r,(z) = 0. Assim, temos o resultado dessa
ultima operacao:

rp(@) = rp-1(x) = (gp12v7™) - g(@) (2.p)

Notemos ainda, que r,(z) surge a partir de uma série telescépica. Desse modo

fazendo uma soma das igualdades de (1) a (p), temos:
(2.1) ri(z) = f(x) = (qz"")g(x)
(2.2) ra(z) = ri(x) = (@a™")g(x)
(2.3) r3(x) = ra(z) — (g2277")g(x)

(2.p) rp(r) = 71p1(x) = (gp12°7™)g(x)
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rp(x) = f(z) — gqosc"*m + " gt T+ L+ qp,lx“*mlg(:c)

qZ;‘)

(
Tomamos r(z) = ry(x) e q(x) = qoa" ™™ + @z’ ™ + g/ ™™ + ... + q,_12*~™, obtendo

f(x) =q(x) - g(x) +r(x), com Gr(r) < Gr(g) ou r(xz) =0.

Unicidade:
Suponhamos 71(x), qi(x), r2(z), g2(x) tal que f(z) = q1(z) - g(x) +ri(z) e f(z) =
@2(7) - g(x) + ra(x). Assim,
@(z) - g(x) +11(2) = 2(2) - g(x) —ra(2) = f(z) — f(2) =0 e
@ (x) - 9(x) — q2(x) - g(x) = ra(x) — 11 (2)
9(x) - (@1 (x) = q2()) = 7o) — r1(2).
Se 41(¢) # 4>(x) temos,
Gr(g-(q1 — q2)) = Gr(ra —r1). Mas
Gr(g- (@ — g2)) = Gr(g) + Gr(q — g2). Logo,
Gr(ra —r1) = Gr(g) + Gr(q1 — ¢2)
Gr(ry —r1) > Gr(g).
No entanto, Gr(ry — r1) = max{Gr(r1), Gr(ra)}. E como Gr(r1) < Gr(g) e Gr(ry) <

Gr(g), temos que,
Gr(ry —r1) = maz{Gr(r), Gr(rs)} < Gr(g)|

Portanto, temos uma contradicao.
Entao q1(z) = ¢2(z) e
ro(x) = m(x) = g(x)(q () — ¢(r))
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2.2.5 Meétodos para Divisao de Polinémios
Método da chave

O Teorema anterior nos ensina como determinar os polindémios ¢(x) e r(z) a partir
de f(z) e g(z) em K[z] com K um Corpo.
Veremos um exemplo de como proceder, caso f(x) = 2 — 323 + 222 —x + 1 e

g(x) =z +1.

Observacao.
Devemos garantir que os polinémios f(x) e g(x) pertencam a um Corpo K[z| para
que as operacgoes executadas sejam sempre PoSSIVELS.

4

. . ~ X .
Passo 1: Formemos o primeiro termo de ¢(z) pela operacio ¢,(z) = — = 2% e construir
x

o primeiro resto parcial r(z)
ri(r)=f(x)—2* - glx) =2 -3 + 22 —2+ 1 -2 —2° = —42° + 2% — 2 + 1.
Assim, Gr(r;) =3 > 1= Gr(g).

—43

T

Passo 2: Formemos o segundo termo de ¢(x) pela operagao g¢(x) = = —4z% e

construimos o segundo resto parcial rq(z)
ro(x) = ri(z) — (—42?)g(x) = —42® +22° —x + 1 — (—4a® — 42°) = 627 — v + 1.

Assim, Gr(ry) =2 > 1= Gr(g).

62
Passo 3: Formemos o terceiro termo de ¢g(x) pela operacao g3(xr) = — = 6x e cons-
T

truimos o terceiro resto parcial r3(x)
r3(x) = ro(7) — 67 - g(7) = 62° — 2+ 1 — 62% — 62 = —To + 1.

Assim, Gr(rs) = Gr(g).
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—Tx
Passo 4: Formemos o quarto termo de ¢(z) pela operacao ¢4(z) = —— = —7 e cons-

truimos o quarto resto parcial r4(x)
ry(x) =r3(z) — (=7)g(x) = =Te +1— (=Tz - 7) =8.

Finalmente temos que Gr(ry) =0 < 1 = Gr(g) e encerramos o processo de divisao

entre f(x) e g(x).

Logo,

q(z) = q1(z) + @2(x) + g3(z) + qu(z) = q(z) = 2° — 4a® + 62 — 7

r(zr) =8

Podemos arrumar as operagoes acima através do seguinte dispositivo que no Ensino

Médio costumamos chamar de Método da chave:

f(=)

AT g(x)
T4 3 2 a3 ~
=3z +22° —x+1 z+1
—xt — 23 x’ —4a” + 62 —7

q?;)
AP+ 23—+ 1

+423 + 422
+622 —x+1
—622 — 6
—T7r+1
+7x+7
+8
——

r(z)

Definicao 2.2.5. Dados um Corpo K e um polinomio f(x) = ap + a1z + ... + a,z",

f(z) € Klz], a substituicio de x por k € K em f(z) é um elemento de K dado por
f(k) =ag+ alk: + ...+ ank”.

Exemplo 2.2.4.

Sejam Q o Corpo dos Nimeros Racionais e f(x) = 2* + 2* com f(x) € Q[z].
Assim, temos que 2 € Q e f(2) =22+ 2 =4+ 16 = 20 € Q. Podemos ter f(a) € Q
ainda que o ¢ Q. Por exemplo: Seja V2 €R e f(vV2) = (V22 + (V2)'=2+4=6€ Q.
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Definicao 2.2.6.

Seja (A, +,-) um Anel comutativo com unidade e o € A. Dizemos que « € raiz de

fx) € Ala], se f(o) =

Exemplo 2.2.5.

Claro que —2 € R € raiz do polinomio f(x) = —2® —4x*+x+10 com f(z) € Rz],
pois f(—2) = 0. No entanto, 1 € R nao € raiz de f(z), uma vez que, f(1) = —13 —4-
124+14+10=-1-4+1+10=6#0

Definicao 2.2.7.
Sejam (A, +,-) um Anel e f(x) , g(x) € Alz]. Dizemos que g(x) divide f(x) em
Alz] quando eziste h(x) € Alx] tal que

f(z) = g(z) - hz).

Notagao: g(x)|f(x).

Teorema 2.2.3. (Teorema do Resto)
Sejam f(z) e g(x) = x — « dois polinomios em Alx]. Entdo o resto de f(x) por

g(x) € f(a).

Demonstracao.

Pelo teorema da divisdo de polindémios temos que f(x) = q(z) - g(z) + r(x) (1),
q(z) € Alz]. Note que r(x) = 0 ou r(z) = r (constante), ja que Gr(r) =0 < Gr(g) = 1.
Assim f(z) = q(x) - g(x) 4+ r e substituindo « em (1) temos: f(a) = g(«) - g(a) + r, mas
g(a) = 0 e consequentemente f(a) =r. O

Exemplo 2.2.6.

O resto da dwisio de f(x) = 23 —2®> + x — 1 por (z — 2) em R[z] serd r(z) =
f(2)=28—2242—-1=8—-4+2—1=05. Além disso temos que f(1) =1 —124+1—-1=
1—141—=1=0. Desse modo 1 € raiz de f(x) e o resto da divisao de f(x) por (xr —1) €

0, concluindo assim que (x — 1) divide f(z).

Proposicao 2.2.3. (Teorema de D’Alembert)
Seja (A, +,) um dominio de integridade e f(x) € Alx]. Entio a € A é uma raiz

de f(z) se, e somente se, x — « divide f(x).
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Demonstracao.

=

Supomos por hipdtese « é raiz de f(z). Pela defini¢ao f(a) = 0. Além disso,
pela divisao euclidiana de f(z) por z — «, temos que existem ¢(z), r(x) € Alx] tais
que: f(z) = q(x) - (zr — a) + r(z), onde r(z) = 0 ou Gr(r) < Gr(x —a) = 1, ou seja,
r(z) =r € A. Assim, f(x) =q(z) - (x —a) + 7.

Substituindo a em f(z), temos: f(a) =q(a) - (o —a) +r = g(a) -0+ r = r. Dai,
f(a) =7, mas f(a) =0 er =0, mostrando que x — « divide f(x).

=

Se (z — «) divide f(z), entdo existe ¢(z) € A[z] tal que f(z) = ¢(z) - (z — ).

Avaliando f(x) em «, temos: f(«) = 0. Desse modo, « é raiz de f(z). O

Dispositivo de Briot-Ruffini

Ao dividir o polinémio f(z) = ap,2™ + ap_12" 1 +... + a1 +ag por (z — a) obtemos
um quociente q(x) = b,_12"' + b, 92" % + ... + bix + by e resto r(x). Se Gr(f) = n,
Gr(qg) =n—1e Gr(z — a) = 1, entdao Gr(f) = Gr(q) + Gr(x — a) e Gr(r) = 0. Neste
caso, podemos dizer o resto é uma constante, ou seja, r(z) = ro.

Utilizando o algoritmo da divisao f(z) = (v — ) - ¢(z) + r(x), temos:

"+ ap 2" tartag = (1 —a) (b1 F by 0" 2 by by) 4+ 7()
= bn,1$n + bn,2$H_1 + ...+ b1$2 + bo.ﬁl? - abn,la:”_l

2 . —abx —aby+r(x)

—ab, o™
= bp12" + (bp_g — bp_1)2" "t (by_g — aby_g)ax" 2 + ...

+(b1 — aby)x® + (bg — aby)z — aby + 7(z)

Comparando os coeficientes das mesmas poténcias de x no primeiro e no segundo

membro:
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bn—l = ap
bn—2 = abn—l + Gp-1
bn—3 = abn—Q + ap_2

by = aby+ as
by = abi+a

r(z) = aby+ ag

No dispositivo de Briot-Ruffini esses coeficientes (b,_1, bn_a,...,b1, by, r(x)) sdo encon-
trados conforme os passos:
Tomemos o polinémio f(z) = a,z" + ap_ 12" + ... + a7 + ag e g(r) = = — «,

f(z), g(x) € A[z]. Notemos que o € A é raiz de g(z).

Passo 1 Dispomos os coeficientes de f(z) ao lado da raiz « de g(x):

a | Ay Qp—1 Ap—2 ... QA2 a1 | Qo

Passo 2 Repetimos o primeiro coeficiente (a,) logo abaixo. Este serd o primeiro coefici-

ente do quociente (coeficiente lider: b,_1).

« ‘ Ay Ap—1 QAp—2 ... A9 QA1 ‘ Qo

Passo 3 Para encontrar o segundo coeficiente do quociente (b,_2), multiplicamos a,, por
« e somamos com a,_1. Ou seja, b, o = - a, +a,_1 = «-b,_1 + a,_1. Para o
terceiro coeficiente (b,_3), multiplicamos b,_5 por « e somamos com a,_s, ou seja,
bn_3 = a-b,_s+a,_s. E assim, sucessivamente para encontrar os demais coeficientes.
Além disso o ultimo termo encontrado, desse modo, sera o resto da divisao.

« ‘ Ay, Ap—1 Ap—2 C a9 aq ‘ ao

‘ an Qbp_1+an_1 aby,_o+a,_o ... aby+ay ab+a ‘ r(z) = aby + ag

Assim, os termos a, = b,_1, bp_o = @ - by_1 + ap_1, by_3 = @ - by_9s + ap_o, ...,
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by = aby + ag, by = aby + a1, r(x) = aby + ay sdo os coeficientes da divisao de f(x)

por g(z). Desse modo, temos o quociente q(x) = b, 12" + b, 22" 2+ ...+ by + b

e resto r(x) = aby + ap.

No uso do dispositivo de Briot-Ruffini é ficil notar que se Gr(f) = n, entéo o grau

do quociente ¢g(z) encontrado dividindo f(x) por g(z) = z — a vale Gr(q) =n — 1.

Exemplo 2.2.7.

Vamos diwvidir f(x) = 223 — 5x* + 5z — 3 por g(x) = 22 —3 com f(x), g(x) € Q[z],

usando o dispositivo prdtico de Briot-Ruffini.
Solucgao:

Temos que a raiz o de g(x) vale

2:13—3:0:>2:1::3:>x:a:;

Dispondo a raiz o e os coeficientes de f(x) no dispositivo

Dai, temos que q(x) = 22? — 22 + 2 e o resto r(x) = 0.

Proposicao 2.2.4.

Sejam (A, +,-) um Dominio de Integridade, f(x) € Alx] e f(x) # 0. Entdo o

nimero de raizes de f(x) em Alz] ndo ultrapassa Gr(f).

Demonstracao.

Em se tratando de grau de f(x), temos entao que f(x) # 0, uma vez que se

f(z) = 0 entdao Gr(f) nao esta definido.

Seja f(z) = ap+ a1z + ... + a,2™ com Gr(f) = n. Faremos a demonstrac¢do usando

o Principio de Indugao Finita sobre n. Além disso, estamos interessados nas raizes em

A. Se f(x) ndo possui raizes em A, nada temos que provar. Pois assim f(x) teria 0(zero)

raiz e 0 < Gr(f) = n.

Se n =0, entao f(x) =ap # 0 e f(z) ndo tem raiz.
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Se n =1, entdo f(z) = ap + a;x. Como (A, +,-) é um Corpo, podemos escrever
—a

o = a_o ¢ a unica raiz de f(z).

Sleja n > 1 e vamos admitir que todo polinémio de grau (n — 1) tenha no maximo
(n — 1) raizes em A (hipé6tese de indugao).

Suponhamos que f(z) tenha raiz o € A. Entao podemos escrever pela proposi¢ao
que £(z) = (z — a) - (x), q(z) € Alz].

No caso de f(x) s6 possuir a raiz o € A, temos que o nimero de raizes de f(x) é 1
el <Gr(f) =n. Se f(x) possui mais uma raiz § € A, com  # «, entdo f deve ser raiz
de ¢(x), uma vez que 0 = f(8) = (8 —a) - q(B). Como B — «a # 0, temos ¢(8) = 0, ja que
Alz] é um Dominio pelo teorema [2.2.1] (item 4). Logo 3 é uma raiz de ¢(z). Concluimos
que n = Gr(f) = Gr(z —a) + Gr(q) = 1 + Gr(q), isto é, Gr(q) =n — 1.

Assim, pela hipdtese de indugao, ¢(z) tem no méximo (n — 1) raizes em A e f(z)

tem no maximo n raizes em A (« e as raizes de ¢(z)). O

Exemplo 2.2.8.

Considere f(x) € R[z] dado por f(x) = 2% —2* —x — 2 com grau igual a 3. Note
que 2 € raiz de f(x), entao podemos escrever f(x) = (x —2)-q(x), com q(z) = 2* +x + 1.
Observemos também, que o polinémio q(x) = x> + x + 1 nao possui raizes em R, e sim

em C. Assim, f(x) com grau 3 tem 1 raiz em R.

Definicao 2.2.8. [Multiplicidade da Raiz de um Polinémio]

Dizemos que o € A é uma raiz de multiplicidade m > 1 de um polinomio f(x) €
Alz], se (x —a)™ divide f(z) e (x — )™ ndo divide f(z).

Chamamos raizes simples aquelas que tém multiplicidade 1 e de raizes maultiplas

aquelas que tém multiplicidade m > 2.

Exemplo 2.2.9.

Seja f(x) = 23 — 32* + 4, com f(x) € Q[z]. Note que 2 € raiz de f(x), entdo
f(x)=(z —2) - q(x), com q(x) = 2> —x —2 e q(x) € Q[z]. Além disso, 2 também € raiz
de q(z). Logo, q(z) = (z—2)-(x+1) e f(x) = (x—2)- (z—2)-(z+1) = (z—2)*- (z+1).

Note que —1 € raiz de f(x). Podemos dizer que 2 é raiz de f(x) com multiplicidade

2 e -1 € raiz simples de f(z).

Este procedimento podera ser muito delongado caso tenhamos um polinémio com

uma raiz de multiplicidade m consideravelmente grande. Pensando nisso, apresentaremos
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no préximo capitulo alguns resultados que nos ajudard no caso de um polinémio (ou

equagao polinomial) ter raiz de multiplicidade m relativamente grande.



Capitulo 3

Equacoes Polinomiais ou Algébricas

3.1 Introducao

Neste capitulo, faremos uma breve abordagem sobre Equagoes Polinomiais. Essa
abordagem sugere principalmente uma forma de aplicacoes de polinomios levando em

consideragao todas as propriedades ja vistas sobre Anéis de Polinomios.

Observacgao.

Daqui em diante, para evitar engano entre 0s conceitos de equagao polinomial e po-
linémio, faremos uso da notagdao, por exemplo, f(x) ou p(x) para nos referir a polinomios

correspondentes as equagoes F(x) =0 e P(x) = 0 respectivamente.

3.2 Definicoes

Definicao 3.2.1.

Seja p(z) = apx™ + an_12" 1 + ... + a1x + ag um polindmio em Alx]. Denomina-se
Equacao Polinomial ou Algébrica toda equacdo que pode ser escrita na forma:

A"+ ap_ 12" T az+ag =0, coma, #0 en € N*, em que ap,ap_1,...,a1, ao

sao nimeros complexros e n € o grau da equag¢ao.

Podemos também, usar a notacio P(z) = 0 para expressar a mesma equacio
P(r) = apz" + ap_ 12"t + ... + ayx + ag = 0.

Exemplos :
1. 22+ 3 = 0 é uma equacao do 1° grau

37
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2. 22 — x4+ 1 = 0 é uma equacao do 2° grau
3. 02* + 23 4+ 22 — 32 + 4 = 0 é uma equacao do 3° grau
4. 32* — 2+ 1 =0 é uma equacao do 4° grau

Chamamos também, de Equagao Polinomial ou Equagao Algébrica a sentenca
aberta f(z) = g(x), com f(z) e g(z) € Alz]. Uma sentenca aberta em = pode ser verda-
deira ou falsa conforme o valor atribuido a x. Por exemplo, seja P(z) = 2> — 3z +2 =0
uma equagao polinomial com coeficientes reais, entao:

paraz =0; P(0) =02—3-0+2=0—-0+42=2# 0 (falsa)

paraz=1; P(1)=1>-3-1+2=1-3+2 =0 (verdadeira)

para x = %; P(%) = (%)2—3<%) +2:i—g+2: 2 # 0 (falsa)

paraz =2; P(2)=22-3-2+2=4—6+2 =0 (verdadeira)

3.3 Raizes

Definicao 3.3.1.
Chama-se raiz de uma equacao F(x) = G(x) todo nimero a que substituindo por
x torna a senten¢a verdadeira. Ou seja, a € raiz de F(x) = G(x) se, e somente se

F(a) = G(a) € uma sentenca verdadeira.

Desse modo, no exemplo anterior temos que 1 e 2 sao as duas raizes da equacao
2 —3r+2=0.

Chamamos de conjunto solugao ou conjunto verdade em R da equacao F(z) = G(x)
o conjunto S cujos elementos sao as raizes reais da equacgao. O conjunto solugao da equagao
2 —3x+2=065={1,2}.

Resolver uma equacao polinomial ou algébrica é obter o seu conjunto solucao.
Obter o conjunto solucao de uma equacao algébrica nao consiste num processo de troca
de = por "tentativa e erro”. Encontrar as raizes de uma equagao nem sempre é tarefa facil,
exigindo para tal, um grau de conhecimento algébrico, as vezes, bastante desenvolvido.

Com base nesse argumento, vamos apresentar algumas propriedades e procedimen-

tos que nos permite encontrar com mais facilidade as raizes de uma equacao algébrica.
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Para isso retomaremos algumas propriedades de polindmios que também sao validas para

equacgoes polinomiais.

3.3.1 Teorema Fundamental da Algebra (TFA)

Faremos aqui uma referéncia ao Teorema Fundamental da Algebra que afirma que
qualquer polindémio p(z), com coeficientes no corpo dos complexos de grau (n > 1) tem

todas n raizes complexas.

Teorema 3.3.1.

Toda equagdo polinomial de graun (n > 1) com coeficientes complexos possui pelo

menos uma raiz complexa.

Podemos encontrar a demonstragao desse teorema em [8] (Um estudo de polinémios

e sua abordagem no ensino).

Como consequéncia do TFA, temos:

Corolario 3.3.1. (Teorema da Decomposi¢io)

Todo polinémio p(z) = a,z" + Up_ 12"t 4 ..+ a2z + ayg com coeficientes no corpo
dos complexos, n > 1 e a, # 0 pode ser decomposto num produto de n fatores de 1° grau,
isto €,

p(z) =an(z —an)(z — )z —ag) - -+ (2 — ).

onde ay, Qo, Qg,...,q, sG4o as raizes de p(z). A menos da ordem dos fatores, tal decom-
POSICA0 € UNica.
Demonstracao.

Existéncia:

Sendo p(z) um polinémio tal que Gr(p) > 1, aplicando o TFA temos que p(z)

tem ao menos uma raiz «; em C. Desse modo, p(a;) = 0. Além disso, pelo Teorema de

D’Alembert, (z — aq) divide p(z), e

p(2) = (z =) -aquz) (1)

¢1(2) tem grau (n — 1) e coeficiente dominante a,,.
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Se n =1 entao Gr(q1) = 0, ¢1(2) = a, (constante) e p(z) = a,(z — 1), demons-
trando assim, para n = 1.
Se n > 2, entdo Gr(q1) > 1 e vale o TFA para ¢;(2), ou seja, ¢;(z) tem ao menos

uma raiz ag € C. Assim, (z — ag) divide ¢;(2) e
@ (2) = (2 —a2) - q2(2) (1)
Substituindo (II) em (I) temos:
p(2) = (2 = a1)(z — az) - ga(2),

onde ¢3(z) é um polinémio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,.

Se n =2, entdo Gr(qz) =0, ¢2(2) = a, e

demonstrando assim, para n = 2.

Aplicando o TFA sucessivas vezes, chegamos na igualdade:

p(z) = (z = a1)(z = a2)(z = a3) - - - (2 = an) - gu(2)-

onde ¢,(z) tem grau zero e coeficiente dominante a,,, ou seja ¢,(z) = a,. Logo
p(z) =a,- (z—)(z—a2)(z —az) - (2 — ay)

Unicidade:

Suponhamos que p(z) admita duas decomposigoes:
an(z—a1)(z—ag)(z—a3) - (z—ay) e

(2 = B1)(z — P2)(z — Bs) - - (2 — B)

Desenvolvendo os segundos membros:

p(z) =

p(z)

p(2) = 2" — a, 812" + a, 852" — . £ a, S,
p(2) = bpz™ — by, S; 2™ 4 b, 5522 — L £ by S

Utilizando a definicao de igualdade de polinomios, temos:
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n=me a, = by,

Entdo, temos a igualdade:
(z—a)(z—a)(z—as) (2 —an) = (2= B)(z = Bo)(z = Bs) -~ (2 = Ba)  (3.1)
Fazendo z = f3;, temos:
(B — 1) (B — a2) (B — az) -+ (B — @) =0

Como o produto dos fatores é nulo, e as raizes do polinomio sao elementos de um

Domfnio de Integridade, temos, sem perdas de generalidade,
(B — 1) =0= B = ay.
Assim,
(z—a)z—am)(z—as) - (z—an) = (z—a)(z=B)(z = B5) - (2= Bn) (32
Dividindo (Eq por (z — ay) temos:
(z—a)(z—as) - (z—an) = (2= B2)(z— B3) - - (2 = )
Fazendo z = (3,
(B2 — 2) (B2 — a3) - -+ (B2 — ) = 0

Convenientemente, fazendo By — as = 0 = [ = .
Desse modo, concluimos que o; = 3; Vi € {1,2,3,....,n}.
Portanto, como n = m, a,, = b,,, a1 = [1, ag = Ba, a3 = B3, ..., a,, = [y, temos

que a decomposicao ¢ unica. O

Notemos que a escolha do Corpo dos Complexos é providencial, uma vez que, por

exemplo, o corolario acima poderia nao valer para o Corpo dos Reais. Observemos um
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exemplo:

Exemplo.

Considere o polinomio p(x) = x* + 4. Observemos que nao hd raizes do polindmio
em R[x] e ndo podemos decompi-lo em fatores de 1° grau. No entanto, no Anel dos

Complezos Clz] temos as raizes o = —2i e ay = 2i de p(x). Segue do coroldrio[3.3.1]
p(z) = (z — 2i)(x + 20)

¢ a decomposigio de p(x) = x> + 4 em C[z].

3.3.2 Raizes Complexas

Numa equacao polinomial de coeficientes reais suas raizes poderao ser complexas
nao reais. Digo raizes, pois se uma equacao polinomial possuir esse tipo de raiz ela so

deve aparecer em ntmero par. Evidenciaremos esse fato pelo teorema seguinte:

Teorema 3.3.2.

Se uma equagao polinomial de coeficientes reais admite como raiz o numero com-
plezo z = a+bi (b#0), entdo admite, também, como raiz o nimero zZ = a — bi, chamado

de conjugado de z.

Demonstracao.
Seja a equacao polinomial P(z) = a,x"+a,_ 12" ' +...4+a1x+ay = 0 de coeficientes
reais que admite a raiz z = a + bi, (b # 0), ou seja, p(z) = 0. Seja também, Z = a — bi o

conjugado de z. Calculemos p(Z) :

P(Z) = an(Z)" + a1 () L+ aZ+ag

temos que (2)" = (z"). Entao:

p(Z) = an(2") + an_1 (2" + ... + a1z + ag

Além disso, temos que se w = a + 0i = a entao w = a — 0i = a. Dai,

p(Z) =ay(zn) + 12" '+ ...+ a1z + o
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como a;, © € {0,1,2,...,n} é uma constante, entdo @;2* = a;z" e
p(Z) = a2 +ap12" .+ a@z+ag

Temos ainda que a soma de niimeros conjugados € igual ao conjugado da soma, ou seja, se
wy = T+Yi e wy = Tatyoi entao Wi+wWs = o1 —y1i+Ta—Yy2i = T1+22— (Y1+Y2)i = Wy + ws.

Logo,

p(Z) = apz" +an 12" '+ ..+ a1z + ag
p(z) =0=0.

Concluimos, assim, que Z é raiz da equacao polinomial

P(z) = apz" + ap12" " + . a1z +ag = 0

Observacoes.

1. O teorema s6 se aplica a equagdes polinomiais com coeficientes reais. Por
exemplo, a equagio P(x) = x® + 2ix + 3 = 0 com coeficientes complexos nao reais
(2i) tem raizes 1y = i e rg = —3i. Porém o = T1 e = T3 ndo sao raizes de

P(z) =0.

2. Qutra importante consequéncia do teorema anterior € que se uma equacao polinomial
com coeficientes reais tem grau impar, entao ela admite wm numero impar de raizes

reqis.

Exemplo 3.3.1.

Resolver a equagio P(z) = 2" + 23 + 22 + 3z — 6 = 0, sabendo que uma das raizes
éiv/3.

Solucao:

Pelo teorema anterior, se i3 ¢ uma das raizes, entao —i\/3 também é raiz da
equacio P(x) = 0. Assim, esta equacdo polinomial é divisivel por (x — iv/3)(x +iv/3) =
(2% + 3).



Dividindo p(x) por z* + 3, obtemos x* + x — 2. Desse modo,
P(z) = (2* + 3)(2* + v — 2) = 0.
Resolvendo x? + x — 2 = 0 temos as duas outras raizes:
rn=-—-2ery=1

Resposta: S = {—i\/3, iV3, =2, 1}

3.3.3 Raizes Racionais

Teorema 3.3.3.
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Se uma equagdo polinomial P(x) = a,z" + ap_12" '+ ...+ a1z +ap = 0, (a, # 0),

de coeficientes inteiros, admite uma raiz racional b (ondep € Z, g € Z" com p e q primos
q

entre si), entdo p € divisor de ag e q € dwisor de ay,.

Demonstracao.

Se £ ¢ uma raiz de p(z) = 0, entdo temos:

q
p\" p\"" p
an, (—) + ap_q (—) + .o ta (—) +ap=0
q q q

p p
Qp - q_n + Ap—1 * qn_l

Multiplicando toda a equacao por ¢", temos:
anp" + anap" g+ o+ apg™ T 4 agg” =0
Isolando a,,p"™ em (3.3),

anp" = —anap" g — anop" ¢ — . — arpg" ! — aog”

n n—2 1

anp" = —q(an—1p" " q + an_op" ¢ + .+ apg™? + apg" )

(3.3)

(3.4)
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Isolando agq™ em (Eq ,

apq" = —app" — an1p" g — ... — asp’q" " — arpg" !

aoq" = —p(anp™ '+ an_1p" 2q + . A agpg™ T+ arg" ) (3.5)

Notemos que ag, a1, as,...,a,, p € ¢ sao numeros inteiros. Entao:
F=a, 1p" g+ anop"¢' + .+ apg" " +apg" ™, FeL

G=ap" ' 4+ an1p" g+ ... +apg P +ag"t, GeZ

Desse modo temos que (Eq e (Eq valem:

app" = —qF
aoq" = —pG
E como ¢ # 0 e p # 0, temos,
WP _ _peg
q

%wz—GeZ
D

Concluimos assim que ¢ divide a,p™ e sendo ¢ e p™ primos entre si, temos que ay,
¢ divisivel por ¢, ou seja, ¢ é divisor de a,,.
Além disso, p divide agq™ e como p e ¢" sao primos entre si, temos que ag € divisivel

por p. Ou seja, p é divisor de ayg. O

Exemplo 3.3.2.
Resolver a equacdo polinomial sabendo que a mesma possui raiz racional 2z3 —

32 —2x+3=0
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Solucao:

Se a equacgao tem raizes da forma g, entao p € {=3, —1, 1, 3} eq € {1, 2}.
Portanto, temos quege {-3, —g, -1, —%, %, 1, g, 3}

Dessas supostas raizes vamos comegar por conferir os valores inteiros. Lembrando
do conceito de raiz para polinémios e fazendo p(x) = 223 — 3z* — 2z + 3 temos, p(1) = 0,
p(—1) =0, p(3) # 0, p(—=3) # 0. Percebemos que 1 e —1 sao raizes do polinémio p(x)
sendo também raizes da equagao polinomial P(x) = 0. Entdo podemos reescrevé-la como

P(z) = (z—1)(z+1)-q(x) = 0. Para encontrar q(x) vamos usar a divisio de polinomios
p(z)
22 -1

sabendo que p(x) € divisivel por d(z) = (x — 1)(x + 1) = 22 — 1. Ou seja, q(x) =
x # +1:

203 — 322 —2x+3 | 22+ 0x—1

—22°% + 02 + 22 20 — 3
—32% + 0z + 3
+32% 4+ 0z — 3
0

Desse modo, temos q(x) = 2z —3 e a equagdo polinomial podendo ser escrita como

P(z) = (z — 1)(z + 1)(2x — 3) = 0 e suas raizes racionais siory = —1, ro =1 e rg = 7"

3.4 Raizes Miiltiplas

Seja a equagao P(z) = 2% — 42 4+ 5z — 2 = 0 com coeficientes inteiros. Utilizando

o Teorema [3.3.3] (Raizes Racionais) temos que 2 é uma raiz racional de P(z) = 0. Entéo:

2‘1—45—2
‘1—210

Logo, P(z) = (z — 2)(2? — 2z + 1) = 0. Dali,
2’ =2r4+1=0=(z-1)0’=0=(-1)(z-1)=0=z=1lexy=1

Desse modo, P(xz) = 0 tem uma raiz igual a 2 e duas raizes iguais a 1.
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Definicao 3.4.1.

Dizemos que r € raiz de multiplicidade m, com m > 1, da equagio P(x) =0 se, e

somente se,

p(x) = (z—r)"-q(z) e q(r) # 0.

Ou seja, dizemos que r é raiz de multiplicidade m de P(x) = 0 quando o polinomio p(x)

¢ divisivel por (x —r)™ e ndo é diwvisivel por (x — )™,

Se m = 1 temos que r é raiz simples; m = 2 a raiz é dupla; m = 3 a raiz ¢ tripla,

etc.

Exemplo 3.4.1.
A equagao 2% - (x +2)% = 0 pode ser escrita como: (x —0)*- (x +2)% = 0. Assim
suas raizes sao r1 = 0 com multiplicidade 2 e ro = —2 com multiplicidade 3.

Notemos que, embora temos uma equacao do 5° grau, seu conjunto verdade terd

apenas dois elementos:
S ={0,-2}
Exemplo 3.4.2.

Resolver a equagio P(z) = x* — 423 + 52® — 4z + 4 = 0 sabendo que 2 € raiz de

multiplicidade 2, temos:

Fatorando p(z) com o auzilio do dispositivo de Briot-Ruffini:

2l 4 5 A4 4
201 -2 1 -2 0

1 0 1 0

Entdo, P(z) = (x —2)*- (2> +1) = 0.

Logo, 1? +1=0= 12 =i exy = —i = S = {—i, i, 2}

Apresentaremos agora, alguns conceitos a cerca de Derivada Formal, a fim de
apresentarmos alguns resultados envolvendo multiplicidade de raiz de um polinomio ou
equacao polinomial. Vale lembrar que estaremos retomando, para essa abordagem, alguns

conceitos de polinomios visto no capitulo anterior.
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Definicao 3.4.2.

1. Sejam (A, +, ) um anel comutativo com unidade e f(r) = ag+a1x+...+a,x" € Alz].

Chamamos de derivada formal de f(x) ao polinomio
f'(z) = ay + 2ap7 + 3azx® + ... + na,a" "t € Alz].
Analogamente, definimos derivada de ordem superior como sendo:
(@) = (F(@)Y, para todo f(z) € Ala].

Definimos também que f(z) = f(x), para todo f(x) € Alx].

2. Se f(x) =k, Vo € A, k constante, entio a derivada de f(z) € igual a f'(z) = 0.

Observacao.

A definicao de derivada formal de um polinomio que apresentaremos a partir daqui
¢ semelhante a defini¢cao de derivada de uma funcao vista em cursos de calculo. Vale lem-
brar que o termo “formal”sugerido sequndo IEZZI [J], é empregado pelo fato de estarmos
trabalhando com os Anéis de Polindmios Alx| e neste interessa-nos apenas a relagdo en-
tre os seus elementos e também sua semelhanca com as propriedades de Anel A, nao nos

remetendo aos conceitos de limite de uma funcao polinomial que leva a ideia de derivada.

Exemplo 3.4.3.
A derivada formal de f(z) = x*+a*+2?4+32x+7 € dado por f'(x) = 423 +32%+22+3.

Notemos que se f(z) = a,2" + a,_ 12" + ... + @12 + ag, com f(x) € Alz] temos
(@) = kpa™ ' + k12" % + .+ kox + k1. Entdo f/(z) € Alx], pois ki—123.. ., de f'(x)
foram obtidos por multiplicagoes de cada expoente de um termo de f(x) por seu respectivo
coeficiente. Portanto, como (A, +,-) é fechado para a multiplicacdo, temos que f'(z) €

Alz].

Proposicao 3.4.1.

Sejam A um anel comutativo com unidade e f(x), g(x) € Alz]. Entao:

(f(x) +9()) = f'(z) + 4 (x).
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Proposicao 3.4.2.

Sejam os polinémios o = az” e [ = bx®, com o, € Alx]. Sey = «a- [ entao
V=ad B+a-f
Proposicao 3.4.3.

Sejam f(x) = apx"™ + ap 12"t + ...+ a1z + ag e f=bx®, com f(x),B € Alx].

Proposicao 3.4.4.
Sejam f(x) = apa"+a, 12" . Aa1x+ag e g(x) = by +by 12" bz +by,
com f(x), g(x) € Alz]. Se h(z) = f(x) - g(z) entio W' (x) = f'(z) - g(z) + f(x) - ¢'(2).

As demonstracoes das propriedades acima sao obtidas através de aplicacoes diretas
da definigdo de derivadas formais e podemos encontrar em IEZZI [5].
Derivacgoes sucessivas

Ja vimos que se f(z) é um polinémio em A[z], entdo sua derivada é representada
por f'(x) e f'(z) € Alx]. Desse modo, podemos determinar a derivada formal de f'(x)
que representaremos por f”(z) ou f®(z) (segunda derivada formal de f(z)). Do mesmo
modo, é possivel obter a terceira derivada formal de f(z), ou seja, f”(x) ou f®(z) e

assim por diante.

Portanto, se temos por exemplo, f(x) = a,z"™ com a,, € A en € N, entao

f2) = n-(n—=1)-n—2)---2-1-a,-2°=nl-a,
Observemos que f*)(x) = 0, para Yk > n. Desse modo, dizemos que

fO(z) = (F7 D (@)
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Exemplo 3.4.4.
Seja f(z) = 25+ 2* + 23 + 22 + & + 7 um polinémio em R[z]. Encontremos suas
sucessivas derivadas:

fO(z) = 52 + 4% + 322 4+ 22 4+ 1

(z)
fO(z) =3-200% +2- 122 + 6 = 6022 + 24z + 6
f®(z) =2-60x + 24 = 120z + 24
fO(x) =120
Além disso, fO(z) = fD(z) = f®(z)=..=0

Com base nessa abordagem de derivada formal de polinomio, podemos enunciar o
proximo teorema lembrando da defini¢ao de multiplicidade da raiz de uma equacao.
Teorema 3.4.1.

Se a € raiz de multiplicidade m da equagdo polinomial F(x) = 0, entdo «v € raiz de
multiplicidade (m — 1) da equagao F'(x) =0, onde f'(x) € a derivada primeira de f(x).
Demonstracao.

Como « é raiz de multiplicidade m de f(z) = (z — a)™ - g(z) entdo q(a) # 0, por
definigao. Calculemos a primeira derivada de f(x) utilizando a proposigao m

fil@) = ml@—a)" " q(z) + (@ —a)" ¢(z)
= (@—a)" (m-qz) + (z—a) ¢(2))

— (@—a)" " s(a),  com s(@)=m-q(2) + (x—a)-q(x)

Note que s(a) =m - q(a) #0

Assim, « é raiz de multiplicidade (m—1) de f'(z) = (z—a)™ ! -s(z) e s(a) 0 O
Corolario 3.4.1.

Se « € raiz de multiplicidade m da equagao polinomial F(x) = 0, entdo « € raiz
de FM(z) = FO(z) = FO(z) = ... = Fm(2) = 0.
Corolario 3.4.2.

Se a € raiz das equagdes polinomiais F(z) = FM(z) = F@(2) = FO)(2) = ... =
Fm=(2) =0 e a ndo € raiz de F'™(z) = 0, entdo a multiplicidade de o em F(x) = 0

ém.
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Exemplo 3.4.5.

Vamos verificar se a equacio polinomial F(z) = 223 — 152% + 36z — 23 = 0 tem
alguma raiz dupla.

Solucao:

Uma eventual raiz dupla da equagdao F(x) =0 também é raiz da derivada primeira

F'(z) = 62* — 30z + 36 = 0, portanto:
622 —302+36=0=22-5x+6=0=>zx=2o0ux=3

Assim, se F(x) = 0 possui raiz dupla, esta terd que ser 2 ou 3. Substituindo em
F(z) =0, temos
F(2)=5#0 e F(3)=5#0

Concluimos, que F(x) =0 nao possui raiz dupla.

Observacao.
Ja vimos que um polinomio em Afx] de grau n possui até n raizes em A. Com
1850, percebemos que a multiplicidade de uma raiz nao ultrapassa o grau do polinomio.

Ou seja, se m corresponde a multiplicidade de wma raiz de um polinomio f(x), entdo

m<n=Gr(f).

3.5 Transformadas e Equacoes Reciprocas

No estudo de equagoes polinomiais estamos, as vezes, preocupados tao somente com
suas raizes que nos passa despercebida um tipo de equagao especial chamada de Equagoes
Reciprocas. A identificacao desse tipo de equacao é importante, pois evita que usemos
dispositivo exaustivos para obtencao de raizes em equacgoes comuns quando poderiamos,

apenas conhecendo propriedades de tal equagao, obter tais raizes de modo facilitado.

Definicao 3.5.1.
Transformagdo de uma equagdao algébrica P(x) = 0 € toda operagdo com a qual se
obtém uma nova equacao Py(y) = 0 cujas raizes estejam relacionadas com as raizes da

equagdo inicial através de uma lei conhecida y = f(x).

Chamaremos a equagao algébrica Pi(x) =0 de equagao primitiva.
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A equagao Py(y) = 0 € chamada Equagdo Transformada e a leiy = f(x) é chamada

relagao de transformagao.

O estudo de Equacoes Biquadradas vistas na Educacao Basica é um bom exemplo

de Transformacao.

Exemplo 3.5.1.
Seja a equagao Pi(x) = x* — 32?2 — 4 = 0 wma primitiva e p;(z) € Rlz]. Qual
deverd ser a sua equacdo transformada pela relagcio v = 22? E sua solugcdo no Corpo dos

Reais?

Solucao:
Temos que Pi(z) = (2%)?—32?—4 = 0 e fazendo a substitui¢io y = x* encontramos
a transformada:
Py(y) =y’ =3y —4=0
Resolvendo Py(y) = 0 encontramos suas raizes: y3 = 4 e yo = —1. Dai, retomando a

y = 2% temos que:
Para vy, = 4: P2=4d=r=+V4=1=42
Para yy = —1: 22 = —1 = x = £/—1. Como = € R temos que ndo hd valores de

x paray = —1. Entdo a solugdo de Py(x) =0 serd:
S ={-2,+2}

As trés principais transformacoes que se pode fazer em uma equacao polinomial

Sao:

1. Transformacao Multiplicativa

Chama-se Transformacao Multiplicativa aquela em que a sua lei de transformacao
é:

y = kz, (k #0)

Seja a equagao primitiva Pj(x) = 0. Fazendo a substituigao de x por %, obtemos
a equagao transformada P(y) = 0 com suas raizes mantendo a relacdo de trans-
formacao com as raizes da equacao da primitiva. Ou seja, as raizes da transformada

equivalem as raizes da primitiva multiplicada po k.
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Exemplo 3.5.2.

2
Dada a equagio Py(z) = % + g — 2 =0, obter sua Fquacao Transformada pela
x

lagao y = —.
relagdo y =
Solucao:

T\2 =z L )

Pi(x) = (§> + 5 2 =0, fazendo a substitui¢ao sugerida:

Py)=y"+y—2=0

Note que as raizes dessa transformada (yi, y2) mantém a mesma rela¢io com as

raizes da equagdo primitiva (ry, xs2), ou seja

€

To
= — € = —
Y1 5 Y2 5

. Transformacao Aditiva

Chama-se transformacao aditiva aquela em que a lei de transformacao é:

y=z+a

Seja a equacao primitiva P;(x) = 0. Fazendo a substituigdo z = y — a, obtemos a
equacao transformada P,(y) = 0 com suas raizes mantendo a lei de transformagao
em relacao as raizes da equacao primitiva. Ou seja, as raizes da transformada

equivalem as raizes da primitiva acrescida de a € C.

Exemplo 3.5.3.

Dada a equagiao Py(z) = 2% + 22° — x — 2 = 0, obter sua Equagao Transformada

pela relagao y = x + 1.
Solucao:

A relagao y = v+ 1 € equivalente a x = y — 1. Fazendo a substituicao na primitiva,

temos:

Ply—1)=(@y-1°+20y-1)*-(y—-1)-2=0

Desenvolvendo as poténcias e reduzindo os termos semelhantes, chegamos a equagao
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transformada

P(y) =y’ —y* —2y=0

E facil notar que as raizes da transformada Py(y) = 0 (11 = =1, 3 = 0, y3 = 2)

sao as raizes da primitiva Py(x) (x; = =2, x9 = —1, x3 = 1) somada a 1.

3. Transformacgao Reciproca

Chama-se transformacao reciproca aquela em que a lei de transformacao é:
1
Yy=— 2 7é 0
x

Dada a equacao primitiva P;(z) = 0, substituindo x por i e fazendo as devidas
simplificagdes, obtemos a transformada P,(y) = 0, cujas raizes sdo os inversos das raizes
de Pi(z) = 0.

Daremos um enfoque a ultima transformacao por estar mais relacionada com o

contexto de nosso trabalho, nao sendo as duas primeiras menos importante.

Exemplo 3.5.4.

Obter a transformada que apresenta como raizes o0s inversos das raizes de x> —
dx +6 = 0.

Solucao:

A equagdo primitiva é Py(x) = 2> — 52 +6 = 0 e como desejamos que as raizes
da transformada sejam os inversos das raizes da primitiva, entao estamos diante de uma

1
Transformacao Reciproca. Fazendo y = —, obtemos
x

Pi(z) = P, (1) = <1>2—5<§>+6:0:>P2(y):6y2—5y+120.

) Y

Notemos que as raizes de Py(y) = 0 sdo:

de Pi(z) =0 que sao 2 e 3.

Ou seja, os inversos das raizes

N | —
Wl

Observacgao.

Para obtermos a Transformada Reciproca, basta invertermos a ordem de todos os

coeficientes e trocarmos x por y.
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Assim, se Pi(z) = 22®+2? —4x+5 = 0 € uma primitiva, entao sua Transformada
Reciproca serd:

Py(y) =5y° =4y’ +y+2=0

3.5.1 Equacao Reciproca

Faremos um estudo de um tipo especial de equacao com o objetivo de abordar
algumas propriedades e técnicas que facilite a sua resolugao. Para tanto, precisarmos de

mais algumas definigoes.

Definicao 3.5.2.

FEquacoes equivalentes sao aquelas que possuem o mesmo conjunto solucgao.

Exemplo.
As equagoes 22 +x+1=4x—1 e x? —3x+2 = 0 sdo equivalentes pois S; = {1,2}
€ SQ = {1, 2}

Para obter uma equagao equivalente a partir de F'(x) = G(z), temos duas operagoes

a considerar:
1. Somar aos dois membros da equagao um mesmo termo.

2. Multiplicar os dois membros da equacao por um mesmo nimero k € C.

Exemplo.
Na equacio 222 — v — 3 = x + 1 podemos aplicar as duas operacoes descritas

2

anteriormente para concluir que 22> —x —3 = x +1 e 2> — 2 — 2 = 0 sdo equagoes

equivalentes.

Obter uma equacao equivalente deve ter, principalmente, o objetivo de deixa-la
mais simples para sua resolugao. Assim, se temos a equacao F'(z) = G(z) com coeficientes

em C (Corpo), entao:
F(z) =G(z) = F(z) — G(z) = G(z) — G(z) = F(x) — G(x) =0
que é uma equacgao polinomial redutivel a forma:

ant" + an_12" 4+ .+ ax+a =0, q; €C
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Transformando uma equagao polinomial para a forma P(x) = F(z) — G(x) = 0 ou

P(z) = 0 é possivel que acontecam dois casos que merece um destaque:

1. P(x) = 0 é identicamente nula
02" + 02" '+ ... 40z +0=0

Logo, Vx € C, x sera solucao de P(z) = 0.

2. P(z) é uma constante nao nula. Entao
02" +0z" '+ ... +0c+ k=0, keC

gerando assim, uma sentenca falsa, e neste caso, nao hé solugao para P(z) = 0. Ou

seja, nao hé valor de x € C tal que P(x) = 0.

Definicao 3.5.3.

Chamamos uma equacgao de Reciproca se, e somente se, € equivalente a sua Trans-

1
formada Reciproca P (—) = 0.
x

Teorema 3.5.1.

Dada a equagao reciproca P(x) =0, se a é uma raiz com multiplicidade m, entao

— também € raiz com a mesma multiplicidade.
Q@

Demonstracao.

Pelo conceito de Transformacao Reciproca ja visto, temos que se a # 0 é uma raiz

1
de P(z) = 0, entdo — também serd raiz da equagao transformada P —) =0, com a e
o a

1 1
— de mesma multiplicidade. Por outro lado, se P(z) = 0 é equivalente a P (—) =0,
Q@ Q@
dizemos que P(z) = 0 é uma equacao reciproca e toda raiz da transformada é raiz da

1
primitiva. Dai, — é raiz de P(z) = 0. O
o

Exemplo 3.5.5.
A equagio Py(x) = 223 — Tx? + 7o — 2 = 0 € uma equacao reciproca pois P(x) =
223 — T2* + Tx — 2 = 0 € equivalente & sua transformada reciproca Py(y) = —2y + Ty* —

Ty+2=0.
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Devemos perceber que a equagio Pi(x) = 0 pode ser escrita como:

Pi(z) = (z — 2)(z — 1) (x_é) 0

Além disso, a transformada reciproca Py(y) = 0 pode ser escrita como:

Pyly) = —(y —2)(y — 1) <y _ 1) 0

2
Provando que Pi(z) = 0 e Pa(y) = 0 sao equivalentes por terem as mesmas raizes.
Notemos ainda que em relacao a raiz 1 seu inverso € 1= 1, ou seja a propria raiz
1.

Teorema 3.5.2.

A condig¢ao necessaria e suficiente para que uma equagio P(x) = 0 seja reciproca

€ que o0s coeficientes equidistantes dos extremos sejam iquais ou SIMELTICOS.

Demonstracao.

Seja a equacao polinomial de grau n:
P(z) = apn2™ + ap12" '+ apox™ 4 .t agr’ a1 +ag =0

Dizemos que a, e ag sao os coeficientes extremos, a,_1; € a; sao equidistantes
dos extremos, a,_o e ay também, etc. De uma maneira geral, a,_x e a; (kK < n) sdo

equidistantes dos extremos.
Condigao suficiente
1
Se a,_ = tay, para todo inteiro k£ (0 < k < n), temos que P (—) = 0. Esse fato
x

é facil ver pois podemos, depois da substituicao de x por —, multiplicar toda essa nova
x

equagao por z" obtendo

Ay + Q1T+ Qpox® + .+ a2 2 + a1z L+ agz™ =0

1
Como a,,_j = +a;, entao P <—> =0 e P(z) = 0 s@o equivalentes.
x

Condicao necessaria

1
Provemos que se P(x) =0e P (—> = 0 sao equivalentes, entao a,,_, = tax para
x
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todo k =0,1,2,..,n.
Como as equacoes sao equivalentes entao seus coeficientes correspondentes devem

ser proporcionais, ou seja:

an—1 = PBay (1)

a; = Pay,_ (1/)
ayg = ﬂan (O/)

Tomando as igualdades (k) e (k’), temos:

n—i = Bay € ap = Pa,_j

entao:

Ap—k = B(Ban—k> = Ap—k = ﬁ2an—k
fP=1=p==+1

Portanto temos concluido que: a,_ = *a.

Exemplo 3.5.6.

Sao equagoes reciprocas:
1. 23 =322 +32—-1=0
2. 2% — 423 4+ 322 — 42 +2=0
8 x5 =213 =222 +1=0 ouz®+0z* — 223 - 222+ 0x +1=0

CUIDADO!

As equagoes

203 —Txr —2=0
e

dr* — 1522 —4 =0
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nao representam equacgoes reciprocas, uma vez que estas tem raiz 2, porém 3 nao é
raiz dessas equacoes. Além disso, baseado no Teorema ambas as equagoes Nos
enganam quanto aos seus coeficientes equidistantes dos extremos. Mas completando-as
convenientemente temos: Py (x) = 223 +02% — T2 —2 = 0 e Py(v) = 42* + 023 — 1522 — 0z —
4 = 0. Desse modo, percebemos imediatamente que Pj(z) = 0 nao possui os coeficientes
equidistantes dos extremos iguais ou simétricos e quanto a Py(z) = 0, podemos dizer que

tem os coeficientes equidistantes dos extremos simétricos com a excegao do —15.

3.5.2 Classificagao

As equagoes reciprocas podem ser de dois tipos:

a) Equagoes Reciprocas de 1* espécie: sao aquelas em que os coeficientes equidistante

dos extremos sao iguais, ou seja:
ap = g, Gp—1 = Q1, Ap_2 = G2, ...
Ex. 223+ 322+ 32+2=0

b) Equagoes Reciprocas de 2% espécie: sao aquelas em que os coeficientes equidistantes

dos extremos sao simétricos, ou seja:
ap = —0ao, Ap—1 = —0a1, Gp_2 = —0a2, ...
Ex. 2° — 22+ 23 — 22 +22 - 1=0

Se P(z) = 0 é uma Equagao Reciproca de 2% especie e o Gr(P) é par, entao é preciso
que o termo central do desenvolvimento de P(z) = 0 seja nulo.
Exemplo 3.5.7.

A equagao P(x) = 5xt — 1323 + ax® + 13x — 5 = 0 serd reciproca de 2° espécie, se
a = 0. Neste caso, a equagdo fica reduzida a P(x) = 5x* — 1323 + 132 — 5 = 0,

sendo facil ver que 1 e —1 sao raizes. Entdo

P(z)=(x—1)(x+1) q(x) =0, com q(z) = 52® — 13z + 5.
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Resolvendo Q(z) = 0, temos:

13 + /69 13 — /69

€ Xo9 =

522 — 132 +5=10 —
T X + = I 10 10

1
Note que — = xo, 0 que satisfaz a condicao do Teorema|3.5.1
T

Assim, temos as equagoes reciprocas:
o 2% — T2? + 7x — 2 = 0 (equacao reciproca de segunda espécie)
e 322 — 10z + 3 = 0 (equagao reciproca de primeira espécie)

o % +22% +22% + 22 + 1 = 0 (equagao reciproca de primeira espécie)

3.5.3 Propriedades

1. Toda equagao P(x) = 0, reciproca de 2% espécie, admite 1 como raiz. Além disso, a
divisdo por (x — 1) conduz a uma equagao reciproca de 1* espécie.
Exemplo 3.5.8.

A equagio P(z) = 3z* — 223 +2x — 3 = 0 admite a raiz 1 pois P(1) =3-11—2-13 +
2-1—-3=0. Além disso, dividindo P(x) por x — 1 usando Briot-Ruffini, temos:

]‘3-2023
‘31130

Assim, temos que P(z) = (x—1)(3z3+2?+2+3) =0 e Q(z) = 32°+2?+2+3=0

€ uma equacao reciproca de 1% espécie.

2. Toda equagao P(x) = 0, reciproca de 1* espécie e grau impar, admite —1 como raiz.

A divisao de p(z) por x 4+ 1 conduz a uma equagao reciproca 1* espécie e grau par.

Exemplo 3.5.9.
A equagio P(x) = x5 — 22% — 222 + 1 = 0 (reciproca de 1°) admite —1 como raiz,
uma vez que p(—1) = (=1)5 = 2(=1)3 = 2(=1)2+1 = 0. Além disso, dividindo p(x)
por (x 4+ 1), temos:
-1 ‘ 10 -2 -2 0 1
‘ 1 -1 -1 -1 1 0
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Assim, temos que P(z) = (x+1)(z* -3 -2 —2+1)=0eQ(z) = 2" — 23 — 2 —

x4+ 1=0 é uma equagao reciproca de 1* espécie de grau par.

3.5.4 Equacoes Reciprocas de 12 espécie e grau par

Vamos descrever nesse tépico um procedimento para resolver as equagoes reciprocas
de 1* espécie e grau par:

Seja a equacao P(z) =0 com ap— = a; (0 <k <n)en=2p (népar). Temos
que:

Arrumando os coeficientes convenientemente segundo as poténcias decrescente de

x e lembrando que os coeficientes equidistantes dos extremos sao iguais, temos
2P Cp2pl . pbtl . P .1 . —0
ag - T +a1-x + ... F+ap1-x +a,-x"+a,_1-x +...4+a-x+ayg=
A estratégia é baixar pela metade o grau de p(z). Fazemos isso dividindo todo o primeiro

membro da equacao por xP. Assim temos:

1
xp_l—i‘ao'ﬁzo

1
a0~xp+a1‘a:p’1+...—|—ap,1~:c+ap+ap,1-E—i—...—i—al'

agrupando os termos equidistante dos extremos, temos:

s, 1 1 1 1 _0
ap | T —1—5 +a (2 +x1’—1 + ...t ap x+; +a, =

1 1
Fazendo y = v + —, 2 + — = ¢y* — 2, 2° + — = > — 3y ... e assim sucessivamente,
T x T

encontramos a transformada reciproca
n
P(y)=a,+ay1-y+ap,o-(y*—2)+a, 3 (y>—3y)+..=0, com Gr(P,) = 5

Exemplo 3.5.10.
Resolver a Equagdo 6x* + 3523 + 6222 4+ 352 +6 = 0 em R.
Solucao:

Dividindo a equacdo por x?, temos:

1 1
62 + 350 +62+35-~4+6-— =0
xr Y
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Agrupando os termos equidistante das extremidades

6(x2+i>+35 (x+l)+62—0
2 T N

Fazendo:
1
y=+- (3.6)
Obtemos
Yy’ —2 =12+ %
Entao,

6(y* —2) + 35y +62 =0 = 6y + 35y +50 =0

que resolvendo em y, temos:
) 10
= —— € = —
Y1 5 Y2 3

)
Voltando a (3.6), e substituindo y por y; = —5 temos:

T+ —=——==22"+bx+2=0
T 2

: 1 ,
cujas raizes sao ri = ~5 e Ty = —2 (raizes inversas, uma vez que 2x* +5xr +2 =0 ¢
uma equagao reciproca.)

Novamente, substituindo y por yo = —5 em (3.6):

1 10
x+—=—§:>3x2+10x+3:0
X

: 1 .
cujas raizes $G0 T3 = —3 e x4 = —3 (raizes inversas, uma vez que 3x> + 10z +3 = 0 é

uma equagao reciproca.)

Entao temos a solugao no Corpo dos Reais da equagao primitiva
1 1
S = _3a _2a 5y 5
{ 5 =3)

Vejamos os motivos pelos quais, sé citamos o processo de resolucao das equagoes

de 1* espécie e grau par:

1. Se temos uma equagao reciproca de 1* espécie e grau impar, sabemos que —1 é uma
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das raizes e, dividindo por x + 1, obtemos uma equacao de 1* espécie e grau

par.

2. Se temos uma equacao reciproca de 2* espécie e grau impar, sabemos que uma das
raizes é 1 e, dividindo por z — 1, obtemos uma equagao de 1* espécie e grau

par.

3. Se temos uma equacao reciproca de 2* espécie e grau par, uma das raizes é 1 e,
dividindo por x — 1, obtemos uma equacao de 1* espécie e grau impar. Nesta, ja
sabemos que tem —1 como uma das raizes e dividindo-a por z + 1, obtemos uma

equacgao de 1? espécie e grau par.

Entao, de qualquer modo, todas as equagoes reciprocas acabam recaindo em uma

equacao reciproca de 1* espécie e grau par.



Consideracoes Finais

A presente dissertacao de mestrado, constituiu-se na tentativa de abordar concei-
tos de polinomios em elos com niveis de Ensino Superior e Médio, além de explanar o
conteudo de Estruturas Algébricas de forma bastante simplificada sem fugir muito do
formalismo exigido para o entendimento do assunto, nem se prender tanto nos exaustivos
processos abstratos que torna o estudo, para alguns alunos da disciplina de Algebra ou até
mesmo professores de Nivel Basico, uma tarefa um tanto cansativa ou desmotivante. Para
tanto, consultamos ideias de algumas obras, aproveitando o que cada uma tinha de mais
explicativo, fazendo convenientes consideracoes para que a abordagem atingisse o obje-
tivo primordial que é a clareza no entendimento dos conceitos, defini¢oes, proposigoes,
teoremas e exemplos. A preocupacao dessa abordagem seguindo essa linha de clareza,
esta centrada, muito precisamente, no fato de tentarmos criar uma proposta de material
algébrico que tenha utilidade tanto para os alunos ingressantes em curso de Nivel Superior
de exatas ou até mesmo alunos e professores de Nivel Basico para supostas pesquisas.

No primeiro capitulo, fizemos consideragoes suaves a respeito de Anéis e Corpos
com o objetivo de fundamentar o contetido de Anéis de Polinomios no capitulo seguinte,
mas existem muitas abordagem aprofundada envolvendo estas estruturas algébricas que
merecem investigagoes, inclusive, para aplicacoes em outros conteidos do Ensino Médio.
Finalmente no terceiro capitulo, podemos investigar um pouco mais sobre Equagoes Po-
linomiais fazendo um enfoque as Equacoes Reciprocas que por muitas vezes nos passa
despercebida. Através do que abordamos, foi possivel perceber que, em alguns casos,
encontrar o conjunto solucao de Equacoes Algébricas pode ser mais simples que se parece.

Podemos assim, observar que conforme a abordagem feita a cerca de Estruturas
Algébricas nesse trabalho é possivel estabelecer uma conexao entre tais conteidos existen-
tes principalmente em cursos de Matematica, apesar de sabermos que apenas relacionar

conceitos algébricos nao é o suficiente para resolver os problemas relacionados a trans-

64



65

missao do conhecimento matematico, j4 que esta problematica envolve também questoes
pedagdgicas, dentre elas a reforma curricular em projetos pedagogicos de curso, que nao

faz parte da nossa proposta, mas que merece devida atencao.
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