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Resumo

Neste trabalho, exploramos os numeros de Fibonacci e de Lucas. A
maioria dos resultados histéricos sobre esses niimeros sao apresentados e
provados. Ao longo do texto, um grande nimero de identidades a respeito
dos ntmeros de Fibonacci e de Lucas sao mostradas validas para todos
os inteiros. Sequéncias generalizadas de Fibonacci, a relacao entre os
nimeros de Fibonacci e de Lucas com as raizes da equacao 2> —x—1 =0
e a conexao entre os nimeros de Fibonacci e de Lucas com uma classe
de matrizes em Ms(R) sdo também exploradas.

Palavras-chave: Matemética; Teoria dos niimeros; numeros de Fibo-
nacci; nimeros de Lucas; féormula de Binet.
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Abstract

In this work we explore the Fibonacci and Lucas numbers. The majority
of the historical results are stated and proved. Along the text several
identities concerning Fibonacci and Lucas numbers are shown valid for
all integers. Generalized Fibonacci sequences, the relation between Fi-
bonacci and Lucas numbers with the roots of the equation 22 —x—1 =0
and the connection between Fibonacci and Lucas numbers with a class
of matrices in M(R) are also explored.

Keywords: Mathematics; Number theory; Fibonacci numbers; Lucas
numbers.
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Introducao

A sequéncia de Fibonacci é uma das mais famosas em toda a matemaética.
Desde a publicagao do problema dos coelhos por Leonardo de Pisa em
1202, ela despertou o interesse de pesquisadores e ilustres mateméaticos
ao longo dos séculos. Nos dias de hoje, essa sequéncia ainda permanece
relevante & pesquisa, tendo implicacoes nas mais diversas areas da ma-
tematica, um fato que pode ser facilmente comprovado pela existéncia,
desde de 1963 [4], da revista — The Fibonacci Quarterly — exclusivamente
destinada ao estudo desta sequéncia e da matematica a ela relacionada.

Este trabalho, cujas principais referéncias teoricas sao [6-8,19,33,41,
56| e as principais referéncias bibliograficas historicas sao [17,29], esta
dividido em quatro capitulos, estando estes divididos em diversas secgoes.

No primeiro capitulo é apresentada a historia (ocidental) dos ntimeros
de Fibonacci, e os principais resultados a respeito desses ntimeros, obtidos
por célebres matematicos ao longo dos séculos XVII, XVIII e XIV, sao
enunciados e provados. Ao final deste capitulo, a definicao da sequéncia
dos nameros de Fibonacci, {F},}, é estendida para todo o indice n inteiro.

No segundo capitulo a historia do matematico francés Edouard Lucas
é apresentada, assim como o conceito de sequéncias generalizadas de
Fibonacci. Os nimeros de Lucas sao definidos e diversas identidades
relacionando-os aos nimeros de Fibonacci sao deduzidas e demonstradas.

No terceiro capitulo sao estudadas as raizes de uma importante equa-
¢ao quadratica e é mostrado como as poténcias dessas raizes formam
sequéncias generalizadas de Fibonacci. Além disso, formulas explicitas
para os nimeros de Fibonacci e de Lucas, em funcao de seus indices, sao
demonstradas, e diversas consequéncias destas formulas sao exploradas.

No quarto capitulo uma notavel conexao entre uma classe de matrizes
de segunda ordem e os numeros de Fibonacci e de Lucas é estudada,
permitindo a obtencao, através do uso sistematico das propriedades das
matrizes, de uma grande quantidade de identidades sobre esses nimeros.

O publico alvo dessa dissertacao sao os alunos ingressantes no pro-
grama PROFMAT. Entretanto o primeiro e segundo capitulos foram pen-
sados e escritos tendo em vista a possibilidade destes serem usados como
material de apoio no ensino de indugao matematica e histéria da matema-
tica a alunos do ensino médio envolvidos com Olimpiadas de Matematica.






Capitulo 1

Os numeros de Fibonacci

“A wvida € boa apenas em duas coisas, descobrir
Matemdtica e ensinar Matemdtica.”
Siméon Poisson

1.1 Leonardo Fibonacci

Leonardo Fibonacci, também conhecido como
Leonardo de Pisa, nasceu em Pisa na Italia por
volta de 1170 e morreu por volta de 1250. Era
filho de Guglielmo Bonacci, um rico mercador
e encarregado de negocios das cidades de Ve-
neza, Génova e Pisa. Dai o nome Fibonacci,
que seria a contracao de filius Bonacci ou fi-
lho de Bonacci. Viveu parte de sua juventude
no norte da Africa, onde aprendeu o idioma
e familiarizou-se com os costumes e a cultura
arabe. Viajou extensamente pelo Mediterra-
neo durante grande parte de sua vida, o que
lhe rendeu o apelido Leonardo Bigollo (Leonardo Viajante). Em suas
viagens, visitou a Grécia, a Siria, o Egito, a Sicilia, Constantinopla e o
sul da Franca, aprendendo a matematica e os sistemas numéricos locais.

Em 1202, publicou, por volta dos 30 anos de idade, o livro Liber
Abaci (Livro de Contagem), cujo contetido cobria a Aritmética e a Alge-
bra elementares além de alguns poucos topicos de Geometria, mas cuja
principal finalidade foi introduzir os numerais indo-arabicos na Europa.
As palavras iniciais de Liber Abaci sao historicas:

Estes sao os nove simbolos dos hindus 9,8,7,6,5,4,3,2,1.
Com estes nove simbolos e com o sinal 0, que os drabes cha-
mam de Zéfiro, qualquer nimero pode ser escrito.



Considerado o maior matematico da Idade Média, seu legado consiste
em 4 livros: Liber Abaci, escrito em 1202, mas que somente sobreviveu
até os dias de hoje na edicao ampliada e revisada de 1228; Practica
Geometriae, escrito em 1220, um compéndio com aplica¢oes da algebra a
solucao de problemas de geometria e trigonometria; Flos, escrito em 1225,
onde ele resolve uma série de desafios mateméaticos propostos por Joao de
Parma, um sabio da corte do imperador Frederico II; Liber Quadratorum,
de 1225, livro que foi dedicado ao imperador, sobre equacoes diofantinas.

E irénico que, a despeito de suas inimeras contribuicdes para a mate-
mética, Leonardo seja principalmente lembrado nos dias de hoje por ter
seu nome associado a uma sequéncia numérica que aparece naturalmente
na solucao de um problema trivial encontrado em Liber Abaci, proposto
com a clara intencao de mostrar a superioridade do sistema numérico
indo-arabico sobre sistema numérico romano. Mais especificamente, Le-
onardo propos o seguinte problema a respeito da reproducao de coelhos:

Um homem coloca um par de coelhos em um cercado a fim de
que estes se reproduzam. Quantos pares de coelhos existirdao
neste cercado ao final de um ano sabendo que a natureza des-
tes coelhos € tal que a cada més cada par produz um novo par
que se torna produtivo do sequndo més em diante.

Na resolucao do problema enunciado acima encontra-se a sequéncia:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377, . ..

Os nameros que compoem esta sequéncia sao os numeros de Fibonacci, e
a sequéncia que é formada por esses niimeros é a sequéncia de Fibonacci.

1.2 A sequéncia de Fibonacci

Observando a sequéncia dos numeros de Fibonacci, um padrao se torna
aparente, revelando uma fascinante propriedade: todo ntimero da sequén-
cia, com excecao dos dois primeiros, é igual a soma dos dois nimeros
imediatamente anteriores. Tal observagao, juntamente com a notagao F,
para o n-ésimo numero de Fibonacci, permite a definicao dada a seguir.

Definicao 1.1. Na sequéncia de Fibonacci, F} = 1, F5 = 1 e os termos
subsequentes podem ser encontrados através da realacao de recorréncia,

Foi1=F,+ Fp_y. (1.1)

Observagao. A relagao de recorréncia de Fibonacci (1.1) ¢ fundamental e
serd amplamente utilizada durante todo este texto, sem que esta precise
ser mencionada. Também, por questao de conveniéncia e por motivos
que ficarao claros no final deste capitulo, ficara aqui definido que Fy = 0.



E provavel que, em 1202, Leonardo Fibonacci estivesse ciente da re-
lagdo de recorréncia (1.1). No entanto, o primeiro registro simbolico de
(1.1) é creditado ao matematico franco-holandés Albert Girard (1595—
1632) (apud [8]), mais de quatro séculos depois da escrita de Liber Abaci.

1.3 Primeiras propriedades

A seguir algumas propriedades elementares da sequéncia de Fibonacci.

Teorema 1.2. Quaisquer nimeros consecutivos na sequéncia de Fibo-
nacci sao primos entre si, isto é, mdc(F,, F,,11) = 1 para todo n natural.

Demonstracao. Utilizando o algoritmo de Euclides,

Fn+1:1'Fn+anla
F, :1'Fn—1+Fn—2a

Fy =1-F5+ F;,
Fy; =2-F+0.

Portanto,
de(FnyFn—i—l) = F2 =1. |

Na demonstragao do Teorema 1.2, foram necessarias n — 1 divisoes.
Como consequéncia, ao se aplicar o algoritmo de Euclides a F}, .1 e F}, o,
serao necessarias n divisoes. Esse fato foi utilizado em 1844 pelo matema-
tico francés Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795-1870) para provar o
célebre teorema que estabelece que o niimero de divisoes necessarias para
se calcular o maximo divisor comum entre dois niimeros quaisquer, utili-
zando o algoritmo de Euclides, nunca é maior do que 5 vezes a quantidade
de digitos do menor ntimero [42]. Tal teorema é considerado a primeira
aplicacao pratica dos niimeros de Fibonacci e sera visto na Secao 1.4.1.

Os proximos resultados versam sobre a ordem de grandeza dos ntiime-
ros de Fibonacci. O argumento abaixo foi utilizado em [42] e [51, p.335].

Teorema 1.3. Na sequéncia de Fibonacci,
Fos > 10F,, n>2. (1.2)

Demonstracao. Fazendo n = 2, verifica-se que 7 = 13 > 10F; = 10.
Observe que os termos da sequéncia de Fibonacci sao estritamente cres-
centes e maiores do que 1 a partir de F3. Note que se a = F,,, com n > 3,
o niamero de Fibonacci anterior a a é pelo menos %a. Entao, utilizando
(1.1), os proximos numeros de Fibonacci a partir de a sdo pelo menos,

8 13 21

)
b b b e it ]
a, 2@, 2a, 5 a, 5 a

2
)



Corolario 1.4. Na sequéncia de Fibonacci,
Fippo > 108, k> 1. (1.3)
Demonstracao. Basta usar k vezes o teorema anterior a partir de Fj:
Fo=1= Fs5,0>10= Fipyo > 10> = -+ - = Fy40 > 10~ [ |

Este tltimo resultado garante que Fii. 9 tem pelo menos &+ 1 digitos,
dando uma ideia da rapidez do crescimento dos niimeros da sequéncia.
As cotas inferiores para o nimero de digitos de Fii.o, fornecidas pelo
Corolério 1.4, sao bastante precisas. Como pode ser visto na tabela
abaixo, para k < 9999, o erro de estimacao ¢ sempre menor do que 4,5%.

k Fs;.o cota inferior ndmero de digitos

9 Fy 10 10
99 Fugr 100 104
999  Fyogr 1000 1044

9999  Fio7 10000 10449

O teorema a seguir, além de importancia propria, sera utilizado nas
demonstragoes de muitos dos resultados que serao provados nesta secao.

Teorema 1.5. Para todo m,n € N,
Fern = mlen+Fan+l- (14)

Demonstracao. A prova sera feita através da inducao em n, com m fixo.
Como Iy =1, Iy =1 e F3 = 2, a identidade (1.4) vale paran =1 e 2.
Suponha que a identidade (1.4) seja valida para m +n — 1 e para m +n,

Fm+n—1 = Fm—an—l + Fan,
Fern = mean+Fan+l-

Somando essas equagoes e utilizando a relagao de recorréncia, obtém-se
Fm+n+1 = Fm—an+1 + Fan+27

ou seja, se a identidade (1.4) vale para m+n—1 e m+n, entdo ela valera
também para m +n+ 1. O que completa a prova por indugao em n. W

Utilizando o teorema anterior, pode-se obter, direta e indiretamente,
uma infinidade de outras identidades. Por exemplo, com m = n em (1.4),

Fon = Fo(Frg + Fpa). (1.5)
Consequentemente, notando que da relacao de recorréncia (1.1) vale que

Fn:Fn—i-l _Fn—la (16>



obtém-se, através da substituigao de (1.6) em (1.5), a interessante relagao

Py, =F2, —F?_,. (1.7)

n n

De maneira similar, fazendo m =n + 1 em (1.4), obtém-se a identidade

Fopy1 = F} + F2y. (1.8)

A seguir mais uma propriedade notavel, a sequéncia de Fibonacci é
uma sequéncia de divisibilidade, isto é, se m,n € N e m|n, entao F,, | F,.
Teorema 1.6. Para todo m,n € N, F),, diwvide F,,,.

Demonstracao. A prova sera feita novamente por inducao matematica.
O teorema ¢é valido para n = 1. Com m fixado, suponha que F, | Fy,,.
Por (1.4),

Fm(nJrl) = aner = Fon—1Fy + anFerl-
Assim, sob a hipétese de inducgao, o lado direito da expressao acima é

divisivel por F},,. Portanto, I}, divide F, 1), 0 que conclui a prova. W

Algumas das consequéncias interessantes do teorema anterior sao que,
na sequéncia de Fibonacci, ocorre um termo par a cada trés posi¢oes, um
termo multiplo de 3 a cada quatro posi¢oes, um termo multiplo de 5 a
cada cinco posicoes etc. Com efeito, para todo n € N,

F3 = 2 divide an,
F, = 3 divide F,,
F5 = 5 divide Fgm,

Também, com o auxilio dos teoremas anteriores, é possivel calcular,
em fung¢ao dos seus indices, o maximo divisor comum entre dois niimeros
de Fibonacci quaisquer. Para isso, o lema técnico abaixo sera necessario.

Lema 1.7. Se m = gn +r, entao mdc(F,,, F,,) = mdc(F,, F,.).
Demonstra¢ao. Através da formula (1.4), pode-se escrever que
mdc(F,, F,) = mde(Fyngr, ) = mde(Fyp1 Fr + FypFrgr, F).
Assim, utilizando que mdc(a + ¢,b) = mdc(a, b) se bjc e que F,|F,,
mdc(Fy,—1 F + FFrpa, Fy) = mde(Fy Fry F).

Para concluir a demonstragao note que Fy,_; e F,, nao possuem fatores
comuns maiores que 1, ja que F,, divide Fy,, e os ntimeros F,,_; e F, sao
primos entre si por serem termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci.
Portanto,

mdc(F,y,, F,) = mdc(F,, Fy,—1F,) = mde(F,, F,.). [ ]
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Pode-se agora utilizando (1.6) e (1.7), provar uma das propriedades
mais importantes da sequéncia de Fibonacci no que diz respeito a divi-
sibilidade. Sera mostrado adiante que a sequéncia de Fibonacci é uma
sequéncia de divisibilidade forte, isto é, para todo m, n natural vale (1.9).

Teorema 1.8 (Lucas, 1876). O mdzimo divisor comum entre dois ni-
meros de Fibonacci é um nimero de Fibonacci. Mais especificamente,

mdc(F,, F,) = Fy, d=mdc(m,n). (1.9)

Demonstra¢ao. Assuma m > n. Observe que aplicando o algoritmo de
Euclides aos nimeros m e n, chega-se a seguinte sequéncia de igualdades:

m=qn-+ry,
n = @71 + 7o,

L= q3T2 + 73,

Tk—2 = qkTk—1 + Tk,

Tr—1 = qr+17x + 0.
De acordo com o Lema(1.7),

mdc(F,,, F,) = mde(F,, F,,) = mdc(F,,, F,,) = -+ = mdc(F,

Tk—1"

).

Como ry|rk_1, pelo Teorema 1.6 vale que F,, |F,,_,, e consequentemente
mdc(F,,, F,,_,) = F,,. Mas sendo r o ultimo resto diferente de zero ao
se aplicar o algoritmo de Euclides aos nimeros m e n, r, = mde(m,n).

Juntando essas informagoes, obtém-se
de(Fm7 Fn) = Fmdc(m,n)‘ u

Corolario 1.9. F, | F,, se e somente se n|m, param > n > 3 naturais.

Para finalizar essa se¢ao, sera mostrado como o Teorema 1.8 pode ser
usado para fornecer uma demonstracao da existéncia de infinitos nimeros
primos. Tal demonstragdo é uma adaptagao da prova (incompleta) dada
por Wunderlich [64], em 1965, sem que nela seja preciso conhecimento
prévio sobre a fatoragao de nenhum nimero de Fibonacci maior que Fg.

Teorema 1.10. Ezistem infinitos numeros primos.

Demonstracao. A prova seré feita pelo método de reducao ao absurdo.
Assuma que exista apenas uma lista finita de ntimeros primos, a saber, a
lista ordenada mostrada abaixo, onde p,, denota o n-ésimo niimero primo:

2,3, 5 7, ..., pu

Agora considere o conjunto formado pelos niimeros de Fibonacci com in-
dices correspondentes aos numeros da lista de primos apresentada acima:

{Fy,,Fy,Fs,Fy,... F, }. (1.10)
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Em (1.10), todos os nameros, com exce¢ao de F», sdo maiores do que um
e, de acordo com o Teorema 1.8, sao dois a dois primos entre si, uma vez
que mdc(F}, , Fy,) = Fudeppp;) = F1 = 1 se k # j. Além disso, ainda
usando o Teorema 1.8, verifica-se que mdc(F,,, Fy) = Finde(p,s) < F2 =1
e, consequentemente, como Fg = 21, nenhum dos ntimeros em (1.10) é
divisivel nem por 3 nem por 7. Entao, pelo que foi visto acima, em (1.10)
existem n — 1 nimeros maiores do que 1 e dois a dois primos entre si,
portanto, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, devem existir pelo
menos n — 1 primos distintos que sao divisores destes ntiimeros. Mas isto
é um absurdo, ji que pela anélise anterior, da lista inicial de n primos,
apenas n — 2 destes podem ser divisores dos numeros em (1.10). [

1.4 Alguns resultados histoéricos
a respeito da sequéncia de Fibonacci

Os nimeros de Fibonacci despertaram o interesse de diversos matemati-
cos ao longo da histéria. A seguir, algumas das principais contribuic¢oes
feitas por célebres matematicos envolvidos com a sequéncia de Fibonacci.

1.4.1 O Teorema de Lamé

Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795-1870) foi um
talentoso matematico e engenheiro francés, celebrado
tanto por suas descobertas teédricas quanto por sua
participagao em diversos projetos de engenharia na
Franca e na Russia. Depois de estudar e formar-se pela
Ecole Polytechnique no periodo de 1813 a 1817, Lamé
estudou na Ecole des Mines, em Paris, graduando-se
engenheiro em 1820. Aproveitou, entao, uma oportu-
nidade oferecida pelo governo russo, tornando-se pro-
fessor e supervisor de projetos em Sao Petersburgo,
onde viveu por 12 anos. Em 1832, de volta a Paris,
trabalhou como consultor de engenharia e tornou-se professor da cadeira
de Fisica na Ecole Polytechnique, cargo no qual permaneceu até assumir a
catedra de Fisica e Probabilidade no College de Sorbonne em 1851. Den-
tre suas contribui¢oes para a matemaética, é lembrado principalmente pelo
desenvolvimento da teoria geral das coordenadas curvilineas, sua analise
da complexidade do algoritmo de Euclides e a prova do tltimo teorema de
Fermat para o caso n = 7. Carl Friedrich Gauss (1877-1855) considerava
Lamé um dos maiores mateméaticos do seu tempo. Ironicamente, a maio-
ria dos matematicos franceses o consideravam muito pratico e a maioria
dos engenheiros franceses o considerava muito teérico. Lamé morreu em
Paris em 1870. Seu nome esta entre os 72 nomes de cientistas gravados
na base da torre Eiffel, uma homenagem as suas contribuigoes a ciéncia.




CARWOT LAWME

i TR

Figura 1.1: O nome de Lamé na Torre Eiffel.

Abaixo o teorema publicado originalmente em [42], reconhecido como
a primeira aplicagao “pratica” dos numeros de Fibonacci. A prova apre-
sentada aqui é uma versao simplificada, adaptada dos trabalhos [35,59].

Teorema 1.11 (Lamé, 1844). O nudmero de passos para se calcular o
mdzimo divisor comum de dois naturais usando o algoritmo de Fuclides
nao € maior do que cinco vezes a quantidade de digitos do menor nimero.

Demonstragao. Suponha que a,, seja o menor namero do par (G, a, 1)
para os quais o algoritmo de Euclides precisa de n passos para terminar.
Escrevendo esses n passos,

An+1 = Qnlp + Ap_1, 0< Ap—1 < Qp
Gp = Qn-10p—1 + Ap_2, 0< Ap—2 < Qp—1
a4 = qsas + Gz, 0<CL2<CL3

as = @209 + Ay, 0<ar <as

az = q101.

Note que todos os niimeros a; e ¢; sao naturais maiores ou iguais a 1,
no entanto, q; # 1, senao terfamos ay = a;. Consequentemente q; > 2 e

a; = 1,

as =22-1=2,
a3 =>1-241=3,
as>1-34+2=25,

e assim por diante. Ou seja, é facil ver que a, > Fj,11 € any1 = Fiyo,
estabelecendo F, 1 e F, 1o como o menor par de niimeros para os quais
o algoritmo de Euclides precisa de exatamente n divisoes para terminar.
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Seja k o nimero natural para o qual é vélida a desigualdade
5k+1)>n>5k+1

Entdo, recordando que do Corolario 1.4 vale Fyjio > 10F para k > 1,
verifica-se que a, > F,11 > Fy.o > 10%, isto ¢, o nimero de digitos de
a, € pelo menos k + 1. Consequentemente, como 5(k+ 1) > n, verifica-se
também que 5 vezes o numero de digitos de a,, > ntamero de passosn. W

Por fim é importante notar que cinco é a melhor constante inteira pos-
sivel para o teorema de Lamé, isto porque para se calcular o mdc(8, 13),
utilizando o algoritmo de Fuclides, sao necessarios exatos cinco passos.

1.4.2 Somas envolvendo os numeros de Fibonacci

Os teoremas a seguir foram publicados entre 1876-77 pelo matemaético
francés Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) [49], um dos prin-
cipais nomes relacionados aos nimeros de Fibonacci, cuja histéria sera
explorada no comeco do capitulo 2. As proposi¢oes abaixo serao provadas
por indugao, e algumas delas serao generalizadas nos proximos capitulos.

Teorema 1.12 (Somas de Fibonacci).

i) A soma dos n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci é igual
a F,io—1, isto €,

Fi+ A+ 4+ F,=F,—1. (1.11)
it) A soma dosn primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci de indice
par € igual a Fo, 1 — 1, isto é€,
F2+F4+"'—|—F2n:F2n+1—1. (112)
iii) A soma dos n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci de or-
dem impar € igual a F5,, isto €,
F1+F3+"'+F2n,1:F2n. (113)
iv) A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros da sequéncia de
Fibonacci € igual a F,F, 1, isto €,

FP+Fj+- +F;=F,F,. (1.14)

Demonstracao. Por serem similares, serao feitos apenas os itens 7 e .

Para o item 4i): A igualdade se verifica paran = 1 ja que Fy = F3—1.
Suponha que (1.12) vale para n. Entao, somando F, o em ambos os
lados da expressao e usando a relagao de recorréncia (1.1), obtém-se que

Fo+ Fy+ -+ Fop +Foniy = Fopgr + Fongo — 1 = Fopgs — L

Fopt1—1
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Portanto, se (1.12) vale para n, vale também para n + 1, o que completa
a prova por indugao matematica, isto é, (1.12) vale para qualquer n € N.

Para o item iv): E facil ver que FZ = F\F,, ou seja, a igualdade
é verdadeira para n = 1. Procedendo como no item anterior, suponha
que (1.14) vale para n. Somando F2, ; em ambos os lados da igualdade,
fatorando a expressao obtida, e utilizando a relagao de recorréncia (1.1),

FP+ Fy 4+ F 4+ Fr = B (Fo+ Fop) = Fua Fogo.

FnFn+l

Assim, se a soma (1.14) se verifica para n, também se verifica para n+ 1.
Em outras palavras, a soma (1.14) é verdadeira para todo n natural. W

Os resultados do Teorema anterior podem ser visualizados geometri-
camente através do esquema mostrado na Figura 1.2. Note que essa figura
pode ser estendida indefinidamente e representara sempre um retangulo.

F1 F3 F5 F7
VN L
A
£
| R
F2 jo
Fy F?
Fy

Figura 1.2: Visualizacdo das identidades (1.11)—(1.14).

Somando os lados esquerdo e superior da figura e comparando com a
soma dos outros dois lados, pode-se visualizar (1.11). Para ver (1.12) e
(1.13), basta considerar respectivamente os lados opostos desse retangulo,
ja que estes tem o mesmo tamanho. Para visualizar (1.14), considere
a area do retangulo, ji que esta é tanto igual & soma das areas dos
quadrados que o compoem, quanto dada pela formula “base vezes altura”.
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Também em 1876, Lucas forneceu uma surpreendente caracterizagao
dos nimeros de Fibonacci através de uma soma de coeficientes binomiais,
a saber, as somas das diagonais ascendentes no triangulo de Pascal [47].

Teorema 1.13 (Formula de Lucas). Para todo n > 0 inteiro,

() () () e e

Demonstracao. Para que a formula acima faga sentido, esta assumido
implicitamente que 0! = 1 e que os coeficientes binomiais sao dados por

C)_ 0, j <k,
k (jfjk!)!kw jzk.

Dessa forma, paran = 0 en = 1, a soma em (1.15) claramente se verifica.
Suponha que (1.15) seja valida para n e também para n + 1, ou seja,

F, = (") () ()
Fop= () + ("7 + (") + (57 +-

Entao, somando essas equacoes e utilizando a relacao de Stifel, segundo

a qual (kfl) + (Z) = (";1), juntamente com o fato (g) = (”31), obtém-se

Fupr = (") + () + (") + (57 + -

Portanto, se (1.15) é vélida para n e n+1, ela é valida também para n+2,
o que estabelece a validade da formula (1.15) para todo inteiron > 0. W

1

\

HRONONG B 1
OOO6nn 1//4 64
HOOOOEO 175 w5 1

Figura 1.3: Numeros de Fibonacci no triangulo de Pascal.
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1.4.3 A identidade de Cassini

Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) foi um
astronomo, astrélogo, engenheiro e matematico
franco-italiano, famoso pela descoberta de qua-
tro dos satélites que orbitam Saturno e também
pela faixa escura que separa os seus anéis, que
¢ chamada nos dias atuais de divisao de Cas-
sini, em sua homenagem. A identidade que leva
seu nome foi descoberta em 1680 [12], enquanto
este era diretor do observatoério de Paris, e ob-
servada independentemente em 1753, pelo mate-
matico escocés Robert Simson (1687-1768) [61].

Teorema 1.14 (Férmula de Cassini). Para todo n € N,
Fo 1Fpy — F2 = (—1)" (1.16)

Demonstracao. A prova sera feita mais uma vez por indugao matematica.
Como Fy =0, F; = 1e Fy, = 1 vé-se que (1.16) é valida para n = 1.
Supondo que a formula (1.16) seja valida para n, entao

FnFn+2 - F3+1 - FnFn+2 - Fn+1(Fn—1 +Fn)7
- Fn(Fn+2 - Fn+1> - anan+l>
== Fz - Fn—an+17
= (=D (FarFupa — F)),
— (-,

Assim, se (1.16) vale para n, valera para n+1, o que completa a prova. W

Uma consequéncia da identidade de Cassini é que as equacgoes diofan-
tinas 2% + xy — y? = &1 possuem infinitas solucdes. Para verificar isso,
basta substituir F,,,1 = F,, + F,,_1 em (1.16), obtendo desta maneira que

F? |+ F,F,—F2=(-1)" (1.17)

Outro resultado que pode ser imediatamente visualizado com o auxilio
da formula de Cassini é que o mde(F,_1, F,) = mdce(F,, F,11) = 1.
Isto porque, se d| F,,_y e d| F,, ou d| F), e d| Fy, 41, por (1.16), d|(—1)".
Além disso, como F, 1 = F, + F,_1,se d| F,,_1 e d| F,,41 entdo d | F,, e,
novamente por (1.16), mde(F,,_1, F,,41) = 1, estabelecendo que quaisquer
trés numeros de Fibonacci consecutivos sao, dois a dois, primos entre si.

Adiante sera visto como a identidade de Cassini é a base de um famoso
paradoxo geométrico, o favorito do matemaético inglés Charles Lutwidge
Dogson (1832-1898) (apud [27,62]), autor de Alice no Pais das Maravi-
[has, onde um quadrado com 8 unidades de lado, é dividido em 4 partes
que, aparentemente, formam um retangulo com lados de 5 e 13 unidades.
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Dividindo o quadrado da Figura 1.4 como indicado, pode-se usar as
pecas para formar o “retangulo”. A area do quadrado é 8 x 8 = 64,
enquanto a area do retangulo ¢ 5 x 13 = 65. O que aconteceu? (ver [33]).

8

Figura 1.4: Paradoxo de Cassini.

1.4.4 A observagao de Kepler

Johannes Kepler (1571-1630) foi um astrénomo,
astrologo e matematico alemao, famoso por for-
mular e verificar as trés leis do movimento plane-
tario, hoje chamadas de leis de Kepler, que foram
a base para que, posteriormente, o matemético
e fisico inglés Sir Isaac Newton (1642-1727) de-
senvolvesse sua teoria da gravitagao universal.
Kepler viveu numa era em que nao havia uma
clara distingao entre astronomia e astrologia, e
frequentemente incorporava argumentos religio-
sos e metafisicos em seus trabalhos. Em 1611,
escreveu Strena Seu de Nive Sexangula (Sobre a
neve de seis pontas) [39], um panfleto de 24 pa-
ginas oferecido como um presente de ano novo ao seu amigo e patrono,
Barao von Wackenfels, onde ele tenta explicar a simetria hexagonal dos
flocos de neve. De Nive Sexangula, embora pouco conhecido, é um texto
notéavel da histéria da matemaética, pois foi nele que Kepler propos a
conjectura que leva seu nome, a respeito da maneira mais eficiente de se
empilhar “balas de canhao”, e que demorou mais de 400 anos para ser
resolvida. Curiosamente, no mesmo texto, na pagina 21, em um para-
grafo curto a respeito do pentagono e de como sua estrutura depende
da proporc¢ao divina, Kepler descreve os primeiros ntimeros de Fibonacci
e como a razao entre estes numeros se aproxima cada vez mais dessa
proporcao. Convém também deixar registrado que uma observacao se-
melhante foi feita de maneira independente em 1634, por Albert Girard
(1595-1632) [25], e que a primeira tentativa de prova dessa observagao
aparece somente em 1753, quando Robert Simson (1687-1768) [61] rela-
ciona a existéncia do limite a uma versao, 1.19, da identidade de Cassini.
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Teorema 1.15 (Observagao de Kepler). A razdo entre termos su-

cessiwos da sequéncia de Fibonacci converge para ¢ = 1+‘[ ~ 1,61803,
conhecida como a razao durea. Em notagcao moderna,

F,
lim —H = . (1.18)
n—oo F,

Demonstrag¢ao. Suponha que o limite proposto exista e seja igual a L.
Dividindo ambos os lados da relacao de recorréncia F, 1 = F, + F,,_;
por F, e manipulando adequadamente a expressao resultante, obtém-se

Foi 1
=1+ ——.
£, -

Fazendo n tender ao infinito nesta tltima expresséo e notando que deve-

se ter necessariamente que F"“ —Leg =L, verifica-se assim que
1 2
L:1+Z ou L"—L-1=0.

Finalmente, como o limite procurado é positivo, pode-se concluir que
L= 1*‘/5, por essa ser a Unica raiz positiva da equacao quadratica acima.

Uma maneira de mostrar que o limite (1.18) existe é observar que ao se

dividir ambos os lados da férmula de Cassini por F;,_1F,,, obtém-se que
Faon  Fa  (-1)"

Fn Fn—l Fn—l Fn ’

(1.19)

uma expressao que facilita a verificacao de que a sequéncia definida por

Foi1 -
T, = Zfl é uma sequéncia contrativa ja que d(zp41,2,) < 3 d(xn, Tp_1)-

Logo, x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente ver [24]. H

Outra forma de provar a existéncia do limite (1.18) é notar que a
expressao (1.19) pode ser utilizada para se estabelecer a igualdade entre
as somas parciais de uma série telescopica e uma série alternada. Para
isso basta que se some ambos os lados de (1.19) de n = 2 até N obtendo

Fyvy P = (21"

- Fn—an.

Fn F —~

Fazendo N — oo nesta ultima igualdade e notando que a série ob-
tida a direita é convergente pelo teste de Leibniz para séries alternadas,
estabelece-se assim que o limite (1.18), obtido & esquerda, é convergente.

Para finalizar essa se¢ao é interessante notar que as consideracoes an-
teriores também estabelecem uma curiosa férmula relacionando ¢ a soma
alternada do inverso do produto de ntimeros consecutivos de Fibonacci,

¢=1+§i(_nn. (1.20)




1.4.5 A féormula de Binet

Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) foi um
matemaético, fisico e astronomo francés que fez sig-
nificativas contribui¢oes para Teoria dos Ntumeros e
a fundacao da Algebra Matricial, sendo reconhecido
como o primeiro a apresentar a regra da multiplica-
cdo de matrizes em 1812. Estudou na Ecole Polyte-
chnique em Paris, onde em 1807 se tornou professor
assistente de Anélise Aplicada e Geometria Descri-
tiva. Teve varios cargos nessa instituicao e em 1815
sucedeu Siméon Denis Poisson (1781-1840) na ca-
tedra de Mecéanica. Em 1816 foi nomeado inspetor
de estudos e editor do livro postumo de Lagrange, Mécanique Analytique.
E bastante interessante notar que Binet foi contemporaneo e trabalhou
como professor ao lado de grandes nomes da matemética, como Joseph
Fourier (1768-1830), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), sendo este ultimo seu amigo proéximo, por
terem se conhecido quando eram ainda estudantes. A férmula fechada
para os numeros F;, foi publicada por Binet em 1843 [5] e lhe é historica-
mente atribuida, muito embora o mesmo resultado ja fosse de conhecido
por Daniel Bernoulli (1700-1782) [2|, Leonard Euler (1707-1783) [21], e
mais de um século antes, por Abraham de Moivre (1667-1754) [14,15].

Teorema 1.16 (Formula de Binet). Seja ¢ a razao durea, isto €, o
nimero real positivo tal que ¢* — ¢ — 1 = 0. Entdo, para n > 0 inteiro,
F, = m (1.21)
¢+ ¢!

Demonstracao. Seréa estabelecida a igualdade entre as sequéncias acima.
Seja,
" —(—=¢)"

o+t
Como xy = 0 e x; = 1, é suficiente mostrar que a relagao x, 1 = T, +T,_1
¢é valida para n > 1, ou de maneira equivalente que x,, 1 —x, — 2,1 = 0.
De fato, desconsiderando denominadores,

Ty =

g — (=) =+ (=) = "+ (—) T =
¢ (PP —p—1)+(=0) " (=)’ + (=) —1) =0
— ) 1

Portanto, como ambas as sequéncias possuem os mesmos valores iniciais e
seguem a mesma relagao de recorréncia, sao coincidentes paran > 0. W

A féormula de Binet, além de um grande ntmero de suas implicagoes
e aplicacoes, sera estudada com maior riqueza de detalhes no capitulo 3.
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1.5 Estendendo a sequéncia de Fibonacci para
os indices negativos

Quando foi definida a sequéncia de Fibonacci, no comego deste capitulo,

foi definido também, em particular, que Fy = 0. Nesta secao seréd mos-

trado o porqué de tal definicao fazer sentido, e como é possivel estender

naturalmente os ntimeros F;, para qualquer n inteiro. De fato, como foi

apresentado em (1.1), fixados os valores inicias da sequéncia F} e Fj,
pode-se obter a partir destes os termos subsequentes através da relacao

Fn+1 =F,+ Fh1.
Note que a mesma féormula pode ser reescrita e interpretada como sendo
F, 1=F,—F,. (1.22)

Como consequéncia, dados quaisquer dois ntimeros de Fibonacci con-
secutivos, utilizando (1.22), pode-se encontrar o nimero de Fibonacci
imediatamente anterior. O que explica o porqué de F = 0, uma vez que

Fh=F—-F =0
Mais do que isso, prosseguindo da mesma maneira, pode-se concluir que

F,=F —F = 1,
Fo=F —F,=-1,
Fa=F ,—F,= 2
F,=F,—F4=-3,

sendo estes os valores “naturais” de F_1, F' o, F 3, F 4, ... que fazem com
que estes simbolos facam sentido, pois respeitam a relacao de recorréncia
original, ficando a sequéncia dos ntumeros F;, estendida para todo n € Z.

A tabela a seguir mostra os primeiros valores de F}, para indices inteiros.

n -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7
F, 13 -8 5 -3 2 -1 1 01 1 2 3 5 8 13

Observagio. E importante enfatizar que ndo ha nada de misterioso no
significado do simbolo para os ntimeros de Fibonacci para indices nega-
tivos, assim como Fj, com n positivo pode ser interpretado como sendo
o n-ésimo nimero da sequéncia a direita de Fj, interpreta-se F,, com n
negativo como sendo o |n|-ésimo nimero da sequéncia a esquerda de Fy.
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Examinando a tabela anterior um padrao é facilmente reconhecido:
em modulo, as sequéncias obtidas para valores positivos e negativos de
n aparentam ser a mesma, isto é, |F,,| = |F_,|, ou mais especificamente:

Se n épar, F_, = —F,,
Se n é impar, F_,, = F,.

A prova dessa tltima conjectura sera feita em seguida, mas antes
disso, algumas consideragoes sao necesséarias. Como os nameros F,, foram
estendidos para todos os indices inteiros, a partir deste ponto no texto,
as provas por inducao que os envolvam serao feitas para valores tanto
positivos quanto negativos de n, um tipo de inducao matemdtica inteira.
Essa nova forma de inducao sera feita essencialmente de duas maneiras:

dada a proposi¢ao P(n), e verificada sua veracidade para valores iniciais,
(i) sera mostrado que

P(n) = P(n+1),
P(n) = P(n—1),
ou (#) serd mostrado que
P(n) e P(n+1) = P(n+2),
P(n)e P(n+1)= P(n—1),

estabelecendo assim validade da proposicao P(n) para todo n inteiro.
Esta dltima maneira de se fazer inducao inteira é particularmente ttil
quando se trabalha com sequéncias nas quais vale que x,.1 = x, + T, _1.

Para exemplificar o que foi feito até aqui, o proximo teorema sera pro-
vado por meio da segunda forma de indugao inteira apresentada acima.

Teorema 1.17. Para todon € Z,
E,=(-1)""'F_,. (1.23)

Demonstracao. Paran =0 en =1 a proposicao é facilmente verificada.
Suponha que (1.23) seja valida para n + 1 e n, isto é,

FnJrl = (_1)n+2anfl>
F, =(-1)""F_,.

Somando essas duas equagoes,
Foo=(-1)""YF_, —F_, )= (-1)""F_, .
Subtraindo as mesmas equagoes,
Fopa = (1" (Fp+ Fopor) = (1) Foppa,

Portanto, se a formula (1.23) é valida para n e n+1, ela vale também para
n+2en—1, ou seja, a formula (1.23) é valida para todo n inteiro. W
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Observagao. A identidade do teorema anterior pode ser reescrita como
F.,=(-1)""FE,. (1.24)

Consequentemente, sempre que for provada valida para n € Z alguma
identidade sobre os nimeros F,,, pode-se, através de (1.24) e da substi-
tuicao n := —n, produzir uma “nova’ identidade igualmente verdadeira.

Por exemplo, seré provado mais adiante, na Secao 3.5, que a identi-
dade (1.4), pagina 6, é verdadeira para todo m,n € Z, isto é, sao validas,

Fm+n - mlen + FmFTL+].7

(1.25)
Fm+n =Fy 1+ FnFm—l—l'

Assim, como foi explicado anteriormente, também pode-se escrever que

Fopn=F_, 1F,+ anFerl
= (=1)"PF1 Fo 4 (=1)" ' Fy Fpa
== <—1)n(Fn+1Fm - FnFm+1>7 (126)

estabelecendo entao, como (—1)?" = 1, que para todo m,n inteiro vale
Fan+1 - FnFm+1 = (—1)nFm,n (127)

Esta tltima identidade, uma generaliza¢ao da formula de Cassini — basta
fazer m = n — 1 — aparece na maioria dos livros a respeito dos niime-
ros de Fibonacci. Tendo sido publicada em 1885 [18], é conhecida como
identidade de Ocagne, em homenagem ao engenheiro e matemético fran-
cés Philbert Maurice d’Ocagne (1862-1938), inventor do nomograma, um
instrumento para calculos mecanicos semelhante a uma régua de calculo.
Ocagne foi estudante (em 1880) e anos depois professor (em 1912) da
Ecole Polytechnique, e desde jovem ficou conhecido por publicar diversos
trabalhos sobre Matemaética, em particular no periodo anterior a 1900,
alguns sobre séries recorrentes e suas conexoes com as fragoes continuas.
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Capitulo 2

Os Numeros de Lucas

“A teoria das séries recorrentes € uma inesgotdvel mina
que contém todas as propriedades dos nimeros.”
Edouard Lucas

2.1 Edouard Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em
abril de 1842 na cidade de Amiens, na Franca.
Devido aos seus talentos matematicos, teve a
oportunidade, em 1861, de estudar em uma
das mais prestigiadas institui¢oes de ensino su-
perior daquele pais, a Ecole Normale Supéri-
eure, onde completou seus estudos em 1864.
Apos graduar-se, trabalhou até 1869 como as-
sistente no observatério de Paris, sob Urbain
Jean Joseph Le Verrier (1811-1877), astro-
nomo famoso por ter previsto matematica-
mente a existéncia do planeta Netuno. Ser-
viu o exército francés como oficial de artilharia
durante a Guerra franco-prussiana, de 1870 a
1871, e apods a derrota francesa, trabalhou como professor de matematica
nas escolas Lycée of Moulins de 1872 a 1876, Lycées Saint-Louis de 1876
a 1879 e Lycée Charlemagne de 1879 a 1890, estas ultimas localizadas em
Paris. Tinha a reputacao de ser um 6timo professor, entretendo e insti-
gando seus alunos com desafios matematicos que requeriam consideréavel
inventividade para serem resolvidos. Além de trabalhar como professor
do ensino médio, foi um matemético bastante prolifico, tendo publicado
durante toda sua vida mais de 180 artigos sobre as mais diversas areas da
matematica, nos mais diversos jornais de matematica do mundo. Apai-
xonado pela Teoria dos Niimeros, foi nessa area que realizou suas maiores
contribui¢oes. Em 1876, motivado por questoes de divisibilidade e fato-
racao, estudou a sequéncia de Fibonacci e uma das suas generalizacoes,
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o que hoje sao chamadas de sequéncias de Lucas. Provou no mesmo ano
uma forma de reciproca do pequeno teorema de Fermat e varios testes
para nimeros primos baseados em sequéncias recorrentes, e com isso foi
capaz de estabelecer a primalidade do 12° niimero primo de Mersenne,

Moy = 217 — 1 = 170141183460469231731687303715884105727,

um namero de 39 digitos que permaneceu como o maior nimero primo
conhecido por 75 anos, e ainda hoje detém o recorde de ser o maior
primo encontrado sem a ajuda de computadores. Dos mais de 70 artigos
publicados por Lucas no seu periodo de pesquisa mais fértil — de 1876
a 1878 — dois deles se destacam: Recherches Sur Plusieurs Quvrages de
Léonard de Pise (1877) [49], um resumo sobre suas varias descobertas a
respeito da sequéncia de Fibonacci, e Théorie des Fonctions Numériques
Simplement Périodiques (1878) |50, 52|, onde trata da teoria geral das
sequéncias recorrentes de segunda ordem e suas principais propriedades.
No prefacio desta publicacao, Lucas explica:

Este trabalho tem como objetivo o estudo das funcoes simétri-
cas das raizes de uma equacao do sequndo grau, e as suas apli-
cagoes na teoria dos nimeros primos. Serd mostrado primei-
ramente a completa analogia destas fungoes simétricas com
as funcoes circulares e hiperbolicas; depois, as relagoes que
existem entre essas funcgoes e as teorias dos determinantes,
das combinagoes, das fragoes continuas, da divisibilidade, dos
divisores quadrdticos, dos radicais continuos, dos inteiros ci-
clotomicos, da andlise indeterminada do sequndo grau, dos
residuos quadrdticos, da fatoracao de grandes inteiros, etc.

Lucas também foi um pioneiro no campo da matematica recreativa,
dando importantes contribuicoes a este tema, algumas delas publica-
das postumamente. Foi o inventor do famoso problema das torres de
Hanoi, usando o pseudénimo N. Claus de Siam, um anagrama de Lucas
d’Amiens e publicou quatro volumes de Récréations Mathématiques, de
1882 a 1894, além de um volume de L’arithmétique Amusante, em 1895.
O seu livro mais importante foi Théorie des Nombres, Tome Premier,
publicado em 1891, do qual ele pretendia escrever um segundo volume.
No prefécio deste livro, na pagina 12, escreveu:

Nao pretendo comparar minhas modestas descobertas as des-
cobertas de todos aqueles savants imortais; mas ainda assim,
foi observando a série de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, ---, na
qual cada termo € a soma dos dois termos precedentes, que
encontrer uma nova proposicao que constitui a reciproca do
Teorema de Fermat. E dela deduzi um grande nimero de co-
roldarios que me permitiram decidir se um numero dado de
vinte ou trinta digitos é primo ou ndao. [...] Usando esse
processo, enuncier um grande niumero de teoremas andlogos
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ao de Wilson e obtive primos de vinte e trinta digitos, onde o
maior primo conhecido vinte anos atrds, 2** — 1, anunciado
por Euler, tinha somente dez. [...]

A teoria das séries recorrentes € uma inesgotdvel mina que
contém todas as propriedades dos niumeros.

Edouard Lucas faleceu abruptamente em outubro de 1891, aos 49
anos, em consequéncia de um acidente bizarro. Ao participar de um
banquete da Associagao para o Avango da Ciéncia na Franca, teve seu
rosto atingido por um pedaco de porcelana de um prato derrubado aci-
dentalmente. Morreu dias depois, devido a uma forte infeccao bacteriana.

Observagio. A historia de Edouad Lucas estaria incompleta sem a men-
c¢ao da repercussao de alguns de seus principais resultados nos dias de
hoje. Para isso, é preciso introduzir a figura do tedrico dos nimeros ame-
ricano Derrick Henry Lehmer (1905-1991) que, em 1927 e 1928, aperfei-
goou o teste de primalidade de Lucas baseado na reciproca do pequeno
Teorema de Fermat [43,44], e em 1930 publicou, An extended theory of
Lucas’ functions [45], onde amplia e refina as ideias contidas em [50],
e em particular otimiza o teste de primalidade de Lucas para nimeros
de Mersenne. Como consequéncia direta dos trabalhos de Lucas e de
Lehmer, dos 35 primos reconhecidos a seu tempo como o maior primo
conhecido, na chamada era dos computadores eletronicos, apenas dois de-
les nao sao primos de Mersenne [9]. O maior primo conhecido atualmente
¢ o quadragésimo nono primo de Mersenne, 274207281 _ 1 anunciado em
Janeiro de 2016, um ntmero composto por mais de 22 milhoes de digitos.

2.2 Sequéncias generalizadas de Fibonacci
e os numeros de Lucas

Serd introduzida agora uma forma de generalizacao dos nimeros F,.
Quando apresentada a sequéncia de Fibonacci no primeiro capitulo, ela
foi definida a partir de valores iniciais e da rela¢ao de recorréncia (1.1).
Nao é dificil ver que, alterando esses valores iniciais e mantendo a rela-
¢ao de recorréncia, pode-se obter outras sequéncias de natureza similar a
sequéncia de Fibonacci. Por exemplo, se ao invés do par (1, 1) como pri-
meiro e segundo valores da sequéncia, for utilizado o par (1, 2), obtém-se:

n -6 -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8

F;:5—3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Esta é a sequéncia de Fibonacci sob uma indexacgao diferente da original,
* . ~
F, = F,i1. (Interessante notar que essa nova indexacao faz com que a

sequéncia {F), } ndo seja uma sequéncia de divisibilidade ja que F, { F}.)
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Um exemplo mais interessante desse tipo de sequéncia, é o da sequéncia
estudada por Edouard Lucas em 1876, cujos termos sdo chamados ni-
meros de Lucas em sua homenagem, e denotados modernamente por L,,,
que ocorre quando o par (1,3) é escolhido como os valores iniciais, assim:

n -6 -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8
L, 18 -11 7T —4 3 -1 2 1 3 4 7 11 18 29 47

Dentre as sequéncias que podem ser obtidas alterando-se os valores
incias da sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Lucas é a mais notavel
por motivos que ficarao claros ao longo deste e dos proximos capitulos.
Um desses motivos é que a sequéncia formada pelos ntimeros L, possui
uma formula de Binet mais simples que a dos nameros F), e, por essa
razao, uma relacao mais direta com o ntmero aureo e suas poténcias.
Também serd mostrado até o final deste capitulo como F), e L,, estao in-
trinsecamente relacionados através de intimeras féormulas e propriedades.

Uma curiosidade é que Lucas nunca nomeou a sequéncia que hoje
leva seu nome, referindo-se a ela como se fizesse parte ou fosse obtida da
sequéncia de Fibonacci, um comentério que sera explicado na se¢ao 2.4.
Também vale a pena registrar que foi Lucas quem associou e popularizou
o nome Fibonacci a sequéncia que hoje leva esse nome, embora, em seus
primeiros escritos, tenha referido-se a ela como a “série de Lamé”, [47,48|.

Uma sequéncia generalizada de Fibonacci é qualquer sequéncia {x,},
indexada nos inteiros, tal que x1 = p e x5 = ¢, com p,q € R, para a qual

Tngl = Tn + Tp_1. (2.1)

E facil ver que, neste tipo de sequéncia, basta que dois termos consecu-
tivos sejam inteiros para que os demais também sejam, em particular, se
T1 e T forem inteiros todos os demais também serdao. A tabela abaixo
mostra os primeiros termos de uma sequéncia generalizada de Fibonacci.

n -2 -1 0 1 2 3 4 ) 6

Tn 2¢—3p 2p—q q—p p q ptq p+2 2p+3q 3p+5q

Esta tabela indica claramente que existe uma relagao entre os termos
de uma sequéncia generalizada de Fibonacci qualquer e os termos da
sequéncia original de Fibonacci, o que motiva o nosso préoximo teorema.

Teorema 2.1. Seja {x,} ¢ uma sequéncia generalizada de Fibonacci.
Entao,
Tn = LL’QFn_l -+ Ian_Q. (22)

Demonstracao. A prova sera feita pela segunda forma de inducao inteira.
Como Fy =0e Fy = F; =1, vé-se que (2.2) vale paran =1en = 2.
Suponha que a identidade (2.2) seja valida para n + 1 e para n, isto é,

Tpt1 = X2l + x5,

Ty = Xy 1 + 1155
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Somando as equacoes anteriores,

Tpyo = $2Fn+1 + o1 F,.
Subtraindo as mesmas equagoes,

Tpo1 = Tl o+ 1 F_3.

Ou seja, se a formula (2.2) vale para n e para n + 1, entdao vale também
paran+2 e n—1, o que estabelece a validade de (2.2) paratodon € Z. B

E importante notar que o Teorema 2.1 é apenas um caso particular do
proximo teorema, mais geral, que pode ser provado da mesma maneira.

Teorema 2.2. Sejam {x,}, {y.} e {z.} trés sequéncias generalizadas
de Fibonacci quaisquer. Se for possivel determinar a, b € R de modo que

T, = ay, + bz, (2.3)
seja vdlida para 2 valores consecutivos de n, entao (2.3) vale paran € Z.

Usando o teorema anterior com n = 1 e n = 2 pode-se verificar que
se x,, ¢ o termo geral de uma sequéncia generalizada de Fibonacci entao:

Ty = o F, + (:1:'2 — xl)Fn,l, (2.4)

v, = (—?’xl 2_ “)Fn + (:52 ; Il)Ln. (2.5)

A razdo para a existéncia das formulas (2.2), (2.4), (2.5) e muitas
outras correlatas é bastante simples. Nao é dificil ver que todas as pos-
siveis sequéncias generalizadas de Fibonacci formam um espacgo vetorial
real, isto porque a sequéncia formada apenas por zeros é obviamente
uma destas sequéncias e se {x,} e {y,} forem sequéncias generalizadas
de Fibonacci, as sequéncias {x, +y,} e {\z,} com A € R também serao.
Além disso, essas mesmas formulas mostram que este espago vetorial tem
dimensao dois e, portanto, que quaisquer duas dessas sequéncias que nao
sejam miltiplas uma da outra formam uma base desse espaco, e podem
ser usadas para produzir formulas similares as vistas até aqui nesta secao.

2.3 Somas generalizadas de Fibonacci
e as somas de Lucas

Na se¢ao 1.4.2, foram demonstradas por inducao matemética algumas
somas elementares envolvendo niimeros de Fibonacci. Nesta secao, serao
provadas somas similares para as sequéncias generalizadas de Fibonacci.
As demonstragoes a seguir sao construtivas e fornecem uma maneira
alternativa de se provar as somas equivalentes vistas no primeiro capitulo.
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Teorema 2.3. Se {x}} uma sequéncia generalizada de Fibonacci, entdo:

i) Zxk = Tpio — T1. (2.6)
k=0

ZZ) Z Lok = Toapt1 — L—-1- (27)
k=0

ZZZ) Z Lok+1 = Toan+2 — Lo- (28)
k=0

iv) Z T} = TpTpy1 — ToT_1. (2.9)
k=0

Demonstragao. Para se demonstrar (2.6), basta que se escreva a sequén-
cia de relagoes xp = 10— 211 de k = 0 até n para em seguida somé-las:

Xy = T2 — X1,
T1 = X3 — Ta,

To = Ty — T3,

Tp—1 = Tp41 — T,

Tp = Tpt2 — Tnt1-

Somando membro a membro essas equacgoes, a maioria dos termos do lado
direito da igualdade se cancelam e obtém-se (2.6). Para se obter (2.7),
(2.8), (2.9), basta somar, respectivamente, as relagoes Top = Tog1—Tok—1,
Topt1 = Topro — Top, € Tr = Tp(Tpy1 — Tp_1) também de k =0 até n. M

As identidades (2.6)—(2.9) valem, em particular, para {F,} e {L,}.
Fazendo z, = F} nessas formulas obtém-se somas analogas as vistas na
se¢ao 1.4.2, com a diferenca que aqui a soma comega do indice zero.
Fazendo x;, = Lj nas mesmas féormulas, obtém-se:

ZLk = Ltz — 1, (2.10)
k=0
> Lop = Loyt +1, (2.11)
k=0
> Lopir = Lopsz — 2, (2.12)
k=0
> L} =LyLny +2. (2.13)
k=0
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2.4 Alguns resultados relacionando os
numeros de Fibonacci e de Lucas

Os ntimeros de Fibonacci e os nimeros de Lucas foram estudados por
Edouard Lucas na segunda metade do século XIX. Um resumo de suas
mais importantes descobertas sobre esses ntimeros pode ser encontrado
em Recherches Sur Plusieurs Ouvrages de Léonard de Pise de 1877 [49],
esse texto em particular sera a base do contetdo apresentado nesta secao.

Para motivar e facilitar a visualizacao das féormulas e propriedades
que serao vistas mais adiante, a tabela a seguir sera de grande utilidade.

n -6 -5 -4 -3 -2 -1 01

2
F, -8 5 =3 2 -1 1 0 1 1
L, 18 -11 7T —4 3 -1 2 1 3

34 5 6 7 8
2 3 5 8 13 21
4 7 11 18 29 47

Observando esta tabela é possivel conjecturar algumas identidades rela-
cionando os numeros de Fibonacci e de Lucas, para em seguida prova-las.

2.4.1 L, em funcao de F,,_; e F, 14

Uma das identidades mais imediatas que podem ser observadas na tabela
anterior, e também uma das mais importantes deste capitulo, é a relacao

Ly =Fop1+ F, 1. (2.14)

Para provar (2.14), basta fazer x,, = L,, na identidade (2.4), que é valida
para n inteiro, e utilizar os fatos L1 = 1 e Ly = 3, obtendo desta maneira

L, = F,+2F, ;. (2.15)

Nao é dificil ver que existem muitas outras maneiras de se reescrever
(2.14) utilizando somente a relagao de recorréncia de Fibonacci, tal como

Ln = I'p41 + Fn—17
- n+1+Fn+Fn—l_Fn7
— I'pny2 — Fn72~ (216)

A formula (2.14) é particularmente importante pois costuma aparecer
naturalmente no estudo dos nimeros de Fibonacci. Por exemplo, foi visto
na Se¢ao 1.3 como a identidade (1.4), para o namero F,,, implica que

F2n = Fn(Fn+l + anl)-
Consequentemente, por (2.14), pode-se reescrever a formula acima como
5, = F,L,. (2.17)

27



Essa tltima equagao foi utilizada por Lucas para definir os seus niimeros,

os quais denotava pelo simbolo v,,, como sendo a razao %, motivo pelo
n

qual referia-se a esses ntmeros como obtidos da sequéncia de Fibonacci.

A equagao (2.14) também é ttil para se combinar identidades e pro-
duzir novas formulas, muitas vezes ajudando a evidenciar relacoes entre
os nimeros de Fibonacci e de Lucas que poderiam passar despercebidas.
Por exemplo, no capitulo 1 foram obtidas as identidades (1.25) e (1.27),

Fern = nlem + FnFm+17
(_1)nFm—n = Fan+1 - FnFm+1-

Somando membro a membro essas identidades e utilizando (2.14), obtém-
se uma intrigante generaliza¢ao de (2.17) valida também para m,n € Z,

Foin+ (—=1)"Fp_y = Fy Ly, (2.18)

E relevante perceber que (2.14) pode ser utilizada para se reescrever
(2.18) como uma nova formula a respeito somente dos niameros de Lucas.
Para isso, basta fazer m := m+1em :=m—1 em (2.18) obtendo assim

Fm+n+1 + (_1)nmen+1 = Fm+1Ln7
Fm+n—l + (_1)71 m—n—1 = Fmn_1Ly.

Entao, somando essas equacoes membro a membro pode-se concluir que

Lynin + (=1)" Ly = LynLo. (2.19)

2.4.2 F, em fungaode L,_1 e Ly,

Numeros de Fibonacci e de Lucas por razoes 6bvias possuem identidades
bastante similares, portanto em vista da subsecao anterior, é natural
investigar se a soma de L, 1 e L, ; da alguma identidade de interesse.
Com a ajuda da tabela do comeco desta secao pode-se conjecturar que,

5Fn - Ln+1 + Lnfl. (220)

Uma maneira de provar essa tltima identidade é somar (2.14) paran+1e
n — 1 e utilizar repetidamente a relagao de recorréncia como feito abaixo,

Lpyi+ Ly =2F, + Foypo + Foo,
=3F, + Fo1 + Fuo,
=A4F, + F,_1 + F,_o,
= 5F,,.

Pode-se utilizar o mesmo artificio de (2.16) para reescrever (2.20) como
‘5Fn == Ln+2 - Ln72- (221)

Também pode-se usar (2.14) e (2.20) juntas para produzir novas férmulas.
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Por exemplo, escrevendo (2.18) respectivamente para n+1 e n—1, tem-se

Fm+n+1 + (_1)n+1Fm—n—1 - Fan+17
Fm+n—1 + (_1)n_1Fm—n+1 - Fan—h

entao somando estas duas equagoes e utilizando (2.14) e (2.20), obtém-se
Lsn + (=)L, = 5F, F,. (2.22)

E interessante observar que (2.18), (2.19) e (2.22) sido formulas para os
produtos F,,L,, L,,L, e F,,F, validas para quaisquer m e n inteiros.
Outra observacao é que é possivel demonstrar diretamente as identida-
des (2.14), (2.15), (2.16), (2.20) e (2.21) usando o Teorema 2.2, isto é,
verificando essas identidades apenas para dois valores consecutivos de n.

2.4.3 Uma férmula relacionado diretamente F,, e L,

Até o momento foram apresentadas diversas férmulas relacionando in-
diretamente os termos gerais das sequéncias de Fibonacci e de Lucas.
Agora sera apresentada uma férmula fundamental relacionando F;, e L,,.

Teorema 2.4. Para todo n € 7,
L2 — 5F? = 4(—1)™. (2.23)

Demonstragao. Da relagao de recorréncia (1.1) e da formula de Cassini
(1.16) valem as relagoes F,, = F,,1 — F,,_1 e Fy1F, 1 = F? + (=1)".
Assim, elevando a féormula L, = F,,1 + F,,_1 ao quadrado, obtém-se que

Li - F3+1 + 2Fn+1Fn—1 + Fs—b
= (Fn+1 - Fn71>2 + 4Fn+1Fn717
= I +4(F; + (=1)"),

=5F7 +4(—1)". u

A identidade (2.23) mostra que as equagoes diofantinas 5z? + 4 = y?
possuem infinitas solugoes. Mais do que isso, serda provado adiante que
as Unicas solugoes inteiras (z,y) dessas equagoes sao dadas pelos pares
(z,y) = (F,, L), para algum n. Esse fato, aliado a (2.23) e a identidade

502 —20(—1)" = (5F,)%, (2.24)

equivalente a identidade (2.23), permite que sejam enunciados os seguin-
tes testes tedricos deterministicos para niimeros de Fibonacci e de Lucas:

Teste 2.5. Se x € N, entao:

a) x ¢ um namero de Fibonacci se e somente se (522 +4) ou (52 —4) ¢
quadrado perfeito.

b) x é um nimero de Lucas se e somente se (5% + 20) ou (5z% — 20) ¢é
quadrado perfeito.
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Demonstragao. Como vale (2.23), falta mostrar que se z e y sao tais que
5%+ 4 = ¢,

entdo x = F,, e y = L,, para algum n inteiro. A prova foi tirada de [22].

Suponha que x seja o menor inteiro positivo que nao é um namero de
Fibonacci e que satisfaca a equacao proposta. Entdao x > 4, pois 1,2 e
3 sao numeros de Fibonacci, o que implica que claramente 2x < y < 3z.
Além disso, pode-se verificar que = e y tem mesma paridade e portanto
y = x + 2t para algum t < z. Substituindo y em 52? £ 4 = y? obtém-se

da® — Atz — 4t +4 = 0.

Resolvendo para 2z,

2z =t &+ V52 £ 4,

de modo que 5t> + 4 = s? para t e s inteiros. Como t < z, t deve ser
um numero de Fibonacci F), e s o nimero de Lucas L, correspondente.
Assim,

20 = F,, + L,,

pois z é positivo e vale que L,, > F), para n > 1. Note que, por (2.14),
Fn+Ln:Fn+Fn—1+Fn+1 :2Fn+1‘
Logo, se t ¢ um nimero de Fibonacci, x também sera. Um absurdo. W

A féormula (2.23) também pode ser usada no calculo do maximo divi-
sor comum entre F,, e L,. Note que, como Fi, Ly, F5 e Ly sao impares,
as sequéncias de Fibonacci e de Lucas tem a mesma tabela de paridade:

n 0 1 2 3 4 5 6

F, e L, par impar impar par {impar impar par

Assim, suponha que d seja o méaximo divisor comum entre F, e L,.
Entao, de (2.23), vé-se que d? | 4 e, consequentemente, mdc(F},, L,) < 2.
Este ultimo fato, aliado & tabela de paridade acima, permite a conclusao

2, se 3 divide n,

! (2.25)
1, caso contrario.

mdc(F,, L,) = {

2.4.4 A identidade de Cassini para L,

Como é de se esperar, existe para os niameros de Lucas uma identidade
anédloga a de Cassini vista na pagina 14. A seguir, sera vista uma prova
inusitada desta identidade, utilizando uma ideia encontrada em [1] e [3].

Teorema 2.6. Para todo n € 7Z,
Ly 1Lny — L2 = —5(=1)" (2.26)

n
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Demonstragdo. A prova serd feita por indugao. Como L_;L; — L2 = —5
temos que, para n = 0, a base da indugao, a identidade (2.26) verifica-se.
Agora, considere o seguinte sistema linear, composto por duas equagoes
e duas incognitas, cujas solugoes sao obviamente dadas por xg = yo = 1.

anJrl + yLn = Ln+2
an + yLn—l = Ln+1

Utilizando a regra de Cramer para o célculo das solugoes desse sistema
linear, pode-se calcular o valor de yo como uma divisao de determinantes,

L7L+1 Ln+2
- Ln Ln+1 o 1
yo - Ln+1 Ln N
Ly Ln-1
ou seja,
Ly1Lny — L2 = (—1)(Ly L2 — L2 4). (2.27)

Para concluir a prova basta notar que (2.27) pode ser lida tando da
esquerda para direita, quanto da direita para a esquerda, assim, se (2.26)
vale para n, vale paran+ 1 en — 1. Isto é, (2.26) vale paran € Z. N

A prova do teorema anterior prenuncia alguns dos métodos que serao
usados no capitulo 4, onde serdo obtidas generalizagoes de (1.16) e (2.26).
Existem muitas outras identidades de carater similar as identidades
de Cassini para F), e L,. Na tabela do comeco desta secao verifica-se que

Uma maneira de provar esta tltima identidade é fazer respectivamente
m:=n+ken:=n+k, m:=nna formula (2.18), da pagina 28, assim

FnJrkLn = F2n+k + (_1>an>
FnLn+k - F2n+k + (_]->n+kF—k;

Por fim, subtraindo essas equacoes e recordando que Fy = (—1)*1F

Para obter a identidade (2.28) de (2.29) basta fazer a substituigao k = 1.

2.5 Sequéncias de Lucas

Sequéncias de Lucas sao pares de sequéncias de numeros inteiros estuda-
das por Edouard Lucas em 1878, historicamente denotadas por (U, V},),
e que generalizam as relagdes encontradas no par de sequéncias (F,, L,).

Dados P e @ inteiros tais que P? —4Q # 0, as sequéncias U, (P, Q) e
V,.(P, Q) sao definidas como sendo as sequéncias que satisfazem a relagao

Tpi1 = Pr, — Qupq, neN, (2.30)
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cujos valores iniciais sao dados por Uy =0, U; =1, Vi =2e V] = P.
Assim definidos, esses pares de sequéncias sao uma generalizacao explicita
das sequéncias de Fibonacci e de Lucas e, por isso, compartilham com
elas similaridades entre suas féormulas e propriedades. Pode-se provar que

an_ﬁn
a—pf"

onde o e 3 sdo as raizes da equacgao do segundo grau x? — Pz + Q = 0.
Note que, imediatamente de (2.31), tem-se que Uy, = U,V,,, e que estas
formulas dao sempre inteiros, ja que por consideracoes algébricas, por
serem simétricas, podem ser expressas como polinomios em o + 3 = P
e aff = @ com coeficientes inteiros [20]. Além disso, nao é dificil provar
que, se m | n, entao U, | Uy, isto porque se n = mk pode-se verificar que

U, = V, = a" + B, (2.31)

mo_ym XY’

onde X =z2"Y =y™

visto que X — Y sempre divide X¥ — Y*. Também pode ser provado
que mdc(Uy, Up) = Unde(m,n), isto é U, como definida acima é sempre
um sequéncia de divisibilidade forte. As consideragoes acima e muitas
outras explorando as propriedades de U, e V,, podem ser encontradas
em [32,58].

As sequéncias de Lucas fornecem uma interessante ligacao entre os
numeros de Fibonacci e de Lucas e outros niimeros famosos na historia
da Matematica. Abaixo, uma lista de alguns pares famosos de sequéncias
de Lucas, dados em funcao dos inteiros P e (), e os seus respectivos nomes.
, numeros de Fibonacci e de Lucas,

V{1, -1):

V(2, —1) : nameros de Pell e de Pell-Lucas,

( ) V(1,—2) : nameros de Jacobsthal e de Jacobsthal-Lucas,
V(3,2):

r+1):

numeros da forma 2" — 1 e da forma 2" + 1,

Uz, z + ), (x, repunits’ base x e ntmeros da forma z" + 1.

Observacao. Numeros da forma 2" — 1 sao conhecidos como os niimeros
de Mersenne e os ntiimeros da forma 2" +1 contém os nameros de Fermat.

'Um repunit, do inglés REPeated UNIT, unidade repetida, sdo os niimeros que tém
apenas o algarismo 1 quando escritos na base x, sao os nameros da forma 111...11,.
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Capitulo 3

Um pouco de Algebra e as
formulas de Binet

“Se as pessoas nao acreditam que a matemdtica é simples,
€ 50 porque nao percebem o quao complicada € a vida.”
John von Newmann

Neste capitulo, sera explorada um pouco da algebra relacionada aos
nimeros de Fibonacci e de Lucas, e como estes estao intrinsecamente
relacionados a uma equagao do segundo grau. Na proxima secao, um es-
tudo dessa equacao e algumas das principais propriedades de suas raizes.

3.1 Uma importante equacao quadratica

Na demonstragao do resultado conhecido como “a observagao de Kepler”,
Teorema 1.15, pagina 16, a seguinte equacao dos segundo grau foi obtida

2 —xr—1=0. (3.1)
As raizes dessa equacao, que serao denotadas por « e (3, sao dadas por

1445 1—+5

= 3.2

o= = (32)
Utilizando as formulas para soma e produto das raizes de (3.1) vé-se que
a+pf=1, (3.3)

af = —1. (3.4)

As relagoes acima serao de extremamente tteis ao longo deste capitulo.
Muitas outras relagoes sobre « e [ existem e sao de interesse, entre elas

a—f =15, (3.5)

o+ é =5, (3.6)
B+ % = V5. (3.7)



E interessante notar que (3.1) implica que z = 1 + % exr=+/1+z, logo

1+ 11 :1+2*/5:\/1+\/1+\/T (3.8)

1+
1+ -
Também vale a pena notar que, como « e ( sao raizes de (3.1), vale que
o =a+1, (3.9)
B =p+1. (3.10)

Uma consequéncia importante dessas equagoes é que ao multiplica-las
respectivamente por o' e 7! | onde n ¢ inteiro, obtém-se as relacoes

"t =a" " (3.11)
Bn—l—l — Bn _’_Bn—l. <312)

E relevante notar que as relagoes (3.11) e (3.12) mostram que as poténcias
dos ntimeros « e 8 respeitam a mesma relacao de recorréncia dos niimeros
de Fibonacci e de Lucas, e por isso, como sera visto a seguir, formam
duas progressoes geométricas intimamente relacionadas a esses nimeros.

3.2 Poténcias de a e B e os niimeros
de Fibonacci e Lucas

. . F

No segao 1.4.4, na p.15, foi demonstrado que == — a quando n — oo,
n

em outras palavras, para n grande, os niimeros de Fibonacci se compor-

tam como se fizessem parte de uma progressao geométrica de razao a.

Além disso, foi visto h& pouco como os termos da progressao geométrica

5 . —4 -3 -2

- ~1 2 3 4
ool o a o, a Lot ol o

5
L,

respeitam a mesma relacao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci.
Tais fatos juntos indicam que talvez deva existir alguma relacao direta
entre a sequéncia das poténcias poténcias de « e os niimeros de Fibonacci.
De fato, note que usando (3.11) com n = 1 e n = 2, pode-se escrever que

=o'+’ =1la+1,

ad=a+a' =20+ 1.
Entao, somando membro a membro essas equacgoes e repetindo indefini-
damente o processo de somar as duas ultimas equacoes obtidas, obtém-se

t=a+ao®=3a+2,

b=t +0o®=b5a+3,
6 =0+ a'=8a+5,
"=a+o®=13a+38,

e L o L
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1 +1 n

Similarmente, por (3.11) é vélido também que o' = o™ — ", sub-
traindo as equagoes dadas por (3.11) para a® e o? e repetindo indefini-
damente o processo de subtrair as duas iltimas equacoes obtidas, tem-se

D' =a 4al= 1la+0,

—4

o

a =al+a?= 0a+1,

al=a?+a?= la-—-1,
-2 _ -3 -4 _

[0 = + « ——1Q{+2,

al=at+a = 2a-3,

«

=a4+a%=-3a+5,

Por fim, notando que nas sequéncias de igualdades feitas anteriormente
nada se altera se trocarmos « por (3 e percebendo o padrao no lado direito
dessas igualdades, pode-se conjecturar que, para todo n inteiro, vale que

a"=aF,+ F,_1, (3.13)

No que se segue as ideias apresentadas nessa se¢ao serao formalizadas.
No teorema a seguir as equagoes (3.13) e (3.14) serdo provadas simulta-
neamente utilizando o fato de que a e 3 sao as raizes de 22 —x — 1 = 0.

Teorema 3.1. Se x € R € tal que
=z +1,
entao, para todo n inteiro, vale que
" =aF,+ F,_. (3.15)

Demonstracao. A prova sera feita por inducao matemaética inteira em n.
Como Fy =0e F_y =1, para n = 0 a identidade (3.15) é verdadeira.
Suponha que (3.15) seja valida para n, isto é,

" =axF, + F,_1.
Multiplicando por z e simplificando com a ajuda de 2? = x + 1, obtém-se
" = 2*F, 4+ oF, | = aF, + 2F, 1 + F, = 2F, ., + F,.

+1e 2™, conclui-se que

Subtraindo as equagoes anteriores, dadas para z"
" =" " = (F —F,) + F,— Fyy=xF,_ + F,_,.

Ou seja, se a identidade (3.15) for valida para n, ela sera valida também
paran+1en—1. Segue que a identidade (3.15) vale paratodon € Z. R
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As formulas (3.13) e (3.14) s@o essenciais e serao utilizadas em con-
junto com outras deste capitulo pare se obter muitas relagoes importantes
envolvendo os numeros de Fibonacci e de Lucas, e as constantes « e 3.

Somando a formula (3.13) e (3.14) respectivamente paran—1 e n+1,
usando nos resultados L, = F,,_1 + F, 11 em conjunto com a fatoracao
g™ 4 2"t = 2™ (x + 1), assim como as relagoes (3.6) e (3.7), obtém-se

V5a™ = aL, + L1, (3.16)

—V58" = BLy + Lyy_1. (3.17)

Multiplicando as formulas (3.13) e (3.14) para n + 1, respectivamente
por « e por 3, utilizando o fato de que a8 = —1 e rearranjando, obtém-se
Foi1 = aF, + 6", (3.18)

Foi1 = pF,+a". (3.19)

Repetindo o que foi feito acima com as formulas (3.16) e (3.17), tem-se

L1 = aL, — V54", (3.20)
Lypi1 = BL, + V50" (3.21)
Substituindo « e f em (3.13) e (3.14), no segundo membro, por seus

valores numéricos, colocando a expressao resultante sob o mesmo deno-
minador e simplificando, através da férmula L, = F,, + 2F,,_1, obtém-se

L F,

o = %\/5", (3.22)
L, —V/5F,

pn = —f | (3.23)

Essa surpreendente conexao entre as poténcias de o e § e os nime-
ros de Fibonacci e de Lucas tem muitas implicagoes e pode ser usada
como ponto de partida para se provar um grande niimero de resultados
interessantes, tanto a respeito de F;, e L, quanto a respeito de o™ e ™.
Por exemplo, ao se multiplicar as duas equagoes acima, obtém-se, sem
muito esforgo, uma prova alternativa da identidade (2.23), da pagina 29.
Por outro lado ao analisar a mesmas féormulas com respeito a racionali-
dade, fica claro que quaisquer poténcias inteiras de a e 3, com n # 0,
sao numeros irracionais. Outra consequéncia direta dessas equagoes é
o par de identidades, escritas abaixo de modo abreviado, que possuem
uma intrigante similaridade com as formulas de De Moivre para calculo
de poténcias de ntumeros complexos, isto é, para todo m, n inteiro valem

(Ln + ¢5F>m _ Lun £ V5B

5 5 (3.24)

Na proxima secao, (3.22) e (3.23) serao utilizadas para estabelecer duas
das mais importantes férmulas sobre os numeros de Fibonacci e de Lucas.
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3.3 As férmulas de Binet para F,, e L,

Na secao 1.4.5, foi provada a chamada féormula de Binet para F,, n > 0.
Nessa secao esse resultado sera estendido para todo n inteiro e seré de-
duzida uma férmula anéloga para L,,. As féormulas de Binet para F}, e L,,
estao entre os resultados mais notaveis e verséateis sobre os niimeros de
Fibonacci e de Lucas, como seré mostrado até o final deste capitulo, pois
fornecem uma maneira algébrica simples e direta de se verificar e genera-
lizar a maioria das identidades envolvendo tais ntimeros, e sao, por isso,
uma ferramenta indispenséavel no estudo de suas principais propriedades.

Teorema 3.2. Seja o = %5 e = %5 Entao, para todo n inteiro,

F, = —7 (3.25)
L, =a"+ 8" (3.26)

Para demonstrar (3.25) e (3.25), basta subtrair e somar (3.22) e (3.23).

As formulas acima, do ponto de vista elementar, possuem uma carac-
teristica desconcertante e misteriosa, uma vez que elas expressam niime-
ros racionais através de operagoes com poténcias de niimeros irracionais.
Na tentativa de desvendar esse mistério as expressoes (3.25) e (3.26) serao
agora reescritas com o auxilio do teorema binomial, mais especificamente,

(1o = (g)xu (g)x1+ (2)++ (nﬁl)xn—w ()

n

No que se segue, n € N e (k) = 0 se k > n. Reescrevendo (3.25) tem-se

an_ﬁn

S = gl VY - (1= VA

() () (o)
() () G)e)]

:Qn—i/g[(2(T>Vg+2(g>ﬁ3+2<g)\/55+---).

Por fim, simplificando numerador e o denominador, obtém-se entao que

FRZQ%:(T)+(;‘)5+(Z>5Q+(Z)53+---:. (3.27)

Analogamente, reescrevendo (3.26) por meio do teorema binomial tem-se

Ln:%:(g>+<g)5+<2)52+(2)53+~~:. (3.28)

As identidades acima mostram claramente o carater racional das formulas
de Binet para F, e L, e, indiretamente, fornecem duas interessantes
relagoes de divisibilidade entre poténcias de dois e coeficientes binomiais.

F, =
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As formulas (3.27) e (3.28), além de interessantes, fornecem infor-
magoes sobre a divisibilidade dos niimeros de Fibonacci e de Lucas por
numeros primos. A seguir, sera provada, usando apenas teoremas ele-
mentares sobre congruéncias, o que Lucas chamou de a “lei da aparigao”.

Teorema 3.3. Todo nimero primo p divide algum niumero de Fibonacci.
Em particular,

F,.1=0 modp sep=>5k=+l,

3.29
F,;1=0 modp sep=>5k+2. ( )

Demonstragao. Esta demonstracao segue o argumento utilizado em [30].
Como F3 =2 e F5 = 5, pode-se supor p # 2 e p # 5. Da formula (3.27),

() (e (e (e

e el ) Lin_
onde o tltimo termo é 521 se n for impar e n - 52"~ se n for par.
Da teoria elementar das congruéncias modulo p, valem as proposi¢oes

i) 27'=1 mod p,

ii) (2)50 modp se 1<k<p—1,

1(pe
iii) 52P7Y =41 mod p,
onde i) é um caso do pequeno teorema de Fermat, iii) é uma consequéncia

desse mesmo teorema e ii) é véalida pois o p no numerador nao se cancela.
Dessa forma, utilizando 1), ii) e iii) em (3.27), tem-se o interessante fato

F,=41 mod p. (3.30)

Entao, como p ¢ impar, por Cassini, F,_1F,1 — F; = (=1)?, obtém-se
F, 1F,;1 =0 mod p. (3.31)
Como mdc(F),_1, Fp11) = 1, p divide apenas um dentre esses nimeros.

Para determinar qual deles, basta fazer n = p+ 1 em (3.27) e notar que

(p;:l) =0 mod p para 3 < k < p — 1, pelo mesmo motivo de ii). Assim,

XF =1+ 5271 mod p.

Ou seja, a identidade acima implica que F,1; = 0 mod p sempre que
5:-D = —1 mod p, e portanto F,_; =0 mod p se 557D =1 mod p.
Por fim, esses dois casos sao equivalentes, pela lei da reciprocidade qua-
drética, ao primo p ser respectivamente das formas 5k +2ebk+1. W

O fato de p dividir F},_; ou £, nao significa que estes sejam os me-
nores nimeros de Fibonacci para os quais isso vale, uma vez que 13| F7.
E interessante notar que (3.28), em conjunto com i) e ii), fornece que

L,=1 mod p. (3.32)
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3.4 A demonstracao de De Moivre

Abraham De Moivre (1667-1754) foi um talen-
toso matematico francés conhecido nos dias de
hoje principalmente pela formula que calcula po-
téncias de nimeros complexos e por seus tra-
balhos a respeito da distribuicao normal e da
Teoria das Probabilidades. De Moivre viveu a
maior parte de sua vida na Inglaterra, onde teve
a chance de ler, no ano de sua publicacao, 1687,
o livro Principia Mathematica, livro sobre o qual
se tornou um especialista. A historia conta que
anos depois tornou-se amigo pessoal de Isaac
Newton (1642-1726) e que este, ja no final de sua vida, quando pergun-
tado sobre problemas de matemaética, indicava a Abraham De Moivre.
Como visto na Sec¢ao 1.4.5, a férmula de Binet foi obtida por diversos
matematicos do século XVIII. A demonstragao dada por De Moivre, além
de ser creditada como a primeira, é particularmente interessante pois usa
o chamado método das fungoes geradoras ou método das séries formais.
Tal método consiste em supor que os termos de uma sequéncia sdo os
coeficientes de uma série de poténcias, que é entao manipulada de modo a
se inferir o seu termo geral, sem que haja preocupacoes com convergéncia.
Suponha que,

G(z) =Fy+ Fua' + Fa® + - =Y Foa". (3.33)
n=0
Entao,
G(ZL‘) =Fy + lel+FQ$2+F3{L'3+F41’4+F51'5+...
JIG(JI): F(]xl+F1$2+F2(L’2+F3I3—|—F4x4+...
2*G(x) = + Fyr® + Pt + Fyr® 4 Faa® + -+

Subtraindo e utilizando que Fy =0, Fy = 1e F,,.; = F,, + F,,_, obtém-se
G(z)

’ (3.34)

1—x—2a2

Usando o fato que 1 —z —2? = (1 —ax)(1— ) e fragoes parciais, tem-se

1 1 1
l—2z—22 s\l—ar 1-pz]

1

Entao, como = > 02", substituindo na expressao acima, obtém-se

1-z
) =Tt = g = D= e
n=0 n=0 n=0

Conclui-se entao, comparando o coeficiente de x™ nessas igualdades, que
o — 671

V5
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3.5 Verificando identidades e provando
conjecturas com as féormulas de Binet

As formulas (3.25) e (3.26) proporcionam uma maneira bastante simples
de se verificar quaisquer identidades envolvendo os nimeros F;, e L,,. Por
exemplo, para checar as féormulas para indices negativos dos niimeros de
Fibonacci e de Lucas vistas anteriormente, basta usar as formulas de
Binet para F,, e L, com n:= —n, e os fatos (—1)™" = (=1)" e aff = —1,

e R

V5 Vilar ] /B anpn
Analogamente,
1 ﬂ?’l + O/L
a + 6 am ﬁn anﬁn ( )

Similarmente, pode-se provar conjecturas com as formulas (3.25) e (3.26).
Por exemplo, as primeiras linhas da demonstracao do Teorema 1.3 do
primeiro capitulo, fornecem indicios de que é sempre possivel escrever o
nimero [, em termos de outros dois niimeros de Fibonacci consecutivos,

F,=F, 1 F, p+ F.F 1. (3.35)
Para mostrar a igualdade basta que se calcule o segundo utilizando (3.25):
aFml g1\ [ qnek _ gk ok — BE\ [anhHl gkt

Note que o denominador desta soma vale 5. Calculando seu numerador,

an—l _ O[k_lﬁn_k _ an—kﬁk—l _’_/Bn—l +an+1 _akﬁn—k-l—l _an—k+16k +6n+1.
Como aff = —1, os termos mistos na expressao acima se cancelam, pois

_Odkflﬁnfk — (aﬂ)oékflﬂnfk — akﬁnkarl’

—Oén_kﬁk—l — (aﬁ)a"‘kﬂk_l — Oén_k+1ﬁk.

Entao, usando a féormula de Binet para L,, e L,_1 + L,+1 = 5F,, (2.20),
vé-se que a igualdade proposta fica verificada para todo n, k € Z, ja que

%(an—l _|_Bn—1 4 an+1 +ﬁn+1) — é(Ln—l 4 Ln+1) — Fn

Embora a formula (3.35) parega ser uma nova identidade, ela é na verdade
uma velha conhecida reescrita, uma vez que, se for feito n := n+k, tem-se

Fn+]€ - Fk_an + Fan+17 (336)

sendo esta a formula (1.4), a primeira identidade a respeito dos nimeros
de Fibonacci vista no Capitulo 1, agora provada para todo n e k inteiros.
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3.6 Identidades algébricas
e as formulas de Binet

As férmulas de Binet para F), e L,, também podem ser usadas para inferir
propriedades e produzir identidades a respeito dos niimeros de Fibonacci
e de Lucas. Considere por exemplo as conhecidas identidades algébricas

a" =" = (a—b)(@" +ad"P A+ abt T B,
a2k o b2k — (a2 . b2)<a2k72 + a2k74b2 N a2b2k74 4 b2k72),
a2k+1 + b2k+1 — (a + b)(a2k o a2k—1b 4= abZk—l + ka)j

validas para k natural e a,b € R. Fazendo a = o™ e b = " obtém-se que

Ofbk_ﬁnk = (an_ﬁn)P(aaﬁ)7
aan o ﬁ2nk — <a2ﬂ o 52n>Q(05,B>7 (337>
a(2k+1)n + 5(2k+1)n — (Oén + ﬁ")R(a,B),
onde P(a, ), Q(a, ) e R(a, B) sdo polindmios simétricos com coefici-
entes inteiros em « e . Sabe-se da élgebra [20] que qualquer polinémio
simétrico com coeficientes inteiros, P(z,y), pode ser reescrito na forma
P(a,y) = P'(x +y,xy)
onde P'(-,+) ¢ um polinémio com coeficientes inteiros. Portanto, como
a+pf=1eaf =—1, vé-se que P(a, ), Q(c, B) e R(«, 5) s@o inteiros.
Assim, das formulas (3.37), dividindo as duas primeiras por V/5, obtém-se
m = kn = F,| Fn,
m=2kn = L,|F,, (3.38)
m= (2k+1)n = L, | Ly,. (3.39)

E possivel provar que as reciprocas das implicagoes anteriores sao validas
sob algumas restri¢oes em k. Tais provas podem ser encontradas em [11].

As féormulas para soma e a diferenca de poténcias do inicio desta se¢ao
e também as formulas advindas do bindémio de Newton podem ser usadas
para se produzir identidades sobre os ntimeros de Fibonacci e de Lucas.
Por exemplo, de

(z +y)* = 2® + 2zy + ¢,
(z —y)?
-y =(z—y)(z+y),

=’ = 2ay + 97,

com a substituicdes = a” e y = £, dividindo por v/5 quando necessario
e recordando que o"f" = (—1)", obtém-se que para todo n € Z vale que

L2 = Ly, +2(-1)", (3.40)
5F2 = Lo, — 2(—1)", (3.41)
an - FnLn
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Dessas, as formulas (3.40) e (3.41) podem ser combinadas através da
soma e da subtragao para produzir duas outras identidades, sendo que a
primeira nao tinha sido vista anteriormente e a segunda ¢ a identidade
(2.23) demonstrada na pagina 29, agora deduzida de maneira alternativa.

L2 +5F2 = 2Ly, (3.42)
L2 —5F2 = 4(-1)".

Ainda continuando com os exemplos, considere as seguintes identidades:

(x+y>3=x3+3xy<x+y)+y,
(x—y)3=x3—3xy< y) —y°,
2+ = (x+y)( —xy+y2),

2 —y? = (x—y)(2® +zy + ).

Entao, procedendo como feito anteriormente, obtém-se as férmulas abaixo

L} = La, +3(—1)"L,, (3.43)
5F3 = an-3( H"F,, (3.44)
Lyn = Ly(Lan — (1)), (3.45)
Fs, _F(Lgn (—=1D)™). (3.46)

Uma outra maneira de se obter identidades sobre os nimeros de Fi-
bonacci e de Lucas é combinando as suas férmulas de recorréncia com
certas identidades algébricas, como fez o matematico italiano Giacomo
Candido (1871-1941) em 1905 [10]. Observe que, para z,y € R, vale que

(22 +y? + (2 + 9" =2[a* + ' + (= +v)],

formula que pode ser provada algebricamente ou geometricamente [55].
Fazendo x = F,, e y = F,, 41 obtém-se a chamada identidade de Candido,

(F24 F2, + F2L)° =2(Ff + Foy + ). (3.47)

E facil ver que a identidade (3.47) é valida para qualquer sequéncia
generalizada de Fibonacci, e em particular vale para os niimeros de Lucas.

3.7 Revisitando as somas
de Fibonacci e de Lucas

Nas segoes 1.4.2 e 2.3, foram vistas algumas somas com os nimeros de
Fibonacci e de Lucas. Nesta secao, sera mostrado como é possivel, com

a ajuda das formulas de Binet, provar e generalizar essas e outras somas.
O resultado a seguir apareceu primeiro em [49], e posteriormente em [60].
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Teorema 3.4. Para todo a,b € Z, a#0 en > 0:

En (_1)aFCm+b + (_1)bFa—b - Fan+a+b + Fb
Fa = . 3.48
k+b (_1)(1 —_ La n 1 ( )

- (_1)aLan+b - (_1)bLafb - Lan+a+b + Lb
Lo+ = . 3.49
Z k+b (_1)a _ La + 1 ( )

Demonstragao. Sera usada a formula da soma da progressao geométrica,

n

qn+l_1
S =ltgtrd =1 g#1L
k=0 ¢—1

Usando a féormula de Binet, fatorando e calculando a soma da P.G. tem-se

n ak—l—b ﬁak—l—b

ZFak—Fb Z )
Oé b 2
=7 Z(aa)k 7 > (BY

_a_baan—l—a_l_ﬂ_bﬁan—&-a_l
V5 o ae—1 5 pBa—1"
B ab<aan+a _ 1)<ﬂa o 1) _ Bb(aa _ 1)<5an+a _ 1)

B V5(a® —1)(8* — 1)

Expandindo as expressoes no numerador e denominador, agrupando os
termos com expoentes semelhantes e colocando a3 em evidéncia, tem-se

B (aﬁ)a(aaner _ Baner) + (aﬁ)b(aa—b _ 5a—b)
Va((aB)r — (a2 + B2) +1) ’
_(aan—i—a—l—b _ ﬁan—l—a—i—b) + Oéb _ 51)

Vo((aB)r = (a+ 5) + 1)

_|_

Por fim, substituindo a5 = —1 e utilizando as féormulas de Binet (3.25),
obtém-se a soma (3.48). A demonstracao da soma (3.49) é analoga. MW

Como corolario do teorema anterior, fazendo b = 0 em (3.48) e (3.49),
pode-se obter formulas mais simples de serem manuseadas e verificadas:

1)*tE,, — F,
Fa an+a ( an a 350
Z k= ot (Dot —1 (3-50)
)% Lap + Lo — 2
L an-l—a ( an a ) 351
Z L + ( 1)a+1 —1 ( )
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Fazendo a = 1 e a = 2 na identidade (3.50) tem-se respectivamente que

- F, F,—1
> Bk = Y = I — 1,
e 1+1—1

- F2n+2_F2n_1
ZszZ =y — 1,
— 3—1-—-1

comprovando o que havia sido obtido em (2.6) e (2.7). Para a = 3 tem-se

zn:ng _ Fypys+ Fy, — 2
£ 1+1-1

_ Fypio+ Foppy + Fy, — 2 _ Fypi0—1
4 2 ’

(3.52)

uma expressao um pouco mais trabalhosa de ser obtida que as anteriores.

As formulas (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) também podem ser usa-
das com a ou b negativos. Em particular fazendo a = —1 em (3.50) e
recordando que, por (1.23) da pagina 19, F_, ;1 = (—1)"F,_1, obtém-se

“ Fopi+F,—1
S Fy =t — (—1)"'E, 1. (3.53)
£ 1111

Usando muito do que foi feito neste capitulo, é possivel obter uma férmula
fechada para a soma dos cubos dos primeiros ntimeros de Fibonacci.
Combinando (1.23) e (3.44), tem-se

5F7 = Fyy, + 3F 4, (3.54)

entdo, por (3.52) e (3.53), tem-se que

a Fapyo +6(—1)""E, 1 +5
Y B = o2 + 6 1()) Lo (3.55)

k=0

Também é possivel obter somas utilizando o Teorema Binomial em
conjunto com as féormulas de Binet. Recorde que, se x € R e n € N, vale

(1+z)" = i (Z) zF.

k=0

Fazendo respectivamente as substitui¢oes * = o« e * = e recordando
que as poténcias de « e [ respeitam a relagao de recorréncia de Fibonacci,
isto &, sao validas as igualdades 1 +a = a? e 1 4+ 3 = 5%, obtém-se que

n

a2 = En: (Z) of, =Y (Z) Bk, (3.56)

k=0 k=0
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Portanto, através respectivamente da subtracao e da divisao por v/5 das
expressoes em (3.56), e da soma dessas mesmas expressoes, obtém-se que

Fop = i (Z) Fy, Loy = i (Z) L. (3.57)

k=0 k=0

Note que, multiplicando as igualdades em (3.56) respectivamente por o’
e %, j € Z fixado, era possivel ter obtido expressoes para Fo,ij € Lo,y ;.
Procedendo de maneira analoga ao que foi feito em (3.56) e (3.57), mas
usando as igualdades a '+ 1=aea ' +1=ae ' +1= 3 obtém-se

F, = kzi% (Z) Fo L= kzi% (Z) Ly (3.58)

Finalizando esta se¢ao, o Teorema Binomial também pode ser usado de
maneira indireta para se obter somas de Fibonacci (e de Lucas) quando
usado em conjunto com as identidades (3.22) e (3.23). Recordando que

a” :aFn—i_anla
e utilizando a igualdade 20? = 1 +a +a? = 1+ a3, pode-se escrever que
" /n
1 O[S no__ O{Bk

k=0
n

n
(k:) (aFsp + F-1),

Entao, como
(1 + a?))n — 2”042” — 2n(OéF2n + FZn—l)a

comparando coeficientes, uma vez que se a,b,c,d € Q a igualdade ac +
b = ca + d é valida, se e somente se, a = ¢ e b = d, pode-se concluir que

3 (Z) Fiy = 2" .. (3.59)
k=0
Um argumento um pouco mais elaborado que o anterior demonstra que
"\ /n 53 F,, se n € par,
> () Fu = e P (3.60)
—~\k 572 L,, sen éimpar .

As provas das somas (3.59) e (3.60) além de outras semelhantes, usando
diferentes identidades sobre os ntimeros F), e L,,, podem ser vistas em [28].
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3.8 Revisitando a observagao de Kepler

No primeiro capitulo, tratamos de um limite muito especial que conec-
tando a sequéncia de Fibonacci a proporgao divina. Nessa secao sera
visto como tal conexao nao é uma exclusividade dessa sequéncia mas sim
é compartilhada por muitas outras, entre elas a sequéncia de Lucas. An-
tes de prosseguir, é preciso provar alguns resultados intermediarios,ambos
consequéncia direta das formulas de Binet (3.25) e (3.26). Observe que,

an-i—k _ 6n+k — Oék((ln _ ﬁn) +6n(04k . Bk)’
an+k _|_6n+k — Oék(Oén +ﬂn> _ ﬁn(()ék . 5]@)

Consequentemente, para quaisquer n, k inteiros sao validas as identidades

Foip=o"F, + B"F, (3.61)
Lk = o*L, — /55" Fy. (3.62)

Com essa preparagao fora do caminho pode-se provar o proximo teorema.
Teorema 3.5 (Limites de Fibonacci e de Lucas). Se k € Z,

Foik k

i) nhﬁrglo o a”. (3.63)

.. . Ln—l—k Kk

ii)  lim =a". (3.64)
n—oo L,

. Ly

i) lim — = /5. (3.65)
n—oo [,

Demonstragao. Dividindo ambos os membros de (3.61) por F,, obtém-se

Fn+k k 671
Dotk _ Eay
R

Analogamente, dividindo ambos os membros de (3.62) por L,, tem-se que

L, n
L:k =at - \/%LF’“'

Recordando (3.23), a saber,

g" 5

multiplicando ambos os membros por dois e dividindo-os por F}, obtém-se
L n
L =V5+2—.
F, V5 F,

Concluindo, note que como || < 1 vale que |3]* — 0 quandon — co. W
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Fnia Lnta Ln

n F, L. Fn
1 T =1,00000000 3 = 3,00000000 T =1,00000000
2 2 = 2,00000000 3~ 1,33333333 3 = 3,00000000
3 2 = 1,50000000 T =1,75000000 3 =2,00000000
4 2 ~ 1,66666667 U~ 1,57142857 T ~2,33333333
5 & = 1,60000000 18~ 1,63636364 = 2,20000000
6 2 =162500000 2 ~161111111 & = 225000000
7 2~ 1,61538462 1T ~ 1,62068966 2 ~ 2,23076923
8 3 ~1,61904762 ™ ~1,61702128 17 ~ 2,23809524
9 2 ~1,61764706 22 ~1,61842105 150 ~ 2,23529412
10 8 ~ 161818182 132 ~ 1,61788618 12 ~ 223636364
11 M ~161797753 322 x~1,61809045 2 ~ 223595506
12 23 5161805556 22 ~ 1,61801242 322 ~ 223611111
13 30~ 161802575 2 ~1,61804223 52 ~ 223605150
14 80 ~161803714 854 ~ 161803084 32 ~ 223607427
15 37~ 161803279 207 ~ 1,61803519 3% ~ 223606557
16 1897 ~1,61803445 11 ~ 161803353 227 ~ 223606890
17 28 ~ 161803381 218 ~ 1,61803416 3311 ~ 2,23606763
18 481 ~ 161803406 22 ~ 161803392 2T ~ 223606811
19 785 ~ 161803396 2127 ~ 1,61803401 84 ~ 223606793
20 L0996 ~ 161803400 2476 ~ 161803398 12127 ~ 223606800

a ~ 1,618033988749895, V5 = 2,23606797749979.

Tabela 3.1: Primeiros valores dos limites do Teorema 3.5, para k£ = 1.
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Como pode-se verificar na Tabela 3.1, a prova oferecida para Teo-
rema 3.5 faz mais do que simplesmente estabelecer convergéncia, pois
Ln+k

) . F,
mostra também que, para n natural, as quantidades ;—:’“, e % 0s-

n n
cilam para mais ou para menos dos seus respectivos limites, dependendo
de se o valor de 8" é positivo ou negativo. Dessa forma, dos dois primeiros

limites, é possivel inferir que, para k,n naturais, valem as desigualdades

F F F F F F
il NN N o il S k+2,
Fy Fy Fs Fy E, F,
L L L L L L
e N e o Nt At
Ly Ly Lg Ls Ls Ly
Mais do que isso, utilizando a desigualdade da fracao mediante, isto é,
se a,b,c,d € Ne § < §entdo § <9< 9, e L, =F,1+F,, vale que
F L F F L F
R L BN S i R s
F Fy F; Fy Ls Fy
Do terceiro limite pode-se inferir que,
Ly Ls Ls L¢ L, Lo
L D R V4 IR R e g g
Fy F3  Fj V5 F, F, F

A tabela também da uma ideia de quao rapido os limites (3.63), (3.64)
e (3.65) convergem. Por exemplo, para n = 13 as quantidades envolvidas
nos trés limites ja tem quatro casas decimais corretas depois da virgula.

Para finalizar esta secao, é importante enfatizar que o fato dos limi-
tes (3.63) e (3.64) serem iguais nao é uma coincidéncia, mas sim uma
consequéncia direta da relagao de recorréncia. Mais precisamente, co-
mecgando com quaisquer valores reais diferentes e criando uma sequéncia
analoga a de Fibonacci, pode-se demonstrar que que os limites analogos
aos desta secao sdo iguais a . Isto porque esta nova sequéncia hipoté-
tica tera uma férmula de Binet da forma g, = aa™ 4+ b3"™ com a,b € R.
Assim, a menos do caso em que a = 0, por ‘§}< 1, pode-se concluir que

—

D (R 1 0 NP
T T O

3.9 Numeros de Fibonacci e de Lucas,
nimeros complexos e trigonometria

Nesta secao serao exploradas algumas conexoes interessantes existentes

entre os numeros de Fibonacci e de Lucas e as fungoes seno e cosseno.
Para motivar os proximos desenvolvimentos, considere a tabela abaixo:

Formula trigonométrica Relacao com F), e L,

sen 2a = 2senacosa b, =F,L,

cos2a = cos’a —sen’*a Lo, = 3(L2 + 5F2).
=2cos’a—1 =L[%—-2(-1)"
=1-2sen’a =2(—1)" 4+ 5F?
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Diversos matematicos viram nessas féormulas analogia entre sena e F,
e entre cosa e L,, isto é, a menos dos coeficientes, as formulas possuem os
mesmos ingredientes. Listas mais extensas de identidades trigonométri-
cas e suas analogas de Fibonacci e de Lucas podem ser vistas em [46,53].
Por exemplo, observe a analogia entre as formulas para soma de arcos

sen(a + b) = senacosb + senbcosa,

cos(a + b) = cosacosb — senbsena,

e as identidades!

1

Fonin = 5(FaLn + FuLn), (3.66)
1

Lunin = 5(LnLin + 5FnFy). (3.67)

O proximo objetivo é formalizar essas ideias. Para isso, seré utilizado
o método encontrado em [53], no qual nimeros complexos sao utilizados.

Sera feita aqui a observagao de que as fungoes elementares podem
ser estendidas para os nimeros complexos, e sao estudadas em cursos de
funcoes de variavel complexa ou em qualquer livro texto sobre o tema.
Uma das identidades mais famosa nesse contexto é a férmula de Euler,

€*' = cosz +isenz,

que estende a funcao exponencial para todo z € C. Respectivamente
somando e subtraindo as formulas para e** e e~**, tem-se as identidades

ezi + e—zi
cos z = —s = cosh z1,
e —e *  genhzi
sen z = y = —,
21 7

evidenciando a interconexao entre as func¢oes trigonométricas a expo-
nencial complexa e as func¢oes hiperboélicas. Também, assim como, para
qualquer par de ntimeros reais u e v tais que u? +v? = 1, existe 6 € R tal
que cosf = u, sen ) = v, 0 mesmo vale para quaisquer pares de nimeros
complexos u e v sob as mesma condigoes, dessa maneira existe um 6 € C.

Considere a identidade fundamental para seno e cosseno e sua analoga

cos’ x +sen’z = 1,
L2 —5F2 = 4(-1)".

Embora essas formulas sejam analogas no sentido exposto aqui, elas sao
bastante dissimilares. Note que reescrevendo a segunda expressao, tem-se

(La)® + (iVBE,)? = (20")?,

2 . 2
Lo\ —Z\/E.F" = 1.
21" 2

L As formulas (3.66) e (3.67) podem ser obtidas como aplicagio do Teorema 2.2,
fixando m e considerando x,, = F,,1, € ©,, = Ly, 1n, € respectivamente, y, = Ly,
zn, = F), e verificando (3.66) e (3.67) para n = 0 e n = 1, utilizando (2.14) e (2.20).
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Chamando as quantidades ao quadrado de v,, e u,, pode-se escrever que

iv/5F, L,

. e U, = —.
2™ "9

Up =

Observe que u? + v2 = 1 e também que ug = 0 e vy = 1, a partir de tais
fatos pode-se conjecturar que u,, = sennl e v, = cosnl para algum [ € C.
Supondo tal conjectura verdadeira, dos valores de u; e v; obtém-se que

V5 1
senl = - e cosl = % (3.68)

Com essa preparacao é possivel provar o principal teorema desta sec¢ao.

1

Teorema 3.6. Sel € C, senl = ‘/75 e cosl = 5 entdo paran € Z vale,

20"
i) F, = —=sennl. 3.69
) B= (3:69)
it) L, = 21" cosnl. (3.70)
Demonstragao. Pela similaridade serd provado por indugao apenas ii).

Usando as formulas para arco duplo, vé-se que sen 2] = ‘2/—§ ecos2l =—3

5.
Como Ly =2 e Ly =1, a formula (3.70) ¢ valida paran =0 e n = 1.
Suponha (3.70) valida para n + 1 e n, isto ¢é,

L1 = 20" cos(n + 1),

L, = 2i" cosnl.
Somando essas equagoes e utilizando a formula para cos(a + b), obtém-se
Ln+2 - Ln+1 + Ln,

5
=2" (§ cosnl + \/—— sen nl) + 2" cosnl,

2 21
3 5
= 2" —Z cosnl — £ sennl |,
2 21
= 2" 2 cos(n + 2)I.

Subtraindo as mesma equacgoes e procedendo como acima obtém-se que

1 5
Ly 1 =2i""1 (2— cosnl + \/7_ sen nl) = 271 cos(n — 1)L.
1

Dessa maneira, segue que a formula (3.70) é valida para todon € Z. R

Estabelecido o Teorema 3.6, é possivel entao, utilizando as relagoes

VO F, L, VO F,
Sennlzz\;_,n , cosnl:ﬁ e tgnlzz\/L_n , (3.71)

transformar identidades trigonométricas envolvendo senos, cossenos e
tangentes em identidades envolvendo os ntimeros de Fibonacci e de Lucas.
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Um primeiro exemplo do uso dessa técnica é a deducao da férmula
(2.17), vista na pagina 27, a partir da identidade para seno do arco duplo.

Ezxemplo 3.7.

sen2a = 2senacosa — - = —— — Iy, =F L..
2420 2in 24n 2n nen

Uma aplicagao mais elaborada tirada de [46], é a obtencao da soma de
uma série envolvendo ntimeros de Lucas através de uma série telescopica.

Ezemplo 3.8. Como tgl = usando a férmula para sen(a — b) tem-se

cos@’

cos kf cos(k + 1)6(tg(k + 1)0 — tg ko)
= sen(k + 1) cos k6 — sen k6 cos(k + 1)0 = sen 0,

ou seja,
sen 6

cos kf cos(k + 1)0

e portanto vale a seguinte série telescopica,

=tg(k+1)0 — tg ko,

z": 1 _ (tgf —tg0) 4 - + (tg(n + 1)0 — tgnb)
“— cos kf) cos(k+1)6 sen 6
_tg(n+1)0
senf

Consequentemente, fazendo 6 = [ e usando as relagoes (3.71), obtém-se

Z )L (3.72)
LkLk+1 2 Ly

Por fim, recordando (3.65), isto é, lim,,_, IL, = /5, verifica-se entao que

= . 3.73

; LkLk+1 2v/5 (3.73)

3.9.1 Calculando

Para calcular um valor exato do nimero imaginario [ no teorema 3.6
basta usar os fatos sen! = ‘/75 e cosl = %Z e recordar a formula de Euler

vista anteriormente, e** = cos z + i sen z, determinando dessa forma que

! = cosl +isenl,

-1
2 2

_ ! _2\/51. (3.74)
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Ou seja, tem-se que e!* = —Bi ou equivalentemente, como o3 = —1, que
) (3.75)

o que permite determinar, através do uso do logaritmo natural, um valor
complexo de [. Observe que da formula de Euler vale que e’ = 4, entéo

; s
elz:ezza 17

. .
li = =i —Ina,

2
m .
[ = 5 +ilna. (3.76)

Para concluir o uso de nimeros complexos nesta se¢ao, serao mostra-
das maneiras de se estender a definicao dos ntimeros de Fibonacci para
indices complexos e também apenas para indices reais. Uma maneira de
se definir uma funcao de Fibonacci para indices complexos seria escrever

az_ﬁz

V5

Entretanto, por causa da natureza dos niimeros complexos, a expressao
acima é pouco clara e satisfatoria. Entretanto é possivel reescrever tal
expressao utilizando que 8 = —a~ !, a = e e €™ = —1, obtendo assim

Fc(Z)

Fe(z) = %(of — (-1)a7),
1

F(c(Z) — ﬁ(ezlna o ezwie—zlna). (377>

unca nida n ultima lin n numer ibonacci
A funcao definida nessa ultima linha estende os eros de Fibonacc
para os indices complexos. No entanto, se z for real e nao inteiro a
funcao Fr(z) d4& um nimero imaginario. Uma maneira de definir, a
7
partir de (3.77), uma fungao dos reais nos reais que estenda os nimeros
de Fibonacci, é tomar a parte real de F(z), obtendo assim, para x € R,

Fr(z) = —=(a” — cos(zm)a™). (3.78)

Para concluir, é importante deixar registrado explicitamente que Fg(z) e
Fc(z) s@o realmente extensoes dos nimeros de Fibonacci, pois se n € Z
nmwi __ _ n 1 _ 2 : :
vale que e"™ = cos(nm) = (—1)" e como —— = 3, & possivel verificar que

Fe(n) = Fr(n) = (a” = B").
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3.9.2 Trigonometria elementar e a férmula de Binet

Para finalizar esta secao sera visto um resultado trigonométrico elementar
que relaciona os cossenos dos angulos de 36° e 108° as constantes « e 3.

Teorema 3.9.
14++/5

i) cos36° = T (3.79)

1-V5
Y

i) cos108° = (3.80)

Demonstragao. 1) e ii) serao provadas simultaneamente. Das identida~
des para seno e cosseno de uma soma tem-se as seguintes especializacoes:

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosa cosb,
sen 2a = 2senacosa,
sen(180° — a) = sen a,

cosa = —sen(a — 90°).
Utilizando as quatro férmulas destacadas anteriormente obtém-se que

cos 108° 4 cos 36° = 2 cos 72° cos 36°
B 4 cos 72° cos 36° sen 36°

2sen 36°
2cos72°sen 72°

2 sen 36°
sen 144° 1

2sen36° 2

cos 108° cos 36° = — sen 18° cos 36°
—4 sen 18° cos 18° cos 36°

4 cos 18°
—2sen 36° cos 36°

4 cos 18°
—sen 72° 1

dcos18° 4
Portanto, cos 36° e cos 108° sao as raizes positiva e negativa da equagao

1 1
2 —_ = — - =
T 2:15 1 0,

(22)* — (22) — 1 =0,

0 que estabelece o teorema, pois as raizes dessa equagao sao § e [

@

Por fim, utilizando o teorema anterior é possivel reescrever a formula
de Binet para F,,, como fez o matematico W. Hope-Jones em 1921 [37],

2n
F, = —(cos™ 36° — cos™ 108°). 3.81
= ) (351
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3.10 Outras formas de se calcular e testes
para nimeros de Fibonacci e de Lucas

As formulas de Binet para F), e L, expressam esses nimeros essencial-
mente através da subtracao e da soma de poténcias de a e (3, isto é,

an_ﬁn
F="7
V5

Como |5] < 1 tem-se que |5|™ se torna cada vez menor a medida que n
cresce, como pode-se ver na lista das primeiras poténcias de ||, abaixo:

Ly, =a"+ 8"

18]' ~ 0,61803398874989
1B]? ~ 0,38196601125010
18] ~ 0,23606797749978
B]* ~ 0,14589803375031
1B]° ~ 0,09016994374947

Os fatos acima mencionados serao usados para se obter aproximacoes
extremamente precisas dos numeros de Fibonacci e de Lucas. Mas, antes
de prosseguir, é preciso introduzir uma nova notacao. O simbolo |x] sera
usado para denotar o inteiro mais préoximo de z. Embora este simbolo
nao esteja definido para valores racionais que estejam exatamente no
meio do caminho entre dois inteiros, como [ 3], neste texto o simbolo |z ]
sO seré usado com x irracional, o que evitara quaisquer complicagoes.

Teorema 3.10.

an
F,=|—%]|, n=>1L1 3.82
Demonstragao. Por (3.22), % ¢ irracional e portanto ?‘/—% também é.

Para provar o teorema, note que, para n > 1,
o N K i i
VG I RV RV IRV B RV

A formula analoga a (3.82) para L, é mais interessante, pois mostra
como esses nimeros se comportam quase como se fossem poténcias de «.

n

4]

= < =< [ |
2

1
5

Teorema 3.11.
L,=|a"], n>2. (3.83)

Demonstragao. Para n > 2, a formula (3.22) mostra que o™ é irracional.
Usando a féormula de Binet para L,

n 1
Lo — o™ =la" + 5" —a"| =|8]" < |8 < 5 =

2 . . . ~ n
A Tabela 3.2 contém os primeiros valores das aproximagoes \Oé/_g e a”.
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n

n F,, % L, a”
1 1 0,72360680 1 1,61803399
2 1 1,17082039 3 2,61803399
3 2 1,89442719 4 4,23606798
4 3 3,06524758 7 6,85410197
5 5 4,95967478 11 11,09016994
6 8 8,02492236 18 17,94427191
7 13 12,98459713 29 29,03444185
8 21 21,00951949 47 46,97871376
9 34 33,99411663 76 76,01315562

10 55 55,00363612 123 122,99186938
11 89 88,99775275 199 199,00502500
12 144 144,00138888 322 321,99689438
13 233 232,99914163 521 521,00191938
14 377 377,00053050 843 842,99881376
15 610 609,99967213 1364 1364,00073314
16 987 987,00020263 2207 2206,99954690
17 1597 1596,99987477 3571 3571,00028003
18 2584 2584,00007740 5778 5777,99982693
19 4181 4180,99995216 9349 9349,00010696
20 6765 6765,00002956 15127 15126,99993389
21 10946 10945,99998173 24476 24476,00004086
22 17711 17711,00001129 39603 39602,99997475
23 28657 28656,99999302 64079 64079,00001561
24 46368 46368,00000432 103682 103681,99999036
25 75025 75024,99999734 167761 167761,00000596
26 121393  121393,00000166 271443 271442,99999632
27 196418  196417,99999900 439204 439204,00000228
28 317811  317811,00000066 710647 710646,99999859
29 514229  514228,99999966 1149851  1149851,00000087
30 832040  832040,00000032 1860498  1860497,99999946
31 1346269 1346268,99999998 3010349  3010349,00000033
32 2178309 2178309,00000030 4870847  4870846,99999980
33 3524578 3524578,00000028 7881196  7881196,00000013
34 5702887 5702887,00000058 12752043 12752042,99999993
35 9227465 9227465,00000085 20633239 20633239,00000007

Tabela 3.2: Numeros de Fibonacci e de Lucas e suas aproximagoes.
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Note que, como F3 = 2, F5 = 5 e 61|Fj5 (ver Tabela A.2, p.70),
pelo Corolario 1.9, nenhum ntimero de Fibonacci é uma poténcia de dez.

Assim, a aproximacao o5 bara o nimero Fj,, nunca estda contida num

intervalo do tipo [10F — %, 10*], e portanto possui a mesma quantidade
de digitos antes da virgula que a quantidade de digitos do ntmero F,.
Entao, através da funcdo D: R — R, D(z) = |log,, x| + 1, que conta a
quantidade de digitos antes da virgula do niimero real x > 1, tem-se que

D(F,) = [nlogya —log,o V5] +1, n>2. (3.84)
Similarmente, por L2 —5F? = 4(—1)", nenhum L,, é multiplo de 5, assim
D(L,) = [nlogya] +1, n=>2. (3.85)

As formulas (3.84) e (3.85) sao formulas exatas para quantidade de di-

: e . ~ n
gitos dos numeros F,, e L, baseadas nas aproximacgoes %= e a" e, como

NG
log,, a = 0,2089 e log,, V5 & 0,3494, mostram que a cada cinco posigoes

tais nimeros aumentam em um digito. Além disso, tais formulas mos-
tram também que o nimero L, tém uma quantidade de digitos igual ou
um digito maior que o nimero F,,, pois verifica-se que D(L,,)—D(F,,) < 1.

Usando aproximagoes também pode-se calcular o termo sucessor e o
antecessor dos nameros F), e L,, sem que se conheca o valor do indice n.

Teorema 3.12.

i) Fog= LaFn-‘, n > 2. (3.86
i) Lpy = Laan, n > 4. (3.87)
i) F,_, = L%W n> 2 (3.88)
i) Lp_i= {% . n>4 (3.89)

Demonstracao. Basta usar (3.18) e (3.20) e verificar qual valor de n faz
as expressoes em modulo menores do que meio, ja que | B|k ¢é decrescente.
Os resultados seguem pois,

1
|Fn+1_aFn|:‘5‘n<§a 77,22,
n 1
|Ln+1 - O(Ln| = \/glﬁl < 57 n 2 4—7
F, K|
O I T RS
o a 2
L, K|
‘——Ln_l _ 5ol <z, n>4 |
Q Q 2
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Um fato interessante é que ja era possivel obter férmulas para F,,1 e
L,+1 em funcdo apenas do seus termos predecessores, como feito em [41],
utilizando os resultados principais das secoes 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3, eles sao:

2F, 41 = L, + F,,
2Ln+1 =L, + 5Fn7
L2 —5F? = 4(—1)".

Nao é dificil ver que combinando essas trés férmulas pode-se escrever que

F,+\/5F2 + 4(—1)"
" 3.90
2 ? ( )

Lo+ +/5(L2 — 4(—1)")
5 .

Fn+1 -

Ln+1 = (391)

No préximo teorema sera mostrado como calcular F;,, de L,, e vice-versa.

Teorema 3.13. Sen > 3, entao:

i) F,= {%w (3.92)

i) L,=|V5F,]. (3.93)
Demonstragao. Da formula (3.23), vale que
L, 243m

NG

O resultado segue, uma vez que

2|8]" n 1
— <2 < -, n=3.
[ |
Para finalizar esta secao, serao vistos dois novos testes para ntimeros
de Fibonacci e de Lucas baseados em aproximagoes. Note que, por (3.82),

a” 1 o™ 1
— —Z<F,<—+=-, n>1 3.94
V5 2 V5o 2 (3.94)

Observe que a formula (3.82) pode ser reescrita através da fun¢ao maior
inteiro menor, denotada por [-], e da fun¢do menor inteiro maior, deno-
tada por |-|. Ou seja, sdo validas, e equivalentes a (3.82), as identidades

a” 1 o 1
Fo= 22|, B =242 3.95

%3] Nl (395)
Além disso, da formula (3.82) e da inequagao (3.94) pode-se verificar que

an—l an—l—l
< F, < ,
Vb Vb
57

n>1, (3.96)



uma vez que os nimeros de Fibonacci formam uma sequéncia crescente
e os extremos da desigualdade acima sao ntmeros que distam menos de
uma unidade respectivamente de F,,_; e F,, 1. Dessa forma, nao é dificil
ver que é simples demonstrar a inequagao (3.96) por indugdo matematica,
e de maneira similar mostrar também por indugao a seguinte inequacao,

n— n—l—%

a <F,<—, nx2. (3.97)

V5 V5

Entao, multiplicando (3.97) por V/5 e tomando o logaritmo na base a
pode-se enunciar um importante fato a respeito do indice do namero F;,,

D=

n = |log, V5F,], n>2. (3.98)
Analogamente, através de um desenvolvimento similar, pode-se obter que
n = |log, L], n=>2. (3.99)

Note que pode-se combinar as férmulas (3.82) com (3.98) e (3.83) com
(3.99) para se obter testes uteis para os numeros de Fibonacci e de Lucas,
isto é, dado x > 2 natural, calcula-se o indice n correspondente a x, por
(3.82) ou (3.83), e verifica-se se x é igual a F}, ou L,, por (3.98) ou (3.99).

Teste 3.14. Se z € N, entao:

a) x é um namero de Fibonacci se e somente se

oy llog, V521
r=|——|.
V5

b) z é um nimero de Lucas se e somente se

= Latloga aﬂ _

Por fim, serd enunciado sem demonstragdo um teste para nimeros
de Fibonacci, baseado na teoria das aproximagoes diofantinas, retirado
de [40], e que foi publicado por Mébius em 1998 [54|. A demonstragao do
teste equivalente para os ntumeros de Lucas pode ser encontrada em [23].

Teste 3.15. Se x € N, entao:

a) = éum namero de Fibonacci se e somente se o intervalo [cm — i, ox + %]
contém um inteiro.

4 . . a 1 «o 1
b) 2 é um ntumero de Lucas se e somente se o intervalo [Tgx o ETt 5]

contém um inteiro.
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Capitulo 4

Conexoes com matrizes e a
algebra linear

“Jovem, na matemdtica vocé nao entende as coisas.
Vocé apenas se acostuma a elas.”
John von Newmann

4.1 O operador linear de Fibonacci

O objetivo deste capitulo é estudar os niimeros de Fibonacci e de Lucas,
utilizando conceitos da algebra linear. Em especial, serda estabelecida
uma conexao entre esses nimeros e certas matrizes no espaco Ms(R).
Considere a transformacao linear T': R*? — R?, T'(x,y) = (y,z +y). Nao
é dificil ver a similaridade entre a lei dessa transformacao e a relacao
de recorréncia de uma sequéncia generalizada de Fibonacci. Com efeito,
aplicagoes sucessivas de T, a partir de (zg,yo) = (0, 1), estabelecem que

T (w0, 10) = (Fny Frg1). (4.1)

Calculando a matriz da transformacao linear acima, obtém-se a matriz
(91), a qual denotaremos por razdes histéricas pela letra @ (ver [26]), e
assim pode-se reescrever (4.1) como um produto entre matrizes e vetores

() 6)-(2) 42

A matriz ) é invertivel e a sua inversa dada pela matriz Q! = (_} (1))
Portanto, a partir de (4.2) e usando Q !, também pode-se escrever que

01 F,\  [(Fu
<1 1) (Fnﬂ) - (Fn+2)’ (43)
-1 1 F,\ (F.a
(o)) - (%) =
As consideragbes anteriores levam a uma investigacao mais profunda da
matriz (), sua inversa e suas poténcias, o que seré feito na proxima secao.
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4.2 As matrizes de Fibonacci e de Lucas

Os proximos dois teoremas sao os mais importantes deste capitulo e a
partir deles serao provadas muitas identidades sobre os ntiimeros F), e L,,.

Teorema 4.1 (A matriz de Fibonacci). Para todo n € Z,

anl Fn o O 1 "
( P FnH) = (1 1) : (4.5)
Demonstragio. Como Q° = (§9), Q= (1) e @' = ("
4.

1

1
F_1=1e F; =1 vé-se que para n = 0 a identidade (4.5)
Suponha que (4.5) seja valida para n, isto é,

n __ Fn—l Fn
0= ( B Fn+1)'
Entao multiplicando essa equacao respectivamente por QQ e Q! tem-se

F F,1+F, F, F

n+1l n — n n—1 ny_ n n+1

T =0ma <Fn1 +F, F,+ Fn+1> <Fn+1 Fn+2)’

F,—F, 1 F,_ F, o F,_

n-1_ "nn -1 _ n n—1 n—1 — n—2 n—1

Ou seja, se a identidade (4.5) vale para n, entao ela vale também para
n+1en—1. Portanto, a identidade (4.5) é valida para todon € Z. B

(1)) e também
é verdadeira.

Teorema 4.2 (A matriz de Lucas). Para todo n € Z,

(o 2)=(CEH0 Y e

Demonstracao. Das sequéncia de Lucas, L_1 = —1, Lo =2 e L, = 1.
Dessa forma verifica-se que para n = 0 a identidade (4.6) é verdadeira.

Suponha que a identidade (4.6) seja valida para n, entdo multiplicando

ambos os lados de (4.6) a direita respectivamente por (1) e por (71 ¢),

Ly Lpit\ (Lot Lo \[0 1) /=1 2\/0 1\""
Ln—H Ln+2 B Ln Ln+1 11 N 2 1 11 ’
Lna Lna\  (Lua Lo (-1 1\ (=1 2\/0 1\""
Loy Lp ) \ Ly LyaJ\U 107\ 2 1)\ 1) -

Ou seja, se a identidade (4.6) é valida vale para n, ela é valida também
paran+1 e paran—1. Logo, a identidade (4.6) vale paratodon € Z. R

Uma observagao interessante é que as sequéncias matriciais definidas por

- Fn—l Fn e - Ln—l Ln
n n
Fn Fn+1 Ln Ln+1
sao sequéncias generalizadas de Fibonacci uma vez que x,11 = x,, +x,,_1.
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4.3 Identidades através das

propriedades das matrizes 2 X 2

As formulas (4.5) e (4.6) estabelecem uma importante conexao entre os
numeros de Fibonacci e de Lucas e as poténcias inteiras da matriz Q).
Essa conexao permite que um grande nimero de identidades sobre os
ntimeros de Fibonacci e de Lucas sejam obtidas através das propriedades
das matrizes, como serd visto sistematicamente nas proximas subsecoes.

4.3.1 As féormulas de Cassini para F;, e L,

Calculando os determinantes em ambos os lados de (4.5), obtém-se que
Fo1Fp — F2=(—1)". (4.7)
Calculando os determinantes em ambos os lados de (4.6), obtém-se que

Ly1Lp — L2 = —5(—1)". (4.8)

n

4.3.2 Foérmulas para F_,, e L_,

Calculando o inverso de ambos os lados da formula (4.5), obtém-se que

1 (Foa —-F,\_ (0 \N" (F.. F.,
(—1)”’ _Fn anl N 11 N an anJrl .
Considerando apenas a segunda entrada na igualdade acima, obtém-se
F ., =(-1)""F,. (4.9)

Invertendo (4.6) e utilizando o fato que +(737)(757)=(§?), obtém-se

1 Ly —Lp\ _1(=1 2\/0 1N\ _1/(L,, L.,
_5(_1)n _Ln Lnfl _5 2 1 11 _5 Lfn L7n+1 '

Considerando apenas a segunda entrada na igualdade acima, obtém-se

L, =(-1)"L,. (4.10)

4.3.3 L, em funcao de F,,_; e F,, 1
Substituindo (4.5) em (4.6), verifica-se que

Lnfl Ln _ -1 2 anl Fn
( L, LnH) - ( 2 1)( B Fnﬂ)‘ (4.11)
Considerando apenas a terceira entrada na igualdade acima, obtém-se

Ln=F, 1+ Fp1. (4.12)
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4.3.4 F, em funcaode L,,_; € Lj,+;

Multiplicando ambos os lados de (4.11), & esquerda por ( - %), obtém-se
o) ) -G sk 22
2 1 L, Lp 0 5 F, F,1)
Considerando apenas a terceira entrada na igualdade acima, obtém-se
5F, =L, 1+ L. (4.13)

4.3.5 Soma, subtracao e a diferenca
de quadrados de L,, e F;,

Somando as formulas (4.5) e (4.6), verifica-se que
<Ln_1 +F,1 L,+F, ) _ (0 2) (Fn_l F, )
L,+F, L,1+F, 2 2 F, F,.)
Considerando apenas a terceira entrada na igualdade acima, obtém-se
L,+ F, =2F, ;. (4.14)
Subtraindo essas mesmas férmulas, verifica-se que
(Ln_l ~Fy  L.-F, ) B <_2 2) (Fn_l R, )
L,—F, Ly, —F, 20 F, F,1)
Considerando apenas a terceira entrada na igualdade acima, obtém-se
L, —F,=2F, ;. (4.15)

Multiplicando as férmulas(4.14) e (4.15), obtém-se que

L2 — F? =4F, \F, ;. (4.16)

4.3.6 A férmula relacionando F,, e L,, diretamente

Combinando (4.16) e (4.7), verifica-se que
L2 —5F? = 4(—1)". (4.17)

4.3.7 Foérmulas para F),., em funcao de F,,, F, e
L.+, em funcao de L,,, L,

Multiplicando (4.5) indexada respectivamente em m e n, obtém-se que

mel Fm anl Fn _ Fernfl Fern
Fm Ferl Fn FnJrl Fm+n Fm+n+1 '
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Considerando apenas a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se
Foin=F,.F, 1+ F,1F,. (4.18)
Multiplicando (4.6) indexada respectivamente em m e n obtém-se que
Lm—l Lm Ln—l Ln o -1 2 Lm+n—1 Lm+n
Lm Lm+1 Ln Ln+1 B 2 1 Lm+n Lm+n+1 .
Utilizando a relagao de recorréncia e a formula 5F,, = L,, 1+ L,,+1 do lado
direito e considerando a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se

5Fm+n - Lan,1 + Lm+1Ln. (419)

4.3.8 L.+, em funcao de F;, e L,
Multiplicando (4.5) e (4.6), indexadas para m e n respectivamente,
Fm—l Fm Ln—l Ln o Lm+n—1 Lm+n
Fm Fm+1 Ln Ln-‘,—l Lm-‘rn Lm+n+1 '

Considerando apenas a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se

Linin = FruLn_1 + Fpi1 L. (4.20)

4.3.9 F, e L, em funcao de Fj_1 e F}

Notando que Q™ = Q" *Q* entao por (4.5), verifica-se que
anl Fn _ ankfl ank kal Fk
Fn Fn+1 ank ank+1 Fk Fk+1 '
Considerando apenas a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se
F,=F, 1 Fr 1+ Fo_gi1 Fp. (4.21)
Notando que Q™ = Q" *Q* entao por (4.6), verifica-se que
Lnfl Ln _ Lnfkfl Lnfk kal Fk
L, Lyt Lo Ly Fr, Fi)

Considerando apenas a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se

Lo = Lp 1Fu 1+ Lo_y1Fp. (4.22)

4.3.10 L, em funcao de L; e Lj_4
Notando que Q" = Q*¥Q"~* entao por (4.5), verifica-se que

Ln—l Ln _ Lk—l Lk Fn—k:—l Fn—k:
Ln Ln+1 Lk LkJrl ank ank+1 '

Considerando apenas a terceira entrada da igualdade acima, obtém-se

Ly = LiFy_j_1 + Lys1Foy. (4.23)
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4.3.11 L, em funcao de Ly e Lj_4
Notando que Q*Q® = Q°Q? se a + b = ¢ + d entao por (4.6), tem-se

<Fa_1 F, ><Fb—l £ ) _ (Fc_l F, ><Fd—l Fy )

F, F, F, By F. Fen Fy Fya)
Considerando apenas a primeira entrada na igualdade acima, obtém-se
ForFy a1+ FoFy = FoaFyq + FLFy,

rearranjando tem-se
FoFy, — F.Fy = (1) (Foor Fyoy — Fooi Fyoq),

entao iterando tem-se, como foi mostrado por Johnson em 2009 [38], que
F,F, — F.Fy= (—V)"F,_Fy_y — Fo_iFyyp), (4.24)

uma féormula que é valida para a, b, ¢, d e k inteiros dado que a+b = c+d,
e que generaliza muitas das identidades apresentadas nesta dissertacao.

4.4 Autovalores, polindmios caracteristicos e
as férmulas de Binet

O objetivo desta segao ¢é obter as formulas de Binet para os ntmeros
de Fibonacci e de Lucas usando apenas propriedades das matrizes e um
pouco de algebra linear. Serao mostradas duas maneiras de se fazer isto.
A primeira e mais usual consiste em diagonalizar a matriz () e obter que

P(g 2>P1: ((1) D (4.25)

onde P = (), e em seguida multiplicar (4.25) (n — 1) vezes por ela
mesma, & direita, obtendo assim, através de (4.5), a identidade matricial

a® 0\, 1 0 1\" [(F,, F,

p( ’ ﬁn)p . (1 1) - ( " F+) (4.26)
A partir de (4.26) é apenas uma questao de se fazer a conta para se
obter a féormula de Binet para F),. Para se obter a formula de Binet para
L, de (4.26), basta usar a propriedade de invariancia do trago, isto é,
tr(AB) = tr(BA), logo, por (4.12), tem-se L, = F,, 1+ F,.1 = " + "
A segunda maneira é mais interessante e utilizara um pouco de teoria.
Recorde novamente a identidade (4.5) apresentada na péagina 60, isto é,

F,.i F,\ _ (0 1\"
F, F..) \1 1)
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Sabe-se que o polinoémio caracteristico da matriz A € My(R) é dado por
Py(z) = 2° — tr(A)x + det(A).
Assim, verifica-se que o polinémio caracteristico da matriz QQ = ((1) %) é
Po(z) =2 — 1 —1, (4.27)

e suas raizes, dadas por «a e 3, sao os autovalores associados & matriz Q).
Observe que o polinémio caracteristico da matriz Q™ pode ser calculado
a partir da formula (4.5) utilizando as identidades (4.7) e (4.12), isto ¢é,

PQn(l’) = 1'2 — (Fn—l + Fn+1)$ -+ (Fn—an—H — FS),
Pgn(z) = 2% — Loz + (=)™ (4.28)

E facil ver que, se os autovalores associados & matriz Q) sdo « e 3, entdo
os autovalores associados & matriz Q" sao o e ", o que significa que
tais nimeros s@o as raizes de (4.28). Por outro lado, pode-se calcular as
raizes de (4.28) utilizando a férmula quadratica, obtendo desta maneira

| Ly£ /12 —4(-1)n
- : .

X

Utilizando (4.17) no radical e notando que a™ > " se n > 0, vé-se que

L F,

o = %\/5" (4.29)
Ln - Fn

o = o

Para concluir, note que (4.9) e (4.10) implicam que as férmulas acima
valem também para n negativo, e que as formulas de Binet para F), e L,
podem ser deduzidas de (4.29) e (4.30) através da subtragao e da soma.

4.5 Uma generalizacao das matrizes
de Fibonacci e de Lucas

No capitulo 1, se¢ao 1.27, pagina 20, foi apresentada uma generaliza-
¢ao da identidade de Cassini, conhecida como a identidade de Ocagne.
Para finalizar este capitulo, seré apresentada uma outra generalizacao da
identidade de Cassini, a também bastante famosa identidade de Catalan,

FpwFyp — F2 = (—1)" "2 (4.31)

uma homenagem ao francés Eugéne Charles Catalan (1814-1894), nas-
cido na Bélgica holandesa, pupilo de Liouville e famoso teérico dos ntime-
ros, conhecido pela conjectura, provada em 2002, que diz que as Unicas
poténcias consecutivas de niimeros naturais sao os niimeros oito e nove.
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Ao invés de oferecer uma prova direta da identidade (4.31), utilizando
a formula de Binet como feito por Catalan em seu artigo de 1887 [13],
(4.31) sera provada aqui através de uma pouco conhecida igualdade ma-
tricial, o que exigiré o uso de varios dos resultados vistos anteriormente.

Note que a forma como foi demonstrado o teorema 3.1, pagina 35,
permite que este seja usado para o calculo da n-ésima poténcia de uma
matriz X se tal matriz satisfizer X? — X — I = 0, o teorema garante que

X"=XF,+1F, ,, neZ (4.32)

Também sabe-se, do teorema de Cayley—Hamilton, que toda matriz qua-
drada é um zero de seu polinémio caracteristico, e que se X € My(R),
esse polinémio fica determinado pelo trago e o determinante de X, como
visto anteriormente. Portanto, se tr(X) =1 e det(X) = —1, X™ pode ser
calculada por (4.32), fato que sera usado na prova do proximo teorema.

Teorema 4.3. Sen, k€ Z ek #£0, entdo

—Fy_ (=1)k=1\ n
B By (P O (=55 5 (4.33)
k k

Demonstragao. Seja () a matriz sob o expoente n na igualdade acima.
Da relagao de recorréncia e da formula de Cassini vé-se que tr(Qy) =1 e
que det(Qy) = —1. Entdo, calculando @}, por meio de (4.32), obtém-se

7Fan71+Fan—1 Fn(*l)k_l
Qn — Fy, Fy,
k F, FnFpp1+Fpbn_1 |-

F Fy,

Como, por (1.23), FF;: = (—1)¥1 calculando (Fa’“ gk )Qp, obtém-se que

ka: 0 Qn _ <_1)k+1(Fanfl _Fanfl) Fn
0 F,)*F E, FoFyo + FpFo1 )’

Observe que da identidade de Ocagne, F,,,_, = (=1)"(Fyy1 Frn—FoFni1),
pagina 20, valida para m,n € Z, comm =n—1en = k — 1, tem-se que

Fpw= (-0 YFE, ) — F,Fp ).

Observe também que da identidade (3.36), Foyx = Fyp_1F, + FiFo1,
péagina 40, valida para m,n inteiros, com n trocado por k, obtém-se que

Fovk = Fpnlbiqr + Feboa. n
Para provar (4.31) basta tomar o determinante de (4.33), obtendo assim
FoiiFoy — F2 = (=1)"F_1Fy, (4.34)

uma vez que F_p = (—1)*1F} e o caso k = 0 ¢ trivialmente verdadeiro.
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Nao é dificil ver que para obter uma férmula anédloga a (4.33), para
os nimeros de Lucas, basta determinar a matriz A = (‘g 3) de modo que

a b Fn—k Fn _ Ln—k’ Ln
c d Fn Fn+k N Ln Ln+l<: .
Considere o sistema linear obtido dessa multiplicagao matricial, isto é,

alb,_, +bF, = L,_}
aFy + bFy .y = L,
ck,_ .+ dF, =L,
cF, +dF, = Ltk

Note que cada uma das equagoes acima, com k # 0 fixo, é uma igualdade
envolvendo os termos gerais de sequéncias generalizadas de Fibonacci.
Pelo Teorema 2.2, pagina 25, cada uma dessas equagoes sera valida, para
n inteiro, se elas forem verdadeiras para dois valores consecutivos de n.
Utilizando esse fato é possivel determinar os coeficientes em cada uma
das equacgoes do sistema, separadamente, se esses coeficientes existirem.
Substituindo n = k e n = k + 1 na primeira equacgao do sistema, tem-se

2 Ly,

b= —
B F

os mesmos valores obtidos se for feito n = 0 e n = 1 na segunda equacao.
Similarmente, com n = k e n = k + 1 na terceira equagao do sistema,
uma vez que por (2.28) vale que Ly Fy — Ly Fjy = —2(—1)* , obtém-se

L 1)k
_ L I G

d—= —k
o€ B

os mesmos valores obtidos se for feito n = 0 e n = 1 na quarta equacao.
Dessa forma, o sistema linear é compativel e a matriz A fica determinada.
Convém observar que, ao substituir os valores obtidos para a,b,c e d de
volta no sistema, obtém-se apenas identidades iguais ou equivalentes &

2F, = Ly F,_y + L, F. (4.35)
Pelo que foi exposto anteriormente tem-se entao, para n,k € Z e k # 0,
L 2
_F: . F_k Fn—k Fn _ Ln—k Ln (4 36)
_2_(_1) Ly Fn Fn+k Ln Ln+k . ‘
Fo  Fy

Observe que, por (4.9) e (4.10), FF;: = (=1)*1e L = (—1)*Ly, assim

L
—1 L - )
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Logo, multiplicando ambos os lados de (4.33) por A pela esquerda, tem-se

Low Lo\ _ (L 2\ (73 S5Y (4.37)
- 2 _
L, L,y 2 Ly 1 LS5

Fy, Fy,

e, consequentemente, através do uso de determinantes, pode-se obter que
LysiLpx — L2 = (L_j Ly — 4)(=1)".

Por fim, como por (4.17), (=1)*L? — 4 = 5F,(—1)*, obtém-se entao que

LyixLn—y — L2 = 5E,(=1)"F,

(4.38)
uma identidade valida para todo n, k € Z, ja que o caso k = 0 se verifica.
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Apéndice A

Listas de numeros de Fibonacci
e de Lucas

Tabela A.1: Numeros de Fibonacci e de Lucas para n < 51.

n F, L, n F, L,
0 0 2 26 121393 271443
1 1 1 27 196418 439204
2 1 3 28 317811 710647
3 2 4 29 514229 1149851
4 3 7 30 832040 1860498
5 5 11 31 1346269 3010349
6 8 18 32 2178309 4870847
7 13 29 33 3524578 7881196
8 21 47 34 5702887 12752043
9 34 76 35 9227465 20633239
10 55 123 36 14930352 33385282
11 89 199 37 24157817 54018521
12 144 322 38 39088169 87403803
13 233 521 39 63245986 141422324
14 377 843 40 102334155 228826127
15 610 1364 41 165580141 370248451
16 987 2207 42 267914296 599074578
17 1597 3571 43 433494437 969323029
18 2584 o778 44 701408733 1568397607
19 4181 9349 45 1134903170 2537720636
20 6765 15127 46 1836311903 4106118243
21 10946 24476 47 2971215073 6643838879
22 17711 39603 48 4807526976 10749957122
23 28657 64079 49 7778742049 17393796001
24 46368 103682 50 12586269025 28143753123
25 75025 167761 51 20365011074 45537549124
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Tabela A.2: Nameros de Fibonacci e de Lucas e suas fatoragoes, n < 40.

n F, L,
0 0 2
1 1 1
2 1 3
3 2 4 =22
4 3 7
5 5 11
6 8=2° 18 = 2 x 32
7 13 29
8 21=3xT7T 47
9 34=2x17 76 =22 x 19
10 55=5x11 123 =3 x 41
11 89 199
12 144 = 2% x 32 322 =2x7x23
13 233 521
14 377=13x29 843 = 3 x 281
15 610=2x5x 61 1364 = 22 x 11 x 31
16 987 =3 x 7 x 47 2207
17 1597 3571
18 2584 =23 x 17 x 19 5778 = 2 x 3% x 107
19 4181 =37 x 113 9349
20 6765 =3 x5 x 11 x 41 15127 = 7 x 2161
21 10946 = 2 x 13 x 421 24476 = 22 x 29 x 211
22 17711 = 89 x 199 39603 = 3 x 43 x 307
23 28657 64079 = 139 x 461
24 46368 = 2° x 3% x 7 x 23 103682 = 2 x 47 x 1103
25 75025 = 5% x 3001 167761 = 11 x 101 x 151
26 121393 = 233 x 521 271443 = 3 x 90481
27 196418 =2 x 17 x 53 x 109 439204 = 22 x 19 x 5779
28 317811 =3 x 13 x 29 x 281 710647 = 7% x 14503
29 514229 1149851 = 59 x 19489
30 832040 =23 x 5 x 11 x 31 x 61 1860498 = 2 x 32 x 41 x 2521
31 1346269 = 557 x 2417 3010349
32 2178309 = 3 x 7 x 47 x 2207 4870847 = 1087 x 4481
33 3524578 = 2 x 89 x 19801 7881196 = 22 x 199 x 9901
34 5702887 = 1597 x 3571 12752043 = 3 x 67 x 63443
35 9227465 =5 x 13 x 141961 20633239 = 11 x 29 x 71 x 911
36 14930352 = 2% x 33 x 17 x 19 x 107 33385282 = 2 x 7 x 23 x 103681
37 24157817 = 73 x 149 x 2221 54018521
38 39088169 = 37 x 113 x 9349 87403803 = 3 x 29134601
39 63245986 = 2 x 233 x 135721 141422324 = 22 x 79 x 521 x 859
40 102334155 =3 x 5 x 7 x 11 x 41 x 2161 228826127 = 47 x 1601 x 3041
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Tabela de formulas

1 Os nimeros de Fibonacci

Foii=F,+F, 1, n €N 4
mde(Fy,, Frr1) =1, n€N oo 5
Fois > 10F,, n =2 o 5
F5k+2 > 10k, k= 6
Foin=Fn 1F,+FpFh, mneN oo 6
an = Fn(anl + Fn+1), neN 6
Fo,=F2  —F2  ,neN 7
F2n+1:F3+F3+1, nEN 7
Fol Frony myn € N 7
de(Fm, Fn) = Fmdc(m,n); mn N 8
FolFm <= nlm, m>2n23 ..o 8
Fi4+ 44+ F,=F—1,neN ... 11
B+ Fy+- 4+ Fy=F 1 —1,neN . 11
Fil+Fs54 -+ Fy, 1 =Fy,, neEN ... 11
FP4+Fi+ -+ F2=F,Fo,neN ... 11
Fo=0C N4+ () +.,m>0 13
FoFoy1 —F2=(=1)", neN ... 14
F?  +F,  F,—F=(—1)", neN ... 14
lim,, .o F;:l D 16
B B = EDE neN 16
S =1 16
F, = % N0 17
Fo 1 =Foi1—Foy NEZ oo 18
Fo=(=1)"T F 0, MEZ oo 19
F o o=(D)"E, n€Z . ... 20
Fm+n = mlen + Fan+1, m,n € /R 20
Foin=Fy 1Fn +FFp, MnMEZL oo 20
Fon=(D)"(Foa1iFmn—FoFpi1), mneEZL oo, 20
Folboin—FoFppn=(1)"Fppn, MnNEZL oo, 20
2 Os Numeros de Lucas

Tl =T F Tty ME L o e 24
Tp =Xl 1+ X1 0, NEZ o 24
Tn =AY +02n, MEZ oo 25



r, =11 b, + (932 — xl)Fn_l, NWE L i 25

Ty = (@)Fn + (%)Ln, NEL oo 25

b0 Tk =Tnpo— 1, =0 oo 26
Yoo Tok =Tong1 —To1, =0 Lo 26
Y ormo Lokl = Topgo — Lo, W0 Lo 26
S 0 TE =TTyt — ToTo1, M0 o 26
S L= Lnga— 1, 020 oo 26
ZZ:O Lgk = L2n+1 + 1, n Z O o 26
ZZ:O L2k+1 == L2n+2 — 27 n 2 O 26
S L2 = DLy 2, 120 oo 2%
L= Fooor 4 Foty E D oo 27
Ly = Foy+2F0 1. MED oo 27
Ln = Fn+2 — Fn_g, TE L e 27
Fon = FuL, €D oo oo 97
Foin+ (—)"F o =FuLy, M E€Z oo, 28
Lipin+ (=1)"Lyypn=LypLy, MnE€Z oo, 28
BFy = Lnst 4 L1y E D eeeeeeeee e 28
BE, = Lnss — Loy 0 E D o oveeeee oo 28
Lot (= 1) Ly = BFFy mMyn €% v 29
L2 = 5E2 = A1), €L oo 29
BL2 — 20(—1)" = (BF)%, ME L oeee e 29
LnrLngt — L2 = —5(=1)" R €2 oooeeeee e 30
LoiLngt — L2 = (=) (LpLpso — L20), N€Z ooooeo i 31
Fn+1Ln — Ln+1Fn = 2(—1)”, NWE L e 31
FoiwLy — Ly F = 2(—1)”Fk, Nk EZL ... 31
Tni1=Pr,—Qr,_ 1, n €N . 31
Un—"::gn, Ve=a"+06" neN . 32

3 Um pouco de algebra e as féormulas de Binet

B2 = L = 0 33
a=18 g IS 33
R A 33
QB = =1 33
O — B =V D 33
a+ = 33
5+%_—\/5 ..................................................... 33
1+ =10 \/1+\/1+\/1+--- ........................ 34
a2:ozt|—1. ........................................................ 34
B2 = B L o 34
"l =t ot n €l 34
Bl = Br 4 B L 34
At =aF, F Fu_1, NEZ 35
B = BFy 4 Fot, WMEZL oo 35
T = A Bt o 35
VB0 = aLp+ L1, MEL oo 36



VBB = BLy A L1, MEL oo 36

Fron=aF, + 08" NEL 36
Foi1 =BF, Q" NEZ 36
Lnsi =L, — VBB, €L o 36
L1 = BLn V50", N EL oo 36
o = L"JFT*/EF”, N E L oo 36
Br=LamydBl €T 36
o B = 36
Fo=2 meZ ... 37
Ly = Q" 8% EL oo 37
Fo=5=[(0)+ G5+ ()5 + ()5 +--- ], neN ... 37
Ln=g5m1|(g) + (5)5+ ()52 + (5)5*+--- ], mneN................ 37
Fooi =0 modp sep=>5kE£1 ... ... 38
Foii =0 modp sep=5k+2 ... 38
Fo=21 modp ... 38
FooiFpori =0 modp ..o 38
Ly,=1 modp ... o 38
Gz)=F+ o'+ Fa* + - =3 o Faa™ oo 39
GT) = Tom oo e e e e 39
F,=Fy 1F k+ F B, n, kE€EZ ..o 40
Fn+k = kaan + Fan+1, n, kKEZ .. 40
Ln® = Loy +2(=1)", nE€Z ... i 41
BF2 = Loy —2(=1)", NEZ ..o 41
L2 4+ 5F2 =200, MEZL .ot 42
L3 = Lan4+3(=1)"Ly, mEZL oo 42
BF3 = Fay —3(=1)"F, €L oo 42
Lan = Lpy(Lop — (= 1)), N€Z oo 42
Fyy=Fy(Lop+ (1)), n€Z ... 42
(F24 P2 + P2 ) =2F+FA +F L)), n€Z oo 42
Yoro Farss = (_l)aFa”+b+((__1§¢)zb_pz;i_1Fa"+”b+Fb, a,b€Z,a#0,n>0 . 43
S Lahp = S e Cl et Lenoss bl g e 7,04 0,0 > 0 . 43
Sy Py = Do Dol e Za A0 >0 43
S Lok = Lmﬂ;a(;(ljj;ffj“”, a€Z,a#0,mn =0 oo 43
S o P =l >0 44
S o F = (D" E, 1, n =0 44
5F]§:F3k+3F_k, k=0 44
S B = Bonat SCUTEATS >0 44
Fon =300 (NFi Lon =34 (DL, n=0 oo 45
Fn = ZZ:O (Z)F_k, Ln = ZZ:O (Z)L_k, n 2 O . 45
S () Fs =2"Fon, n20 ..o 45
Foy =0FF, + 8"y, Nk €7 oo 46
Loy =0 Ly — VBB " Fyy nyk €7 oo 46
limy, oo Z2EE = aF 46



lim,, oo LZI’“ = Ok 46
lim,, oo ILJ—: Y4 B 46
F F I3 F 7 F

LR o <<l < s B B2 e N L 48
B o Bt o o o cob < s o I o e B eN L 48
B b o s oo cab < <F;:4<L]’§§3<F;;2,keN. 48
F<BE<E< << <BE<H<RB EeN . 48
Foin = Y(EwLn + FonL)y M0 € Lo oo 49
Lonin = $(LnLy + 5F), F), = AR 49
senl:\/Tg e cosl= 4 TR R R R R TP 50
Fn:%sennl, N E DL 50
Ly, =21"COSNl, M EZ ..o 50
sennl:“{%ﬂt, cosnl = 1= e tgnl:i\/Lgf", NEZL oo, 50

n  (=D* _ 1Fn
S =l >0 51

00 (—l)k 1
i = ke 51
el = — 15 51
et = ja~! = é ..................................................... 52
Fe(z) = \/ig(ezma ) R < U 52
Fr(z) = \/ig(oc —cos(zm)a ™), x €R . 52
cos36° = LEV5 53
cos 108° = 1205 53
F, 75( os™ 36O cos"108%), M EZ ... 53
F, = Lfy/_gL 0 54
L, =™, m 22 54
D(F,) = |nlogga —logig V5] +1, n =2 oo 56
D(L,) = [nlogpa] +1, n>=2 ..o 56
Fn+1=LaF1,n>2 .............................................. 56
Lot = [aLn], M4 e 56
Foa=B2,n>2 56
Loi=[5],m>4 o 56
Fpoy = DO ez 57
Lygy = 2OBAC0Y g 57
Fr= 2], m>3 57
Lo = |[VBE, ], m>3 57
a” 1 a” 1
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O{n_l an+1

\/gl < Fn W, n > L e a7
n—s n+d
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4 Conexoes com matrizes e a algebra linear

(g, o) = (Foy Frea)s m €N o
(11)"(D) = (s e
(1) = (B2 €N o
(;}5)&Fn11) = ("), meN
(5 er )= meZ oo
Lp—1 Lp — n
(Y (I () meZ
ananJrl — Fq,% = (-1)”, MEL oo
LorLsr — L2 = —5(—1)", 0 €D oovoe e
Fop = (= 1) B M€ Z oo
Lon = (=1)" Loy MED oo
Ln7 Ln — an FTL
(o e Y= (1) (o ) m€Z
Ln — anl + Fn+1’ n e Z ..........................................
5Fn = Ln—l + Ln+17 ME L e
LA Foy = 2F ity MED oo
Ly — Fy = 2F, 0 €D oo
L2 = F2 = AFy (Fopy1, NEL ooeeeeee oo
L2 = 5F2 = 4(— 1), REZ oeeeeeeee e
Fm+n = Fan—l -+ Fm+1Fn7 m,n € /T
5Fin = LinLnt 4+ Linst Ly M1 € Lo oo
Lomin = FoiLot 4 Foot Ly M1 € Lo oo
Fn = Fn,ka,1 -+ Fn7k+1Fk7 n,k EL oo
Ln = Ln,ka,1 -+ Ln,kJrle, n, kEZ oo
L,=L.F, 1+ Lk—l—an—k; n, /A,
F,F,— F.F; = (—1)k(Fa_ka_k — FC_de_k), at+b=c+d kel ..
P(FEIP™ = (1) el
PG g )P =(01)" =5 mt )y nEL o
Po(z) =a? = — 1 oo
Pon(x) =a? — Lpx 4 (1) oo
I R R T
e
FoiwFn g —F2 ( 1)n+k+1F2 Mk EZL oo
XM = XFy A+ TFy 1) ME D oo
Fo_w F P00 ket 7(71}]6_1 n
n— n _ —k
it ) = (3 0) (% ) mk€Z o
Fi Fi
FnJran,k — F2 = (—1)nF,ka, n, kEZ ...
Ly L L_ Fk LoD 1>k & n
n— n k
()= (5 ) (T e ) ke
CF
Lk Ly — L2 = 5F} 1>n+k Nk EZ ..o
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