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Resumo

O presente trabalho teve como problema de investigacao o ensino da Distancia entre Cur-
vas Planas Fechadas, no Ensino Médio, por meio da conexao entre conceitos diferentes
e abstratos com objetos que sao estudados nesse nivel escolar. Dessa forma, foram pro-
postos a introducao de nogoes basicas sobre Topologia no Ensino Basico. Distancia entre
Curvas Algébricas Planas Fechadas foi o centro de interesse. A questao que moveu esta
pesquisa foi: Como colocar uma Distancia entre Curvas? Para uma transposicao dida-
tica, buscou-se relacionar saberes basicos presentes em alunos do Ensino Médio a uma
nocao abstrata de Distancia entre Curvas no plano. A fim de ampliar a investigacao
central, delimitaram-se outras duas perguntas que podem complementar a primeira: O
que é Distancia? Como utilizar a nogao intuitiva de Distancia no plano para colocar uma
Distancia entre objetos que estdao no plano? Metodologicamente, esta pesquisa baseou-se
em estudos bibliograficos e na elaboracao de sequéncias didaticas, utilizando ferramentas
tecnolodgicas educacionais, com o proposito de otimizar e assegurar a aprendizagem deste
assunto, mesmo estando no Ensino Béasico. Os Resultados desta pesquisa apontam que
ha ligacao entre Curvas Algébricas Planas, espago das Curvas, espago métrico, Distancia
de Hausdorff e Distancias entre Curvas, que, se trabalhados de forma articulada pelo
professor, pode levar o aluno a associar o conceito de Distancia entre Conjuntos em um
espago métrico a Distancia entre Curvas planas Fechadas. A partir disso, conclui-se que,
embora tenham sido consideradas condigoes ideais para o processo de ensino e apren-
dizagem, como a existéncia de programas de computador ao alcance do professor e dos
alunos, ¢é possivel o trabalho dessa tematica complexa no Ensino Médio, auxiliando o
desenvolvimento de diversas nogoes matematicas.

Palavras-chave: Curvas Planas, Espaco Métrico, Medidas de Hausdorff, Didéatica, Ma-
tematica(Ensino Médio) - Estudo e ensino - Metodologia.



Abstract

This research investigates the various methods used to teach “Distance between Closed
Curves” in High School, by the association between abstract mathematical concepts and
the various objects which are taught at this school level. Hence, the introduction of basic
topology concepts was proposed for the elementary and middle school grades. Distance
between Closed Curves was the main focus was this study. The guiding question for this
investigation was: how can we determine the distance between curves? For a didactic
transposition, this project sought to promote a relationship between high school students’
elementary mathematical knowledge and abstract notions of distance between curves on
a plane. To further expand this analysis, other questions were asked to complement
the first one. They were: what is distance?; and, how can students use the intuitive
understanding of distance to place it between objects on a plane? Methodically, this
study was based on bibliographic studies, on the elaboration of didactic sequences and
on the use of technology to optimize and ensure students’ successful learning of this
subject even in elementary and middle school grades. The results show that there is a
connection between plane algebraic curves, curve spacing, metric space, Haudorff distance,
and distance between curves that may, if presented in an articulated manner, help students
to associate the concept of distance between sets in metric space and the distance between
closed plane curves. Therefore, although this research assumed the existence of ideal
teaching conditions, such as accessibility to computer programs in the classroom, teaching
these complex contents in High School is feasible, contributing to the development of
diverse mathematical notions.

Keywords: Plane Curves, Metric Space, Hausdorff Measures, Didatics, Mathematics
(High School) - Study and teaching - Methodology.
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Introducao

Neste trabalho, pretendemos propor uma conexao entre dois conceitos diferen-
tes e abstratos com objetos que sao estudados no Ensino Médio. O primeiro deles é o
conceito de Curvas. Geralmente quando se estudam Curvas no Ensino Médio, estuda-se
o que em matematica sao chamadas de Curvas Algébricas, isto é, Curvas que sao obtidas
como zeros de polindmios ou graficos de fungbes elementares (sen(x),cos(z),In(z),...).
Dentre as Curvas que investigamos, estdo: reta, parabola, elipse, entre alguns outros
exemplos. Em particular, damos pouca atencao ao estudo das denominadas Curvas Fe-
chadas, que sao aquelas que nao possuem "extremidades". As Curvas Fechadas aparecem
naturalmente no plano como contorno de regioes dele. Se colocassemos todas estas curvas
juntas num espago, obteriamos um espaco abstrato no qual cada elemento deste conjunto
seria uma Curva. Observando esse conjunto, a primeira coisa que podemos perguntar é:
como distinguir estes objetos, isto ¢, como dizer que uma curva C e outra curva Cy sao
diferentes e ainda dar uma medida a esta diferenca? Na vida real, a primeira ideia natu-
ral para diferenciar objetos é a posicao deles: duas bolas, por mais que sejam do mesmo
tamanho e cor, sao diferentes por elas estarem em lugares diferentes. Uma medida desse
'estar em lugares diferentes"é dada pela distancia relativa entre elas. Assim, podemos
estabelecer que elas sao diferentes, porque estdo a uma distancia d uma da outra. Isso
nos leva a pensar se é possivel no espaco das Curvas estabelecer um conceito de distancia
entre elas, o que permitiria nao somente estabelecer se os objetos sao diferentes, mas tam-
bém nos permitiria dar uma medida a essa diferenca. Dessa forma, poderiamos afirmar
que as Curvas C e Cy sao diferentes, pois estdao a uma distancia d > 0.

No Ensino Médio, é relativamente facil introduzir o conceito de distancia entre
pontos, pois ¢ uma ideia intuitiva que os alunos adquirem como parte dos conhecimentos
basicos que temos na vida. E ainda ha tépicos como trigonometria, por exemplo, que sdo
estudados com base nesses conhecimentos adquiridos. No entanto, o conceito de distancia
em um espaco abstrato requer um pouco mais de estudo aprofundado na matematica.
Assim surge a pergunta natural: o que é o conceito de distancia em um espago qualquer?
Essa pergunta foi respondida em matematica ha algum tempo e, de tdo importante, ela
ganha um tépico quando estudamos "Espagos Métricos".

O Espaco Métrico diz respeito a area da matematica denotada Topologia.

Segundo [3], o termo Topologia foi usado pela primeira vez por Johann Benedict Listing
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em 1847. Mas Listing ja vinha usando este termo ha pelo menos 10 anos, em suas
correspondéncias. O palavra "topology'(Topologia em inglés) foi introduzida muitos anos
mais tarde na revista Nature em um artigo de 1883 que tinha como finalidade distinguir
a geometria qualitativa da geometria comum. No entanto, segundo [3] o fato que foi
considerado como o primeiro resultado topologico foi a resolugdo do problema das sete
pontes de Konigsberg por Leonard Euler em 1736. Nesse exemplo de problema, ligamos
diferentes areas da matemadtica, neste caso, a teoria dos grafos com a topologia. Vito
Volterra, Jacques Hadamard, Georg Cantor, Cesare Arzela e outros notaveis matematicos
deram inimeras contribuig¢oes para os estudos sobre espacos de fungoes. Estes estudos,
por sua vez, culminaram com o trabalho de Maurice Fréchet, que introduziu a nocao de
espaco métrico. Atualmente os espacos métricos sdo considerados casos especificos, mas
muito importantes, de uma classe mais geral conhecida como espacos topoldgicos.

No entanto, a formalizacao do conceito de espago topologico de acordo com
|3] é creditada a Felix Hausdorff, que definiu em 1914 o que conhecemos como Espago de
Hausdorff. Ele foi um matematico alemao, nasceu em Breslavia, em 8 de novembro de
1868, infelizmente, suicidou-se em Bona, em 26 de janeiro de 1942, fugindo do Nazismo.
Discutiremos neste trabalho o conceito de Distancia entre conjuntos em um espaco mé-
trico, conceito esse definido por Hausdorff.

Com isso em mente, comecamos esta dissertacao fazendo, no capitulo 1, um
estudo das Curvas. Prestaremos especial atengao ao caso das Curvas Algébricas e Curvas
em geral. Apresentaremos varios exemplos de Curvas que possam ser estudadas no Ensino
Médio. No segundo capitulo, estudaremos um pouco sobre Espagos Métricos. Estudare-
mos em particular o plano com métricas diferentes das usuais como forma de exercitar
a abstragao no conceito de métrica. Também estudaremos os conceitos basicos de um
outro ramo da matematica que é a Topologia. Trataremos dos conceitos basicos sobre
Conjuntos Fechados, Abertos, Compactos e Funcao Continua. No capitulo 3, juntaremos
estes conjuntos ao munir ao espaco das Curvas Fechadas com a estrutura de espago mé-
trico, utilizando a conhecida Distancia de Hausdorff. Mostraremos como ela ¢é calculada
e apresentaremos alguns exemplos. Para finalizar, proporemos um plano de aula sobre
como ensinar estes conceitos ou pelo menos tentar transmitir a ideia central para alunos
do Ensino Médio. Entendemos que, por ser um conceito abstrato, é uma tarefa delicada,
mas nem por isso deixa de ser importante.

Tomando como parametro a tematica e a organizacao descritas acima, o pre-
sente trabalho tem como objetivo geral a introducao e o aprofundamento sobre Distancia
entre Curvas Algébricas Planas Fechadas para alunos do Ensino Médio.

Esta pesquisa, de cunho bibliografico, embasou-se em estudos de Vainsencher
(2005), Lima (2005), Prasolov (2000), entre outros teéricos. Também foram elabora-
das, em um plano de ensino, sequéncias didaticas que tomam como apoio ferramentas

tecnolodgicas, como o aplicativos desenvolvidos a partir do software Geogebra.
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Como resultados, apontamos que ha ligacao entre Curvas Algébricas Planas,
espaco das Curvas fechadas, Espago Métrico, Distancia de Hausdorff e Distancias entre
Curvas fechadas, que, se trabalhados de forma articulada pelo professor, podem levar o
aluno a associar o conceito de Distancia entre Conjuntos em um espac¢o métrico a Distancia
entre Curvas Algébricas Planas fechadas.

Conclui-se, dessa forma, que, apesar de terem sido consideradas condigoes
ideais para o processo de ensino e aprendizagem, como a existéncia de programas de
computador ao alcance do professor e dos alunos, é possivel o trabalho dessa tematica

complexa no Ensino Médio, auxiliando o desenvolvimento de diversas nogoes matematicas.
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Capitulo 1

Curvas

“A Matemdtica é como um moinho de café que moi admiravelmente o que se lhe dd para
moer, mas nao devolve outra coisa senao o que se lhe deu.”

Faraday

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de curva. Em particular estudaremos algumas
Curvas Algébricas Planas, que se apresentam no curriculo do Ensino Basico. No decorrer
deste capitulo, discutiremos um pouco de polinémios em duas variaveis e suas propriedades
para logo fazer uma breve exposi¢do de curvas algébricas. Utilizaremos como ferramenta
um software de matematica dindmica, conhecido como Geogebra EL para construirmos as
representacoes graficas. Finalmente, faremos uma breve exposicao dos principais objetos
a serem estudados neste trabalho que sdo as curvas fechadas no plano. As referéncias,

[@], , [@[] e serao norteadoras deste capitulo.

1.1 Curvas Planas

Uma curva parametrizada no plano é uma aplicagio 7 : (a,b) C R% Desta

forma, podemos escrever em fungao de duas fungoes reais z, y : (a,b) — R como:

V() = (x(1),y(1)); t € (a,b),

A imagem 7(a,b) C R? é chamada de traco da Curva e é definida como o lugar geométrico
de todos os pontos y(t) € R? tal que t € (a,b). Observamos que hd uma distingao entre
a Curva e o seu traco.

Um tipo particular de Curva que costumamos abordar no Ensino Médio sao
as Curvas Algébricas. Uma Curva Algébrica Plana é o lugar geométrico formado pelos

pontos cujas coordenadas cartesianas satisfazem a uma dada equagao polinomial do tipo

f(z,y) =0,

1 O Geogebra é uma ferramenta que se encontra disponivel gratuitamente na internet.
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onde f é um polindmio nao constante. Formalmente:

Definicao 1.1.1. Uma Curva Algébrica Plana é o lugar geométrico formado pelos pontos
cujas coordenadas cartesianas satisfazem a uma dada equagao polinomial do tipo f(z,y) =
0, onde f é um polinémio nao constante. Logo, entendemos como Curva Algébrica Real
Plana Afim como o conjunto de zeros de um polindmio real, ndo constante em duas
variaveis:

f(x,y) = Z aijxiyj
1,J
Entao, todo conjunto da forma:

C={(z,y) eR*: f(x,y) = 0}

¢ dito Curva Algébrica Real Plana, onde f(z,y) € R[z,y].

Observamos que uma curva parametrizada nao necessariamente ¢ uma Curva
Algébrica. Isto somente acontece se existir um polinémio em duas varidveis f(z,y) tal que
ao ser avaliado nas fungoes z(t), y(t) que definem a curva v = (z(t),y(t)) : (a,b) — R?

temos:

flx(t),y() =0 Ve (ab)

Exemplo 1.1.1. Uma Curva y(t) = (t,€') : (1,2) = R? nao é uma Curva Algébrica. Isso
se deve ao fato de €' ndo ser uma funcdio polinomial em duas varidveis. Logo, podemos

entender que ndo existe fungio 7y tal que 7y (t,e') = 0.

Neste trabalho, vamos nos deter um pouco no estudo sobre as Curvas Algé-
bricas Fechadas. Para tanto, como introducao, faremos uma breve revisao de polinémios

em duas varidveis.

1.2 Polinémios

Nesta secao, estudaremos alguns conceitos basicos sobre polinomios em duas

variaveis com o objetivo de alicercar estudos posteriores.

Definicao 1.2.1. Dados m,n € N | onde N é o conjunto dos ntmeros naturais e
U 05 Q1,15 m—22, - - -, gn, € R onde R é o conjunto dos nimeros reais (pode ser tam-
bém sobre os niimeros complexos C), denomina-se polindémio em duas varidveis em R, a

expressao algébrica definida por:

P(x, y) = Z Z ai,jxiyj

i=0 j=0

Denotamos por R[z,y] ao conjunto dos polindémios em duas varidveis.
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Em muitos casos, deparamo-nos com representagoes polinomiais extensivas que
podem ser reduzidas por meio das ideias relativas a adigdo e/ou a subtragdo de monoémios.
Para que a reducao seja possivel, é necessaria a existéncia de mondémios semelhantes na
expressao. Monomios semelhantes sao aqueles que apresentam a mesma parte literal.

Podemos perceber no exemplo apresentado a seguir:

Exemplo 1.2.1. Observe os polinomios a sequir:

e 203 +wy +32° —ay — 2® — 22° + 3% — 23+ 2y — 2y = 425
—_———

semelhantes semelhantes

e 1022y + 8y® — 4y — 922y — 102%y — 922y + 8y® — 4y® = 22y + 49°.

semelhantes semelhantes

De acordo com a quantidade de termos resultantes das redugoes polinomiais
ou até mesmo da representacao inicial dos polinémios, podemos classificd-los das seguintes

formas:

« mondmio, quando ha apenas um termo;

e bindémio, quando ha dois termos;

e trindmio, quando ha trés termos;

e acima de trés termos, ndo ha nome particular, sendo chamado apenas polinémio.

Cada termo a;;2'y’ do polindmio é chamado mondmio e seu grau ¢ definido
como gr =i + j sempre que a;; 7 0.
Portanto, definimos o grau de um polinémio nao nulo em duas varidveis como

sendo o maior dos graus de seus mondémios nao nulos.

Exemplo 1.2.2. Sdo polinomios de duas varidveis:
f(x,y) = 2y + 323y — 323y + Sx’y*
g(z,y) = 27 — 3ty + 227y + 3wy + 493

h(z,y) = 3ty + 3aty? — 325 + Ty8

Temos que:

gr(f(z,y)) =6, gr(g(z,y)) =12 e gr(h(z,y)) = 9.

Pois, em f(x,y) por exemplo, o monémio S5x2y* apresenta o maior grau entre
todos os mondémios que compoem o polinémio f(x,y) (gr =2+ 4 =6), ja em g(z,y) o
monomio 2x7y> apresenta o maior grau que é 12 e em h(x,y) o mondémio 3x*y® apresenta

grau. mator entre todos os monoémios 9.

Um polinémio nao nulo é chamado de Homogéneo de grau m se todos os seus
mondmios nao nulos tém grau m.

Em um polinémio nao nulo de duas variaveis, a soma dos seus monémios nao
nulos de grau m é um polinémio homogéneo, chamado componente homogénea de grau

m.



Curvas 19

Exemplo 1.2.3. O polinomio K(z,y) = z* + dzy + y* é um polinémio homogéneo de
grau 2.

Exemplo 1.2.4. Em A(z,y) = 3+4x+ 3y — 2zy* — 4zy — 32’y — 8xy + 42> apresentam-se

componentes homogéneas:
e componente homogénea de grau 0: 3.
e componente homogénea de grau 1: 4x + 3y;
e componente homogénea de grau 2: —4xy — 8xy;

e componente homogénea de grau 3: —3x?y + 4a3.

1.2.1 Operagoes com Polinémios em Duas Variaveis

Vamos agora a definir as operagoes Adigao, Subtragdo e Multiplicagao de Po-
lindbmios em duas variaveis. Estas vao munir o conjunto dos polindmios em duas variaveis

de uma estrutura conhecida como Algebra.

A adigao e a subtragao envolvendo polindmios seguem os critérios da reducao
de polindmios, no que se refere a termos semelhantes. Devemos sempre agrupar os termos
semelhantes e realizar suas adi¢oes ou subtracoes.

Sejam:

> byxty?
=0

Ms

Az, y) =

||M3

i iy’ e B(x,y) =

Il
=)

7

Definiremos a operagéo adigéo de polinémios da seguinte maneira:

Alz,y) + B(x,y) = Z Z aiz'y’ + 5 Z bty = > Z cijr'y’, onde, > Z cijz'y’ é o

1=05=0 1=0 5= 1=0 j= =0 j=
resultado da adigdo dos polinémios, em que Cij = Qij + bw para 0 < 1,7 < m,n.

Observacao 1.2.2. Sera importante reconhecermos que na adi¢ao envolvendo polinémios

é valida a propriedade comutativa:

A(z,y) + Bz, y) = (apx™ + a12™ 'y + aox™ *y* + ...+ a,y")
+  (box"™ + bty + ber" 2y 4+ buy”)
= (ag +bo)x" + (ar + by)x" 'y + (ag + b))z 2y* + ...+ (an + bn)y"
= (by + ag)x"™ + (by + a))x" Yy + (by + ax)x" 2y* + ...+ (by 4+ an)y”
= (box" + bty + bor" 2y 4 4 bpy™)
+ (apz™ + a1y + ax™ Yt + .+ any”)

B(z,y) + Az, y).
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Exemplo 1.2.5. Sejam f(x,y) = 22* + 2y® — 5> + 1 e g(x,y) = xy® + 122* — Ty? + 4.
Vamos calcular f(z,y) + g(z,y).
Na adicao de polinomios, adicionamos os coeficientes correspondentes aos ter-

mos semelhantes e mantemos a parte literal, assim:

flz,y) +g(z,y) = Qz* +ay® —5y* + 1)+ (zy® + 122* — Ty? + 4)
= 2+12)z* + (14 Day® + (=5 = 7)y* + (1 +4)
= 14a* + 2z — 124 + 5.

S (f 9w, y) = 14at + 22y° — 12 + 5.

Outra maneira de efetuarmos a Adig¢ao de polinémios é por meio de uma tabela,
devemos observar também que os termos precisam ser completados, colocando um zero

no termo de mesmo expoente que esta faltando.

Exemplo 1.2.6. Seja f(z,y) = 322 + 2zy — 4y* e g(x,y) = 42 — 4wy + 3, calcularemos
flz,y) + g(z,y), utilizando uma tabela.

322 4+ 2zy — 4P
(+) 42 — dxy + 3
2 —  xy — 42 + 3

Portanto, f(z,y) + g(z,y) = To* — vy — 4y + 3.

Exemplo 1.2.7. Sejam h(z,y) = 4vy*+ 322y —52°+3 e j(x,y) = 3zy* + 1222 — 4ay* + 4,
vamos calcular f(z,y) — g(x,y).

hz,y) —jlx,y) = (4xy4 + 32y — bay® + 3) — (3xy4 + 1222y — day® + 4)
= (4-3)zy* + (3 —12)2%y + (=5 — (—4))xy* + (3 — 4)
= a2yt — 9%y — 1zy? — 1.
(b =) (z,y) = zyt — 92y — lay® — 1.

Para efetuarmos a operacao acima, podemos fazer uso de um tabela conforme

o exemplo acima:
dry* + 32’y — bxy® + 3

(=) 3Bxyt + 122%y — 4dxy* + 4

oyt - 92%y —  ay? — 1
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Portanto, h(x,y) + j(z,y) = xy* — 92%y — zy* — 1.

Para desenvolver o produto de um monomio por um polinémio e consequen-
temente o produto de polinémio por polinémio, é primordial o dominio do conhecimento
sobre a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacao a adicao, pois esta operacao

é feita multiplicando-se o mondémio por cada termo do polinémio.

Observacao 1.2.3. E vilida a distributividade da multiplicacdo em relacio a adicéo.

m p
,7=0 4,j=0

‘ ( i (bij + Ci,j)miyj)

t,j=0

Supondo que p = m, temos:

flz,y) - {g(z,y) + h(z,y)} = (i: aiyjl.iyj)

= 2| 2 @a'(bﬁ+0/3)) x'y’
= 2| X aa'bﬁ+aa'%>xizﬂ

n+m ntm
S (PRUSN PR o) (5 ol P

1,7=0 \i,j=a+p

= (Zawxy) (Zbux?/)
4,7=0 4,7=0

+ (Z awxy) Zcmxy>

Exemplo 1.2.8. Multiplicaremos M (z,y) = 42y por P(x,y) = 223 — lay + 2y°.

M(z,y)- P(z,y) = (4a%) - (22° — 2y +2y°)
= 8%y — 4a3y? + S2%y?

Exemplo 1.2.9. Sejam f(z,y) = 22y + 2y — 5z*y + 1 e g(x,y) = 122° — Ty, vamos

calcular f(z,y) - g(z,y).
Percebe-se que, na operacao de multiplicagdo de polinomios, utilizamos a pro-
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priedade distributiva, assim:

flx)-glx) = 22y +zy — 52y +1) - (122° - Ty)
= 22y (122° — Ty) + zy - (122° — Ty) +
(—=5z%y) - (122° — Ty) + 1 - (122° — Ty)
= (242"y — 14a*y?) + (122'y — Toy?) + (—602°y + 352%y>) + (122° — Ty)
= 24aTy — 1a'y® + 1220y — Txy® — 602°y + 352%y% + 1223 — Ty

Para ficarem mais visiveis as propriedades operatorias dos coeficientes, reali-
zaremos os calculos com o auxilio de uma tabela e observaremos também que os termos
precisam ser completados colocando um zero para que o termo de mesmo expoente que

esta faltando complete a coluna, da direita para esquerda e abaixo, um do outro.

Exemplo 1.2.10. Sejam f(z,y) = 22* + 2y — 52y e g(x,y) = 1223 — Ty dois polinémios,

vamos calcular f(x) - g(x) usando uma tabela.

224+ ry — S5y
(x) 1203 — Ty
4ty — Taxy®> +  352%y°
(+) 2427 — 602°y + 12z2'y
2437 — 602y — 22ty — Taxy? 4+ 35x%y?

Portanto, f(z) - g(x) = 2427 — 6025y — 22ty — Txy?® + 3522y

Agora, iremos apresentar sucintamente o algoritmo da divisao de polinémios
em duas varidveis, estudar o algoritmo da divisao de modo que um aluno do Ensino Médio
possa ter dominio.

Na divisao de polindomios por monémios, utilizamos duas regras matematicas
fundamentais: realizamos a divisdo entre os coeficientes numéricos e a divisao entre as par-
tes algébricas, recorrendo a divisao de poténcias que apresentam a mesma base. Observe

os exemplos a seguir:

Exemplo 1.2.11. Sejam D(z,y) = S8z*y°+1223y* +42%y? e d(x,y) = 42*y, vamos operar

D +d da sequinte forma:

(82*y® + 1223y* + 42?y?) = (42%y)
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Neste caso, devemos proceder da sequinte maneira: dividiremos cada um dos

termos do polinomio D(x,y) pelo monémio d(x,y).

D(z,y) S8ty + 1223y* + 422y?
d(z,y) 4x2y
SxiyS 1223yt 4a?y?
4a2y 42y 422y
= 20%° + 32y +y

Quando dividimos polindmios por polinémios, devemos recorrer ao método
das chaves ou algoritmo de Euclides. No entanto, para realizarmos tal operagao, seréd
necessario que os polindomios estejam reduzidos e ordenados.

O conceito da redugao de termos semelhantes foi visto em (1.2.1). Quanto a
ordenacgao de polindmios, dizemos que um polinémio estda ordenado em relagao a deter-
minada variavel, quando o grau de todos os monoémios que o compdem, em relagao a esta
variavel, esta ordenado de forma crescente ou decrescente.

Para explicar o procedimento da divisao de polinémios pelo método das chaves,

vamos dividir k(z,y) = 92 — 1822y + 23zy? — 20y° por h(z,y) = 3z — 4y.

Exemplo 1.2.12. Sejam os polinémios k(x,y) = 923 — 1822y + 23xy® — 20y° e h(z,y) =

3x — 4y, vamos dividir k por h utilizando o método das chaves ou algoritmo de Fuclides.

923 — 18z%y + 23zy®? — 20y° 3r — 4y

— 923 + 122% 322 — 2xy + 5y?

- 6%y +  23zy?

+  62%y —  Say?

+ 152y — 2093

— 15zy* + 2043

0

Pelo algoritmo de Euclides, temos:

k(x,y) = 92° — 1822y + 232y* — 20> = (32 — 4y) (32 — 2xy + 5¢°) + 0.

Assim, como r =0, entdo kl|h.

Em alguns casos, o polinémio a ser dividido, ou seja, o dividendo requer alguma

preparacao na sua ordenacao, conforme iremos conferir no exemplo a seguir:



Curvas 24

Exemplo 1.2.13. Vamos dividir f(z,y) = 23 — y3 por g(z,y) = x — y recorrendo ao

método das chaves.

Neste caso, devemos escrever o polinémio f(x,y) ordenando-o sequndo as po-

téncias decrescentes de x e crescentes de .

» + 0%y + Ozy? — P r - oy
— B 4y 2 4+ ooy 4+ 12
*y + Ozy?
2y 4+ oz
ot — P
- oyt 4+ P
0

Sendo assim, pelo algoritmo de Euclides, temos:
fla,y) =2° =y = (x — y)(a® + a2y +y°).

1.2.2 PolinOmios Irredutiveis

Assim como o que acontece com polinémios de uma variavel, polindmios de
duas variaveis podem ser escritos como produto de polinémios de graus menores. Uma
vez que o conjunto de zeros nao se altera se multiplicamos o polindémio P(z,y) por uma
constante real, dizemos que P(x,y) e qualquer miltiplo ndo nulo yP(z,y),vy € R* definem
a mesma Curva. Por exemplo, os polinémios x—1y e 2x—2y definem a mesma Reta. Curvas
de grau 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sao chamadas de retas, conicas, ctibicas, quarticas, quinticas e
séxticas. Pode ainda acontecer de um conjunto de zeros em R? ser vazio, por exemplo, se
P(x,y) = 2*> + y*> + 1, a Curva Real associada ¢ vazia, no entanto, P(z,y) sempre define
uma Curva em R2.

Podemos, ainda, fazermos uso de algumas ferramentas da computagao para
esbocar Curvas Algébricas Reais Planas, a efeito de visualizarmos essa Curva. Existem
varios programas de computador que esbocam a Curva de equagoes polinomiais em duas
ou trés variaveis; neste trabalho recorremos ao Geogebra para a maioria das Curvas aqui

representadas. Uma questao que naturalmente se poe € se a equagao polinomial f = 0 estd
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bem determinada pela curva, i. e., o lugar das solugdes, mas isso nao é possivel. Pode-se
observar que f = 0 e f? = 0 apresentam as mesmas solucoes. Se tomdssemos f com grau
minimo, talvez todas as outras equagoes definindo a mesma curva seriam do tipo f™ = 0,
mas as solucoes de XY = 0 e X?Y = 0 sdo as mesmas, contradizendo a proposta. O
caso das equacoes: X2+ Y2 =0 e 2X2%2 +2Y? = 0 também tém o mesmo conjunto de
solucoes reais. A inexisténcia de pontos reais nesse tltimo exemplo parece estar na raiz
do problema. Para estudar isso, precisamos da seguinte defini¢ao e, consequentemente,

das proposigoes apresentadas em :

Defini¢ao 1.2.4. Um polindémio f € Rz, y] é irredutivel se f é ndo constante e nao pode

ser escrito como produto de polindmios nao constante em Rz, 3]
Um resultado interessante é o seguinte:

Proposigao 1.2.1. Todo polinomio f € R[x,y] pode ser escrito como produto de polind-

mios irredutiveis.

Demonstragio. Se f for irredutivel, ndo temos nada a fazer e o resultado esta provado. Se
f nao for redutivel, entdao f = g-h com g, h € Rz, y] ndo constantes. Como os graus de g
e h sao menores que o de f, podemos reaplicar o processo a g e h: se eles sao irredutiveis
temos provado o resultado; sendo, podemos escrever aquele que nao for irredutivel como
produto de irredutiveis e assim continuando o processo para os proximos fatores. Vale
ressaltar que o grau dos polinémios resultantes tem que ser menor que o dos fatores do

passo anterior e maior do que zero. O
No que diz respeito a Curvas Algébricas, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.2.2. Sejam f e g polinomios em duas varidveis com coeficientes nos Reais,
entdao f(z,y) =0 e g(x,y) = 0 tém as mesmas solugoes em R? se e somente se, os fatores

irredutiveis de f e g sdo 0s mesmos.

Demonstragio. Seja p € Rz, y] um fator irredutivel de f.

Supondo que (z,y) € R? p(z,y) = 0 = g(z,y) = 0, provaremos que p divide g
em R[z,y]. Podemos supor que Y ocorre efetivamente em p, sendo A = K(z), K = K(x).
Assim, p € A[Y] é ndo constante. Visto que A é um anel fatorial, sabemos que p é

irredutivel em K[Y]. Se por absurdo p 1 g, entao mdc(p, g) = 1. Dai existiria uma relagao

ap + bg = c,

onde a,b € A[Y] e c € A ¢ # 0. Agora como p ndo é constante exceto para

um ndmero finito de valores de z, a equacao p(z,y) = 0 admite solu¢do. Dai h& uma

infinidade de valores de x, tais que ¢(x) = 0, onde ¢ = 0. Esta contradi¢do mostra que
p/g em K[Y] e, portanto p/g em A[Y].

m
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Com efeito, se P(x,y) é um polinémio irredutivel e a curva C que esta definida
por P(z,y) = 0 é infinita, entdo a equagdo de grau minimo estd bem determinada. Dai
em diante, passam-se a admitir pontos cujas coordenadas sao numeros complexos. Em
praticamente toda a teoria que apresentaremos neste trabalho, a propriedade decisiva
dos nimeros complexos garante que estes formam um corpo algebricamente fechado de

caracteristica zero.

Definicao 1.2.5 . Uma curva algébrica plana afim é uma classe de equivaléncia de
polindémios nao constantes f € K[z, y|, médulo a relagao que identifica dois tais polinémios

se um é multiplo do outro por uma constante diferente de zero.

Nesse caso, a equagao da curva é qualquer um dos polinémios dessa classe de
equivaléncia.

O traco de uma curva é o conjunto de pontos que satisfaz uma dada equacao
polinomial, ou seja, é o conjunto de solugoes da equacao polinomial. O traco real de uma
curva definida sobre R é o conjunto de solugoes reais da equacao.

Assim passaremos a identificar uma curva algébrica plana por sua equacao.

Observe que as curvas 22 = 0 e x = 0, embora tenham o mesmo traco, sao
consideradas distintas. Uma curva é irredutivel se admite uma equacao que é um polino-
mio irredutivel. As componentes irredutiveis de uma dada curva f sdo as curvas definidas
pelos fatores irredutiveis de f. A multiplicidade de uma componente p de f é o expoente
com que p ocorre na decomposi¢ao de f; quando maior ou igual a dois, dizemos que p é
componente multipla de f.

Podemos dizer, ainda, que as componentes irredutiveis de uma curva f sao os
pedacos que constituem f e que sdo também curvas. No entanto, devemos ter atengao
para o fato de que uma curva pode ser irredutivel mesmo sendo seu trago real formado
por duas ou mais partes disjuntas.

E iremos tratar curvas algébricas e polinémios irredutiveis como duas repre-
sentacoes de um mesmo objeto.

Seja P(x,y) = ¥ a; 2"y, a;; € R um polinémio em duas varidveis com coefi-
47
cientes reais, a curva algébrica real afim definida por P(x,y) é o conjunto de zeros no R

deste polinémio, ou seja:

Cp={(z,y) € R*: f(x,y) = 0}

Exemplo 1.2.14. A representacio geométrica da curva dada pela equacdo x®—y*—x = 0,

ou ainda, y* = z(x — 1)(x + 1) que pode ser vista na Figura a sequir:
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1

T

Figura 1.1: Curva Algébrica 2% —y?> — 2 = 0.

1.3 Exemplos de Curvas Algébricas Planas

No ensino bésico, temos contato com algumas dessas curvas: retas, que sao

Curvas Algébricas de primeira ordem, e conicas, que sao de segunda ordem. Veremos a

seguir alguns exemplos que aparecem no ensino basico e outros que nao aparecem.

1.3.1 Reta

A reta que passa pelos pontos (z1,y1) # (22,92). Sua equagao é dada por:

z y 1
1 Y1 1] =0.
T2 Y2 1
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z y 1
onde |x; y; 1| denota o determinante.

Ty Yo 1
Exemplo 1.3.1. Observe a representacao algébrica e geométrica da reta que passa pelos

pontos (4,3) e (6,7):

1
1l=0=42 -2y —10=0.
1

> = R
N W

A

Figura 1.2: Reta: 4o — 2y — 10 = 0.

1.3.2 Conicas

Denominamos Conicas o conjunto de Curvas Algébricas de segunda ordem, ou

seja, definidas por polinémio de grau 2.

f(z,y) = Ax* + Boy +Cy* + Dx + By + F =0
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Paribola
Curva plana cujos pontos distam igualmente de um ponto fixo (foco) e de
uma reta (diretriz), ambos situados no plano da curva. Sua equagdo, num referencial
apropriado, é dada por:
y = az? + br + ¢
onde a e R* e b,c e R

Exemplo 1.3.2. Observe a sequir na Figura o exemplo da representacdo geométrica

de uma Curva Algébrica dada por:

Figura 1.3: Pardbola: 22 — 8y = 0.
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Circunferéncia

A Circunferéncia com raio medindo r e centro (zg, yo) é o lugar geométrico dos

pontos que estdo a mesma distancia r de (zg,9). Sua equagao geral é dada por:

(= 20)* + (y — y0)* =7
onde P = (zg, o) se corresponde com o centro da circunferéncia.
Exemplo 1.3.3. Observe na Figura[1.], o trago da Curva Algébrica denotada por Cir-
cunferéncia com centro no ponto A(3,4) e raio 5:
(= 3+ (y— 47 =5
=2 —6x+9+y* —8y+ 16 =25
=22+ y? —6x—8y =0

o f(zyy) =2+ y* — 62 — 8y

Figura 1.4: Circunferéncia: 2% + y? — 6z — 8y = 0.
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A Elipse

Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano em que a soma das distan-
cias de cada um desses pontos a dois pontos fixos (focos da elipse) desse plano é constante.

Sua equacao, num referencial apropriado, é dada por:

@+ +y+/(z—02+y2=2a

onde

Exemplo 1.3.4. Observe o exemplo da curva a sequir:

2

8

2
Y
+L=1
9

>
D

_ 922 + 169>
144
o (e, y) = 922 + 16y* — 144 = 0.

=1=922+16y> — 144 =0

Observe na Figura o traco da referida Curva.

A

Figura 1.5: Elipse: 922 + 16y? — 144 = 0.
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A Hipérbole

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano tais que a diferenca
(em mé6dulo) de suas distdncias a dois pontos fixos (focos da hipérbole) é constante. Sua

equagao simplificada, num referencial apropriado, é dada por:

V@ +o2+y2—J(z -2 +y2 =20

2 2
x Yy
e e
onde
b=+Vc%— a2

Exemplo 1.3.5. Observe na Figura[1.0 o trago da curva dada por:

f(z,y) = 92 — 16y* — 144.

yA

------
e .

v

A

-----

Figura 1.6: Hipérbole: 922 — 16y? — 144 = 0.

As curvas exemplificadas acima, reta e conicas, sdo exemplos abordados ana-

liticamente no ensino basico.
Abaixo vamos listar alguns exemplos de curvas algébricas que nao aparecem

no ensino bésico.
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1.3.3 A Cissdide de Didcles

A Cissoide de Didcles é uma curva de terceira ordem, descrita pelo matematico
grego Didcles 200 a. C., a fim de auxiliar na resolucao do problema de duplicagdo do cubo
(Problema de geometria, que consiste em obter um método para, dada uma aresta de um
cubo, construir, com régua e compasso, a aresta do cubo cujo volume seja o dobro do
volume do cubo inicial). Trata-se, no entanto, do lugar geométrico dos pontos dos pés
das normais tracadas do vértice de uma parabola as suas tangentes.

Dada a pardbola de equagao 2% = 4by, a tangente num ponto (zg, yo) se escreve:
zox — 4byo = 2b(y — yo)-
A normal tomada da origem (que é o vértice) é:
2bx + xoy = 0.
Dessas duas, resulta a equagao da cissoéide,
b — y(y® + 2*) = 0.

Exemplo 1.3.6. Observe a representacao grdafica da curva dada por:

flz,y) =b2® —y(y? +22) =0 comb=2 = f(z,y) =222 —y(y®? +2%) =0

A
v

\ 4

Figura 1.7: Cisséide de Diécles: 222 — y(y* + z%) = 0.
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1.3.4 Folium de Descartes

Com nome advindo do latin, Folium significa folha. O Folium foi proposto
pela primeira vez por Descartes em 1638. O Folium de Descartes é uma curva algébrica

de terceira ordem definida por:
fla,y) =2° +y° = 3axy = 0
A curva faz um lago no primeiro quadrante com um ponto duplo na origem e
assintota.
r+y+a=0
A curva é simétrica para y = x.

Exemplo 1.3.7. Esta € a representacao da curva denotada por Folium de Descartes, dado

por f(z,y) = 23 + y* — 3axy = 0 para o parametro a = 1.

<V

v

Figura 1.8: Folium de Descartes: 2® + y® — 32y = 0.

1.3.5 Trissectriz de Maclaurin

A trissectriz de Maclaurin é uma curva de terceira ordem que ganhou noto-

riedade por sua propriedade trissectriz, isto é, ela pode ser utilizada para trisseccionar
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angulos. Essa propriedade pode ser definida pelo lugar geométrico dos pontos de interse-
¢ao de duas retas, cada uma girando a uma velocidade uniforme sobre pontos distintos,
de tal forma que a relacdo entre as taxas de rotacao é de 1/3 e as retas inicialmente
coincidem coma reta diviséria entre dois pontos. O nome foi atribuido em homenagem a
Colin Maclaurin, que investigou essa curva em 1742. Ela relaciona-se com o Folium de
Descartes por transformagoes afins.

Folium de Descartes: 2° 4+ y® = 3azy mudando as varidveis para encontrar a

equacao em um sistema de coordenadas rotacionado 45 graus.

X+Y X-Y
x: , = .
NI

Logo, no sistema de coordenadas X, Y, a equacao passa a ser descrita por:

2X (X% 4 3Y?%) = 3av2(X? - Y?)
Multiplicando a direcdo Y por um fator de v/3, temos:
2X(X?+Y?) =aVv2(3X2 -Y?)

Exemplo 1.3.8. Aqui temos a representacio da Trissectriz de Maclaurin dado por:
flz,y) = iE(x2 + y2) — a(y2 — 3$2) =0, para a =1

YA

A
x V

Figura 1.9: Trissectriz de Maclaurim
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1.3.6 Caracol de Pascal

O nome Caracol de Pascal foi atribuido a esta curva pelo matematico francés
Roverbal (por volta de 1730). Ele a utilizou para desenhar tangentes a curvas e mais
tarde calculou a sua drea. Esta curva foi estudada por Etienne Pascal, pai do matemdtico
e filésofo Blaise Pascal. O nome Limagon vem da palavra em Latin 'limax"que signi-
fica "caracol". Apds essa época, diversos trabalhos tém sido publicados sobre essa curva
bem como diversas defini¢oes geométricas tém sido dadas a ela. Ao longo dos tempos,
foram publicados diversos artigos nos quais se expuseram as propriedades do caracol e as
formas de o construir. Foram também desenvolvidos aparelhos para descrever mecanica-
mente esta curva por meio de um movimento continuo. O primeiro destes mecanismos foi
construido por Peaucellier e ¢ constituido por duas barras articuladas.

Em coordenadas cartesianas, a curva algébrica denotada de Caracol de Pascal

se apresenta da forma:
C(z,y) = (2* + y»)? — 2ax(2* + 9°) + (a® — b*)2* — b*y* = 0.

Ja em coordenadas polares, a curva algébrica Caracol de Pascal se apresenta da seguinte

maneira:
C(x,y) = (2% +y?)? — 2az(2? + y?) + (a® — b?)2® — b2 - y> =0
U
((rcosf)? + (rsenf)?)? — 2arcosd((rcosd)? + (rsend)?) + (a® — b?)(rcosd)? — b*(rsend)? =0
I
(r?(cos8)? + r?(send)?)? — 2arcosf(r?(cosd)? + r?(send)?) + (a® — b*)r?(cosh)? — b*r?(send)? = 0
U
(r2)2 — 2arcosOr? + a®r?(cosf)? — b*r?(cosh)? — b*r?(send)? = 0
4
r* 4+ 2ardcosd + [a®(cosh)? — b2(cosh)? + (send)?)].r? =0
U
r2.r? + 2arcosf + a*(cosf)? — b* =0
U
r2.(r? + 2arcosf + a*(cosf)?) = r2b>
U
(r + acosf)? = b2
I
r + acost = b
I

r = acost £ b.



Curvas 37

Exemplo 1.3.9. A sequir temos a representacdo do trago de um caso particular da curva

denominada Caracol de Pascal, para a =1 e b= 1:

C(z,y) = (22 + y*)? — 2ax(2® + y?) + (a® = b*)2z? = b* - > =0
\
Clr,y)=(*+y*)?*—2-1-z(2*+y*) + (12— 1922 - 12-y* =0
Y
C(z,y) = (2* +y*)?* — 22(2* + ¢?) — y* = 0.

YA

A

Figura 1.10: Caracol de Pascal

1.4 Curvas Fechadas em R?

As fronteiras de uma cidade representam um objeto quando desenhadas em
um plano; esse objeto possui algumas caracteristicas interessantes as quais devemos dar a
devida aten¢ao. Pode-se perceber que esse objeto nao apresenta extremidades, ou seja, nao

tem inicio ou fim, ele é formado por um conjunto de pontos e, ainda, pode ser representado
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por uma Curva no plano R?. Entdo as fronteiras ou borda dessa representacao sao dadas

por uma Curva que classificaremos como Fechada.

Figura 1.11: Fronteiras ou borda de uma cidade

O centro de interesse deste trabalho é calcular a distdncia entre objetos no

plano, mais especificamente Curvas Fechadas. Vamos a dar a defini¢cao formal:

Definigao 1.4.1. Uma Curva Fechada C : [a,b] C R — R? é uma aplicagao continua

tal que: C'(a) = C(b).

Exemplo 1.4.1. Observe o trago da curva fechada na Figura dada por:

C(z,y) = {(z,y) e R? : 2 + ¢

Y4

A

Figura 1.12: Circunferéncia

x V



Curvas 39

De fato, observe que a Figura[1.12] ¢ imagem da curva parametrizada
v : [0, 27] = R? definida por ~(t) = (2cos(t),2sin(t)) e que v(0) = y(2m).

Observacao 1.4.2. As Curvas Fechadas podem ser vistas como solugoes periddicas de

problemas modelados em R?, pois elas se apresentam como uma f(¢), em que existe um

T, tal que f(t+1T) = f(t).

Exemplo 1.4.2. Problemas modelados por Curvas Fechadas do tipo A(t) = (acos(t), bsen(t)),
percebemos que nesse tipo de problema, A(t + 2m) = A(t).

Exemplo 1.4.3. Observe o trago da curva fechada dada por:

C(z,y) = {(z,y) € R* : 2% + 29> = 8}

YA

A
x V

Figura 1.13: Elipse

Informalmente, podemos entender Curvas Fechadas em R? como sendo aquelas

curvas que nao apresentam extremidades.

Observagao 1.4.3. Algumas das Curvas apresentadas neste capitulo: Cissdide de Dié-

cles, Folium de Descartes, Trissectriz de Maclaurin e Caracol de Pascal nao fazem parte
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do roll de conhecimentos previstos para um aluno do Ensino Médio. Porém, o presente
trabalho propoe a discussao e o aprofundamento desse tema ainda no Ensino Médio, dessa

forma, a apresentacao dessas novas curvas ird agucar o interesse dos alunos iniciantes a

Geometria Algébrica.
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Capitulo 2
Espacos Métricos

O proposito deste capitulo é introduzir conceitos sobre Espaco Métrico e apre-
sentar algumas defini¢bes e exemplos que serao relevantes para o prosseguimento deste
trabalho; na sequéncia, discutiremos um assunto nao menos importante que sao as nogoes
sobre Bolas de uma Curva representada em um espaco métrico. O presente capitulo terd
como referéncias principais: [4] e

2.1 Meétrica

Definicao 2.1.1. Uma funcgao d é considerada uma métrica ou distancia em um espaco

X arbitrario, se as seguintes condigoes forem satisfeitas para todos os x, y, z € X.
1) Positividade: d(x,y) > 0se z # y e d(x,z) = 0.
2) Simetria: d(z,y) = d(y, x)
3) Desigualdade triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

A propriedade 3), descrita acima, é conhecida como desigualdade triangular e tem origem
no fato de, na geometria elementar, cada lado de um triangulo ter medida menor do que

a soma das medidas dos outros dois lados.

2.2 Espaco Métrico

Definicao 2.2.1. Um espaco métrico é um conjunto X no qual é possivel definir uma
distancia d(x,y) entre cada par de pontos z,y € X, ou seja, sendo X um conjunto arbi-
trario. A funcédo d: X x X — R é uma métrica em X se as seguintes condig¢oes descritas
em forem satisfeitas para todos os z,y, z € X.

Logo, podemos concluir que: um espago métrico é um conjunto em que seja

possivel calcular a distancia entre seus elementos, ou seja, com uma medida nele. Em
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linguagem formal, define-se um espago métrico como um par (X, d), onde d é uma métrica
em X. Os elementos de X sdo chamados pontos do espago métrico e d(z,y) refere-se
a distdncia entre x e y; em alguns exemplos, podemos nos deparar com uma definicao
de distancia entre x e y denotada como |zy|, assim como podemos nos referir a um

determinado “espago métrico X” ao invés de usarmos espaco métrico (X, d).

Exemplo 2.2.1. Um exemplo bastante trivial de uma métrica em qualquer conjunto X é

a métrica discreta

0, se z=uy;

1, se x#y;

d(z,y) = {

Entao d é uma funcao e valem:

d(xz,y) =0 se x =y, por defini¢io. d(z,z) = 0.

d(z,y) = 1 para x # y, por definigio. Como 1 > 0 temos que d(z,y) > 0 se
T # .

Se x =y, entio d(x,x) = 0. Se x # y, entdo d(x,y) = 1, por definicio.
Também se y # x = d(y,x) = 1. Logo, d(z,y) = d(y,z), V z,y € X.

Se x =z, entdo d(z,z) =0 < d(z,y) + d(y, 2)

Se x # z, entdo d(z,z) =1

i) Sey = x, entdio y # z. Neste caso, d(z,z) = 1,d(z,y) = 0 e d(y,z) = 1, entao
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

ii) y = z entdo y # x. Neste caso, d(x,z) = 1, d(z,y) = 1 e d(y,z) = 0, entdo
(. 2) < d(z.y) + d(y,2).

iii) Sey #x ey # z, entio d(x,z) =1, d(x,y) =1 ed(y,z) =1, entdo 1 = d(z, z) <
d(z,y) +d(y, z) = 2.

Assim, d(x,z) < d(z,y) +d(y, z), V z,y,z € X.

Portanto,

é uma métrica em X.
Proposicao 2.2.1. Seja d: X x X — R uma funcao tal que:
(a) d(z,y) =0 x=y.

(b) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2), V z,y,z € X.
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Entao d é uma métrica.

i) d(z,x) = 0. De (a) temos que x = y implica d(x,z) = 0.
Além disso, se d(x,y) > 0 se z # y. Em (b), se z = x, temos: d(z,z) < d(x,y) +
d(xz,y) = 2d(z,y). De i) acima, d(z,z) = 0. Logo, 2d(z,y) > 0 = d(z,y) > 0. Por
(a),d(z,y) # 0. Entao d(x,y) > 0. se x # y.

ii) d(z,y) =d(y,z), Yz,y € X. Em (b), se y = x, temos:

d(z,z) < d(z,z) +d(z,z)

Por i), d(z,x) = 0 entdo d(z,2) < d(z,z), ¥V x,z € X. Trocando x por z e z por z,
temos: d(z,x) < d(z,2), Vz,z € X. Assim, d(z,2) = d(z,z), Vx,z € X.

i) d(z,z) < d(z,y)+d(y, z), Vr,y,z € X. Usando #ii) na segunda parcela da soma em
(b); d(x, 2) < d(z,y) + d(z,y) = d(z,y) + d(y, 2).
Portanto, d(x, z) < d(x,y) + d(y,2), V z,y,z € X.
Entéao, as condigbes (a) e (b) da proposi¢ao sao suficientes para demonstrar

que uma funcao d: X x X — R é uma métrica em X, conforme o definido em ([2.2.1]).

Exemplo 2.2.2. Podemos definir d:R x R — R por:

d(x,y) = |z —y|

Observe a sequir a demonstragdo:

|r —y|> 0, entdo d(x,y) > 0. Por outro lado, |x —y|= 0 < x =y, logo
dlz,y) =0z =y.

Sendo, d(z,z) = [ — z|= |z +y —y — 2|< [z —y[+]y — 2|= |z — y|+|z —y|=
d(z,y) + d(z,y). Assim, d(z,z) <d(z,y) +d(z,y), V z,y,z € R.

Portanto, (R,d) é um espago métrico.

Todos os conceitos para espago métrico discutidos neste trabalho até entao sao
naturais generalizagoes dos conceitos correspondentes para o conjunto R com essa métrica

de valor absoluto.

Exemplo 2.2.3. Podemos definir distincia como d:R?> x R? — R por:

d(z,y) = \/(1’1 —y1)* + (v2 — 1o)?

r = (x1,22)

Y= (y17y2)
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Observe a demonstracio a sequir:

d(w,y) = /(21 = 91> + (22 — 10)° = 0= (21 — 1)? + (w2 — 1)? = 0.
Como (x1 —11)?> > 0 e (13 —y2)? > 0, entdo (x1 —11)> = 0 e (z2 — y2)? =

0= 21 —y1 =0 ez —1ys =0, ou seja, xr1 = Y1 € o3 = Yo, 0 que implica x = y.
Portanto, d(z,y) =0 <= x = y.

Para provarmos a sequinte propriedade: d(z,z) < d(z,y) +d(z,y), ¥V z,y,z €
R2, recorreremos a desiqualdade de Cauchy-Schwarz no R™, que se enuncia da sequinte

forma:

n n 1 n 1
> lzayil< Qo2 (Y_ui)>
i=1 i=1 i=1

De fato, e a demonstracio seque abaizo:

2rs < r? + s? € verdadeira para todo r,s € R, pois (r — s)? = r* — 2rs + s> > 0. Assim,

se fizermos a = \/x% +2i+-+12eb= \/y% +y3 + -+ y2, € verdadeira a relagdo:

x7) | (y)

|zi| |yl
. . <
a b — a2 + b2

Para todo1=1,2,3,...,n

Somando em relacdo ao indice i, teremos:

2 N
ab —

E portanto,

Solwl<ab = yJaibad ot ad i b i g
i=1
2)1 ol
= (Z%)Q : (Z%)z
i i=1
Retomando a propriedade, temos:

Xy — Zz) (xQ - 2:2>2

(d(z,2))* = (

= (m—ymtuy—2)+ @yt —2)
(1 —y1)° +2(z1 = y) (1 — 21) + (1 — 21) +
(22 — y2)? + 2(2 — y2) (32 — 22) + (12 — 22)*.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
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M=

NI

(d(z,2))* < (z1—y1)*+2[(x1 —y) (v — 20)]7 + (11 — 21)* +
(22 = y2)* + 2[(22 — y2) 2)]7 + (y2 — 22)

Vi@ =907 + (02— 12) + (= 20)% + (9 — %)

\/(171 —y1)* + (22 —1)* + \/(21 — )2+ (22 — 1)

d(z,y) +d(z,y)]*.

(
(

Y2 —

[
= |
[
Assim, d(x,z) < d(x,y) +d(y, z) e portanto d é uma métrica em R?.

A métrica acima é apresentada aos alunos do ensino basico. Ela é uma mé-
trica natural, pois provém da Distancia da Geometria Euclidiana e é chamada Métrica

Euclidiana. Também é conhecida como métrica usual em R2.

Exemplo 2.2.4. Demonstre que d:R? x R? — R, entdo d(x,y) = |x1 — y1|+|xe — 32| €
uma métrica.

d(z,y) = |v1 — y1|+|r2 — ya| € uma fungdio d: R?* x R*? — R.
i) d(x,y) > 0. Como |1 — y1|> 0 e |ra — y2|> 0, isso implica que d(x,y) = |x; —
y1|+|ze — y2|> 0.

Por outro lado, d(x,y) = |1 —y1|+|x2 — /=0 |21 —p1|=0 e |2 —1|= 0 &
r1—y1 =0 exo—ys =0, ou seja, x1 = yy e xy = yo. Portanto, d(z,y) =0 x =y.

i)

d(zx, 2)

|LL’1 — 21|—|—|$2 — 22|

|z1 + y1 — Y1 — 21| +H|@e + Yo — y2 — 29|
< rr =yl — 21w — gl +Hye — 2

(Jo1 = yi|H+|z2 — yal) + (|20 — w1l +|22 — 12])
d(x,y) +d(z,y).

Assim, d(x,2) < d(z,y) +d(z,y), ¥V x,y,2 € R? e portanto d, é uma métrica

em R2.

Exemplo 2.2.5. Demonstre que d:R?> x R? — R, entdo d(z,y) = max{| 1 — vy |, |
—yo |} onde v = (z1,y1) e y = (T2,y2) € uma métrica em R2.

d(z,y) = max{|z; — y1|, |vs — ya|} € uma fungio de R* x R* — R.

i) d(z,y) = max{|r; — y1|, |v2 — ya|}, como |v1 —y1[> 0 e |v1 — 1> 0.
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Entio d(z,y) > 0. Por outro lado, d(z,x) = max{|r; — 1|, |2 — 22|} = 0 &
z1 == 0elrr—n= 0 21—y =0 exy—ya =0, ou seja, 11 = yp ¢
Ty = Yy & x = y. portanto, se x # vy, entio d(z,y) > 0.

ii)

d(xz,z) = max{|z; — 21}, |z — 22|}
= max{|z; —y1 + 1 — 21|, |22 — Y2 + Y2 — 2|}
< max{[z; — yi|+|y1 — 1], [22 — ya|+y2 — 22/}
< max{|zy =y, [z2 — 2|} + max{lys — 21, [y2 — 2[}

max{|z1 — y1], |T2 — yo|} + max{|y; — z1], |y2 — 22|}

d(z,y) +d(z,y).

Assim, d(z,z) = d(x,y) + d(z,y) para todo x,y,z € R? e portanto d é uma métrica em
R2.

Exemplo 2.2.6. Seja d uma métrica em M, entdo as funcoes o, e v também sdo

métricas em M. Observe:

a) a(z,y) =/d(z,y).

i) a(x,y) = Jd(z,y) > 0, V z, y € M, pela propria definigio. Por outro lado,
alz,y) = 0 & (Jd(z,y) = 0 & d(z,y) = 0 & = = y. Jd que d é métrica,
alz,y) =0z =y.

ii) a(z,2) = \Jd(e.y) < \Jd(,y) +dy.2) < \Jd(e.y) +d(zy) = ale,y) + alz,y).

Assim, a(z,z) < a(z,y) + oy, 2),V z, y, z € M.

Portanto, a(z,y) = \/d(x,y) é uma métrica M.
d(z,y)
b = —

f € uma fungio de R x R — R e g(x) = 1 T sdo fungoes.
x
i) Como d(x,y) >0, entao 1 +d(x,y) > 0 e portanto,

d(z,y) 0
L+d(z,y) —

Por outro lado, f(z,y) =0 < d(z,y) =0 v =y. Assim, B(z,y) =0z =
Y.
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i) B(w,2) < B(x,y) + B(2,y), Vo, y, 2 € M

Temos que mostrar que

d(z, 2) d(z,y) d(z,y)
1 +d(x,2) - 1+d(z,y) + 1+d(z,y)

Sabemos que d(z,z) < d(z,y) + d(z,y), denotemos a = d(x,y), b = d(z,y) e
c=d(z,z).

@ b _a-(1+b)+0b-(1+a)
(14+a) (1+0b) (1+a)-(1+b)
a+ab+ba+0b

l1+a+b+ab
a+b4+ab

l1+a+b+ab
l1+a+b+ab—1

l+a+b+ab
1

“14a+b+ab

l+a+b+ab>1+c+ab>1+c.

A desigualdade acima vale, pois a-b > 0.

Observe que ¢ < a+b, pois d € uma métrica. Logo, 1+a+b+ab>1+c+ab >

1+4c.
Assim,
1 1 1 1
< = — >
l+a+b+ab ™ 1+4+c l1+a+b+ab ™ 1+c
=1 L < 1
l+a+b+ab — 1+c¢
Portanto,
a n b S 1 :1—1—0—1: c
1+a 140 1+¢ 1+e¢ 1+e¢
e mostramos a desiqualdade desejada.
Logo,
d(z,y)
x,Y) =

¢) 7(e.3) = minfLd(z. )}

Como o minimo entre dois numeros é unico, entao vy é funcdo.
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i) Como d(z,y) > 0, isso implica que min{l,d(z,y)} > 0. Por outro lado,
Y(z,y) =0 & min{l,d(z,y)} =0 < d(z,z) =0 < x =y. Assim, v(z,y) =
0 x=uy.

i) y(z,2) < y(z,y) +7(2,9)

Y(@,y) +v(2,y) = min{l,d(x,y)} + min{l,d(z,y)}
= min{l+ 1,1 +d(z,y),1 +d(z,y),d(x,y) + d(z,y)}

Como, 1+1>1,14+d(z,y) > 1,1+d(z,y) > 1 ed(z,y) +d(z,y) > d(z, z)

Temos que:
min{1+ 1,1+ d(z,y), 1+ d(z,y), d(z, y) +d(2,y)} > min{1,d(z, 2)} = 7(z, 2).

Assim, y(z,z) < y(z,y) + v(z,y). Portanto, v(x,y) é uma métrica em M.

2.3 Nocoes Basicas de Topologia

Para iniciarmos essa se¢ao, iremos definir alguns conceitos sobre Bolas que
serao de extrema relevancia para este trabalho.

Nao menos importante serd o estudo sobre alguns conceitos acerca de con-
juntos, que iremos fazer neste capitulo. Apresentaremos alguns exemplos acerca desses
assuntos. Para tanto, iremos ter como referéncia .

Toma-se um espac¢o métrico M, um ponto a pertencente a M e um ntimero real

e > 0.

Definicao 2.3.1. Definimos como Bola Aberta de centro a e raio £ > 0 o conjunto B(a, )
formado pelos pontos do espago métrico M cuja distancia ao ponto a seja menor do que
€, ou seja,

B(a,e) ={x e M | d(z,a) < &}

Munidos da nocao de Bola Aberta, podemos definir o conceito de conjunto

aberto.

Definigao 2.3.2 (Conjunto Aberto). Um conjunto U C M é denotado aberto se, para
cada ponto p € M, existir um ¢ tal que B(p,e) C U.

Definicao 2.3.3. Uma Bola Fechada de centro a e raio € > 0 é o conjunto Bla, €] formado
pelos pontos do espaco métrico M cuja distancia ao ponto a seja menor ou igual do que
€, Ou seja,

Bla,e] = {zx e M | d(x,a) < e}

Munidos da noc¢ao de Bola Fechada, podemos definir o conceito de Conjunto
Fechado.
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Defini¢ao 2.3.4 (Conjunto Fechado). Um conjunto U C M é denotado fechado,

quando seu complementar é aberto.

Defini¢ao 2.3.5. Definimos como esfera de centro a e raio ¢ > 0 o conjunto S(a,¢)
formado pelos pontos do espago métrico M cuja distancia ao ponto a seja igual a €, ou
seja,

S(a,e) ={r e M |d(x,a) = ¢}

Note que Bla,e] = B(a,e)U S(a, ) é uma reuniao disjunta.

Sera de grande valia aproveitarmos essa se¢ao para definirmos alguns conceitos

que permearao este trabalho.

Definigao 2.3.6 (Conjunto Limitado). Um conjunto U C M é dito limitado, se existir
um r < oo e p € M tal que U € B(p,r), ou seja, um conjunto é dito limitado se estiver

contido em alguma Bola aberta de raio finito.

Defini¢ao 2.3.7 (Propriedade de Heine-Borel). Um conjunto U em R", munido de

uma meétrica, é denotado compacto se ele for fechado e limitado.

Observagao 2.3.8. As curvas fechadas sdo compactas e iremos utilizar as defini¢oes de

conjunto compacto e fechado, para definir a métrica de Hausdorff, centro deste trabalho.

Definicao 2.3.9. Uma funcao f:M 1— R é continua em p € M, se, para todo ¢ > 0,
existir um ¢ > 0, tal que se d(p, q) < 0, entao d(f(p), f(q)) < e. A fungao f é continua se
f for continua para todo ponto p € M.

Exemplo 2.3.1. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a Bola
Aberta B(a,e) € o intervalo aberto (a—e,a+¢), pois |r—a|< e equivale a —e < x—a < ¢,
ou seja, a —e < x < € + a. Analogamente, a Bola Fechada Bla, €| € o intervalo fechado

l[a —e,a+¢€] e a esfera Sla, €| tem apenas os pontos a —e e a+¢.

Exemplo 2.3.2. Seja M um espago métrico. Se M esta munido da métrica zero-um,
entao, para todo a € M,

se e > 1, tem-se B(a,e) = Bla,e] = M e,

se € < 1, tem-se B(a,e) = Bla,e] = a, pois d(z,x) = 0 e d(z,y) = 1,
considerando x # y,Vr,y € M.

Por outro lado, se ¢ = 1, a Bola Aberta B(a,e) = {a} e a Bola Fechada
Bla,e] = M. Assim, se e #1,S(a,r) ={} esee =1,5(a,1) = M — {a}.

Exemplo 2.3.3. Usando a métrica usual:

B((a1,a2),¢) = {(z1,22) € R? | d((21,21), (a1,as)) < €}

Observe que
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d((1,71), (a1,02)) = /(21 — ar)? + (w2 — a2)? < £ & (21— a1)? + (22 — as)? < €%,

o interior de um circulo de centro a = (a1, az) e raio €.

Figura 2.1: (21 — a1)? + (73 — az)? < &
i) Usando a métrica d((x1,x2), (y1,vy2)) = |x1 — y1|+|x2 — 3o

B((a1,a2),e) = {(x1,22) € R* | d((21, 22), (a1, a2)) < €}

d((z1,12), (a1,a2)) = |r1 — Y1|+|r2a — y2|< € que € o interior de um quadrado de

centro a = (ay,az) e diagonais de comprimento 2¢, paralelas aos eizos.

Figura 2.2: |x; —aj|<c e |ro —ag|< e

it) Usando a métrica d((x1,x2), (y1,y2)) = max{|x; — y1|+|x2 — ya|}
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Bla,e) = {(w1,15) € R? | d((w1, 72), (a1,a0)) < €}

d((z1,12), (a1,a2)) = max{|x; — ar|+|xe —a2|} < e = |11 —a1|< € e |[xg —as|< €
que € o interior de um quadrado de centro a = (a1, az) e lados de comprimento 2e,

paralelos aos eiros.

Figura 2.3: |z; — a1|+|xe — ag|< €

Exemplo 2.3.4. Sejam f e g duas fungoes, além disso, sejam f € B([a,b],R) e B[f, ] =
{9 € B(la,b,R) | d(f,g9) < €} a Bola Fechada na métrica d(f,g) = sup{|f(z) —
g(x)|:x € [a,b]}, a condigio para que g € B([a,b],R) perten¢a @ Bola Fechada Blf,¢]
¢ que sup{|f(x) —g(x)| : x € [a,b]} < ¢, ou seja, |f(x) —g(x)] < e, V€ la,b)].

Geometricamente:

Consideremos o grifico G(f) = {(x, f(x)) € R? | z € [a,b]}. Como |f(z)—y|=
ly—f@)|<e= —<e<y—flx) <e= fla) —e <y < f(z) +&Vr € [a,b] ,entdo
G(g) = {(x,g(x)) € R? | x € [a,b]} estd contido numa faiza de amplitude 2 em torno de
a(f).

Agora, para que g € B(f,e),|f(x) — g(z)|< &,V € [a,b], geometricamente,

G(g) estd contido numa “faiza aberta” de amplitude 2¢ em torno de G(f).

2.4 Bola de uma Curva Algébrica

Vimos neste capitulo que Bola de um ponto a é o conjunto aberto ou fechado
de todos os pontos que apresentam distancia menor ou igual € de um determinado ponto
a. Vamos aplicar agora este conceito a um conjunto de pontos que pertencem a uma

Curva Algébrica Plana, teremos a Bola da Curva B(C,¢).
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Definig¢ao 2.4.1. Dado um espago métrico (X; d), além disso, seja € > 0 um valor arbitré-
rio qualquer. A Bola ou "vizinhanga-e"da Curva Algébrica C' é um subconjunto B(C,¢)
desse espago métrico, formado por todos os pontos p € (X;d), tal que, a distancia de p a

curva Algébrica C' é menor ou igual a £, ou ainda:

B(C.e) = U B(p:e),

peC

ou seja, a uniao das Bolas de raio £ com centro em cada ponto pertencente a Curva C.
Exemplo 2.4.1. Conforme o Exemplo , que apresenta a Curva Algébrica

F($’y> = 22% — y(y2 + xQ) =0,

denotada Folium de Descartes representada em R?, a sequir temos a representagio do

traco da curva F(x,y) em R? e a sua Bola B(F,e).

Figura 2.4: Folium de Descartes F'(x,y) e sua Bola B(F,¢)

Exemplo 2.4.2. A Curva Algébrica Plana, apresentada no Exemplo ,

C(z,y) = (% + y*»)? — 2ax(2* + y*) + (a® — b*)2® — b*y* = 0,

¢ o Caracol de Pascal. A sequir temos a representacio do traco da curva

C(z,y) em R? e a sua Bola B[C\¢].
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Figura 2.5: Caracol de Pascal P(z,y) e sua Bola fechada B[C,¢]

Exemplo 2.4.3. Seja a curva C(z,y) = 42? +y* — 24z — 4y — 60 em R?. A seguir, temos

a representacdao do traco da curva fechada C(z,y) em R? e sua Bola B(C,¢).
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Figura 2.6: Curva C(z,y) e sua Bola B(C,¢)
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Capitulo 3
Meétrica no Espaco das Curvas

Seja (X; d) um espago métrico e P um conjunto dos seus subconjuntos, neste ca-
pitulo faremos uma reflexao sobre as distancias entre esses subconjuntos. Para tanto, apre-
sentaremos e discutiremos o conceito de Distancia de Hausdorff. Segundo [3], esse conceito
de distancia foi introduzida pela primeira vez por Hausdorff em seu livro Grundziige der
Mengenlehre, Fundamentos da teoria dos conjuntos, publicado em 1914.

Para que a Distancia de Hausdorff seja uma métrica, é necessario restringirmo-
nos aos subconjuntos compactos de X, ou seja, os subconjuntos limitados e fechados de
R2.

Vamos comegar introduzindo a definicdo de Distancia de Hausdorff num sub-
conjunto, convenientemente escolhido, do conjunto das partes de um espago métrico (X; d).

A seguir, serao provados alguns resultados envolvendo a Distincia de Hausdorff
entre subconjuntos fechados e limitados de R2. Vale ressaltar que a ideia de munir um
conjunto abstrato, como o espaco das Curvas, de uma noc¢ao de distancia é o que nos
motiva, esse é o centro do trabalho. Isto permitira a distin¢cao entre conjuntos e nos daré
uma ideia de quao diferentes eles sao um do outro. Podemos nos deparar com duas curvas
iguais, no sentido de que uma ¢é a translagdo da outra. Nesse caso, a métrica que vamos
estudar nao conseguira distingui-las; no entanto, poderd nos indicar a posi¢ao na qual

elas estao. Para essa reflexdo, seremos norteados pelas referéncias [4] e .

3.1 Distancia de Hausdorff

Na matemadtica, a Distancia Hausdorff, ou Métrica Hausdorff, mede o quao
distante dois subconjuntos de um espac¢o métrico estao um do outro.

De modo informal, dois conjuntos estao perto, do ponto de vista da Distancia
de Hausdorff, se todo ponto de cada conjunto esta perto a algum ponto do outro conjunto.
Para um melhor entendimento do assunto, analisemos a situacao problema a seguir:

Tomemos A e B dois conjuntos compactos no plano R?. Seja x um elemento

do conjunto A e y um elemento do conjunto B.
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A distancia de um elemento x ao conjunto B é dada pela distancia desse
elemento x ao vizinho mais préoximo do conjunto B, ou seja, ;Ielfl d(z,B). Do mesmo
modo, a distancia de um elemento y ao conjunto A pode ser considerada a distancia
desse elemento ao seu vizinho mais préximo em A, ou seja, iIeljfB d(y, A).

Assim, a “distancia” entre o conjunto A e B poderia ser definida como:

H(A; B) =sup{d(z,B):x € A}

E a “distancia” entre o conjunto B e o conjunto A por:

H(B; A) = sup{d(y, A):y € B}

Figura 3.1: H(A,B) # H(B, A)

No entanto, note que, se H(A, B) # H(B, A), entao esta defini¢do para dis-
tancia nao atende as propriedades de métrica.

Entao, iremos propor neste caso o uso da Distancia de Hausdorff ou Métrica
de Hausdorff para mensurar a distancia entre dois conjuntos em R2.

Para definirmos a Distancia de Hausdorff entre os elementos dos conjuntos
A e B, devemos tomar a maior distancia possivel entre um elemento de A e o conjunto
de todos os elementos de B, ou seja, H(A; B), e também a maior distdncia entre um
elemento de B e o conjunto de todos os elementos de A isto é, H(B; A). O maior destes
dois nimeros seria o que poderiamos definir como a Distincia de Hausdorff entre A e B.

Vamos definir formalmente a Distincia de Hausdorff; vale lembrar que essa

distancia é uma distancia entre subconjuntos de um conjunto com métrica presente nele.
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Defini¢ao 3.1.1. Dado um espago métrico (X, d), seja
H = {K C X: K ¢é compacto e nao vazio}

Dados dois conjuntos A; B € H, define-se Distancia de Hausdorff entre A e B

CO1mo:

dy(A; B) = max{supd(z, B);supd(y, A)}
yeEB

€A

Proposigao 3.1.1. Seja A um subconjunto nao vazio fechado de R™. Dado x € R" existe
a € A tal que:

d(x,A) =d(z,a)

Demonstra¢io. Como d(x,A) = igg{d(a:, a)}, por defini¢do temos:

1
V k € N, existe a, € A cuja d(x, A) > d(z,ax) — T Entao, como d(z, A) < d(z, ax),

1
temos que: V k € N, | d(z, A) — d(x, ax) |< R
Pelo que d(x,a;) — d(x, A).
Por outro lado, a sequéncia (ay)y é limitada, pois admite uma subsequéncia,
(ap;); convergente para algum ay € X. Mas como A é fechado, ap € A. Sendo A fechado,
entdo d(z, A) = d(z,a) para algum a € A.
m

Proposicao 3.1.2. Seja (X, d) um espago métrico e A um subconjunto ndio vazio de X,

entdo a fungdo

X —- R
r — d(z,A)

é continua.

Demonstragcio. Comecemos por observar que:

Vxy,z €X, |d(z,2) —d(y, 2)|< d(z,y)

Uma vez que pela desigualdade triangular temos que:

VayzeX |dzz) —dy, 2)|<dzy) edly,z) <dy,z)+d(z,z)

Para mostrar a continuidade de ¥ em zy € X, temos de verificar que V ¢ > 0
36 > 0 Ve € X d(z,x20) < 0 =| d(z,a) —d(zg, A) |< €

Observe que V a € A d(z, A) < d(z,a)
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por outro lado, como d(zg, A) = ir€1£ {d(z¢,a)} , pela defini¢ao de infimo,

1
VneNITa, € Ard(xg, A) > d(z0,a,) -

entao,
d(z,A) —d(zo, A) < d(zx,a,) — d(xg,a,) — i < d(z,x0) + 711
e, como n é qualquer,
d(xz, A) — d(zo, A) < d(x,z0)
Analogamente se mostra que d(xg, A) — d(z, A) < d(xg, )
e, portanto, como |d(z, A) — d(zg, A)|< d(z, z¢), basta tomar § = em Ve > 0
Jo>0VereX
d(z,x0) <6 = |d(z,a) — d(zg, A)|< €.
[

Exemplo 3.1.1. Consideremos, em R?, os conjuntos A = [0;1] x [0;1] e B =]0;1]x]0; 1].
Entao H(A;B) = H(B;A) = 0, mas A e B nao sdo iguais. Este exemplo
permite-nos perceber que H(A; A) = H(A; A) = 0. Para que a nossa definicio seja uma
distancia, devemos considerar apenas conjuntos fechados.
Observamos que o0s subconjuntos limitados e fechados de R? sdo, precisamente,
0s subconjuntos compactos. Vamos introduzir a definicao de Distancia de Hausdorff num

subconjunto, convenientemente escolhido, do conjunto das partes de um espaco métrico
(X;d).

Observacao 3.1.2. Nao se pode confundir a Distancia de Hausdorff entre dois conjuntos
A e B com a distdncia entre conjuntos, usualmente definida num espaco métrico do
seguinte modo:

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}

A distancia entre conjuntos apresentada dessa forma nao é uma distancia no conjunto
dos subconjuntos de um espago métrico. De fato, basta existir uma intersec¢ao entre os
conjuntos, para que dois conjuntos diferentes A, B tenham a distancia d(A, B) = 0, o que
viola uma das condig¢oes para que uma funcao seja definida como métrica em um espago
arbitrario. Segundo a condigado, se d(A, B) = 0, entdao A = B, o que nao é o caso, pois

estamos nos referindo a dois conjuntos distintos.

Exemplo 3.1.2. Consideremos, em R?, A =10;3] x [0;6] e B = [6;9] x [0;3].
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7

Figura 3.2: Comparagao da distancia de Hausdorff com distancia usual.
Pode-se perceber nesse evemplo que a dg(A, B) = 95 e a d(A, B) = 3, por-
tanto nao sao 1guais.

Exemplo 3.1.3. Considere o conjunto A = {(1,1);(1,2);(2,1);(2,2)} e B={(4,3); (4,4)}

como sugere a figura a sequir:

Figura 3.3: Distancia de Hausdorff.
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Observe que:

d(A, B) = supd(z, B) = 2v/2

T€EA

d(B,A) = supd(y, A) = V13,

yeB
Entdo, a dy(A, B) = max{2v/2,/13} = /13.

Teorema 3.1.3. Seja (X, d) um espago métrico. Entao a Distancia de Hausdorff é uma

métrica em H.

Demonstracao.

I- Podemos concluir que, para todo A € H, se tem dy(A, A) = 0.

II- Sendo h(A, B) = sup d(x,B) e h(B,A) =supd(y, A)
VA,BGHA%BidH(A,B)>O. v
Sejam A, B € H. Como A e B sdo conjuntos limitados e fechados de R? e nao
vazios, entao existe x € A e y € B, tais que h(A, B) = d(z,y).
Como d é uma métrica em X, entao d(z,y) > 0. Se A # B, entdo existe z € A,
tal que x ¢ B, de onde h(A, B) # 0, pois A e B sao fechados, portanto dg(A, B) # 0.

ITI- E imediato concluirmos que a funcgao dy é simétrica.

IV- VA, B,C € H(z) temos, dy(A, B) < dy(A,C) +dy(C,B).
Inicialmente verificaremos que
h(A,B) < h(A,C)+ h(B,C).
Observe que dados a € A e b € B, temos que:
Ve e C d(a,b) < d(a,c)+d(b,c).

Entao,

Veel min d(a,b) < min (d(a,c) 4+ d(b,c)) = d(a,c) + min (d(c,b)),
que significa que, para todo ¢ € C, temos que d(a, B) < d(a,c) + d(B,¢).
Mas como d(¢, B) < h(C, B), que nao depende de ¢, podemos concluir que:
d(a,B) < Hélél d(a,c) + h(C, B),

O que implica em

d(a, B) < d(a,C) + h(C, B) < h(A,C) + h(C, B).
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Concluimos entao que:

h(A, B) = maxd(a, B) < h(A,C) + h(C, B)

acA
Analogamente,

h(B,A) < h(B,C) + h(C, A)

Portanto:

d(A, B) = max{h(A, B), h(B, A)}

< max{h(4,C) + h(C, B), h(B,C) + h(C, A)}

< max{h(A, C), h(C, A)} + max{h(B, C), h(C, B)}

= dy(A,C) + dy(C, B)

3.2 Distancia entre Curvas Fechadas em R?

Para darmos continuidade a nossa reflexao, apresenta-se a definicao de Bola de
uma Curva Algébrica que foi introduzida no capitulo 2, em ([2.1]) e (2.3)) para subconjuntos
de R™.

Definicao 3.2.1. A distancia entre duas Curvas Fechadas denominadas por C e C5 seréa
dada por uma nocao de distancia equivalente a Métrica de Hausdorff entre subconjuntos,
levando em consideragao as Bolas das respectivas Curvas B(Ch,e;1) e B(Ca,e2) em R?

conforme segue a seguir:
dH(Cl, Cg) = max{inf{52 > 0: 01 g B(CQ,ZSQ)};in{{fl > 0: CQ Q B(Cl,ffl)}}

Exemplo 3.2.1. Observe a figura a sequir:
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Figura 3.4: Curvas Algébricas C; e C e a Bola da B(Cs, e3).

Note que a Curva Cy estd contida na Bola da curva Cy que apresenta €5 como
menor € para que C; C B(Cy,e9).
Ja na figura a sequir, temos a Bola da Curva Cy, B(Cy,e1) contendo a curva

Cs, apresentando €1 como menor valor para que isso ocorra.

Figura 3.5: Curvas Algébricas C; e C e a Bola da B(Ch,e1).

Sobrepondo uma situagdo a outra, temos:
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Figura 3.6: Curvas Algébricas C e (s e suas respectivas bolas.

Sendo assim, podemos concluir que a distancia entre as curvas C7 e Co serd

dada por:

dH(Ol, 02) = max{inf{€2 > 0: Cl - B(OQ,EQ)};in{ffl > 0: 02 - B(Cl,Sl)}}

Logo, dg(Ch,Cy) = max{ey,ea}.
2 .2

x
Exemplo 3.2.2. Sejam uma elipse E(x,y) = —2+Z—2 =1 e uma circunferéncia C(z,y) =
a
(x —20)? + (y — y0)* = ¢* representadas nas ilustragoes a sequir.

8eIipse =4,90

Figura 3.7: Curvas Algébricas E(z,y) e C(z,y) e suas respectivas Bolas.
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Pela representagao da Figura 3.7, temos que o menor valor de €gipse para o
qual a Bola B(E, €ejipse) contenha a Curva C(z,y) € 4,90.

inf{éehpse >0:C C B(E,Eeh’pse)} = 4, 90

Além disso,

inf{gcircunferéncia >0: B g B<07 5circunferéncz’a>} - 57 75

Portanto, a distincia d(C.E) entre as Curvas C(z,y) e E(z,y) serd dada por:

d(C, E) - maX{inf{gelipse}7 inf{gcircunferéncia}}
= max{4,90;5,75}
= 5,75.

Também podemos definir a Distancia de Hausdorff sob o ponto de vista de um

mesmo € para as duas bolas. Assim iremos definir a Distancia de Hausdorff como:
dE(Cl,Cg) = inf{s >0 Cl - B(CQ,S) e CQ - B(Cl,E)}

Observagao 3.2.2. Note que, para a definicao de dj;, ambas as Bolas tém o mesmo
g, ja na definicdo dy nao adotamos a mesma medida para e, no entanto as duas sdo

equivalentes.
Teorema 3.2.3. A fungao dj;: H(z) x H(x) — R ¢é a Distancia de Hausdorff.

Demonstragio. Sejam Ch, Cy € H(x) e denote-se § = d};(Cy,Cy). Vamos demonstrar
que = dp(C1, Cy).
Seja 0 > 0, se tem que d};(C1,Cy) < B+ 0, entdo, pela defini¢ao de d};(Cy, Cy)

temos que:
Cy C B(Cy, B+ 08) e Cy C B(Cy, B+ 6) (i)
e, como d};(Cy,Cy) > f— ¢, entao:

Cy ¢ B(Cy,B—0) ou Cy ¢ B(Cy, B — 6) (ii)

Por (i), temos que, dado a € C}, existe by € Cy, tal que d(a,bs) < 4+ § e também que,

dado b € Oy, existe a5 € Cy, verificando d(as,b) < 5+ 0. Sendo assim, concluimos que:

VaEC’l,VbEC'g d(a,Cg)<ﬁ+5ed(b,Cl)<5+5
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dai, como ¢ é um ntmero positivo qualquer, fazendo § tender para zero, temos:
VCZ601€VI?€OQ d(a,Cg) <ﬂed(b,01)§ﬁ

o que implica em

dy(Cy, Cy) = max{sup d(a,Cy); sup d(b,Cy)} < B = dj;(Cy; Cy).

acCq beCy

Por outro lado de (ii), concluimos que, dado d > 0, existe as € C, tal que,
para todo b € Cy, temos que d(as,b) > [ — d ou entdo existe bs € Cy tal que, para todo
a € C, temos que d(bs,a) >  — 6. Entao, para todo § > 0,

sup d(a,Cz) > d(as,Cy) = =6

aeCq

ou

sup d(b, C1) > d(bs,C1) =2 B — 0
beCq

o que significa:

dy(Cy; Cy) = max{sup d(a,Cy);sup d(b,Cy)} = — 0 = dj(Cy,Cs) — 6
beCs

a€eCq

Como ¢ é qualquer niimero positivo (pequeno), fazendo 0 convergir para zero,

concluimos que dy > dj;.

De acordo com o teorema apresentado em (3.1.3]), a Distancia de Hausdorff
¢ uma Métrica em H(z). No entanto, apresentamos uma demonstragao da desigualdade
triangular usando o conceito de Bola de uma curva algébrica. Vejamos entao que dados
trés conjuntos quaisquer Cy, Cy e C3 pertencentes a H(x), estes verificam a desigualdade,

du(Ch,C3) < dp(Ch, C2) + dy(Cy, Cs)

Mostremos que, dado um ntmero real positivo €, temos que:

£ > dH(Cl, CQ) + dH(Cg, 03) =& > dH(Cl, Cs) (111)

Consideremos f§ = dy(Cy, Cs) + dg(Cs, Cs). Entao

Vé > 0 temos: ﬂ +6 > ﬁ = dH(Cl, CQ) + dH(CQ, Cg)

Considerando a condigao (iii) verdadeira, podemos concluir que

Vo > 0 temos que 4§ > dy(Cy, C3)
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Sabemos que 0 é um ntimero positivo arbitréario, fazendo ¢ convergir para zero,
obtemos que 5 > dy(C1, Cs), o que conclui a prova, desde que mostremos (iii). Para isso,
seja € > dg(Ch,Cs) + dy(Cy, C3) e escolhamos €1 e g9 dois nimeros reais positivos tais

que € = &1 + €9 €,
g1 > dH(Cl,CQ> (iV)
Eg > dH(CQ,Cg) (V)

Mostremos que € > dy(C, Cs).

Por defini¢ao de Bola e por (iv), temos:
C1 C B(Cy,e1) e Cy C B(Ch, &)
e, por (v), temos:
Cy C B(C3,e9) e C3 C B(Cy, e9).
Temos entao que:
B(Cs,e9) C B(CY,e1 +e3) e B(Cy,e1) C B(Cs,e1 + €2).
Assim, conclui-se que:
C1 C B(Cy,e1) € B(Cs,e1 + €3).
Do mesmo modo,
C3 C B(Cy,e9) € B(Ch,e1 + €9).
Por consequéncia,
C1 C B(Cs,e1+¢9) e C3 C B(Cy,e1 + £9),
o que mostra que: dg(C,C3) < €1 + 63 = €. O

Conforme discutido neste capitulo, a Distancia de Hausdorff é uma medida
entre dois conjuntos de pontos, ndo necessariamente com a mesma dimensao. Ela mede
o quanto um conjunto de pontos A estd perto de um conjunto de pontos B.

Entao, dados dois conjuntos de pontos A e B, a Distancia de Hausdorff entre

eles é definida como:

dy(A, B) = max(d(A, B),d(B, A))
onde

d(A, B) = max (min ||a — b||) e d(B, A) = max (min ||b — a]).

a€EA " beEB a€A
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Capitulo 4

Plano de Ensino: Distancia entre

Curvas Fechadas em R?

Neste capitulo, propoe-se um aprofundamento no estudo referente a Geometria
Algébrica, por meio de uma sequéncia didatica elementar, que, além das referéncias , ,
e , faz uso de uma ferramenta facilitadora da aprendizagem, disponivel na internet,
trata-se de um software gratuito conhecido como Geogebra. O objetivo desta sequéncia é
deixar o estudo mais acessivel para um aluno do Ensino Bésico, tendo em vista que serd
0 seu primeiro passo no estudo do campo da Topologia. Os pré-saberes necessarios para
o desenvolvimento de tal sequéncia didatica sao: Geometria Analitica Plana, Polindmios
e Equacoes algébricas.

Nosso objetivo neste capitulo, portanto, é apresentar uma sequéncia didatica

que leve o aluno a uma reflexdo aprofundada sobre distancias.

4.1 Sequéncia Didatica 1: Associar uma Equacao Po-

linomial a uma Curva Algébrica Aberta

Objetivo: Compreender e reconhecer que uma Equacao Algébrica de graus 1
e 2 representam no espaco R? um conjunto de pontos que toma a forma de uma Curva.
Equacao Polinomial de grau 1

Toda e qualquer equacao descrita na forma: ax +by+c =0, com a,be c € R

com b # 0 é conhecida como equacao de grau 1.

e 2+ 3y — 5 = 0 é uma equagao polinomial de grau 1 que apresenta a =2, b =3 e
c= —9>.

o« x—y = 0 trata-se de uma equacao polinomial de grau 1 que apresenta a =1, b =1

ec=0.
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Observacgao 4.1.1. E necessario enfatizar que uma equacao polinomial de grau 1 pode
ser representada também na sua forma reduzida; neste caso, os coeficientes ficam dispostos
da seguinte maneira:

a Cc

ysz—i-bcomb;éo.

Apresentaremos a seguir uma sequéncia de ag¢oes utilizando o Geogebra, a fim
de proporcionar ao aluno a elucidacao, clara, objetiva e significativa, dos significados da

representacao geométrica de uma equagao algébrica de grau 1.

1. Na tela de controle do Geogebra, inserimos trés controles deslizantes, a, b e c.

psquvo Editar Exbir Opges Feramestas Janela Auda Ny 7 Entrar...

R} AL I OO L e )

Janel de Algetvn. < &)+ Janela de Visualizacio * eotrie Deslizants =
B~

+® Caea para Exibir [ Esconder Objetos
=] Botlio
a=1 Campode Erirada

Enrada

Figura 4.1: Insercao de controles deslizantes.

2. A seguir, no campo de entrada do Geogebra, digitamos a equacao a ser plotada:
ar +by+c=0.
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e TS T . —~

Arguvo Editar Exiber Opglies Femamentas Janela Apda Ern:ll
AL D OO L N nach 1)

* Janela de Algebra |~ Janela de Visualizacio

Homiro LIl e c-

®a=1

L L3 |

Ertada ax+oyvced T

Figura 4.2: Insercao da equacao ax + by + ¢ = 0.

Mediante tal ferramenta, a interagdo levara o aluno a perceber e fazer as se-

guintes conjecturas:

e Quando o valor dos coeficiente a e b sao nulos, o que acontece com a curva?

* O que acontece com a representacao da curva, se o coeficiente a é positivo ou nega-

tivo?

e Quando faco o coeficiente "¢” deslizar, ou seja, variar, qual é o reflexo disso na

representacao geométrica?

Observacgao 4.1.2. E importante o professor aproveitar este momento, para ressaltar que
a representacdo geométrica da equacao de grau 1 é uma reta, e uma reta é um conjunto

infinito de pontos.

Equacao Polinomial de grau 2

Toda e qualquer equacao descrita na forma: y = ax?+bx +c, coma,bec € R

é conhecida como equagao de grau 2.

e y = 2%+ 22 — 3 é uma equacao polinomial de grau 2 que apresenta a = 1, b =2 ¢
c= —3.

e 22— 3z —y = 0 é uma equacao polinomial de grau 2 que apresenta a =1, b= —3 e
c=0.
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e 222 — 3 = y trata-se de uma equacao polinomial de grau 2 que apresenta a = —2,
b=0ec=-3.

e 22—y = 0 trata-se de uma equacao polinomial de grau 2 que apresenta a = 1, b = 0

ec=0.

Agora iremos expor uma sequéncia de agoes utilizando o Geogebra, a fim de

elucidar a associacao entre equacao de grau 2 e representacao grafica dela.
1. Na tela de controle do Geogebra, inserimos trés controles deslizantes, a, b e c.

2. A seguir, no campo de entrada do Geogebra, digitamos a equacao a ser plotada:
y = ar?® + br + c.

L GeoGebes - a =

Mguwve Eow Emter Opfles Fermameniis ol Al Entrai

™ A 8 o e A =1
"--..- #

Figura 4.3: Grafico gerado pela equacdo: y = az? + by + c.

Exemplo 4.1.1. Depois dessa construcao, o aluno deverd fazer as sequintes conjecturas:
e Quando o valor dos coeficiente a e b sdo nulos, o que acontece com a curva?

e O que acontece com a representacao da curva, se o coeficiente a € positivo ou nega-
tivo?

e Qual € a funcao do coeficiente "¢’ na equagio? Se variar tal coeficiente, qual € o

efeito disso na representagdo geométrica?

Observacao 4.1.3. Esta representacao é denotada Parabola, e uma parabola é um con-
junto de infinitos de pontos que equidistam de um mesmo ponto, denotado foco da Pa-
rabola. O professor pode levar o aluno a perceber claramente a questao de conjunto de

pontos, o que serd importante mais tarde neste plano de ensino.
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Atividade Proposta

1. Construa, utilizando o Geogebra, as representagoes graficas de cada uma das curvas

a seguir:
a) 2r+3y—9=0

b) y=92% -4z +7

4.2 Sequéncia Didatica 2: Associar uma Equacao Po-

linomial a Curvas Fechadas

Objetivo: Compreender e reconhecer que uma equacgao algébrica quadratica
(x — x0)” + (y — %0)?
a? b?

a e b € R, representam um conjunto de pontos no plano, que formam Curvas Fechadas

em R2.

da forma: (z —x9)*+ (y —yo)*> = r? ou = 1 com coeficientes x, yo,

Ressaltamos que podemos entender Curvas Fechadas em R? como sendo aque-

las curvas que nao apresentam extremidades.

Exemplo 4.2.1. Como contextualizacao, apontam-se as fronteiras da cidade de Campi-

nas, que podem representar uma Curva fechada em R?. Observe:

Campinas

e

Figura 4.4: Representacao de uma Curva Fechada.

Para melhor percepcao e centralizacao das reflexoes nas Curvas que aparecem
no curriculo do Ensino Bésico, iremos apresentar algumas curvas quadraticas escritas de
diferentes maneiras. Nessa proposta, apareceram duas curvas conhecidas de uma aluno
do Ensino Médio: a Circunferéncia e a Elipse. Ambas se apresentam com uma escrita

diferente da escrita geral com o objetivo de facilitar sua identificacao.
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Equacao de uma Circunferéncia

Conforme enunciado em ([1.3.2]), temos que uma equacao do tipo:
( —20)* + (y — yo)* = r°

representa uma Circunferéncia com raio medindo r e centro no ponto (zo, ¥o)-
Para mostrar a Curva fechada que representa essa equagdo, utilizaremos o

Geogebra e proporemos as seguintes agoes:

1. Na tela de controle do Geogebra, inserimos trés controles deslizantes, xg, yo € r, que

irao representar as coordenadas do centro e o raio da Circunferéncia.

2. A seguir, no campo de entrada do Geogebra, digitaremos equacao a ser plotada:
(xx_0)"2 + (y-y_0)"2=r"2.

Vamos constatar esse fato no Geogebra.

Figura 4.5: Grafico gerado pela equacao: (x — z0)% + (y — vo)? = r2.

Exemplo 4.2.2. A variacio dos controles deslizantes para xq, v, e b ird levar os alunos

as sequintes conjecturas:
e Quando o valor dos coeficiente xg € yo varia, o que acontece com a curva?
e O que acontece com a representacdo da curva, se o coeficiente r variar?

Observagao 4.2.1. O lugar geométrico, ou seja, o conjunto de todos os pontos que
equidistam de um mesmo ponto, denotado centro, chama-se Circunferéncia.

Logo, a definicdo de uma curva recai mais uma vez sobre conjunto de pontos.
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Equacao de uma Elipse

De acordo com o enunciado em ([1.3.2)), temos que uma equacao do tipo:

(fﬁ - 250)2 (?J - yo)2
a? + b?

=1

representa uma curva chamada Elipse centrada no ponto (xg, yo).
Para demonstrar a Curva Algébrica, ou seja, o grafico que representa essa

equacao, utilizaremos o Geogebra, propondo as seguintes acoes:

1. Na tela de controle do Geogebra, inserimos quatro controles deslizantes, g, yo, a €

b.

2. A seguir, no campo de entrada do Geogebra, digitamos a equacao a ser plotada:
(z — 20)? i (y — 1) -1
a? b2 T

Logo teremos:

ippavn Ede Eota Ooiles Ferpresiis Jeovda dpsl Lrkim
51 o 2 e
L P
2l
— 2 _ 2
Figura 4.6: Grafico gerado pela equagao: (@ af 0) + (y bzyO) =1.

Exemplo 4.2.3. A observacao de tal curva algébrica e a variacdo dos controles deslizantes

para xg, Yo € r irao levar os alunos aos sequintes questionamentos:
e Quando o valor dos coeficiente xo € yo varia, o que acontece com a curva?
e O que acontece com a representacdo da curva, se os coeficientes a e b variarem?

e E possivel o coeficiente a e b serem nulos ou negativos?
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Observacgao 4.2.2. Assim, definimos Elipse como o lugar geométrico, ou seja, o conjunto
de todos os pontos cuja soma de suas distancias a dois pontos fixos, F; e F5, denominados
focos, seja constante.

Mais uma vez, a definicdo de uma curva recai sobre uma questao que sera
extremamente relevante para essa sequéncia didatica, que é a questao sobre conjunto de

pontos.

4.2.1 Atividade proposta

1. Identifique as quadraticas representadas a seguir:

a) 922 + 4y* — 36z — 24y + 36 = 0

Solucao:

92% + 4y* — 36x — 24y +36 = 0
9(z® — 4x) + 4(y* — 6y) = —36
9(x? —4x+4)+4(y* —6y+9) = —36+72
Ir—2)?+4(y—3)*-36 = 36

(r—2  (y—3)
4 * 9

Portanto, 922 + 4y? — 36z — 24y + 36 = 0 representa uma Elipse com centro em
(2,3).
b) 22+ 9?4+ 4z —6y+4=0

Solucao:
Py +dr—6y+4 = 0
4+t —6y = —4
P 4dr+44+97—6y+9 = —4+13
(z+2°+(y—-3)? = 9
(z+2)*+(y—3)* = 3°

Portanto, 2% + y? + 4x — 6y + 4 = 0 representa uma Circunferéncia com centro em
(—2,3) e raio medindo 3.

c) P +y*—4x+8y—16=0

d) 5z% + 9y? — 20z — 18y — 16 = 0

2. Construa, utilizando o Geogebra, as representacoes graficas, ou seja, as curvas re-

presentadas a seguir:
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a) ¥*+y? —4=0

b) 322 +3y? — 122 — 6y + 10 =0
c) 4x? 4 25y = 100

d) 2% +y? —20x — 2y +100 =0

Observagao 4.2.3. Ao término dessas duas primeiras sequéncias didaticas, o professor
devera certificar-se de que o aluno esta compreendendo que: cada uma das curvas apresen-
tadas por meio de uma equacao polinomial representa um conjunto de pontos no espaco

R2,

4.3 Sequéncia Didatica 3: Calculo de distancias

Objetivo: Reconhecer distancias em R? a fim de compreender que o espaco

R? é um espaco métrico.

4.3.1 Ponto a Ponto

Seja A(z4,y4) e B(xp,ys) pontos no plano R?, pode-se determinar analitica-

mente a distancia entre esses pontos raciocinando da seguinte forma:

Distancia

Figura 4.7: Distancia entre pontos no plano R?

Percebemos que o poligono ABC é um tridngulo retangulo e que, para chegar-

mos a distancia entre A e B, podemos recorrer a relacao de Pitagoras.
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Relacao Pitagorica: "O quadrado da Hipotenusa é igual a soma dos qua-

drados de seus catetos."

g = dpe+die
i = (xa—xp)’+ (Yya—ys)’
dap = \/(5634 —p)*+ (ya — yp)®

4.3.2 Ponto a Reta

Dado um ponto P(zp,yp) e uma reta determinada pela equagao ax—+by+c = 0.

Vamos determinar a distancia entre o ponto P e a reta r.

Figura 4.8: Distancia entre ponto e reta no plano R?

Sendo P(xo,y0) er:ax+by+c=0

1°) Determinamos a equagao da reta perpendicular a r por P.
1 1 b
-Comos Lr,mg=—=——p7" = —.
m, (==) @
b

b
- s passa por P(xg,y0) =y — yo = a(m—xo) = s:bxr —ay+ (ayo — bxy) =0
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29) Determinamos as coordenadas de P’, proje¢ao ortogonal de P sobre r. Devemos

resolver o sistema, nas incognitas x e y, formado pelas equacoes de r e de s:

ar+by+c=0
bx — ay + (ayo — bxg) =0

Somando a primeira equacao multiplicada por b com a segunda equacao multiplicada

por —a, obtemos:

B a’yy — be — abxg
N a? + b2

Substituindo esse valor em qualquer uma das equagoes, obtemos o valor de x:

b2z — ac — abyy
a? 4+ b2

Tr =

Calculamos a distancia entre P e P’.
A distancia de P a r é a distancia entre P(xg,yo) e

P/(bQ:co —ac —abyy a’*yo — be — abxg):

a? + b? ’ a? + b?

a*yy — be — abxy
a? + b2

b2z — ac — abyy

—W&y+mm—¢< e

— y0)2

a-(—axg—byy — ¢) b (—axg—byy — c)
d:¢[ R

Lembrando que Vt € R, (—t)? = 2, e colocando axg + byy + ¢ em evidéncia, vem:

g \/(axg +byo + ¢)?- (a2 4+ 0?) \/(axo + byo + ¢)?
B a? 4 b2 B a? + b?

awo + byo + ¢

d
N

4.3.3 Reta a Reta

Para o caso do calculo de distancias entre duas retas, teremos que contar com

o seguinte requisito: as retas precisam ser paralelas, caso contrario a distancia entre elas

sera zero.

Sendo assim, podemos usar o raciocinio andlogo ao usado para calcular a dis-

tancia entre ponto e reta. Para ilustrar o que estamos propondo, vamos a um exemplo:

1° Iremos calcular a distancia entre as retas r e s dadas a seguir por: r : x+y—10 =0

ex+y—6=0, sabendo que elas sao paralelas.
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Da Geometria Plana, sabemos que a distancia entre duas retas paralelas é igual a

distancia de um ponto A qualquer pertencente a uma das retas a outra reta.

2° Para calcular as coordenadas de um ponto A qualquer das reta r, toma-se arbitra-
riamente x = 2. Temos:
Pararz=2=24+y—-10=0=y =38

Portanto, A(2,8) ¢ um ponto da reta 7.

39 Por fim, calcula-se a distancia de A até a reta s.
_|ax0+byo—|—c\_|2+8—6|_ |4| . 4 _2\/17

d = = = =
Va2 + b2 V22 + 82 V68 217 17

Atividades Desenvolvidas

1. Vamos determinar a distdncia entre os pontos A(2,2) e B(6,5).

Solugao: Sabemos que,

d= \/(flfA —ap)*+ (Ya —yn)®

d=1/(2—6)2+ (2 —5)2
d=/(—4)? + (-3)?
d=+16+9
d=V25
d=5

2. Vamos determinar agora a distancia entre o ponto P(3,4) eareta z +y+ 1 =0.

Solucao:
laxo + byo + ¢
Va2 + b?

Substituindo o ponto P e a equacao da reta r, temos:

|34+ 4+1| 8] 8
S e ) [ L O S I V51
2+ 12 V2 V2 V2

Atividades Propostas

Sabemos que, d =

1. Determine as distancias entre os seguintes pares de pontos:
a) A(3,4) e B(4,5).

b) C(1,3) e D(6,5).
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¢) B(—1,4) e F(—3,—8)
d) G(-7,1) e H(9,8).

2. Um ponto A tem coordenadas (3,2). Qual é a distancia desse ponto até a reta r,

em cada um dos seguintes casos:
a) r:3r+4y+1=0
b) r:x+2y—3=0
c)r:2e—-3y+9=0
d) r:3z+4y—2=0

3. Sabendo que as retas de equagoes 4x — 3y + 10 = 0 e 4x — 3y — 6 = 0 sao paralelas,

determine a distancia entre as duas retas.

4. Sendo A o ponto de interseccao da reta r, de equacao x +y — 6 = 0, com o eixo ,

determine a distancia do ponto A a reta s, de equacao 3x — 4y + 10 = 0.

5. Se a distdncia do ponto P(0,p) a reta r, de equacao 4x + 3y — 2 = 0, é igual a 2

unidades, determine a coordenada p.

4.4 Sequéncia Didatica 4: Meétrica em um Espaco
Meétrico
Objetivo: Reconhecer e compreender distancias entre Curvas Fechadas em
R2.
Os exemplos de Curvas Fechadas que fazem parte do curriculo das séries finais

do Ensino Béasico apresentam-se somente em dois casos: A Circunferéncia e a Elipse.

Dessa forma, nesta sequéncia, centraremos nossos estudos nessas duas curvas.

4.4.1 Distancias entre Conjuntos

Para fazermos um aluno do Ensino Médio se apropriar dos saberes sobre dis-
tancia ou Métrica de Hausdorff, propomos a utilizacdo de um aplicativo desenvolvido a

partir do Geogebra, que sera apresentado no decorrer desta sequéncia didatica.

4.4.2 Desenvolvimento

Propomos aos estudantes as seguintes motivacgoes reflexivas:

12) Como calcular a distancia entre duas Circunferéncias?
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29) Como calcular a distdncia entre uma Circunferéncia e uma Elipse?
32) Como calcular a distancia entre Elipses?
4°) Como calcular a distdncia entre dois conjuntos?

Antes de chegarmos as respostas sobre esses questionamentos, vamos refletir

sobre outra situagao: Como calculamos a distancia entre duas cidades?

Contextualizando:

Seja C o conjunto da cidade de Campinas, cada elemento ¢ serd um endereco
fixo de cada habitante campinense. Além disso, seja T o conjunto dos enderecos fixos dos
habitantes de Taubaté, cada t é um elemento fixo de T. Como podemos medir a distancia

entre essas duas cidades?

Observacgao 4.4.1. Podemos associar a ideia de conjunto a uma cidade e elementos de
um conjunto ao possivel endereco de seus habitantes. Com isso, o aluno podera conseguir

fazer abstra¢oes e conjecturas mais acessiveis.

A distdncia do endereco de um habitante campinense ¢ a cidade de Taubaté
pode ser considerada a distancia do endereco desse habitante ¢ ao possivel endereco de
seu vizinho mais préximo residente em Taubaté, ou seja, igé d(c,t) . Do mesmo modo, a
distancia do endereco de um habitante taubateano t a cidade de Campinas pode ser consi-
derada a distancia desse habitante taubateano a seu vizinho mais préximo em Campinas,
ou seja, %2; d(t, c).

Assim sendo, a “distdncia” de Campinas a Taubaté seria definida como:

d(C;T) = sup{d(¢,T):c € C}

E a “distancia” entre Taubaté e Campinas por:

d(T;C) = sup{d(t,C):t € T}
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Campinas

[ "% o Taubate

Figura 4.9: d(C,T) # d(T,C)

Mas temos um impasse: como pode a distancia de Taubaté a Campinas ser
diferente da distancia de Campinas a Taubaté?

Pode-se notar que a distancia de Campinas a Taubaté, denotada por d(C,T),
nao é a mesma que a distancia de Taubaté a Campinas, denotada por d(T,C).

Para resolvermos esse impasse, recorreremos ao definido em por Haus-
dorff, segundo Hausdorff a distdncia entre subconjuntos em um espago métrico sera dada

por:

dy(A; B) = max{supd(z, B);supd(y, A)}

€A yeB

Logo, a distancia de Campinas a Taubaté, segundo Hausdorff, sera dada pela
maior distdncia de um habitante de uma das cidades (c ou t) e os limites territoriais da

outra cidade.

dy(C;T) = max{supd(c,T);supd(t,C)}

ceC teT

Para desenvolvermos essa a ideia de Distancia de Hausdorff de forma natural,

temos que desenvolver melhor a nogao de vizinhanca de um conjunto.

Exemplo 4.4.1. Observe a curva denotada como "Campinas" representada abaizo:
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K

Figura 4.10: Campinas e redondeza

No entorno de seu perimetro, estd representado um espago, composto por todos
os pontos com distancia menor ou igual a €. Fsses pontos formam um conjunto que

chamamos de Bola da Curva "Campinas”.

Para deixar mais dindmico e significativo, utilizaremos software Geogebra.
Abaixo estd apresentada uma série de agoes utilizando o Geogebra para ajudar o pro-

fessor:

1°) No campo de entrada do Geogebra, digitaremos uma curva algébrica que represen-

tard um conjunto, denotado por A: (z — 5)% + (y — 3)% = 4;
29) Na tela de controle, criamos o controle deslizante ¢;

39) A seguir, inserimos a equagdo que ird representar a Bola do conjunto, ou seja, o
conjunto dos pontos das vizinhangas do conjunto A, digitando a equacao: (z —
52+ (y—3)* ==

Temos, entao, a seguinte representacao:
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Figura 4.11: Bola de um conjunto

diminui d

A medida que deslizamos o controle ¢, o conjunto das vizinhangas aumenta ou

e acordo com nosso interesse. Com isso, o aluno podera compreender melhor o

conceito de Bola de uma Curva Algébrica Plana.

No espago em rosa, estao todos os pontos que distam medidas menores do que

¢ do conjunto A.

Assim sendo, temos a Bola do conjunto A.

Para ilustrarmos melhor a situacao, propomos a utilizacdo de um aplicativo,

desenvolvido a partir do Geogebra, para uma melhor compreensao de tal assunto.

Observe esse outro conjunto, representado por um tridngulo ABC e sua Bola:

£'F Bt by Fasavboe M by e, st g
Ml DM e GPDbe Fan preelin jsasia duls

A e ] ' B * e ) aed -
- (e e
i o L . - e LY - L

= jasein e kige| = Jassis G Vasskisgso
= fos W= = | #
Camgs: de =
o Bola de um Conjunto
& niie
& skl .I-
o ok .I-
E ...

L Eal] = A C

L
™=
W r=d
A=a
[
iyl =

Figura 4.12: Triangulo ABC e sua Bola com ¢ =5
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4.4.3 Meétrica de Hausdorff

Conforme o conceito que definimos em acerca da distancia entre subcon-
juntos, iremos fazer em um aplicativo uma demonstracao dessa distancia, que o professor
pode explorar em sua aula. Tal aplicativo é denotado como: "Hausdorff distance between
two sets"ﬂ Neste aplicativo interativo, o aluno podera fazer intervengoes, como: deslo-
car os conjuntos pela tela e chegar as distancias entre eles, além de conseguir visualizar
o novo conceito de distancia apresentado a ele. Tal ferramenta dard uma contribuicao
valiosa para a aprendizagem e fixacdo desse topico matematico, auxiliando o aluno a

compreender melhor o novo conceito de distancia discutido neste trabalho.

i YE TRER T PR, a ks

dypev CFe Cote Doslen Pevewnim Jemsl dpeds [riree

i

Maaricn de HeudarT

Figura 4.13: Tela inicial do aplicativo

Apresentamos a seguir uma sequéncia de agoes, a fim de o aluno compreender

o que seria a Distancia de Hausdorff.

1°) Primeiramente, deslocamos o controle deslizante 7 até a Bola do conjunto 1 repre-
sentada pelo poligono 1, encontrando o ponto mais distante do conjunto represen-

tado pelo poligono 2;

ldisponivel em: www.geogebra.org/materials/
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Figura 4.14: Bola do Conjunto, C Conjunto,

2°) Em seguida, mostramos aos alunos que o mesmo processo se aplica ao conjunto 2,

se ele deslizar o controle ry;

T Mg o8 ridvided g
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Figura 4.15: Bola do Conjuntoy C Conjunto,

3°) Refazendo este processo simultaneamente para os conjunto C; e Cy, o aplicativo nos

mostra qual é a Distancia de Hausdorff entre esses conjuntos. Observe:
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Figura 4.16: Distancia de Hausdorff entre os conjuntos C e Cy

Observacao 4.4.2. Logo apés a explanacao, é importante deixar o aluno manusear este

aplicativo, para que ele desenvolva o conhecimento sobre distancia apresentado.

Depois desse periodo de fixacao do conceito de distancia entre conjuntos, o
professor podera fazer as seguintes motivagoes:

Como farfamos para calcularmos distancias entre curvas algébricas planas que
estudamos no Ensino Basico, por exemplo, Elipses e Circunferéncias?

O aluno devera perceber que uma curva é um conjunto de pontos no plano R2,
sendo assim, um subconjunto do espaco métrico R2. A Distancia de Hausdorff destina-
se a mensurar distancia entre subconjuntos de um espago métrico, portanto podemos

utilizé-la para o calculo da distancia entre Curvas Algébricas Planas.

Exemplo 4.4.2. Calcule a distancia entre as curvas algébricas f(z,y) = 2> +y* —1 ¢
glz,y) = (x =3+ (y—6)*-09.
Descreveremos uma sequéncia de agoes para construirmos no Geogebra as Cur-

vas Algébricas Planas acima:

1°) Digitar no campo de entrada a curva: f(z,y) = 2> +y*—1 e g(z,y) = (x — 3)* +
(y - 6)2 - 9;
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Figura 4.17: Representacao das Curvas f e g.

2°9) Inserir dois controles deslizantes a e b;
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Figura 4.18: Controles deslizantes a e b

3°) Digitar no campo de entrada as curvas: f(x,y) = 2> +vy*—a e g(x,y) = (z —3)* +
(y - 6)2 - b;
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Figura 4.19: Bolas da Curvas

4°) Inserir o segmento AB e o segmento CD.
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Figura 4.20: Segmentos AB e CD

Percebemos que os segmentos AB e CD das Curvas representam respectivamente 0s €s

das Curvas Algébricas Planas.

Sendo assim, o maior desses valores quando as Bolas das curvas contém as

curvas opostas, ou seja, C; C Cy e Cy C Cy, serd a Distancia de Hausdorff entre as

curvas 1 e 2, e serd considerada por nos a distancia entre as curvas.
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Portanto, no caso desenvolvido como exemplo, temos:
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°

AB = 4.79

CD =8.75

Distancia de Hausdorff = 8.75

Figura 4.21: Distancia entre as Curvas 1 e 2

Sendo assim, a distancia de Hausdorff serd dada por:
dyp, = max{AB,CD} conforme apresentado em entao:

dp, = max{4,75;8,75} = dy = 8,75

Portanto, a distancia entre as curvas f e g serd igual a 8,75.
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Consideracoes Finais

Para finalizacao deste trabalho, que se pretende nao definitivo, mas sim im-
pulsionador de outros, retoma-se o objetivo geral da pesquisa, a saber: introduzir e apro-
fundar o estudo sobre distancia entre Curvas Planas Fechadas no Ensino Médio.

Para tanto, era preciso propor uma conexao entre dois conceitos diferentes e
abstratos - o de Curvas Fechadas e espago formado por elas e o de distancia - com nogoes
ja frequentemente estudadas pelos alunos - func¢des polinomiais e suas representagoes
graficas. A ideia era partir de algo que os alunos intuem no contexto escolar da disciplina
de Matematica para se proporem estudos mais complexos a eles.

A fim de se alcancar tal desafio, teceram-se reflexdes acerca dos tipos de Curvas,
Espago Métrico, Nogoes de Topologia, mais especificamente de Bolas de Curva Algébrica,
entre outros tépicos abordados no decorrer do trabalho. No tltimo capitulo, foi proposto
um plano de ensino a partir de quatro sequéncias didaticas relacionadas entre si a fim de
levar o aluno a compreensao gradual do tema abordado. Buscava-se possibilitar que ele
percebesse a relacao entre curvas fechadas, espaco das curvas fechadas, espaco métrico e
distancia entre curvas fechadas, para que, finalmente, pudesse responder a questao: Como
dizer que uma curva C] e outra curva (5 sao diferentes e ainda dar uma medida a essa
diferenca? A solucao para tal questao seria dada pelo conceito de Distancia de Hausdorff.

Por meio de estudos bibliograficos, pode-se observar que, embora a tematica
tratada neste trabalho seja complexa e abstrata, ¢ possivel de ser desenvolvida no Ensino
Médio, com utilizacao de ferramentas tecnoldgicas educacionais disponiveis gratuitamente
na Internet. A introducdo e a compreensao de tépicos em Topologia, mesmo que de
forma pouco aprofundada, podem contribuir para o desenvolvimento dos alunos em no¢oes
matematicas importantes. Além disso, possivelmente podem abrir as portas de um novo

campo de investigacdo que poderd motivar futuros estudos na area de Matematica.
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