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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o tépico logaritmo através de recursos geometricos,
baseados na area de uma figura plana: a faixa sob o ramo positivo de uma hipérbole.
Inicialmente, uma breve historia destaca a origem dos logaritmos, motivada pela necessidade
de simplificacdo de célculos; uma abordagem basicamente técnica.

A apresentacdo por meio de figuras geométricas planas e suas areas permite usar
procedimentos j& conhecidos, e realizar calculos aproximados de &reas através de um processo
construtivo de poligonos retangulares ou trapezoidais, inscritos ou circunscritos a uma faixa.
Esse processo e as caracteristicas da hipérbole sdo ideais para a deducdo de propriedades
algébricas validas para areas de duas faixas, obtidas uma da outra de forma simples e natural,
e fundamental para identifica-las com condicfes que caracterizam logaritmos. A definicdo de
uma funcéo através das medidas dessas areas da origem ao conceito de logaritmo natural e a
uma apresentacdo geomeétrica do numero de Euler. O processo de aproximacdo permite ainda
obter uma localizacao aproximada do nimero de Euler na reta real.

No decorrer deste estudo, procuramos fornecer exemplos, de modo a auxiliar na
compreensdo de conceitos e resultados, e sugerimos o uso do software Geogebra como
critério de comparacao. Apresentamos também sugestdes de atividades, no capitulo cinco, que
podem ser desenvolvidas no ensino médio, contribuindo para praticas pedagogicas.

Procuramos redigir o trabalho com clareza e objetividade, visando proporcionar
uma leitura agradavel e um material de consulta que possa ampliar o conhecimento de

estudantes e professores.

Palavras chave: Logaritmo; Faixa de hipérbole; Areas; Nimero de Euler.



ABSTRACT

In this work we present the topic logarithm in a geometric view, using a
relationship with the area of a region below the positive branch of a hyperbole. We started
with a short historical of the origin of logarithms motivated by the need to simplify
calculations.

The presentation by geometric figures uses known procedures about approximate
calculations of areas through a constructive process of polygons, inscribed or circunscribed to
the area. This process and the hyperbole characteristics are ideal for the deduction of algebraic
properties related to these areas and fundamental to identify them with conditions that
characterize logarithms.

The concept of a function related to the areas of such regions gives the
identification with a logarithm and a geometric interpretation to the Euler’s number.

During this study, we seek to provide examples to aid understanding the concepts
and results, and suggest the free software Geogebra. We also present suggestions for activities
in chapter five, which can be developed in high school, contributing to teaching practices.

Keywords: Logarithm; Area under hyperbole; Euler’s number
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INTRODUCAO

O ensino de logaritmos pode ser abordado sob duas perspectivas: a origem dos
logaritmos motivada pela necessidade de simplificar calculos ou a descrigdo
matematico/geométrica com base na area de uma faixa de hipérbole. Na primeira trabalha-se
de um modo mais mecanico enquanto que na segunda € possivel usar o recurso visual através
de construcdes geométricas para explorar propriedades caracteristicas dos logaritmos.

Partindo de uma associagdo com progressdes e expoentes, inicialmente a ideia foi:
dado um numero qualquer positivo, escrevé-lo em poténcias de um nimero fixo conhecido
(base). O produto (ou divisdo) de dois nimeros seria obtido a partir da soma (ou subtragdo) de
seus respectivos expoentes.

Essa abordagem, bastante técnica, ¢ utilizada pela grande maioria dos livros
didaticos que conceituam o logaritmo como sendo o expoente de um nimero escrito em uma
determinada base fixada, ou seja, log, b = x significa que b = a”, onde x € dito o logaritmo de
b na base a. Esta defini¢cdo exige certa abstracdo, o que dificulta o aprendizado por parte dos
alunos no Ensino Médio e a aplicagdo dessa ferramenta de célculo.

As propriedades dos logaritmos, decorrentes dessa defini¢do, propiciam sua
utilizacdo como modelos matematicos de certos fendmenos naturais envolvendo variagdo tais
como capitalizacao continua de juros - calculos com aplicacdes financeiras -, a desintegragao
de uma substancia radioativa e a estimativa de idade de fosseis e artefatos através da datagao
por carbono. A Escala Richter, usada para comparar intensidades de terremotos, ¢ uma escala
logaritmica, no sentido que os numeros na escala medem fatores de 10. Por exemplo, um
terremoto que mede 4.0 na escala Richter ¢ 10 vezes maior de um que mede 3.0.

A utilizagdo de areas de figuras planas constitui um recurso ja utilizado na
antiguidade para resolver problemas algébricos devido a dificuldade encontrada em trabalhar
com grandezas incomensuraveis. Euclides de Alexandria, por volta de 300 a.C., foi o
responsavel pelo desenvolvimento da matematica no calculo das areas. Seu raciocinio
algébrico era expresso totalmente em forma geométrica, como no caso da resolugdo
geométrica de algumas equagdes quadraticas através do que se conhece hoje como “completar
quadrados”.

Motivados pelo fato que a geometria pode facilitar a construcao de conceitos € a
percepcao de propriedades algébricas e aritméticas, apresentamos a definicdo geométrica de

logaritmo dependendo apenas do conceito da area da figura plana formada por trés segmentos
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de reta e um arco de curva, no caso, a hipérbole equilatera. As aproximagdes de areas sob uma
curva, por meio de poligonos retangulares, tanto inscritos como circunscritos a regiao
considerada, possibilitam deduzir e comprovar propriedades algébricas caracteristicas de
logaritmos, tornando mais facil sua compreensao.

O método usado para encontrar a area de uma regido plana fechada, conhecido
como quadratura, consiste de uma forma de expressar tal drea em termos de unidade de area,
representada por quadrados. Pierre de Fermat (1601-1665) interessou-se pela quadratura de
curvas do tipo y = x", onde n é um inteiro positivo, chamadas de parabolas generalizadas,
através de aproximagdes da area sob cada curva por meio de retdngulos. Fermat concluiu que

uma aproximag¢ao melhor era obtida quando a largura de cada retdngulo se tornava muito
s . 1 .
pequena. Contudo, este matematico ndo obteve sucesso com a hipérbole y = por Parece ter sido

o jesuita belga Grégoire Saint-Vicent (1548-1667), o qual passou a maior parte de sua vida
trabalhando em vérios problemas de quadratura, a descobrir a relacdo entre propriedades de
areas de faixas de hipérbole e propriedades caracteristicas dos logaritmos, observando e
comparando as dreas dos retangulos usados na aproximag¢do da area da faixa. Um pouco
depois, em 1660, Isaac Newton também reconheceu essa relagao.

No Capitulo 1 descrevemos alguns dos procedimentos utilizados na antiguidade
como forma de simplificar célculos, bem como o método usado por Napier. Além disso,
apresentamos outros dois estudiosos, Jost Biirgi ¢ Henry Briggs, que também se interessaram
pelo estudo de logaritmos desenvolvendo seus trabalhos separadamente. Briggs teve contato
com Napier e realizou algumas modificagdes na tabua criada por este, vindo a publicar o
trabalho ap6s sua morte.

No Capitulo 2, consideramos a regido sob o ramo positivo da hipérbole equilatera
e acima do eixo das abscissas, determinada por um intervalo real fechado no respectivo eixo.
A area de tal regido pode ser aproximada por poligonos retangulares ou trapezoidais, inscritos
ou circunscritos a regido, construidos a partir de subdivisdes do intervalo considerado. Alguns
exemplos de aplicacdo deste tipo de constru¢do foram descritos de modo a realizar uma
comparagao entre os resultados obtidos para as areas. Construindo as figuras com o auxilio do
software matematico Geogebra, obtivemos o valor real da medida da area em questdo, e
assim avaliamos o melhor método de aproximacao.

Ainda no Capitulo 2, apresentamos e demonstramos uma propriedade
fundamental das areas de duas faixas de hipérbole, uma obtida da outra multiplicando as

extremidades do intervalo inicial por uma constante positiva, resultando em medidas iguais
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para ambas.

No Capitulo 3, fixamos o nimero 1 como extremidade esquerda dos intervalos e
extremidade direita maior do que 1, e consideramos as areas das faixas assim determinadas. O
valor numérico para o qual a medida da area ¢ unitaria caracteriza o nimero e de Euler. A
funcdo que associa a cada valor maior do que 1 o nimero que representa a medida da area
correspondente, verifica condi¢des advindas da propriedade fundamental das areas sob a
hipérbole e que caracterizam a nogao algébrica de logaritmo. Completa-se a definicdo da
fungdo para a parte positiva do eixo das abcissas e esta ¢ entdo chamada logaritmo natural, e
tem o numero e como sua base.

Acredita-se que a origem desse nimero seja anterior aos estudos de Napier,
podendo inclusive ter sido obtido no contexto de calculos financeiros.

Este Capitulo contém também uma estimativa que localiza o niimero e entre os
inteiros 2 e 3, por meio de comparagdo entre areas obtidas de poligonos retangulares
construidos usando subdivisdes de intervalos e a curva x.y = 1. Apresentamos ainda alguns
exemplos de aplicagao.

A ferramenta representada pelo logaritmo na simplificacdo de célculos € aplicavel
em diversas areas, fendmenos naturais e sociais, nos quais o elemento usado como base surge
do proprio contexto. Torna-se importante entdo considerar outras bases e relaciond-las com a
base e. Essa abordagem ¢ apresentada no Capitulo 4 a partir de relagdes entre determinadas
areas, possibilitando expressar um logaritmo em outra base como um multiplo do logaritmo
na base e, e assim garantir as propriedades béasicas na nova base.

No Capitulo 5 apresentamos sugestdes de exercicios e aplicacbes envolvendo
logaritmos, retirados de provas de concursos, livros didaticos e vestibulares, onde as
manipulacdes algébricas decorrem das técnicas desenvolvidas neste trabalho. Em alguns deles
sugerimos ainda o trabalho com o Geogebra, um software que auxilia muito o trabalho dos
professores.

Os principais resultados aqui apresentados se encontram nos livros pesquisados
(os quais estdo listados nas referéncias), de modo que, apenas em alguns casos indicamos
diretamente a fonte utilizada.

Finalizando, apresentamos as consideragdes e reflexdes finais sobre o trabalho

desenvolvido.
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Capitulo 1

Os logaritmos na historia da Matematica

Com os estudos envolvendo astronomia e navegacao, € 0 COmércio em ascensao
na metade do século XVI, houve a necessidade do aperfeicoamento dos calculos aritméticos.
Os astronomos tinham muitas dificuldades em realizar multiplicacfes e divisdes com valores
numéricos muito grandes, bem como extrair raiz quadrada e cubica desses nimeros.

Naquela época, muitos estudos foram realizados sobre a trigonometria, e entre
esses havia um método chamado “prostaférese”, aplicado para transformar produtos em
somas ou em subtracdes. Para tanto, eram utilizadas as seguintes identidades trigonométricas,

no intuito de facilitar os calculos:

) cosx .cosy:§ [cos (x +y) + cos (x — y)]
II) cos x .seny = =[sen (x +y) — sen (x — y)]
) senx.cosy ==[sen (x +y) + sen (x — y)]

IV) senx.seny ==[cos(x —y) —cos (x + y)]

NI, N[~ NP

Neste processo eram utilizadas tabelas trigonométricas, como a apresentada

abaixo.
Tabela de razbes trigonométricas
An [ Sen | Cos | An | Sen [Cos | An [ Sen | Cos | An | Sen | Cos | An | Sen | Cos
1 100 09119 /10310937 106075508 05|73 10902
2 00/ 09|20 | 0310938 | 06|07 |56 08 ]05| 7410902
3 00/ 09|21 0310939 |06 07|57 1 08]05]| 7510902
4 0009 | 22 |03 /0940 |06 |07 | 58 | 08 ]05| 76 |09 02
5 0009 | 23 |03/09)] 4 |06 107|159 | 08]05| 77 10902
6 01,09 24 |04 09| 42 |06 07|60 | 08 ]05]| 78 | 0902
7 01,0925 |04 09| 43 10607 |61 | 08]04| 79 0901
8 01 /09| 26 |04 1 08| 44 |06 |07 |62 | 0804 80 |09 01
9 01,09 |27 |04 1 08| 45 |07 107|163 | 08 ]04| 81 09|01
10 [ 01 | 09 | 28 | 04 | 0, 46 | 0,7 | 0, 64 | 08 | 04 | 82 | 09 |01
11 (021 |09 | 29 /04108 ] 47 [ 07 106 |65 09 04| 83 09|01
12 |02 |09 30 /105|108 ] 48 [ 07106 | 66 |09 04| 8 |09 |01
13 1021093 [05]1081]49 |07]06 |67 | 09]103]8 |09]00
14 102109132 | 05,/08 |50 07106168109 31 8 |09 100
15 102,109 38 |05]08| 5107|0669 | 09]103] 87 09]00
16 102 /09| 34 |05]108|52 07|06 70 0903 ] 8 |09]00
17 102 /09| 3% |05]108 |53 | 07|06 71 109103 ] 89 |09]00
18 103 /0936 | 05108154 08]05] 72109031 90 1 0
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Dessa forma, para se calcular, por exemplo, o produto de 0,9135 por 0,9903
utilizando esse método, localizava-se na tabela 0,9135 = cos 24° e 0,9903 ~ cos 8°. Aplicando

entdo a formula apresentada, obtinha-se:

0,9135.0,9903 = cos24°.cos8° = =[cos(24° + 8°) + cos(24° — 8°)]

[cos 32° + cos 16° ]

= NIR N =

[0,848 + 0,9613 ]

2
_ 11,8093

== = 0,90465.

Portanto, 0,9135 . 0,9903 = 0,90465.

Este método oferece uma boa aproximacéo para o produto em questdo, uma vez
que ao utilizar uma calculadora, obtém-se o resultado 0,90463905.

O resultado poderia ser obtido realizando o procedimento operatério usual da
multiplicacdo, ja conhecido pelos estudiosos da época. Porém, o calculo de certos produtos,
como, por exemplo, 43840 por 94550, tornava-se bastante trabalhoso. Inicialmente,
representa-se cada um desses nimeros como o produto de um ndmero entre 0 e 1 por uma
poténcia de base 10, ou seja, o primeiro por 0,4384 . 10°e 0 segundo por 0,9455 . 10°.

Com o auxilio da tabela trigopnométrica, temos que sen 26° =~ 0,4384 e cos 19° =
0,9455, e podemos entdo calcular o produto sen 26° . cos 19° utilizando a formula (I11)
apresentada.

Assim, temos

sen 26°.cos 19° = - [ sen (26° + 19°) + sen (26° — 19°)]

[ sen 45° + sen 7°)]

IR NI~k NP

=~ [0,7071 +0,1219]

— 2829 _ (4145,

Logo, 43840 . 94550 ~ 0,4145 . 10'° = 4 145 000 000, o que pode ser confirmado
novamente com o uso da calculadora ou com os procedimentos de multiplicagdo usual
obtendo, através destes, o resultado 4 145 072 000.

Pode-se verificar que o erro resultante de tal procedimento é da ordem de
1,737 .10~ °, ou seja, o resultado obtido é realmente muito préximo do correto, 0 que mostra

a eficiéncia do método. Porém, para produtos de trés ou mais fatores ha uma dificuldade em
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aplica-lo, assim como em poténcias e radicais, operagdes que apareciam com frequéncia
durante o trabalho dos astrbnomos e navegadores.
Por conta dessa dificuldade, foram testadas outras identidades que também

pudessem transformar produtos em somas. Entre elas, podemos ressaltar a identidade

, . + —_ - - ~ - ~
algébrica x.y = (5% — (5H)? , que transforma a multiplicagio em uma adigéo e duas
subtracOes, além das poténcias.

A aplicacdo deste método, também baseado em formulas e tabelas, pode ser

ilustrada através do célculo, por exemplo, do produto de 2452 por 1321. Utilizando as tabelas:

| (z) | Q'
3770 3553 225 1130 319 225
3771 3555 110,25 1131 319 790,25
3772 3 556 996 1132 320 356
3773 3558 882,25 1133 320 922,25
3774 3560 769 1134 321 489
3775 3 562 656,25 1135 322 056,25

e aplicando a referida formula, obtém-se:

2452 + 1321) 5 (24-52 — 1321) 5
2 2

— (3772\2 _ (1131)>
_(2) (2)

= 3556996 — 319 790,25
= 3237 205,75

2452 .1321 = (

Através da aplicacdo da formula e com o auxilio da tabela, conseguimos encontrar
o resultado procurado. Porém, como podemos observar este também é um procedimento
inadequado quando se trata de multiplicacdo com mais de dois fatores, além da potenciagéo e
radiciacéo.

Embora ambos os processos conseguissem, de certa forma, simplificar calculos
complicados, ainda ndo eram tdo eficazes para as necessidades dos estudiosos. Estes por sua
vez, prosseguiram com as pesquisas para que pudessem obter, de maneira mais rapida, 0s
resultados de que necessitavam. Somente em meados do século XVII surgiram as primeiras
tabuas de logaritmos, inventadas por John Napier (1550 — 1617), e Jost Burgi (1552 — 1632),
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de forma independente. Napier tornou-se mais conhecido, pois seus trabalhos foram mais

notorios. Apesar de ndo se conhecerem, ambos estudavam o mesmo assunto.
Jost Buirgi

Birgi era suico, fabricava reldgios, e estudava matematica e astronomia. Acredita-
se que Birgi tenha descoberto os logaritmos antes mesmo de Napier, porém nao os divulgou,
tendo assim perdido seus méritos com relacdo a esse estudo. Segundo Boyer (1996), “é
possivel que a ideia de logaritmo tenha ocorrido a Biirgi em 1588. Porém Birgi s6 publicou
seus resultados em 1620, meia duzia de anos depois de Napier ter publicado seu trabalho”.
Assim, Burgi foi considerado um pesquisador independente, ndo obtendo créditos por sua

invencao.

Figura 1.1 - Jost BUrgi

John Napier

John Napier era um rico escocés, filho de Archibald Napier, um homem
importante da sociedade escocesa do século XVI, e de Janet Bothwell. Ingressou aos 13 anos
de idade em St Andrews University, de onde saiu antes mesmo de concluir a graduacéo. Apos

seu casamento, em 1573, foi residir num castelo construido na regido de Gartness, onde
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colocou em pratica sua capacidade criativa e conhecimento cientifico, desenvolvendo préticas
de cultivo com maior rendimento e menor custo, além de um curioso método para reduzir o

ataque de aves as suas lavouras.

S
gl

Figura 1.2 - John Napier

Napier foi Bardo de Murchiston, tedlogo, mas ndo era matematico profissional,
tendo-a apenas como uma atividade de lazer. Durante um longo tempo esteve empenhado em
escrever um livro provando que o papa de sua época era o0 anticristo, e que o Criador queria
dar fim ao mundo entre 1688 e 1700, baseado no Apocalipse.

Em 1614 sentiu-se encorajado a publicar suas tdbuas de logaritmos intituladas
“Mirifi Logarithmorum Canonis Descriptio” (Uma descricdo da maravilhosa regra dos
logaritmos). Nela, Napier explica a natureza dos logaritmos e apresenta uma tabua de
logaritmos dos senos de 0° a 90°, cujo principal objetivo era minimizar o trabalho com
calculos realizados por navegadores e astrdnomos.

A palavra “LOGARITMO?” foi inventada por Napier a partir das palavras gregas
“LOGOS”, que significa razao, e “ARITMOS”, que significa nimeros. O simbolo “log”, uma

abreviacao de “logarithm”, ¢ atribuido ao astrénomo Johannes Kepler (1571 — 1630).
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Henry Briggs

Henry Briggs nasceu na Inglaterra e era professor de Matematica no Colégio
Gresham em Londres, onde ensinava geometria, astronomia e navegacdo. Tomou
conhecimento do trabalho de Napier, e se interessou pelo estudo dos logaritmos, vindo a
encontrar Napier em 1616. Neste encontro, Briggs sugeriu algumas modificagdes no método
apresentado por Napier. Entre estas, prop0s construir uma tabua de base 10, e também fazer o

logaritmo de 1 igual a zero.

Figura 1.3 - Henry Briggs

Apesar de aceitar as sugestdes, Napier j& apresentava idade avancada, e por isso
ndo pode dar continuidade aos estudos tendo Briggs realizado esta tarefa, vindo a publicar o
trabalno em 1617, ap6s a morte de Napier. Essa publicagdo recebeu o nome de
Logarithmorum Chilias Prima, e continha os logaritmos de 1 a 1000 calculados com 14 casas
decimais.

Em 1624, Briggs publicou a obra intitulada Arithmetica Logarithmica, contendo
uma tabela de logaritmos dos numeros de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000, novamente com

14 casas decimais.
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O Método de Napier

Napier baseou-se na associacdo dos termos da progressdo geometrica de razao
a > 0 qualquer (a!, a% a° ..), com os termos da progressdo aritmética de razdo 1.
Observemos, por exemplo, no quadro abaixo, uma progressdo aritmética de razdo 1 e uma

progressao geomeétrica de razao 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

Com base nessa tabela, para calcular 32 x 64, bastava somar 0s numeros
correspondentes a estes na primeira linha, isto é, 5 + 6 = 11, e entdo olhar o correspondente a
11 na segunda linha, ou seja, 2 048. Assim, obtinha-se que 32 x 64 = 2 048.

Este método era também valido para a divisdo, sendo que ao invés de somar
bastava subtrair os da primeira linha, e entdo procurar o correspondente na segunda linha. Por
exemplo, para se calcular 1024 : 128, bastava subtrair 7 de 10, obtendo-se 3, e entdo procurar
o correspondente a 3 na segunda linha, chegando a 8 como resultado. Dai temos que
1024 : 128 = 8.

Esta tabua permite calcular apenas produtos da forma 2", com n inteiro e positivo,
0 que era insuficiente para muitos calculos, mesmo mudando esta base para outro inteiro
positivo. Porém, com o desenvolvimento da exponencial as tabuas se tornaram muito mais
eficazes no decorrer dos anos.

Nos exemplos apresentados, podemos observar que foram utilizadas propriedades
de poténcias de mesma base. De fato, no produto temos 32 x 64 = 2° x 2° = 2°*®= 21 = 2048;
e na divisdo 1024 : 128 = 2* : 27 = 219~ 7 = 23 = 8 poténcias estas escritas em notacdes
conhecidas e utilizadas atualmente.

A tébua de logaritmos construida por Napier consiste essencialmente de duas
colunas em que, a cada numero a esquerda corresponde um numero a direita, sendo este
ultimo denominado seu logaritmo. O método de aplicacdo das tdbuas segue 0 mesmo esquema
daquele usado para as progressdes. Dessa forma, podemos dizer que o método de Napier
baseou-se na associagdo dos termos de uma progressio geométrica a, a’, a ..., a" ..com os

da progressdo aritmética 1, 2, 3,..., n, ... .
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Para a construcdo da tdbua, Napier estabeleceu como razdo da progressao

geométrica o0 numero b=(1—%)=0,999999 e, para evitar as casas decimais,

L
multiplicava cada poténcia por 10°. Dessa forma, o nimero L para o qual N = 107 (1 - %) :

era chamado “logaritmo” de N, de modo que 0 logaritmo de Napier de 107(1 — %) éigual a

1.
A razdo b, proxima de 1, da progressdo geométrica foi escolhida por Napier para
facilitar interpolagdes, preenchendo lacunas entre os termos na correspondéncia em quest&o.
Burgi, trabalhando de forma independente, escolheu a razdo
c=1+10 %=1,0001, e 108 como primeiro termo de sua progressio geométrica. Além disso,

a base de seu logaritmo era proxima do nimero e, enquanto Napier utilizava a base proxima

de é

Utilizando-se desta tdbua, podemos multiplicar dois nimeros apenas somando
outros dois. Por exemplo, para calcular o produto 15.14, vamos escrever esses nmeros como
poténcias de 10, buscando os expoentes na tdbua de mantissas representada abaixo. A
mantissa é a parte decimal desta poténcia e para determina-la localizamos inicialmente os
nameros 14 e 15 na coluna N. Em seguida, cruzamos esta informagdo com a coluna 0, pois 0s
valores em questdo ndo apresentam casas decimais. Estimamos entdo estes numeros entre
poténcias de 10, de forma que 10! < 14; 15 < 102, e com isso obtemos o valor da caracteristica
(parte inteira) igual a 1, e assim podemos escrever 14 = 101 ¢ 15 = 10!, Esse produto

1,1461 + 1,1761_
0 =1

serd igual a 1 0%%222_ Agora, basta localizar a coluna niimero 2 e cruzar com o

ndmero mais proximo da mantissa, obtendo 210 como resultado.

Tabua de Mantissas Tabua de Mantissas

N 0 1 2 3 4 N 0 1 2 3 4

11 |.0414 | .0453 | .0492 | .0531 | .0569 208 |.3181 | .3183 | .3185 | .3187 | .33189

12 |.0792 | .0828 | .0864 | .0899 | .0934 | | 209 |.3201 | .3203 | .3206 | .3208 | .3210

13 |.1139].1173 | .1206 | .1239 | .1271 210 | .3222 | .3224 | .3226 | .3228 | .3230

14 | .1461 | .1492 | .1523 | .1553 | .1584 211 | .3242 | .3245 | .3247 | .3249 | .3251

15 |.1761|.1790 | .1818 | .1847 | .1875 212 | .3263 | .3265 | .3267 | .3269 | .3271

Apdbs a publicacdo das tabuas de logaritmos, os célculos tornaram-se menos
trabalhosos, porém, sempre dependentes de uma tabua a méo, que apresentasse o valor do

logaritmo procurado (na coluna da direita).
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Em 1620, Edmund Gunter (1581 — 1626) apresentou um instrumento mecanico
para realizar esses célculos. Gunter era um sacerdote inglés que, apds 1620, tornou-se
professor de astronomia no Gresham College. Esse instrumento foi muito utilizado pelos
cientistas e engenheiros durante 350 anos, até surgirem as primeiras calculadoras (1970) que
conhecemos e utilizamos até hoje.

Em 1633, um matematico inglés chamado William Oughtred, teve a ideia de
representar os logaritmos de Napier em escalas de madeira, marfim ou outro material,
chamando-os de circulos de proporcdo. Deste dispositivo originou a conhecida régua de
célculos. Como os logaritmos sdo representados por tracos na régua, sua divisao e produto sdo
obtidos pela adicdo e subtracdo de comprimentos. Este instrumento foi considerado o primeiro

computador analdgico da histéria.

Figura 1.4 - Circulos de proporcéo

CRITELL

Figura 1.5 - Régua de calculo



22

Capitulo 2

Abordagem geométrica e os logaritmos

No ensino médio e até mesmo no inicio da graduacdo, definimos e estudamos o
logaritmo apenas como o inverso da exponencial. No presente trabalho, vamos abordar os
logaritmos sob um ponto de vista geométrico, baseado no conceito de &rea e de algumas de
suas propriedades.

Apresentamos inicialmente algumas consideracdes sobre o estudo de areas de
figuras planas, relacionado a geometria, e que surgiu na antiga Grécia como a ciéncia que
estudava a medicéo de terras.

O termo “geometria” vem do grego “geometrien”, em que “geo” significa terra e
“metrien” medida. Este assunto teve seu inicio atribuido a Herddoto, historiador grego
(500 a.C.), aos egipcios e babildnios (3000 a.C.). Outras civilizagcbes como chineses e hindus
também possuiam conhecimentos geométricos praticos, como o célculo de &reas e de
volumes.

H& 5.000 anos, as enchentes do Rio Nilo eram frequentes e algumas plantagdes e
construcdes ficavam devastadas. Assim, aqueles que se sentiam prejudicados pelo fato de ter
parte de suas terras préximas ao rio, eram obrigados a falar com o rei para obter nova
metragem e pagar menos impostos, pois a partilha das terras era diretamente proporcional aos
impostos pagos. A coleta dos impostos era de responsabilidade dos sacerdotes egipcios da
época, que provavelmente também faziam a demarcacdo das terras, calculando a extensdo de
campos por meio de um simples golpe de vista.

Conta-se que certo dia, ao observar trabalhadores pavimentando com mosaicos
guadrados uma superficie retangular, um sacerdote notou que, para conhecer o total de
mosaicos, bastava contar os de uma fila e repetir esse valor obtido o nimero de fileiras que
houvesse. Assim foi estabelecida a maneira de calcular a area de retangulos, multiplicando um
lado pelo outro.

A partir dai foram desenvolvidos estudos sobre figuras planas e suas areas. Um,
em especial, foi baseado na regido abaixo da parte positiva da hipérbole equilatera x.y = 1,

pelo fato de apresentar propriedades importantes associadas a logaritmos. Atribuem-se essas
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descobertas do século XVII, mais precisamente em 1647, ao padre jesuita Gregory Saint
Vicent (1584 — 1667).

Faixa de hipérbole e sua area A(HY)

Considere a parte positiva H do ramo de hipérbole y =% no plano cartesiano.

Assim, H é o subconjunto do plano formado pelos pontos da forma (x,xi), com x > 0,

chamado ramo da hipérbole x.y = 1 no primeiro quadrante.

Simbolicamente,

1

H={(y);x>0,y==}

X

Figura 2.1

Se a e b sdo dois nimeros reais positivos, com a < b, a regido do plano delimitada
pelas retas verticais x = a € x = b, pelo eixo x e por H, é chamada faixa de hipérbole e sera
representada por HX.

Assim, HY ={ (x,y) ;a<x<b,0<y< % } e sua area sera denotada por A(HD).

A area desta faixa pode ser estimada por aproximagoes, atraves de retangulos ou
trapézios, construidos a partir de decomposic¢@es do intervalo [a, b] em um ndmero finito de
intervalos justapostos.

Para obter com precisdo a area de uma faixa de hipérbole, necessitamos de um

software matematico.
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Figura 2.2
Aproximacdo de A(H?) por retangulos

Vamos estimar a area de HP usando aproximagdes, por falta, através de retangulos

inscritos. Considerando n pontos intermediarios a = ag< a;< ...< a, < ap4;= b, decompomos

. . , A 1
o intervalo [a, b] em n subintervalos. Construimos n retangulos, cada um de altura — e base

Aj+1
(aj+1 — a;), chamados retangulos inscritos na faixa de hipérbole H2. A reunido desses

retdngulos chama-se poligono retangular inscrito.

Figura 2.3

Denotando por Ag, a area de cada retangulo conclui-se que il ; Ag, < A(H};).
Cada estimativa depende do nimero de subdivisdes consideradas e, quanto maior
0 namero de subintervalos, melhor sera a aproximagdo dessa area, pois 0 poligono retangular

ficara cada vez “mais proximo de HP ”. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 1: Para a faixa de hipérbole Hf, considere as seguintes subdivisdes: a, = 1,
3 5 7 . . . , .

a; = 7,3, = 2,a3 = s = 3,ag = 136 = 4. O poligono retangular inscrito tem area igual

a soma das areas dos seis retangulos construidos no intervalo em questéo, ou seja,

> = (G2)+G2) G2 G2)+G2) G 2)

i=1

(o)}

=1+1+l+l+l+1=ﬂzl,218
3 4 '5 6 ' 7 "8 280

Esta é uma aproximacdo, por falta, da area da faixa de hipérbole no intervalo [1,4].

H

(]
h

32 2 512 3 7i2 4

Figura 2.4

Como podemos observar no grafico da figura 2.4, os retangulos estdo inscritos na faixa de

hipérbole, donde se conclui que

6
zARi = 1,218 < A(HY)

Aproximacdo de A(H?) usando trapézios

Outra maneira de estimar a area de uma faixa de hipérbole HP é através de
aproximagdes por trapézios. Considerando novamente n pontos intermediarios

a=ag<a; <..<a,<ap =Dbedecompondo o intervalo [a, b] em n subintervalos,
. ,_ - f .. - 1 1
construimos agora n trapézios, com dois lados verticais de comprimento — e —

i Aj+1

respectivamente, com seus dois vértices na hipérbole H, e base a;,, — a;, chamados trapézios
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circunscritos a faixa H2. A reunifio desses trapézios chamamos de poligono trapezoidal

circunscrito.
Podemos notar que Yi; Ar, > A(HY), onde Ar, denota a area de cada um dos
trapézios circunscritos a faixa de hipérbole.

H

Figura 2.5

E importante observar que na regido trapezoidal construida, os lados inclinados
dos trapézios ficam mais préximos da hipérbole H, quando comparados aos lados superiores
dos retangulos inscritos. Além disso, quanto maior a quantidade de subintervalos
considerados, mais préxima a area do trapézio circunscrito ficara do valor da area da faixa.

A diferenca entre os dois métodos torna-se mais evidente para pontos proximos de
zero, como podemos notar na ilustracdo da figura 2.6. Isto porque, para valores muito

pequenos, a curva x.y = 1 é muito inclinada, ficando mais proxima de trapézio do que de
retangulo.

Figura 2.6
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Exemplo 2: Considere novamente a faixa de hipérbole Hf. Usando as subdivisdes a, =

7 . , .
1l,a; = S A = 2,a3 = S A = 3,ag = 5 36 = 4, construimos um poligono trapezoidal
circunscrito. Calculando a area de cada um dos seis trapézios e somando-as obtemos:

To1, = (““?%)) ; (<<%+2%>-§> ) ((@f)-;)) . ((@f)%)) ) (((§+§).§)> ) (M)

2 2

5 7 9 11 13 15 787
=Z+—+—+—+—+-—2="" ~ 1,405,
12 24 40 60 84 112 560

Assim, a area da faixa de hipérbole Hf é aproximadamente igual a 1,405 unidades de area.

1 3/2 2 5i2 3 7i2 4

Figura 2.7

Comparando este resultado com o da aproximacdo feita através de retangulos
inscritos, podemos escrever entdo:

1,218 < Area (H%) < 1,405.
A figura 2.8, com os retangulos e os trapézios, fornece uma comparacao entre 0s
dois métodos. A area que falta, no caso do poligono retangular, € muito maior do que a que

sobra no caso do poligono trapezoidal. O valor correto da area da faixa de hiperbole presente
no gréafico da figura 2.8 foi obtido através do software Geogebra.
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Area aproximada por retangulos inscritos: 1,218
Area aproximada por trapézios circunscritos: 1,405
Area da faixa de hipérbole: 1,386

1 3/2 2 5/2 3 72 4

Figura 2.8

Observagdo importante: Interpretacdo para Hj, coma<b.

Na definicdo da faixa de hipérbole HP, fixamos a < b, consideramos a
decomposicdo a =ay < a; <..<a, <ap4,=b, e percorremos o intervalo [a, b] no sentido de a
para b, para cada aproximagdo da area. Mantendo a < b, ao escrever Hj, efetuamos uma
mudanca ao percorrer o0 mesmo intervalo [a, b], mas agora no sentido de b para a, de modo
que os valores (a;+; — a;) ficam negativos. Como, em valor absoluto, o resultado € o mesmo,
segue entdo que cada aproximacéo obtida para a &rea Hj, s6 troca de sinal em relag&o a obtida

para H?. Portanto, podemos concluir que A (H2) = — A (HY).
Propriedade fundamental

Apresentaremos agora um resultado importante acerca das areas das faixas de
hipérbole.

Fixada uma faixa de hipérbole H2, a cada nimero real positivo k corresponde uma
nova faixa Hg’f(‘. Considere uma decomposi¢do do intervalo [a, b] em n subintervalos
justapostos e o poligono retangular associado, inscrito na faixa HY. A estes correspondem
uma decomposicdo do intervalo [ak , bk], também em n subintervalos justapostos, e um

poligono retangular inscrito na faixa H2X (figura 2.9).
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bk

Figura 2.9

Teorema (Propriedade Fundamental): As medidas das areas das faixas de hipérbole H® e
HPK sdo iguais, para qualquer k > 0.
Demonstracdo: Para ilustrar, vamos considerar n = 3 com a decomposicdo a<c<d <bh. A

soma das areas dos retangulos inscritos em HP, obtidos dessa decomposicdo, é igual a

S —iA )it -0t b —d).
1—.1Ri—c a.C c.d 3
1=

Considerando a subdivisdo correspondente ka < kc < kd < kb , a soma das areas dos

retangulos inscritos agora em HEK , é igual a

3
1 1 1
S, = ZARi = (ck - ak).&+ (dk — Ck)-@"‘ (bk — dk)-ﬁ(

=1
=(c—-a).k~+d-0c) .k.—+(b-d).k.—
- ] -Ck . -dk . -bk
1 1 1
=(c—a).-+(d—-c).=+(b—-d).-=S,.
c d b
Comparando, concluimos que as éreas das faixas H2 e HPX possuem as mesmas
aproximacdes por falta.
Este procedimento pode ser aplicado no caso de aproximacgdes por excesso,
realizadas através de trapézios ou retangulos circunscritos. Podemos concluir entdo que as

areas tém a mesma medida, utilizando-se aproximagdes por falta ou por excesso.

Para o caso de n subintervalos a demonstracdo é analoga.
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Exemplo 3: Considere a faixa de hipérbole H}/Z e seja k = 4. Na figura abaixo, apresentamos
as faixas de hipérbole H}/Z e H3, construidas com o auxilio do software geogebra, que

possuem areas de mesmo valor numérico, de acordo com o teorema acima.

Area, = 0.693

112 1 2 1

Figura 2.10

Destacamos as seguintes propriedades das areas das faixas HP.
(1) A(H3) = 0 (definicao)
() se a< b < c entdo A(HR)+ A(H{) = A(HY)

Proposicdo: Se a < b entfo a area A(HY) verifica as desigualdades
11— camy <21
b a
Demonstracdo. O retangulo de area (b — a).% esta inscrito na faixa H? enquanto que o

N ’ 1 , . . . . .
retangulo de area (b — a).; estd circunscrito a essa faixa, conforme a figura 2.11 abaixo.

Portanto,

(b-a)s=1 a<A(Hb)<b 1= (b—a).~
a.b— b a 3 = a.a
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1/b

Figura 2.11

Caso particular importante: Fixando a = 1 e considerando as faixas H¥ para x > 1, ou H}
para 0 < x <1, dos resultados anteriores segue que:
() A(HY) = 0 parax =1;
(1) a) 1 < x <tse, e somente se, Hf ¢ H}. Logo, A(H¥) < A(H}) se, e somente se, 1 <x <t.

b) 0 <x <t<1se,esomente se, Hl > H!. Logo, A(HL) > A(H}) se,esdse, 0 <x<t<1.
(1) A(HT?) = A(HY) + A(HY)
(Iv)1- i <A(HY) <x-1,paratodox >1

E importante observar que (I11) segue da propriedade fundamental uma vez que

A(HY) = A(HZ*) e assim A(HY) + A(H?) = A(H?) + A(H¥ %) = A(HY?). Por outro lado, (1V)
decorre da proposicdo anterior fazendoa=1eb =x.

1 x

Figura 2.12
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Um exemplo diferente. Sejam 0 < a <b e k > 0. Vamos provar que a faixa da parabola
y = X2, situada sobre o intervalo [ak, bk] tem &rea igual a k3 vezes a faixa situada sobre o
intervalo [a, b].
Consideremos a parte positiva da parabola y = x2 no plano cartesiano, ou seja, o subconjunto
P do plano formado pelos pontos da forma (x, x?), em que x > 0. Chamaremos de faixa de
pardbola a regido do plano delimitada pelas retas verticais x = a e X = b, por P e pelo eixo X,
denotando-a por PP. De maneira analoga, para x = ak e x = bk, obtemos Patﬁ‘, CcoOmo mostram
as figuras 2.13 e 2.14. Indicamos as areas das respectivas regides por A(PP) e A(PSK). A
partir de n pontos intermediarios a = ap, < a; < - < ap < ap4 = b, decompondo o
intervalo [a, b], construimos poligonos retangulares inscritos nas respectivas regides. As areas
desses poligonos sdo dadas por:
S1= (a1 —ap).(@g)* + (a2 — ap).(@))* + -+ (aps1 — ap)-(an)?
e
S, = (a1k — agk). (agk)? + (azk — a;k). (a;k)? + ...+ (ape1k — ayk). (apk)?

= (a; — a9).2°k> + (a; — ay)a; ’k® + -+ + (ap4q — ap).a,°k?

= k*[(a; —ag). (@p)* + (az — ap).(@)* + =+ (ans1 — ap).(an)?

= k3.5,

Usando a aproximacao por trapézios, obtemos um resultado analogo.

a b ak bk

Figura 2.13
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a b ak bk

Figura 2.14

Como no caso da hipérbole, as aproximacoes por falta ou por excesso, através de
poligonos retangulares ou trapezoidais, obedecem a mesma relacéo:

S, =k3.S,.

Conclui-se entdo que A(PEX) = k3. A(PD).
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Capitulo 3

O logaritmo natural — conceito geomeétrico

No final do capitulo 2, foram estudadas algumas faixas da hipérbole x.y = 1,
determinadas por intervalos [a, b] na parte positiva do eixo X, sob o ponto de vista de
propriedades importantes e operatorias que, de certa forma, podem ser relacionadas a certos
conceitos algébricos.

Fixando inicialmente a = 1 e b = x > 1 para tais faixas e indicando a medida de
cada &rea por A(HY), apresentamos o nimero real positivo e como aquele que torna unitaria a
area da regido correspondente, ou seja, A(HY) = 1. Assumimos isto como um conceito. Note

quee>1.

Figura 3.1

Consideremos agora a seguinte definicao:

A(HY), sex>1
g(x) = 0, sex=1
—A(HD), se0<x<1
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1 *

Figura 3.2

\

x 1

Figura 3.3

A funcgéo g admite as seguintes propriedades:

(Ng(1)=0eg(e)=1;

(1) g (x) > 0 sempre que x > 1;

(1) g (x) <0sempreque 0 <x <1,
(IV)0<x<t=g(x)<g ()
Magkx.)=g(x) +g()

Observamos que I, Il e Il seguem diretamente das definicbes de g (x) e do
nimero e. Para IV, se 1 < x <t, por Il do Capitulo 2 (pagina 31), A(HY) < A(HY), ou seja, ¢
(X) < g (t). Parao caso em que 0 < x <t < 1 tem-se A(H}) > A(H}), e portanto g (x) =— A(H})
<-AHY) =g ().
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Para verificar a propriedade V, consideramos dois casos. Primeiramente, quando
X > 1 et > 1 segue do Capitulo 2 que A(HYXY = A(HY) + A(HY), e portanto

g(x.t)=g(x)+g(t). Para0 < x, t <1 procedemos analogamente.

H x t it

Figura 3.4

Consideremos agora 0 caso em que 0 < x < 1 < t. Analisando a figura 3.5, segue
que A(HY ) = A(H}) — A(HS ;). Mas, do Capitulo 2 temos que A(HS ) = A(HL) = —A(HY).
Assim AHFY) = A(H}) — [- A(HY)] = A(HY) + A(HY), e portanto g (X . t) = g (X) + g (t).

x 1 Toxt ! t

Figura 3.5

Lema. A funcao g verifica a seguinte desigualdade: g(x) < z, para qualquer x > 0.
Demonstracéo. Aplicaremos comparacdo de areas. Para isso, para cada x > 0, usaremos 0

A 1 - ;. ,
retangulo de base x e altura ~» Cuja area é igual a E para comparar com a area A(HY).
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\

Figura 3.6

a) Observe primeiramente que, para 0 <x <1, g (x) <0.

b) Considere agora x = e. Por defini¢do, A(H$) = 1. A regido H$ pode ser subdividida através
do retangulo R de base (e — 1) e altura é e da regido abaixo da curvay = i acima da reta

horizontal y = i entre X = 1 e x = e (figura 3.7), cuja area indicamos por S. Assim, 1 = A(H¥)

e—1
= S+—

e .

Figura 3.7

Por outro lado, o retdngulo de base e e altura é pode ser subdividido em dois retangulos: o

e—

mesmo retangulo R e um outro de base 1 e altura é (figura 3.8). Sua area é igual a 1 = ==

| =

e—1
— +
e e

. . ;1 . .
Igualando as duas &reas, concluimos que o valor de S é - Este fato sera muito

importante no que segue.
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Figura 3.8

c) Para 1 < x < e, usando 0 mesmo tipo de subdivisdo do item anterior, A(HY) = % + Sy,
onde S, denota a area da regido abaixo da curvay = i , acima da reta horizontal y = i ,entre 1

ex<edem0d0queSx<S:§. Portanto,A(H’f):%+SX<%+§:§.

S

118 \

Figura 3.9

d) Fixado agora x > e, A(H}) =S+ (e-1). é +(x—e). i + B, , onde B, indica a area da
regido abaixo da curva x . y = 1, acima da reta horizontal y = i entre e e x (figura 3.10).
Como B, < (x —e) . (é - i) pode-se concluir que A (HY) =S + 1 — é +1- g + By <

1 1 e X e X X
—+2-=- ——+=-—-1-1+-== <=
. 2 i s 1-1 b Portanto, g (x) < - para qualquer x > 0.
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Figura 3.10

Vamos relacionar agora o conceito geométrico com uma nocao algébrica. Para
isso, recordamos que a ferramenta logaritmo, indicada por L, € caracterizada pelas seguintes
propriedades operatdrias:

(D0<x<t = L(x)<L(t);
(1) L “transforma produto em soma™: L (X . t) = L (x) + L (t) para todo x, t > 0.

Chama-se base do logaritmo L ao nimero real positivo a tal que L (a) = 1. Neste
caso, denota-se L (x) = log, x.

Considere g (x) definida anteriormente. Segue das propriedades IV e V e da
caracterizacdo do logaritmo que existe um numero real positivo, denotado por a, tal que
g (x) = log, x. Como g (e) = 1, a base é igual a e e denotamos g (x) = log, x por In X,
chamado logaritmo natural de x.

Como consequéncia direta da funcdo g, o logaritmo natural verifica as seguintes
condigdes:

(1)In1=0elne=1;
(2)Inx>0semprequex>1,elnx<0sempreque0<x<1;
B)0<x<t=Inx<Int;

@DInx.t)=Inx+Int.

A seguir, citamos outras propriedades operatorias de grande importancia em
exercicios de aplicacdo que exigem manipulacdo algébrica dos logaritmos. A verificacdo
dessas propriedades constituem uma certa técnica a ser desenvolvida pelos alunos e, por isso,

sdo apresentadas aqui.

(5)|n(§)=|nx—|nt;
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(6) Inx"=r.Inx, parar racional

(7) In Vx =22

m

Para verificar (5) escrevemos x = G) .t.Entdo, Inx =In (%) .t =1In G) +Inte.

Portanto, In (%) =Inx—Int. Em particular, para x = 1 segue que In (i) =—1Iny.

Para provar (6), observamos inicialmente que, para o produto de trés nimeros
reais positivos x, y e z, tém-se que In (xyz) = In (xXy . z) = In (xy) + In (z) =
In (X) + In (y) + In (2). Se considerarmos fatores iguais, o0 logaritmo desse produto serd o
produto da quantidade de vezes que esse fator aparece por seu logaritmo. Em particular, se
esse fator se repete r vezes, sendo r um inteiro positivo, entdo esse logaritmo sera dado por:
Inx"=r.Inx.

Considere agora 0 caso em que 0 expoente r € um inteiro negativo. Sabemos que
x'.x""=1.Entdo,0=In1=Inx".x""=Inx" +Inx~ . Aplicando o mesmo procedimento
acima, verifica-se que In x~ " =—r. In x. Assim,

Inx"+Inx""=0 S Inx~"=-r.Inx.

Finalmente, quando r € um numero racional da forma E, com p e q inteiros e q > 0,

P P
tem-seque:p.Inx=InxP =1In (xa)2=q. In xa.

Portanto, In x% = g . In X, 0 que conclui a demonstragéo.

A propriedade (7) pode ser demonstrada usando o fato de que Wx = x/™,

X

. ~ l
Concluimos entéo que In /x = In x/™ = %

Observacdo: Ressaltamos que o resultado (6) é valido para qualquer nimero r. Entretanto, a
passagem de ndmeros racionais para ndmeros irracionais exige um conhecimento mais
aprofundado e abstrato de algumas caracteristicas da reta real, as quais sO deverdo ser

apresentadas em estudos mais avangados. Por isso, omitimos aqui sua verificag&o.

Exemplo 1: Dados os ndmeros reais positivos a < b, a area da faixa de hipérbole H2 pode ser

descrita em termos do logaritmo natural.

De fato, se 1 < a < b entdo A(HY) = A(H?) —A(H}) =Inb—Ina=1In (g) Agora, se
O<a<b<1lentdo A(H) = A(HY) — A(H}) = —lna+Inb.

Finalmente, se 0 <a<1<bentdo A(HY) = A(HY) + A(HY) = —Ina+ Inb.
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Exemplo 2: Usando a desigualdade MTX < épara qualquer x > 0, determinar qual é o maior
entre e™ e m°.
A desigualdade mTX si segue diretamente do Lema apresentado na pagina 38, pois

g (x) =Inx paratodo x > 0.
Suponha inicialmente que e™ < m®. Aplicando o logaritmo natural nessa desigualdade

obtém-se

Ine Inm 1 Inm
ne™ <Inn® = tlne<elnnw = —_—< — = - —
e T e T

0 que contraria a desigualdade apresentada no enunciado. Dessa forma, concluimos que

e™ > i°.

Exemplo 3: Se os nimeros reais positivos a;, a,, ..., a,, formam uma progressdo geometrica,
entdo In a;, In a,, ..., In a,,, formam uma progressdo aritmética.

Consideremos os termos da progressao geométrica da seguinte forma:

a; =a
a,=a.q
a;=a.q’

an =a.q" ', onde ae qsdo positivos e ndo nulos, sendo q a razdo da PG.

Aplicando o logaritmo natural e as propriedades 4 e 6 a cada um desses termos, obtemos:
Ina; =Ina

Ina,=Ilna.q =Ilna+Ing

Inaz;=Ina.g°=Ina+Ing’=lna+2Inq

Ina,=Ina.q" ‘=Ina+ing” *=Ina+(m-1)Inq

Indicando In a,, = bm, INna=celnqg=r, obtém-se:

b; =cC
b,=c+r
b;=c+2.r

b,=c+(m-1).r,
Portanto, Ina;,lna,,..,Ina, formam uma progressdo aritmética de termo inicial In a e

razdaor =1Inq.
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Exemplo 4. Para todo x > 0 tem-se:

In(x+h)-Inx h.
—_— = —)h

m In(1 + X) ,
onde h € um niimero racional ndo nulo.

x+h
De fato, da propriedade (5) segue que o (X+:)_lnx = mh" . Aplicando a propriedade (6)

x+h 1

In—— +h\n
obtemos —=- = In (XT)h

Uma estimativa para o numero e

Na figura 3.11 representamos os retangulos inscrito e circunscrito a faixa H? de
modo que a area do retdngulo ABCD ¢ igual a % u.a., enquanto que a do retangulo ABEF ¢
igual a 1 u.a. Podemos concluir entdo que % < A(H?) < 1 = A(H$); portanto, por (II) do
Capitulo 2 (pagina 29), e > 2.

A= (1, 0) B = (2 0)

Figura 3.11

De maneira analoga, consideramos a faixa H3 e os retangulos EFGH (inscrito) e
EFI1J (circunscrito), ilustrados na figura 3.12.
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E=(1,0) F=(3,0)

Figura 3.12

Novamente através de calculos simples e diretos, encontramos as medidas da area

do retangulo EFGH igual a § e da area do retangulo EFIJ igual a 2, donde se conclui que
é < A(H3) < 2. Questionando se A(H3) > 1 e assim e < 3, vamos subdividir o intervalo [1, 3]

, 5 6 9 5 11 . N . . .
através de 1 <2 <~ <2<-<=><--<3 de modo a construir retangulos inscritos na faixa H3,

como ilustra a figura 3.13.

1 5/4 3/2 7/4 2 9/4 5/2

Figura 3.13

11/4 3

A érea do poligono retangular inscrito em H3 é igual a seguinte soma:
(1 4 1 2) (1 4 1 1>+<1 4)+(1 2)+<1 4)+(1 1)
Z'§)+(Z'§ * Z'?)J’(Z'z 49)"\4'5 4°11) " \4 '3
1 1 1 1 1 1 84813

1 1
5tet7 e o 0T I T 12 T 83160

=1,019 > 1.

Assim, A(H3) > 1 eentdo e < 3. Portanto 2 < e < 3.
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Exemplo 5. Vamos calcular x para que In (x) +In (4) =31In (2) + %
Para obter o valor de x, observemos inicialmente que:

1) In (4) = In 22, e pela propriedade 6 (pagina 35) segue que In (4) = 2 In (2);

2) % = % In (e) (pois In e = 1), donde obtemos In (e%) =In (Ve).

Substituindo 1 e 2 na igualdade acima, temos

INn(x)+2IN(2)=3INR)+In(ve) = INnX)=3In@2)-2In2)+In(We) =

INnx)=In@2)+In(e) = InX)=In(2+e).

Mostramos neste capitulo que g (x) = In x é estritamente crescente. Dai, podemos concluir

que x = 2 +e.

Exemplo 6. Sejam a;, a,, a3, a, nUmeros estritamente positivos tais que log, a;, log, as,
~ 1
log, a3, log, a, formam uma PA de razéo > Vamos calcular o valor da soma a, + a; + a,

sabendo que a; =4.
Inicialmente, escrevemos 0s termos da progressao aritmética da seguinte forma:
log, a; =log, 4 =log, 22 =21log,2 =2

= o415
log2a2—10g2a1+2—2+2 >

10g2a3210g231+2.%=2+ 1:3

_ 1_7
log2a4—log2a1+3.5— e
Assim, temos

5 7
a;=4;a,=22=V25=4+2;a;=2%=8;a,=2:=v27=8+2
donde seque que a, +az +a, =4vV2+8+8+v2=12v/2+8=4(3V2 +2).

Exemplo 7. Calculemos o valor de x que verifica a igualdade In (x — 1) —% In(x+7)=1In(2).

Analisando inicialmente a validade de cada um dos logaritmos, podemos concluir que x > 1.
O primeiro membro da igualdade apresenta uma diferenca de logaritmos. Utilizando as
propriedades 5 e 7 (pagina 39), podemos escrever a igualdade da seguinte maneira:

=1In(2)

x—1

VX+7

In(x-1)—=In(x+7)=1n
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Dessa igualdade, obtemos que % =2 donde x — 1 =2 vx+ 7. Elevando os dois membros

ao quadrado segue que
x—1D?=Q2Vx+7)? = x*—-2x+1=4x+28 = x*—6x—27=0.
Resolvendo esta equacgéo do 2° grau, obtemos como solugdes x = 9 ou x = — 3. Descartando a

segunda, pois devemos ter X > 1, a solugdo é x = 9.

Exemplo 8. Dado um nimero natural p > 2 vale a desigualdade:

11 1
AG@“)<1+§+§+m+E

De fato, a regido Hf“, representada na figura 3.14, pode ser subdividida usando a
decomposigdo 1 <2<3<..<p<p+1dointervalo [1, p + 1].Construindo retangulos de

base 1, circunscritos a esta regido, temos que o primeiro retangulo tem altura 1 e como base o

. / . A 1

intervalo [1, 2], sendo sua area igual a 1. O segundo retangulo tem altura > € como base o
. , . 1 . . . A

intervalo [2, 3], sendo sua area igual a > Assim sucessivamente, tais retangulos formam um

poligono retangular circunscrito a regido Hf“ (figura 3.15), e tem como &rea a soma

T4t
2 3 o)

1 2 3 p+1

Figura 3.14
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Figura 3.15
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Capitulo 4

Logaritmos em outras bases

Os logaritmos, a principio inventados como ferramenta para facilitar operacdes
aritméticas, mostraram-se relacionados a muitas leis matematicas e varios fenémenos naturais
e mesmo sociais, sendo de grande importancia em diversas areas do conhecimento como
Fisica, Quimica, Biologia, Economia (sistemas financeiros) entre outros.

Para aplicad-lo a outros contextos, € necessario estender um pouco o estudo

apresentado. Considere entdo a hipérbole definida por y = E onde k>0e x>0, eointervalo

[a, b] no eixo positivo das abscissas. A faixa de hipérbole determinada pela curvay = l;( , pelo

eixo x e pelas retas verticais x = a e x = b serd indicada por H(k)2. A escolha k = 1

corresponde ao logaritmo natural, abordado no capitulo anterior.

Lema. A medida da area da faixa H(k)®2 é igual a k vezes a medida da area de H®.

Demonstracdo. Para cada decomposicdo a = ag < a; << a, < apy; = b, cada

1

retangulo construido e inscrito na faixa HY tem altura e base (‘aj;; —a; ). Por outro lado, o

Aj+1
k

Aj+1

retangulo construido e inscrito na faixa H(k)2 tem altura e base (aj;; — a; ). Assim, a

area do segundo retangulo mede k vezes a area do primeiro. Como as subdivis@es do intervalo
[a, b] determinam poligonos, um inscrito na faixa H2 e outro inscrito na faixa H(k)2, tendo
areas medindo uma k vezes a da outra, todas as aproximacdes verificam esta mesma relagéo.
Concluimos entfo que A(H(k)2) =k . A(HD).

Em particular, A(H(k)Y) = k. A(HY), para todo x > 1.

Os procedimentos vistos no Capitulo 2 usando as areas de faixas da hipérbole
equilatera x . y = 1 podem ser refeitos, passo a passo, agora com a hipérbole x . y = k, de
modo que as principais propriedades demonstradas continuam validas nesse novo caso.

Para simplificar vamos considerar inicialmente x > 1 e a defini¢do do logaritmo
natural: In x = A(HY). Aplicando o Lema acima tem-se que A(H(k)Y) = k . In x. Utilizaremos

anotagdo L(x) =k . Inx, onde k>0 e x > 1 para facilitar.
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Observe inicialmente que L(1) = 0 e que L(e) = k. Além disso, L verifica as

condi¢Bes que caracterizam um logaritmo, apresentadas no Capitulo 3. Como existe um
namero real positivo ¢ tal que In ¢ = % , isto é, k. In ¢ = 1, segue que L(c) = 1 e portanto
L(x) = log. x. Podemos escrever entéo log. x = ﬁ .Inx. Note que log.c = 1.

Para 0 < x < 1 usamos In x = — A(H}) e procedemos analogamente, obtendo

5 =1
também log. x = — -Inx.

Assim, log.x = i .Inx, onde log. c = 1, para todo x > 0.

Proposicdo: Sejam b e ¢ nUmeros reais positivos. Para todo x > 0 vale

log, x = log.x. log, c
Demonstracdo. Usando a definicdo de logaritmo em outra base, em termos do logaritmo
natural, tem-se que:

| | _lnx lnc_lnx_1
0g:X . ogbc—lnC e 0gp X .

Este resultado mostra como realizar a mudanca de base em logaritmos. Os

exemplos a seguir sao aplicaces desta proposicao.

Exemplo 1: Sejam a, X e y numeros reais positivos, com a # 1. Entao log, x + logix = 0.

Aplicando a proposi¢éo, podemos escrever:

logax _ logax

logix =

= = — log,x.
3 logai logaa~? 8a

Dessa forma, temos que log, x + log: x = log, x — log, x = 0.

Exemplo 2: Para cada n > 0, vamos mostrar que

logy [log, n’n\/;ﬁ] =-3

Escrevendo inicialmente os radicais em forma de poténcias,

logal log ((n%ﬁ)% )

e usando a defini¢do 1 segue que:
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1

1 I\n 1 1 1 11 1
logy [~ logy, (nn) 1= logn[- .= .logy(n)n] = logy[- .= .=. logyn] =

logn[$ Jlogyn] = log,n"3 = —3 .log,n =—3

Exemplo 3: Sejam a, b e c numeros reais positivos e diferentes de 1. Entdo
log,b.log,c . logca = 1.

De fato, escrevendo o produto log, b .logy, c .log. a em termos de logaritmo natural vem:

Inb Inc Ina _ Inb Inc Ina

Ina "Inb "lnc  Inb ‘Ilnc 'Ina

Finalizando, listamos as principais propriedades operatérias dos logaritmos em
uma base qualquer ¢ > 0. A validade dessas expressdes pode ser obtida das analogas

. 1
demonstradas para o logaritmo natural, uma vez que log.x = r In X onde r = — € uma
constante positiva.

() log.x.y = log.x+ log.y
(I log.x" =r.log.x

{ID) logcz = log.x — log.z

(IV) log. "Vx = loBex

m
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Capitulo 5

Proposta de atividades usando logaritmos no ensino médio

Neste ultimo capitulo, apresentamos algumas sugestdes de atividades envolvendo
logaritmos, e que acreditamos poderem ser trabalhadas com alunos do Ensino Médio. Estas
atividades foram extraidas de processos seletivos para universidades e concursos, e também

de livros didaticos.

Aproximacdo da area de uma faixa de hipérbole por meio

de retangulos ou trapézios

Questdo 1. Decompor o intervalo [2,3] em cinco partes iguais e calcular, desta maneira, uma

aproximagc&o inferior e uma aproximagao superior para a area da faixa de hipérbole H3 .

Quest&o 2. Mostre que a faixa HTE) tem area maior do que 1 e menor do que 1,2.
Dica: Esta questdo também pode ser desenvolvida em laboratério de informaética, com o

auxilio do software Geogebra.
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Aplicacdes das propriedades operatorias dos logaritmos

Inicialmente serdo apresentadas atividades que envolvam apenas a aplicacao
direta das propriedades de logaritmos, escolhidas de acordo com o grau de dificuldade, desde
as consideradas de simples resolucdo, até aquelas mais complicadas. Além disso, serdo
abordados os logaritmos naturais e em outras bases.

Questao 1. Dados In 2 =0,6931 e In 3 = 1,0986, encontre:

a)In6
b) In 72

d)In(2™.3")
Questao 2. Encontre os logaritmos relacionados abaixo.

a) log, 64
b) log,, 9

1
c) log, 3

1
d) logg; Py

Questao 3. Descubra os valores de x que satisfazem as igualdades abaixo.

a) log, 16 =2
b) log, 125 =3
c) loggx = %
d)logzx=38

e) log,s 125 =x
f) log; [log, (log,ox)] = —1
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Questao 4. Quantos algarismos tem o nimero 521 ?

Questdo 5. (ITA/87) Acrescentando 16 unidades a um numero, seu logaritmo na base 3

aumenta de 2 unidades. Qual é esse nimero?

Questédo 6. (ITA/87) Considereu=x.In3,v=x.In2ee".e" =36. Descubra o valor de x.

Questdo 7. (ITA/99) Seja a um numero real, com a > 1. Se b = log, a, obtenha o valor de
Z-1
log, a3 + log, 4a + log, ﬁ + (logga)? — log% (aa—_1)

Questdo 8. (Olimpiada Americana) Suponha que 4*t = 5; 5%2 =6; 6*3 = 7;...; 127%12+ =

128. Qual o valor de X; .X5 . X3 ... X124 ?

Questdo 9. (ITA/05) Considere a equagdo em x: a**! = bV* | onde a e b sdo nlmeros reais

positivos tais que In b = 2 In a. Calcule a soma das raizes da equag&o.

Questdo 10. Dada a equacdo 3(ogx+1 _ 3(ogx)-1 4 3(ogx)-3 _ 3(logx)—4 — |p (ﬂ)

e—657
sabe-se que log x € a maior raiz da equacdo r2 — 4r — 5 = 0. Calcule o valor de sen a para que a

equacao seja valida.

Questdo 11. Para todo inteiro n maior que 1, definamos a, = (log,, 2002) " *. Sabendo que
b= a,+ a3+ a,+ ag ec= a;p+ a;; + a;p + a;3+ ag,, mostre que o valordeb—cé

-1
Questdo 12. Seja 0 < 6 < tal que logs tg 6 + logs(6 + tg6) = % logs 9. Calcule sec 2 6.

Questdo 13. Calcule log,, 6, sabendo que log,, 6 =x e log,, 4 =Y.

Questdo 14. (Vunesp) Sejam x e y nimeros reais, com X > y. Se logz(x —y) =me (X +Yy) =
9, determine:
a) o valor de logz(x + y);

b) logs(x? — y?), em funcéo de m.
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Questdo 15. Num tridngulo retangulo a hipotenusa mede a e 0s catetos medem b e c. Prove

que log,4p ¢+ log,_pc = 2.log,4pC -log,_p C.
Os logaritmos e os terremotos

Os terremotos, também conhecidos como abalos sismicos, sdo tremores
passageiros que ocorrem na superficie terrestre. S8o0 fendbmenos naturais que podem ser
desencadeados por fatores como atividade vulcanica, falhas geoldgicas e, principalmente, pelo
encontro de diferentes placas tectonicas.

As placas tectdnicas (ou litosféricas) estdo em constante movimento, podendo
afastar-se (zona de divergéncia), ou aproximar-se (zona de convergéncia). Nas zonas de
convergéncia pode ocorrer uma colisdo entre diferentes placas tectonicas, produzindo um
acumulo de pressdo e descarga de energia, que se propaga em forma de ondas sismicas,
caracterizando o terremoto. Dependendo da proximidade de onde ocorre essa colisdo e sua
magnitude, os terremotos podem ser sentidos a quildmetros de distancia.

Nos Estados Unidos, ocorrem de 12 mil a 14 mil terremotos anualmente (ou seja,
aproximadamente 35 por dia). De acordo com registros historicos, podem ser esperados 18
grandes terremotos e um terremoto gigante em um ano.

A partir da quantidade de energia liberada, é possivel determinar a magnitude de
um terremoto. Para isso, utiliza-se um aparelho chamado sismografo, que foi desenvolvido
pelo sismologo norte-americano chamado Charles Ritcher (1900 — 1985).

A escala Ritcher, utilizada para medir a magnitude dos terremotos, foi
desenvolvida em 1935 por Charles Ritcher e Beno Gutenberg. Ambos estudavam sismos no
sul da Califérnia e, apos recolher dados de inumeras ondas sismicas liberadas por terremotos,
criaram o sistema utilizado incialmente para medir terremotos ocorridos apenas na Califérnia.

Para desenvolver essa escala, 0s sismologos utilizaram o logaritmo da medida da
amplitude das ondas sismicas a 100 km do epicentro. A intensidade | de um terremoto € um
numero que varia entre 0 e 9,5 para 0 maior terremoto registrado.

Citamos abaixo possiveis consequéncias, de acordo com a intensidade de

terremotos.
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Magnitude Possiveis efeitos
(graus)

Menor que 3,0 | Tremores pequenos, geralmente ndo perceptiveis, mas podem ser
registrados por equipamentos apropriados.

3,0a5)9 Abalos perceptiveis sem a utilizagdo de equipamentos, mas nédo

causam grandes destruigoes.

6,0a8,9 Pode causar véarios danos a construcBes e provocar grandes

rachaduras no solo.

9,0 ou maior | Tremores muito fortes, podendo causar destruicdo quase que total,
como por exemplo o que atingiu o Chile em 22 de maio de 1960,

maior ja registrado no planeta.

Podemos calcular a intensidade de um terremoto utilizando a seguinte férmula:

2 E
I - § 10g10 (E_O)

onde E é a energia liberada em kWh e Eo = 7. 10 ~*kWh.
A seguir serdo apresentados alguns problemas referentes a terremotos, 0s quais

foram retirados de alguns livros e vestibulares.

Questdo 1. Em 2009 um terremoto atingiu a regido de Abruzzo, na Itéalia, deixando 20 mil
pessoas desabrigadas, cerca de 300 pessoas mortas e 15 mil edificacBGes destruidas, dentre elas
algumas artisticas e historicas. Esse terremoto liberou uma energia equivalente a
aproximadamente 1,97 . 10" kWh.

Calcule a intensidade desse terremoto.

Questdo 2. Imagine que uma residéncia simples consuma mensalmente energia elétrica de
100 kWh. Se fosse possivel captar toda a energia liberada por um terremoto de intensidade 8
na escala Ritcher, qual seria 0 numero de residéncias desse tipo que poderiam ser abastecidas

com energia elétrica durante um més?
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Questdo 3. Um abalo foi sentido pela populacdo do Rio Grande do Norte em 13 de setembro
de 2007. Esse abalo, superior a 3 pontos na escala Ritcher, foi detectado pelos equipamentos
de sistemologia da Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN). Qual foi a energia

liberada por ele? Esse abalo pode ter causado grandes consequéncias na regido?

Questado 4. No dia 6 de junho de 2000, um terremoto atingiu a cidade de Ancara, na Turquia,
com liberagdo de energia aproximada de 7 . 10 ° kWh. Qual a intensidade desse terremoto na

escala Ritcher?

Questdo 5. Em maio de 2008 um terremoto de intensidade 7,9 graus na escala Ritcher foi
registrado na Provincia de Sichuan, na China, destruindo grande parte da estrutura da regiao,
matando mais de 90 mil pessoas, e danificando varias construgoes.

Considerando a intensidade apresentada acima, calcule a energia liberada por esse terremoto.

Questdo 6. (UFF-RJ) No dia 6 de junho de 2000, um terremoto atingiu a cidade de Ancara, na
Turquia, com registro de 5,9 graus na escala Richter e outro terremoto atingiu o oeste do
Japdo, com registro de 5,8 graus na escala Richter.

Considere que E; e E; medem a energia liberada sob a forma de ondas que se propagam pela
crosta terrestre por terremotos com registros, na escala Richter, Ry e Ry, respectivamente.

Sabe-se que estes valores estdo relacionados pela férmula:
E
Rl — Rg = IOg—1
E;
Considerando-se que R; seja o registro do terremoto da Turquia e R, 0 registro do terremoto

do Japdo, pode-se afirmar que (%) é igual a:
2

a) 10! g

0,1

10 1

b) 'Y/10 &) 5;
¢) (0,1)*°

Questédo 7. Um tremor de terra de Magnitude M, na escala Richter, libera no epicentro uma

E
2,5.1011°

energia E(erg) dada pela lei M = % .log Calcule a energia liberada por um sismo de

magnitude 4.
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A escala de acidez e os logaritmos

A quimica e os logaritmos também estdo intimamente ligados. Por exemplo,
quando falamos de pH, ou potencial hidrogeniénico, nem imaginamos que este possa ser
obtido através dos logaritmos.

O pH é uma escala utilizada para medir o grau de acidez de uma solucdo aquosa
por meio da concentracdo de ions de oxigénio, em mol/L. Essa escala varia de 0 a 14, sendo
que as solugdes com pH < 7 sdo consideradas acidas; solu¢bes com pH = 7 sdo neutras; e
solucBes com pH > 7 séo consideradas basicas.

Para determinar o pH de uma solucdo aquosa, utilizamos a seguinte expressao:

pH = — log[H"]
a qual foi estabelecida em 1909, sendo baseada em diversos estudos fisico-quimicos,
realizados na segunda metade do século XIX e inicio do século XX, pelo bioquimico
dinamarqués Soren P. Sorensen (1868 — 1939) .

A partir desse conceito, da obtencdo experimental do produto idnico da agua
([HJ[OH™]), que corresponde a 1 . 10 ~ ** a 25° C, e do pOH, determinado por pOH =
— log[OH™] , obteve-se a relagdo pH + pOH = 14, e entdo obtida a escala de acidez. De fato,
representando algebricamente temos:

[H*][OH*] = 1.1071*.
Aplicando logaritmo de base 10 e as propriedades vistas no Capitulo 3 a igualdade
segue que:
log[H*][OH*] =1log1.107*
log[H*] + log[OH*] = log 1 + log10~*
—pH-pOH=0-14
pH + pOH =14

A determinacdo dessa relacdo e criacdo desta escala foi muito importante na
industria, pois permitiu que processos como a producédo de vacinas, fermentagdes, producédo
de leite e derivados fossem realizados por meio de procedimentos mais adequados. Dessa
forma, o pH adquiriu grande importancia com o passar dos anos, sendo foco de estudos nédo
apenas dos quimicos, mas de profissionais de diversas areas, como farmacéuticos, ge6logos e

agréonomaos.
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Questdo 1. Um agrébnomo, ao verificar as condi¢des do solo para inicio de um plantio,
oferece ao produtor informagGes sobre o nivel de nutrientes, o contetdo organico e o pH do
solo, que quando representado por um valor entre 6 e 7 tende a ser mais fértil.

Em uma propriedade rural, a produtividade méaxima de feijao foi obtida com uma

concentraco de fons de hidrogénio de 10 ~®*mol/L. Qual o pH desse solo?

Questéo 2. (UFMG) O pH de uma solucéo aquosa ¢ definido pela expressdo pH = —log [H],
em que [H'] indica a concentracdo, em mol/L, de ions de hidrogénio na solugdo e log, o
logaritmo na base 10.

Ao analisar uma determinada solugdo, um pesquisador verificou que, nela, a concentracéo de
fons de hidrogénio era [H*] = 5,4 - 10 ® mol/L. Para calcular o pH dessa solucdo, ele usou os
valores aproximados de 0,30, para log 2, e de 0,48, para log 3.

Entdo, o valor que o pesquisador obteve para o pH dessa solugéo foi:

a) 7,26 b) 7,58 c) 7,32 d) 7,74

Questdo 3. O estbmago humano apresenta um meio muito acido, devido a presenca e a acao
do &cido cloridrico. O suco gastrico, produzido no estdbmago, é responsavel pela digestdo de
alimentos e seu pH oscila entre 1 e 3.

Calcule a variacdo da concentracdo de ions hidrogénio no suco gastrico em mol/L.

Questdo 4. A gastrite € a inflamacdo da mucosa do estbmago, que causa alteraces como
dores, vermelhid&o, inchaco ou erosdes. O estbmago produz um &cido chamado suco gastrico,
que digere os alimentos. Sua producdo em excesso é a causa mais comum da gastrite.

O suco gastrico é formado basicamente por agua, acido cloridrico e enzimas digestivas. Seu
pH varia, normalmente, entre 1,5 e 2, mas em individuos com gastrite ele fica ainda mais
acido.

A concentracdo hidrogenioénica em uma soluco de suco géstrico é 4 . 10 ~*mol/L. Qual o pH
dessa solugédo?

Pode-se dizer que esse pH é muito acido? Uma pessoa com suco gastrico com esse pH teria a
possibilidade de ser diagnosticada com gastrite?

http://g1.globo.com/bemestar/noticia/2012
http://www.jmonline.com.br/novo/?noticias,7,SAUDE,98676
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Questdo 5. O vinho tinto é a bebida resultante da fermentacdo do suco extraido de uvas pretas
ou tintas no qual é imperativo que haja maceracdo das cascas no mosto com a finalidade de se
atribuir cor e sabor a bebida. Ha alguns anos vem sendo divulgado que uma dose moderada de
vinho tinto todos os dias faz bem a salde.

A concentracdo de fons hidrogénio encontrada no vinho tinto é de 1,58 . 10 *. Calcule seu pH

e diga se é uma solugdo &cida, neutra ou bésica.

Questdo 6. O cérebro humano contém um liquido (liquido cefalorraquidiano, Fluido
cerebrospinal ou Liquor), cuja concentracdo de HsO" é 4,8 . 10 ~ ® mol/L. Qual ser4 o pH
desse liquido?

Niveis de ruido e os logaritmos

Nos ultimos anos o nivel de ruidos tem crescido de maneira significativa. A
guantidade de automoOveis nas ruas aumentou muito, bem como as industrias, que tém
produzido sons muito altos, incbmodos a populacdo em geral. Por esse motivo, foi necessario
criar uma unidade de medida para essa intensidade sonora, a qual foi dado o nome de
Decibéis, em homenagem a Alexander Graham Bell (1897 — 1922).

Na escala decibel, o menor som audivel (quase imperceptivel) equivale a 0 dB.
Um som 10 vezes mais forte equivale a 10 dB, um som 100 vezes maior corresponde a 20 dB,
e assim por diante.

A fisica explica como as ondas do som sdo percebidas pelo homem em seus
diferentes niveis sonoros. A intensidade sonora indica a poténcia transportada pela onda ao
atingir uma determinada area, sendo representada pela letra I e medida em W/m?2 (watts por
metro quadrado).

A menor intensidade audivel damos o nome de limiar de audibilidade, que vale,
em média, 10 ~*?W/m2. Com base nos valores de intensidade de som, podemos definir o nivel

de intensidade N, medido em decibéis, através da escala logaritmica:
1
N =10.log—
Iy

onde | ¢ a intensidade correspondente ao nivel N; I, € uma constante que representa o nivel de

referéncia tomado como limiar de audicdo igual a 10~ W/m2,
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Os ruidos acima de 80 decibéis podem causar danos irreversiveis a audicdo
humana, principalmente se isto ocorre com frequéncia.

A tabela abaixo apresenta alguns exemplos, relacionados a escala em decibéis, de

ruidos.
Qualidade do som Decibéis Tipo de ruido
Muito baixo 0-20dB Barulho das folhas.
Baixo 20-40dB Sussurros de conversa.
Moderado 40 - 60 dB Conversa normal.
Alto 60 — 80 dB Ruido médio de fabricas ou transito.
Muito alto 80-—-100dB Ruido de caminh&o ou de um apito.
Ensurdecedor Acima de 100 dB Ruido de discotecas, jato decolando,
britadeiras, shows de rock.

Algumas atitudes podem amenizar os efeitos de toda essa barulheira que cerca a
populagdo como, por exemplo, instalar janelas com vidros duplos e paredes duplas nédo
conectadas entre si, evitar os fones de ouvido, muito utilizados hoje em dia nos aparelhos de
MP3 e celulares. Os jovens principalmente, passam muitas horas expostos a esse tipo de som

que pode chegar a 120 dB, causando muitos danos a sua audi¢do, sem se dar conta.

Questdo 1. (UFC-CE) Suponha que o nivel sonoro b e a intensidade | de um som estejam
relacionados pela equacao logaritmica b = 120 + 10 logi I, em que b € medido em decibéis e
I, em watts por metro quadrado. Sejam |; a intensidade correspondente ao nivel sonoro de 80
decibéis de um cruzamento de duas avenidas movimentadas, e |, a intensidade correspondente
ao nivel sonoro de 60 decibéis do interior de um automovel com ar-condicionado. Calcule a

razao lq/l».

Questdo 2. (UnB-DF) A escala de um aparelho para medir ruidos € definida da seguinte
forma: R = 12 + logio(l), em que R é a medida do ruido, em bels, e | é a intensidade sonora,
em W/m?2. No Brasil, a unidade utilizada é o decibel (1/10 do bel). Por exemplo, o ruido dos
motores de um avido a jato é de 160 decibéis, enquanto o ruido do trafego em uma esquina

movimentada de uma grande cidade é de 80 decibéis, sendo este o limite a partir do qual o
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ruido passa a ser nocivo ao ouvido humano. Com base nessas informacgdes, julgue os itens que
se seguem.

(1) A intensidade sonora de um ruido de zero decibel é de 102 W/m?.

(2) A intensidade sonora dos motores de um aviao a jato € o dobro da intensidade sonora do
trafego em uma esquina movimentada de uma grande cidade.

(3) Uma intensidade sonora maior que 10~* W/m? produz um ruido que é nocivo ao ouvido

humano.

Questdo 3. (UEPA) Os carnavais fora de época conseguem reunir uma grande quantidade de
pessoas que se divertem ao som dos famosos em Trios Elétricos. Os frequentadores desses
eventos ficam submetidos a uma excessiva exposicao sonora, que pode causar dores e leses

auditivas. A expressdo utilizada para medir o Nivel de Intensidade Sonora (NIS), em decibel,

é dada por N = 10 logll , onde | representa a intensidade de energia qualquer e lo é a
0

intensidade de energia limiar de audicdo. A nocividade auditiva comeca a partir de 80 dB. Se
num desses eventos descritos acima a intensidade de energia for quadruplicada, o valor de N
serd: (Dado log4 = 0,6)

a) oito vezes maior. d) aumentado em 6 dB

b) dezesseis vezes maior e) aumentado em 16 dB.

¢) aumentado de 8 dB
Questdo 4. O latido de um cachorro produz um som com intensidade de energia equivalente a
3,16 . 10 ®W/mz2. Qual é o nivel sonoro, em decibéis, do latido deste cachorro? Esse latido é

considerado prejudicial a audi¢éo?

Questdo 5. O pétio no intervalo das aulas pode emitir um som com nivel sonoro de 110

decibéis. A quantos watts por metro quadrado corresponde esse som?
O logaritmo na matematica financeira

Os juros e 0s impostos tém seus registros da época em que 0s sacerdotes

responsaveis pela arrecadacao criaram sistemas para o calculo de pagamento de impostos.
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Na antiguidade ainda ndo eram utilizadas cédulas para pagamentos em geral, pois
ainda ndo existia o sistema monetario organizado que conhecemos hoje. Os juros cobrados
eram pagos com sementes ou outros produtos agricolas. Um exemplo disso esta no
empréstimo de sementes, que era feito para a semeadura de certas areas. O pagamento dessas
sementes seria realizado na préxima colheita, que se daria dali a aproximadamente um ano.
Dessa forma, o calculo de juros era realizado tomando por base um ano. Dai em diante, foram
criadas novas formas de trabalhar com os juros, classificados em juros simples ou compostos,
e relacionando-o0s com o tempo (més, semestre, bimestre, ano, etc).

A prética da cobranca de juros era tdo bem organizada que consta na historia que
em 575 a.C. ja existiam os banqueiros, 0s quais possuiam escritérios na Babilbnia. Esses ja
lucravam muito com os juros altissimos cobrados na época, pratica essa que foi se
aperfeicoando com o passar dos anos.

Com o desenvolvimento da matematica financeira, foram aprimorados os calculos
de juros e criadas formulas para a obtencdo rapida de determinados valores em certo periodo
de tempo.

Os logaritmos estdo intimamente ligados aos juros compostos, pois para
determinar por quanto tempo um capital foi aplicado, ou mesmo a taxa de juros para
determinado periodo de tempo, precisamos aplicar o logaritmo.

Por exemplo, para determinar por quanto tempo um capital deve ser aplicado, a
uma taxa de juros de 0,8% ao més, para que seu valor dobre, chamamos de C o capital inicial
aplicado, e entdo temos:
2C = C (1 +0,008)t
2 = (1,008)¢ (Aplicando logaritmo de base 10)
log2 = log (1,008)* (Aplicando a propriedade do expoente do logaritmo)
log2 =t.log1,008
0,30103 =t.0,00346

0,30103 _ .
0,00346

t =87

Dessa forma, obtemos que o tempo de aplicacdo para que o capital dobre de valor
é de aproximadamente 87 anos.

Além desta, ha muitas outras aplicacGes de logaritmos e suas propriedades quando
tratamos da matematica financeira. A seguir serdo propostos varios exercicios utilizando estas

aplicacdes.
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Questédo 1. (UERJ-2003) Jorge quer vender seu carro por R$ 40.000,00. Pedro, para compra-
lo, dispde de R$ 5.000,00, e aplica esse valor em um investimento que rende juros compostos
a uma taxa de 28% a cada dois anos. Considere que a desvalorizacao do carro de Jorge seja de
19% a cada dois anos, calculada sobre o valor do carro no periodo de dois anos imediatamente
anterior. Calcule o tempo minimo em que Pedro tera dinheiro suficiente para comprar o carro

de Jorge. Utilize, em seus calculos, log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48.

Questdo 2. A expressdo M = A (1 + i)" nos permite calcular o montante M, resultante da
aplicacdo do capital A a juros compostos, a uma taxa anual i, apds completar um periodo de n
anos.

Nessas condicgdes, se o capital de R$ 800 000,00 for aplicado a juros compostos e a taxa
anual de 12%, apds quanto tempo da aplicacdo serdo obtidos juros no valor de
R$ 700 000,007

Questdo 3. Quando se abre uma conta-corrente em um banco, normalmente é oferecido ao
cliente um limite de crédito. Ao fazer uso desse crédito, o correntista esta utilizando um
empréstimo disponibilizado pelo banco que normalmente cobra juros altos por esse servico.
Supondo que um banco cobre juros de 8% ao més, se um cliente utilizar R$ 700,00 do limite
de crédito, em quantos meses aproximadamente a divida sera de R$ 1200,00?

Questdo 4. Paula tomou R$ 400,00 emprestado em um banco, a taxa mensal de juros
compostos de 8% a.m. Se ela quitou a divida com R$ 1598,00, determine o tempo

transcorrido desde o empréstimo.

Questdo 5. O preco de um pacote turistico de uma semana para o Peru é, aproximadamente,
1000 dolares por pessoa. Ao fechar um acordo com a companhia aérea e o hotel, uma
operadora prevé, para 0s proximos dez anos, reducGes anuais de 2% no preco do pacote, em
relacdo ao preco cobrado no ano anterior.

a) Quanto custara o pacote dentro de trés anos?

b) Em quanto tempo, aproximadamente, o preco do pacote sera 860 ddlares?
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Questdo 6. Um juiz determinou o pagamento de uma indenizacao até certa data. Determinou
também que, caso o pagamento ndo fosse feito, seria cobrada uma multa de R$ 2,00 que
dobraria a cada dia de atraso. Em quantos dias de atraso essa multa seria superior a 1 milhao

de reais?

Logaritmos em outros contextos

Questdo 1. Numa plantacéo de certa espécie de arvore, as medidas aproximadas da altura e do
didmetro do tronco, desde o instante em que as arvores sdo plantadas até completarem 10
anos, sao dadas respectivamente pelas funcoes:

altura: H(t) =1 + (0,8).log, (t + 1)

diametro do tronco: D(t) = (0,1).2 V", com H(t) e D(t) em metros e t em anos.

a) Determine as medidas aproximadas da altura, em metros, e do diametro do tronco, em
centimetros, das arvores no momento em que sdo plantadas.
b) A altura de uma arvore é 3,4 m. Determine o didmetro aproximado do tronco dessa arvore,

em centimetros.

Questao 2. (Mackenzie) O volume de um liquido volatil diminui de 20% por hora. Ap6s um

tempo t, seu volume se reduz a metade. Qual € o valor aproximado de t?

Questdo 3. (UnB-DF) Estima-se que 1 350 m?de terra sejam necessarios para fornecer
alimento para uma pessoa. Admite-se, também, que ha 30 x 1 350 bilhdes de m? de terra
aravel no mundo e que, portanto, uma populacdo maxima de 30 bilhdes de pessoas pode ser
sustentada, se ndo forem exploradas outras fontes de alimento. A populacdo mundial, no
inicio de 1987, foi estimada em 5 bilhdes de habitantes. Considerando que a populacédo
continua a crescer, a uma taxa de 2% ao ano, e usando as aproximagdes In 1,02 = 0,02; In 2 =
0,70 eln 3 = 1,10, determine em quantos anos, a partir de 1987, a Terra teria a maxima

populacdo que poderia ser sustentada.
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Questdo 4. (VUNESP) Os bidlogos dizem que ha uma alometria entre duas variaveis, X e y,
quando é possivel determinar duas constantes, ¢ e n, de maneira que y = ¢ - x". Nos casos de
alometria, pode ser conveniente determinar ¢ € n por meio de dados experimentais.
Consideremos uma experiéncia hipotética na qual se obtiveram os dados da tabela a seguir.

Supondo que haja uma relacdo de alometria entre x e y e considerando log 2 = 0,301,

determine o valor de n.

X Y
2 |16
20 | 40

Questdo 5. (VUNESP/15) O calculo aproximado da area da superficie externa de uma pessoa
pode ser necessario para a determinacdo da dosagem de algumas medicacOes. A area A (em
cm?) da superficie externa de uma crianga pode ser estimada por meio do seu “peso” P (em
kg) e da sua altura H (em cm) com a seguinte formula, que envolve logaritmos na base 10: log
A =0,425 log P + 0,725 log H + 1,84 (Delafield Du Bois e Eugene Du Bois. A formula to
estimate the approximate surface area if height and weight be known, 1916. Adaptado).
Rafael, uma crianga com 1 m de altura e 16 kg de “peso”, precisa tomar uma medicagdo cuja
dose adequada é de 1 mg para cada 100 cm? de area externa corporal. Determine a dose

adequada dessa medicacdo para Rafael. Adote nos seus calculos log 2 = 0,30 e a tabela a

sequir.

X 10

33 1995
3,4 2512
3,5 3162
3,6 3981
3,7 5012
3,8 6310
39 7943
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Questdo 6. O anuncio de determinado produto aparece diariamente num certo horério na
televisdo. Apos t dias do inicio da exposi¢do, 0 nimero de pessoas (y) que ficam conhecendo
0 produto é dado por

y=3-3-(0,95)", onde y é dado em milhdes de pessoas.

Para que valores de t pelo menos 1,2 milh&o de pessoas conhecerdo o produto?

Questdo 7. A Lei 11 705, de 2008, do Codigo de Transito Brasileiro tem como objetivo
proibir que motoristas dirijam alcoolizados. Aqueles que fizerem o teste de alcoolemia
(bafémetro) e forem flagrados com 0,2 litros de alcool por litro de sangue, ou mais, terdo que
pagar uma multa, receberdo 7 pontos na carteira de habilitacdo, perderdo o direito de dirigir
por um ano e ainda terdo o veiculo apreendido.

Suponha que uma pessoa tenha em determinado momento, 1,6 g/L de alcool no sangue.
Podemos calcular a quantidade de alcool no sangue dessa pessoa ap0s t horas através da
formulaA=1,6.2 "2,

Quantas horas, no minimo, serdo necessarias para que essa pessoa tenha 0,1 g/L de alcool no

sangue?

Questdo 8. A tireoide € uma das glandulas mais importantes do corpo humano. Encontrada
proxima a laringe, € responsavel por regular a “velocidade” do funcionamento do organismo.
Essa glandula produz os chamados hormonios tiroidianos, como a triiodotironina (T3) e a
tiroxina (T4). Os altos e baixos desses hormo6nios sdo as principais causas das doencas de
tireoide: hipertiroidismo e hipotiroidismo, respectivamente. Para exames de tireoide, é
utilizado o elemento quimico radioativo lodo — 131, que tem meia - vida de 8 dias, ou seja,
em oito dias metade do nimero de atomos radioativos se desintegra. A formula que calcula a
quantidade de material radioativo em funcdo do tempo de meia-vidaén=ny.2 ", em que n
é a quantidade restante, no € a quantidade inicial do elemento radioativo e t € o nimero de

periodos de meia-vida .

a) Qual é a quantidade de lodo — 131 restante de um material contaminado com 4g, passados
6 periodos de meia vida?

b) Supondo que uma clinica especializada em exames de tireoide tenha em seu estoque 10 g
de lodo — 131, quantos dias aproximadamente serdo necessarios para que o mesmo fique

reduzido a 10 % g?
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Questdo 9. (UFSCar — SP) A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina
a producdo de madeira, evolui desde que é plantada segundo a lei de formacdo: h = 1,5 +
logs(t + 1), com h em metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi cortada quando seu
tronco atingiu 3,5 m de altura, qual o tempo transcorrido (em anos) desde 0 momento da

plantacdo até o corte?

Questdo 10. (UniRio) Um médico, ap6s estudar o crescimento médio das criangas de uma
determinada cidade, com idades que variam de 1 a 12 anos, obteve a formula h =
log(10%7 .~/i), em que h é a altura em metros, e i é a idade em anos.

Utilizando a formula, calcule qual sera a altura de uma crianca residente nesta cidade com 10

anos de idade.

Questdo 11. Pela evaporacdo, um reservatério perde, em um més, 10% da agua que contém.

Se ndo chover, em quanto tempo a &gua se reduzird a um terco do que era no inicio?

Questdo 12. Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°C. Sobre um fogdo havia uma
panela com agua fervendo e, em certo momento, o fogo foi apagado. A temperatura da dgua
que se resfria obedece & seguinte equacio: t —a = (b —a) . 10 %" onde t é a temperatura da
agua apo6s o tempo de resfriamento, n € o tempo de resfriamento em minutos, a é a
temperatura do ambiente, e b é a temperatura inicial da agua.

Calcule a temperatura da dgua 10 minutos apds o fogo ser apagado. Para isso, considere a =
30, b =100en = 10.

Questdo 13. O inventor do jogo de xadrez pediu em troca que cada quadrado fosse
preenchido com o dobro de trigo do quadrado anterior. Se vocé comegar com 1 gréo de trigo,
quantos gréos colocara no altimo quadrado? Em que quadrado serdo colocados 4 194 304
gréos de trigo?

Questdo 14. Uma matriosca (também conhecida como boneca russa), consiste em uma

boneca que contém em seu interior outras de igual formato, porém cada vez mais pequenas. O
;o 2 . . .
volume de cada boneca é igual a 3 da anterior. Considerando que a maior boneca tenha

volume de 360 m3, quantas bonecas havera de modo que a menor tenha 31,6 cm3?
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Questédo 15. (PUC-SP) A energia nuclear, derivada de is6topos radiativos, pode ser usada em
veiculos espaciais para fornecer poténcia. Fontes de energia nuclear perdem poténcia

gradualmente, no decorrer do tempo. Isso pode ser descrito pela funcdo exponencial

-t

P = P,.e250
na qual P é a poténcia instantanea, em watts, de radioisotopos de um veiculo espacial; Po é a
poténcia inicial do veiculo; t é o intervalo de tempo, em dias, a partir de to = 0; e é a base do
sistema de logaritmos neperianos. Nessas condi¢cdes, quantos dias S30 necessarios,
aproximadamente, para que a poténcia de um veiculo espacial se reduza a quarta parte da
poténcia inicial? (Dado: In 2 = 0,693)

Questdo 16. (UNICAMP — 2015) Considere a funcdo f (x) = 101** + 1017%, definida para

todo nlmero real x.

a) Mostre que f (log (2 + +/3)) é um nimero inteiro.

b) Sabendo que log 2 = 0,3, encontre os valores de x para os quais f (x) = 52.



Capitulo 6

Alguns comentarios sobre o nimero “e”

O nUmero e tem origem um tanto quanto misteriosa, sendo que os registros de sua
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primeira aparicdo séo de 1618, na tradugéo da obra de Napier por Edward Wright. Acredita-se

que esse numero tenha surgido a partir de transacdes financeiras realizadas na época, pois

havia a necessidade do calculo de juros compostos. Através dos métodos usados para o

calculo de tais juros, é possivel fazer algumas estimativas para o valor do numero e. Para isso,

considera-se um capital, aplicado sob o regime de juros compostos, por certo periodo de

tempo e a taxa de juros de 100% ao ano. Se esta aplicacdo fosse de 1 ano, e os juros capitados

anualmente, ao final da aplicacdo teriamos duas vezes o capital inicial. Mas, se esses juros

fossem capitados semestralmente, ao final da aplicacdo teriamos 2,25 vezes o capital inicial.

Na tabela abaixo sdo apresentados alguns resultados para diversos valores do

tempo de aplicagéo, indicado por n.

1
" 1+
1 2
2 2,25
3 2,37037037
4 2,44140625
5 2,48832
10 2,59374246
100 2,70481383
1000 2,71692393
10 000 2,71814593
100 000 2,71826824
1 000 000 2,71828047
10 000 000 2,71828169
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Observando a tabela notamos que, para grandes valores de n, os resultados
parecem se aproximar de um certo valor. Esse é o que chamamos de nimero de Euler.

Ha registros ainda de que foi encontrado um tablete de argila dos antigos
babil6nios, por volta de 1700, onde era proposto um problema envolvendo o célculo de juros.
Neste problema, os babildnios se questionavam por quanto tempo uma determinada quantia
deveria ser investida, a uma taxa de juros compostos de 20% ao ano, para obter o dobro da
guantia. A resposta a esse problema € um numero irracional, pois deveria ser resolvida a
equacdo (1,2)* = 2. Entdo os babildnios o resolviam por aproximagdes, ou seja, aproximavam
esse numero irracional pelo racional mais proximo.

Para isso os antigos utilizavam um processo de interpolacdo linear, onde
estabeleciam proporcionalidades. O exemplo acima podia ser resolvido estipulando valores
para x. Dessa forma, para x = 3 tinha-se 1,2°=1,728 ,e 1,2 = 2,0736, 0 gue mostra que esse
capital dobra para um investimento entre 3 e 4 anos. Realizando interpolagdo, obtinha-se
entdo um valor bem proximo do obtido através de logaritmos.

Outra hipdtese para o surgimento do nimero e é o estudo do célculo diferencial e
integral, na tentativa de calcular a area de uma faixa de hipérbole, como apresentamos no
Capitulo 2.

Apesar de sua aparicdo ser mais antiga, acreditando-se inclusive que ja existisse
mesmo antes de Napier citd-lo em sua obra, este nimero tornou-se mais conhecido e passou a
ter maior importancia depois que Leonhard Euler (1707 — 1793) introduziu em 1728 a
definicdo de logaritmos que utilizamos hoje, onde e era definido como a base natural. Por esse
motivo, em alguns trabalhos aparece que sua designacdo decorre da inicial de Euler, embora
haja uma versdo de que seja a inicial de “exponencial”.

Leonhard Euler era um grande matematico e fisico suico, que passou a maior
parte de sua vida na Russia e na Alemanha. Publicou 866 obras entre livros e artigos, sendo a
mais influente chamada Introduction in Analysin Infinitorum, de 1748, onde ressaltava o

namero e e a importancia das fungdes e* e log, x .
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Consideracoes Finais

O Ensino da Matematica em instituicdes de ciclo basico é um fato ndo muito
antigo no Brasil. Ap6s o descobrimento e até a independéncia, as escolas eram destinadas a
uma pequena classe de pessoas. Nestas 0 ensino era direcionado quase integralmente ao
desenvolvimento do latim, sendo a Matematica abordada de maneira superficial, apenas com
relacdo a escrita dos numeros naturais, e as operagdes basicas. Em 1772 foram iniciados os
estudos sobre &lgebra, geometria e aritmética, apds um alvara concedido pelo marqués de
Pombal. Estas eram independentes e facultativas, o que fazia com que a procura fosse
pequena, sendo agravado o problema pela falta de professores com conhecimentos para
ministra-las.

Apo0s a aprovacdo da lei que estabelecia a construcdo de escolas em lugares com
grande populacdo, a Matematica passou a fazer parte do quadro de disciplinas. Apesar do
curriculo ainda apresentar maior énfase nas disciplinas da area de humanas, esta passou a
fazer parte oficialmente das aulas ministradas nas escolas, sendo que para os homens
abordava-se maior quantidade de conteidos matematicos. Além disso, havia um professor
para geometria, outro para algebra e um ainda para lecionar aritmética, fato este que se
modificou em 1928, quando foi criada a disciplina de Matematica. Passou-se entdo a pensar e
estruturar o curriculo como conhecemos hoje, sendo que varias modificagdes ocorreram no
decorrer dos anos, e ainda ocorrem, de acordo com as necessidades e 0s avangos do mundo.

Com o reconhecimento da Matemética como uma disciplina importante para a
formacdo dos estudantes, muitos conceitos passaram a fazer parte do curriculo do ensino
basico. Entre eles estd 0 estudo dos logaritmos, parte importante do curriculo do Ensino
Médio e que € foco de nosso trabalho.

Ao introduzir o estudo de logaritmos no Ensino Médio, percebemos as
dificuldades apresentadas pelos alunos. A defini¢do, puramente algébrica, surge apenas como
um inverso da exponencial, um conceito por si, ja um pouco abstrato. Este tratamento voltado
apenas para aplicacbes mecanicas, ndo auxilia a compreensdo tanto dos conceitos quanto da
motivacao da sua criacéo.

Por esta razdo, optamos por realizar um estudo de carater geométrico acerca dos
logaritmos, relacionando-o0 com o conceito de area e de faixas de hipérbole. No inicio do
Ensino Médio os alunos constroem e interpretam muitos tipos de gréaficos e, entre eles, o de

uma hipérbole. Além disso, o estudo de areas de figuras planas é abordado em todos os anos
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do Ensino Fundamental, o que facilita sua aplicacdo. Ao partirmos de fatos ja& conhecidos,
exigindo menos abstracdo por parte dos alunos, acredito que possamos despertar o interesse
destes pelo assunto e, consequentemente, obter melhor aprendizado, mais solido e
fundamentado.

Optamos por apresentar uma breve historia da trajetoria de estudos acerca dos
logaritmos, citando diversos estudiosos e seus objetivos, até o conceito que conhecemos hoje,
devido a Napier. Esta apresentacdo também € uma maneira de chamar a atencdo durante as
aulas. De fato, quando conseguimos conhecer 0s motivos que levaram pessoas a pesquisar
sobre determinado assunto, somos incentivados a buscar mais conhecimento sobre esse
assunto. Além disso, se conseguirmos mostrar sua aplicabilidade em diferentes situacdes,
passamos a atribuir maior significado aquele aprendizado.

A parte historica € bastante motivadora em sala de aula, mas o desenvolvimento
de atividades de aplicacdo dos conceitos também é muito importante. Por esta razdo, foram
selecionados alguns exercicios presentes em vestibulares, concursos e livros didaticos, na
esperanca de que estes possam ser de grande utilidade durante as aulas.

Né&o tive a oportunidade de realizar as demonstracdes apresentadas neste trabalho,
bem como aplicar as atividades sugeridas, pois este ano nao leciono no Ensino Médio. Porém,
com a experiéncia que possuo com turmas do primeiro ano, acredito que esta possa ser uma
maneira eficaz de conduzir uma aula sobre logaritmos.

Para finalizar, esperamos que este trabalho contribua de maneira positiva para o
ensino e aprendizagem de logaritmos no Ensino Médio tanto para os professores, por
propiciar um conhecimento mais solido, quanto para os alunos, por desenvolver suas

habilidades com as atividades selecionadas.
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Resolucao de alguns dos exercicios do Capitulo 5

Aproximacdo da area de uma faixa de hipérbole por meio

de retangulos ou trapeézios

Os dois exercicios propostos nesta secdo podem ser resolvidos de maneira
simples, utilizando aproximacdes por falta ou excesso, através de poligonos retangulares ou
trapezoidais. Além disso, podemos utilizar o software Geogebra para a construcdo dos
poligonos dentro dos intervalos sugeridos, afim de obter uma melhor visualizacdo para as

solucdes.

Questdo 1. Realizando a decomposicéo do intervalo [2, 3] em cinco partes iguais obtemos 0s

11 12 13 14 . - . . ..
pontos: 2 < T<T<T<T< 3, através dos quais construimos 5 intervalos que subdividem

. 1 . .
[2, 3], cada um de comprimento <+ COMO representamos na figura abaixo.

H

2 3

Aproximando a area da faixa primeiramente por retangulos inscritos, temos
A= (22 + (22 + (L) + () + (Y
5 11 5 12 5 13 5 14 5 3
> 4444 =0,380.
11 12 13 14 15

Estimando agora esta area através de trapézios circunscritos tem-se

1,5\1,(5 5\1 5 5\1,(5 5\1,(5 1\1
[(2T11)'5+(11T12)'5+ (12T13)'5+(13T14)'5+(14T3)'5]

2

21 115 125 135 29 1

(G+o+ e+ o+ ). = 0,406,
22 132 156 182 42 10

A(H3) =

IR
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Utilizando o software Geogebra, obtemos 0,4055 u.a. como resultado.

Questao 2. Para resolver esta questdo, observamos inicialmente que 480 = 3 . 160. Aplicando
a propriedade fundamental (péagina 28), temos que A(H720) = A(H3:1%°) = A(H3). Dividindo
o intervalo [1, 3] em 8 partes iguais obtemos o0s pontos 1 < % < % < % <2< z < 14—0 < % <3que
formam as extremidades dos subintervalos usados para construir retdngulos ou trapezios,

inscritos ou circunscritos a faixa H3

VVamos primeiramente aproximar a area desta faixa através de retangulos inscritos.
AN = (2 + () +(G)+G3)+G)+Go)+G2)+6D
4 5 4 6 4 7 4 8 4 9 4 10 4 11 4 3
SE4 44 b o =102
5 6 7 8 9 10 11 12
Realizando agora a aproximacao por trapézios circunscritos, temos:

(1022 (e an (e e )2 o) ) G ) G
5)4'\56)4 \6'7)4a"\7"2)4a"\279)'4"\9"10)'4" " \10"11)4 " \11"3)4

2

A(H3) <
<CGHE4 242+ D4 2124 8) 221103,
5 15 21 14 18 45 55 33/ 8

Dessa forma, temos que 1 < 1,02 < A(H3) <1,103<1,2.
Aplicacdes das propriedades operatorias dos logaritmos

Questdo 1. De acordo com os dados e com o que se pede, usamos fatoracdo, a definicdo de
logaritmo e as suas propriedades operatdrias, na resolucéo do exercicio.

a) Como foram dados os valores numéricos de In 2 e In 3, escrevemos 6 = 2 . 3 de modo que
In6=In(2.3)=In2+1In3=0,6931 + 1,0986 = 1,7917.

b) Analogamente, fatoramos 72 obtendo 72 = 23.32. Assim, In72=3.In2+2.In 3
3,5834.

c) Da propriedade usando quociente, In % =In27 —In128 =In 3% - In 27

3.In3-7.In2=3.1,0986-7.0,6931 =-1,5559.
d) Usando as propriedades do produto e da poténcia, obtemos In (2™ . 3")=m.In2+n.In3
=0,6931m + 1,0986n.
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~ - ~ l . , -
uestdo 2. Usamos aqui a representacdo log.x = ——, as propriedades operatorias e
g

Inc
fatoracdo.

In 64 In64 _In2% _ _ In2

a) Escrevendo log, 64 = ——, e fatorando obtemos — =5.
n2 In2 In2 n2

=5.

De modo analogo, obtemos os seguintes resultados:

2
b) 5.
1
C)_E'
1
In= -2
1 in 3 1
d) Neste caso, logg,; - = —= = ==,
) 11088157 81 T Tin 3t 2

Questdo 3. Nesta questdo, além dos conceitos e propriedades operatorias, utilizaremos o fato
de In x ser estritamente crescente: x <t < Inx<Int.

a) Escrevendo log, 16 = l;l—lxé segue que l;—l: =2.Logo, In42=2.Inx =Inx?, eassimx = 4.
De modo analogo, obtemos os seguintes resultados:

b) x =5.

C)x =4.

d) x = 16.

e) X =6.

f) x = 100.

Questdo 4. Uma forma de determinar o nimero de algarismos de 521°°° consiste em aplicar
o logaritmo de base decimal ao nimero em questdo, log 521°°° obtendo assim
1000 . log 52. Utilizando uma calculadora, obtemos log 52 = 1,716, seguindo que
log 521000 = 1716. Sabemos que o ndmero de algarismos de 10™ é n + 1. Dessa forma, o

nimero de algarismos de 521%° ¢ 1716 + 1 = 1717.

Questdo 5. Acrescentando 16 unidades a um namero, seu logaritmo na base 3 aumenta de 2
unidades. Observe inicialmente que o enunciado ndo tem a precisdo que torna claro,
matematicamente, 0 que se pede. Mais precisamente, o que se quer determinar € um ndmero
tal que ao calcular o logaritmo da soma desse niUmero com 16, obtém-se o logaritmo deste,
acrescido de 2 unidades. Em linguagem matematica, deve-se encontrar x tal que logs(x + 16)

= (logsz x) + 2.
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Como o logaritmo em outra base herda as propriedades do logaritmo natural, se 0 segundo
membro for transformado em um Unico logaritmo, podemos usar o fato de ser estritamente
crescente e obter a solugdo como na questdo 3.

Assim, usando as propriedades operatorias, (logsx) + 2 = (logzx) + 2 . logz3 =
logs x +logz 9 = log; 9x.

Portanto, logs;(x + 16) = log; 9x do que segue que X + 16 = 9x. Resolvendo concluimos que

X=2.

Questdo 6. Aplicando as propriedades de logaritmo natural, obtemos x = 2,

Questdo 7. Usamos aqui as propriedades operatdrias e mudanca de base para obter um unico

logaritmo na base 2. Em seguida, substituimos b = log, a. Entéo,

a

log, a3 + log, 4a + log, ﬁ + (logg a)® —log: :__1 =
2

% .log,a+2+log,a+log,a—log,(a+ 1) +§.log2 a—(-log,(a+1))= (§ .log, a) + 2.

a%-1
a—1

Observe que, como a > 1, o quociente pode ser simplificado resultando em a + 1.

Logo, (% .log,a)+2= %3 b+2= 23b6+12.

Questdo 8. A resolucdo aqui baseia-se na técnica de aplicar o logaritmo natural em cada

. In5 Iné
igualdade In 4% = In5 = x; = —; In52 = In6 = x, =7 .. ; In127%124 = [n 128 =
In128 , . ~

X194 = 127 obtendo através da propriedade dos expoentes, expressdes para 0s x; em termos

. _In5 Ine6 In128 _ In128 _ In27
de In. Dessa forma, para 0 produto temos: x; . Xy ... Xq24 = — . — . ... = =

In4 In5 in127 In4 In22

_7 In2_7
T 2'm2 2

Questdo 9. Usamos a técnica de aplicar o logaritmo de ambos os lados da igualdade a**! =
bV*, obtendo In a**! = In bY*. Da propriedade do expoente, segue que (X + 1) . In a =
Vx .Inb.ComolInb=2.Ina temos (x+1).Ina=+/x.2.Ina. Paralna# 0, obtemos a
equagdo X + 1 = 2 . v/x. Resolvendo esta equagio, encontramos uma raiz dupla x = 1. A soma
dessas raizes é entéo igual a 2.

Observacgdo: Quando Ina =0, ou seja, a =1, segue de Inb =2 . In a que b = 1. Neste caso,

qualquer valor de x > 0 verifica a equacéo inicial.
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Questdo 10. Primeiramente, resolvemos a equacao quadratica r2 — 4r — 5 = 0 para obter as

raizes: r =5 ou r = — 1. Como log x é sua maior raiz segue que log x = 5. Substituindo na

sen a

equacdo inicial temos 35*! — 3571 4 3573 — 3574 = In 2= | donde In ~= = 654.
Aplicando a propriedade do quociente, segue que In (sen a) — In e %7 =
In (sen a) + 657 . In e = 654, entdo In (sen a) = — 3. Dessa igualdade, obtemos que sen a =

- . ; 1
e”3,istoé, sena=—.
e

Questdo 11. Neste exercicio, basta mudar a base dos logaritmos para 2, e entdo utilizar as

propriedades do produto e do quociente, obtendo entdo — 1 como resultado.

Questdo 12. Através das propriedades de produto e de expoente, obtemos
logs[tg 8 (6 + tg 8)] = logs 9/2 = logs 3. Portanto, (tg 8)% + 6 . tg® — 3 = 0. Resolvendo a

equacio, obtemos 0 = 25°, e sec?0 = 1,1034 (usando a tabela trigopnométrica).

Questdo 13. Escrevendo os logaritmos apresentados na base e temos, do enunciado, que

IN6=x.In27,eln4 =y .In 27. Entdo log,, 6 = 11:—264 Utilizando a propriedade do produto

Ine6 x.ln 27 X

sequequeIn24=1In4.6=1In4+ In 6. Portanto, log,, 6 = = =—
In4+in6 y.ln27+x.ln 27 x+y

Questao 14.
a) Como x + y =9, temos que logz(x +y) = log; 9 = 2.
b) Usando fatoracdo, podemos escrever x2 — y2 = (x + y) . (X — Yy), obtendo assim

logz(x* —y?) =logz(x + y). (x —y) = logz(x + y) + logz(x —y) =2 + m.

Questdo 15. Primeiramente, pelo Teorema de Pitdgoras, a? = b? + c2. Vamos iniciar
considerando a expressdo do lado esquerdo da igualdade, usando a definicdo em termos do

logaritmo natural, fatoracdo e o Teorema de Pitdgoras. Temos assim:

_  Inc Inc 1 1 _ In (a—b)+In (a+b)
loga+b c+ loga_b €= In(a+b) T In(a—b) =lInc (ln (a=b) + In (a+b)) =lInc (ln (a+b). In (a—b))

_ In (a=b). (a+b) _ In (a?- b?) _ In c? _
B Inc (ln (a+b) . In (a—b)) = Inc (ln (a+b). In (a—b)) - Inc (ln (a+b) . In (a—b)) B

2.(In ¢)?
In (a+b) . In (a=b) ’

Esta ultima expressdo e exatamente o lado direito.
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Os logaritmos e os terremotos

Questdo 1. Substituindo o valor da energia liberada na formula presente no texto, concluimos

que a intensidade deste terremoto foi de 6,3 graus na escala Ritcher.
Questdo 2. Utilizando novamente a férmula presente no texto, concluimos que se fosse
possivel captar a energia liberada pelo terremoto em questdo, esta energia seria suficiente para

abastecer 69200000 residéncias, com estas consumindo mensalmente 100 kWh por més.

Questdo 3. A partir da formula, obtemos E = 2,21 . 102 kWh, e de acordo com a tabela

presente no texto, perceptivel apenas por equipamentos apropriados.
Questao 4. A intensidade do terremoto foi de 6 graus na escala Ritcher.
Quest&o 5. A energia liberada pelo terremoto na China foi de 4,9 . 10° kwWh.

Questdo 6. Sendo R; = 5,9 graus, e R, = 5,8 graus, aplicando a férmula fornecida no

enunciado do problema, obtemos log% =0,1. A partir dai, segue que % =10%! = '{/10.
2 2

Questdo 7. Utilizando as informagdes presentes no enunciado, obtemos que a energia liberada

por um sismo de magnitude 4 é de 2,51 . 107,
A escala de acidez e os logaritmos

Questdo 1. A concentracdo de fons de hidrogénio é de 10~ %%, Assim, pH = — log [H*] =

—log 10~ %* = 6,4. Analisando este resultado, podemos concluir que este solo é fértil.

Questdo 2. Utilizando a formula para a obtencdo do pH, e a concentragdo de ions de

hidrogénio presente no enunciado, obtemos pH = 7,26.

Questdo 3. O pH do suco gastrico do estbmago oscila entre 1 e 3. Dessa forma, temos

1<pH<3 = 1<—1log[H*]<3 = —3<log[H*]<—-1 = 10" 3<[H*]<10" L
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Questéo 4. Aplicando a formula, obtemos pH = 1,4, um meio muito &cido, e que uma pessoa
teria grandes chances de ser diagnosticada com gastrite.

Questdo 5. Realizando os calculos, obtemos pH = 7,32, que é uma solucdo considerada

basica.

Questdo 6. O pH do liquido ¢ 3,8.
Niveis de ruido e os logaritmos

Questdo 1. Substituindo os valores dados na formula presente no enunciado, obtemos a

intensidade I; =10~ *e I, = 10~ ¢, donde a razdo ;—1 =102,
2

Questdo 2. Realizando os célculos, julgamos os itens da seguinte maneira:

(1) Verdadeira, pois para R = 0, temos 0 = 12 + log I, donde log | = — 12 e entdo
=10~ 2 W/ m2

(2) Falsa. A intensidade do avido é de 10* W / m2, enquanto que a de uma esquina
movimentada é de 10~ * W / m2

(3) Verdadeira. Para I > 10~ * W / m?, obtemos R > 80 decibéis, cujo ruido é considerado

muito alto, sendo prejudicial a audi¢cdo humana.

Questdo 3. Se a intensidade de energia for quadruplicada teremos N = 10 . log‘:—I =
0

10. (log 4 + log %) =10.(0,6 + log%) =6+10. log%, ou seja, N aumenta em 6 dB.

Questdo 4. Utilizando a formula, obtemos N = 65 decibéis, um ruido considerado alto, mas

ndo prejudicial & audicao.

Questdo 5. O nivel sonoro de um patio no intervalo de aulas € muito alto, podendo causar
danos a audigdo. Realizando os calculos, concluimos que a intensidade sonora é de
10"TW/m2
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O logaritmo na matematica financeira

Questao 1. Aplicando a formula M = C . (1 + i)', em que M é o montante final, C é o capital
inicial, e i a taxa de juros em determinado periodo, obtemos

5000 . (1 + 0,28)" = 40000 . (1 — 0,19)"

(1,28)'=8. (0,81)"

log (1,28)'=log 8 . (0,81)"

t.log1,28=1og8+t.log 0,81

t.0,107 —t. (— 0,092) = 0,903

t=5.

Logo, Pedro tera dinheiro suficiente para comprar o carro de Jorge apés 2 . 5 = 10 anos.
Questdo 2. Serdo obtidos juros no valor de R$ 700 000,00 ap6s aproximadamente 5,6 anos.
Questédo 3. A divida serd de R$ 1200,00 ap6s 8 meses aproximadamente.

Questdo 4. O tempo de empréstimo foi de 20 meses.

Questao 5.

a) Apo6s 3 anos, o pacote custara R$ 941,109.

b) Aproximadamente apds 7 anos.

Questao 6. Para t > 20 dias.
Logaritmos em outros contextos

Questao 1.

a) No momento em que sdo plantadas, t = 0. Dessa forma, temos que a alturaé de 1 m, e o
didmetro 0,1 m.

b) Substituindo H = 3,4 m na funcdo H, encontramos t = 7 anos. Desta forma, o didmetro
desta arvore sera dado por D(7) = (0,1) . 2" =0,2 m.
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~ . .. Vv, . ~
Questdo 2. Sejam V, o volume inicial, e V.= -* o volume apds certo tempo. Temos entéo

que % =V, . (0,8)', seguindo que t = 3,1 horas.

Questdo 3. A Terra teria a populacdo maxima em 90 anos, ou seja, em 2077.

Questao 4. A partir dos dados da tabela, obtemos o seguinte sistema:

16

c.2" =16 €= 16 _ 40 20, _ 40 .
{c.20“=40 = e m T oo & GPEg = 107=25
20n

Aplicando o logaritmo na base 10 a ambos os lados da igualdade, obtemos log 10™ = log 2,5.
Usando as propriedades do logaritmo, podemos escrever n . log 10 = log 2,5 = log 14—0:

log10-log4=1-log22=1-2.log2=1-0,602=0,398. Portanto, n = 0,398.

Questdo 5. Utilizando a igualdade presente no enunciado em conjunto com a tabela,

concluimos que a dose de medicacgéo para Rafael é de 63,1 mg.

Questao 6. Para t> 10.

Questdo 7. Apo6s 8 horas.

Questéo 8.

a) Passados 6 periodos de meia-vida, a quantidade de lodo-131 no material sera de 0,0625 g.
b) Serdo necessarios aproximadamente 10 dias.

Questdo 9. Do plantio ao corte transcorreréo 8 anos.

Questdo 10. Utilizando a formula apresentada no enunciado, a altura dessa crianga com 10

anos de idade sera de 1,2 m.

~ . . .. s ;- \Y .
Questdo 11. Sejam V,, o volume de agua inicial do reservatério, e V = ?" 0 volume apos

certo tempo. Entéo, % =V, . (0,9)", donde % = (0,9)". Aplicando logaritmo de base 10 a
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igualdade, segue que log 3~ = log (0,9)", e aplicando as propriedades vistas no Capitulo 3,
obtemos t = 10,37 meses.

Questdo 12. Substituindo os valores dados na equacdo do enunciado, obtemos t = 47,5°C.

Questdo 13. O tabuleiro de xadrez 8x8 tem 64 quadrados. Comecando com 1 gréo de trigo,
serdo colocados 2% = 9,22 . 10" gréos no ultimo quadrado. Para o encontrar o quadrado em
que serdo colocados 4 194 304 grdos de trigo, escreveremos da seguinte forma:
4 194 304 = 2" *. Aplicando logaritmo na base 10 & igualdade, segue que log 4 194 304 =
log 2" !, eentfo 6,62 = (n—1) . 0,301. Logo, n = 22,99 = 23.

Questdo 14. A menor boneca tem 31,6 cm3, 0 que corresponde a 31,6 . 10~ ¢ m3. Dessa

n-1
forma, escrevemos 31,6 . 1076 = (2) . 360. Resolvendo esta equacdo, obtemos que

n = 47 bonecas.

Questdo 15. Utilizando a funcdo exponencial presente no texto, temos que Sa0 necessarios

aproximadamente 346,5 dias.

Questéao 16.
a) Calculando o valor da fungédo no ponto indicado, temos:

f (log (2 + \/§)) = 101 tlog (2+V3) 4 1pl-log 2+V3) = 10 . (1010g (2++3) 4 10~ log (2+ \/§)) —
10. (2 ++/3) +

10

2+43

=10.[(2 +/3) + 10. (2 ++/3+2—-+/3) = 40.

1 —
77 e
Lembrar que ﬁg = 2 —+/3 (racionalizando).
b) Indicando y = 10* temos que f (X) =52 & 10 . (y + %) =52 10y?+10=52y o
10y >~ 52y + 10 = 0.

O valor do discriminante dessa equacdo quadratica é A = 522 — 400 = 2304, e V2304 = 48.

52—48 1 52+48
=-0uy = =5.

Portanto, as solucgdes séo y = -~ - ”

Logo, 10*= % ou 10* = 5. Segue dai que x = log % =—log 5o0ux=1log5. Como log 5 =log 170

=log10-log2 =1-0,3=0,7, concluimos que x = - 0,7 ou X = 0,7.
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