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Resumo

No Ensino Médio, quando se estuda a Optica geométrica, os professores de Fisica
partem do pressuposto de que os alunos tém conhecimento e dominio dos conceitos
béasicos de geometria plana. Sendo assim, os livros de Fisica brasileiros nao se prendem
as demonstracoes matematicas. E esta é uma das razoes pelas falhas no ensino da
6ptica no sistema Educacional Brasileiro. Muitas vezes essas demonstracoes nao sao
conhecidas nem mesmo pelos proprios professores, o que acreditamos ser uma das
causas que dificulta o processo de ensino-aprendizagem da referida disciplina.

Para tentar melhorar a aprendizagem no ensino, da éptica geométrica, este traba-
lho propoe aplicacoes para a Optica na teoria matematica. Para que isso aconteca,
esta dissertacao vem detalhar conceitos basicos e explanacoes sobre Matematica. Em
resumo, para alcangar o objetivo, os alunos devem aprender éptica geométrica sem a

necessidade de decorar formulas.

Palavras-chave

Geometria, Reflexao, Refracao.



Abstract

During high school optical geometry’s studies, teachers of physics imagine that their
students have complete knowledge about basic concepts of plane geometry. So, Brazi-
lian high school physics’ books do not use mathematical full explanations. Many times
these explanations are not known even by the high school teachers themselves. This is
one of the reasons responsible for optics’ lack of teaching skills in Brazilian educational
system.

To try to improve optical geometry teaching skills, this work proposes a mathema-
tical theory applied to optics. To do that, this paper will detail basic concepts and
theoretical explanations about mathematics. In resume, through our research, high
school students would learn optical geometry without necessity to memorize physics’

formulas.

Keywords

Geometry, Reflection, Refraction.
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Introducao

O presente estudo pretende dar um novo enfoque ao ensino de Fisica e Matematica na
educacio basica, sob o angulo da Optica Geométrica. O objetivo principal é mostrar a
importancia da interdisciplinaridade neste contexto. Essa nova proposta de ensino é co-
brada nas provas do ENEM - Exame Nacional do Ensino Médio, no qual a Matematica
é explorada como “Matematica e suas Tecnologias” e a Fisica como “Ciéncia da Natu-
reza”. Assim, os professores precisam atualizar-se continuadamente e, portanto, nada
melhor que, se na propria faculdade o professor ja aprendesse a identificar os conceitos
matematicos com ideias, formulas e demonstracoes da Fisica e também o contrario:
trabalhar os conceitos da Fisica explorando todos os aspectos da Matematica.

Normalmente no cotidiano das aulas de Fisica e Matematica, o professor repassa
os contetdos e as formulas. Com essa nova proposta de ensino, o aluno é instigado a
pensar e a entender de onde surgem os conceitos, as formulas e como aplicé-los. Com
o intuito de exemplificar esta proposta foi escolhido o contetido da Optica Geométrica,
contetido da area da Fisica colocado sob uma perspectiva Matematica.

No primeiro capitulo é feita uma introducao a 6ptica apresentando seus conceitos e
principios, entre varios assuntos é abordada, por exemplo, a Camara Escura de Orificio,
que ¢ uma aplicacao de semelhanca de triangulos, conceito matematico, no qual sao
utilizados conceitos fisicos para a explicacao. Ja no segundo capitulo ¢ mostrado o feno-
meno da reflexao em espelhos planos e curvos, envolvendo o Teorema de Fermat, para
explicar as Leis da Reflexdao. Também é abordada a aproximacao dos espelhos esféricos
de pequena abertura aos espelhos parabodlicos. E no terceiro capitulo é apresentada a
refracao e as demonstragoes da equacao do Dioptro Plano, das Leis da Refracao e da
equacao dos Fabricantes de Lentes.

Sendo assim, este estudo traz uma proposta de intervencao, de atualizacao no En-

17



sino de Matematica e de Fisica, buscando-se a correspondéncia entre as disciplinas,
levando o professor e, consequentemente, o aluno a ver as disciplinas sob um novo

formato, instigando-os a pensar [9].
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Capitulo 1

Introducao a Optica Geométrica

Didaticamente, pode-se dividir o estudo da 6ptica em duas partes. A dptica geométrica
que é a parte da dptica que se dedica ao estudo descritivo das trajetorias seguidas pela
luz e a optica fisica que se dedica ao estudo da natureza da luz, bem como de sua
interacao com a matéria. Os diversos corpos que nos cercam podem ser vistos porque
deles recebemos luz, que consegue sensibilizar o nosso aparelho visual. O Sol, a Lua,
as estrelas, uma pessoa ou uma revista, por exemplo, enviam luz aos nossos olhos, o
que nos permite enxergar. Dessa maneira ¢ que abordamos a 6ptica geométrica neste
trabalho, salientando a importancia da geometria plana, abordando seus conceitos e
leis nas demonstracoes e aplicagoes.

No estudo da Optica Geométrica nao precisa ser levada em conta a natureza on-
dulatoria da luz. Para isso, utilizamos o conceito de raio de luz relacionado a alguns

principios béasicos que sao desenvolvidos e associados ao uso da geometria plana.
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1.1 Conceitos Basicos

No estudo da o6ptica, o primeiro conceito a ser estudado é a luz, uma forma de energia
radiante que se propaga através de ondas eletromagnéticas. Ela ¢ o agente fisico que
atua nos 6rgaos visuais, produzindo a sensacao da visdao. A velocidade de propagacao
das ondas eletromagnéticas e, consequentemente, da luz no vicuo ¢ geralmente repre-
sentada pela letra ¢ e tem o valor, aproximadamente, 300.000 km /s no vacuo. A luz em
propagacao é representada graficamente pelos raios de luz. Esses sao linhas orientadas
retilineas em meios homogéneos, podendo ser curvilineas para meios nao homogéneos

(Figura 1.1). As condigoes para cada tipo de propagacao sdo explicadas mais adiante.

T T

Trajetéria em meio homogéneo. Trajetéria em meio ndo homogéneo.

Figura 1.1: Representacao da Trajetoria da Luz.

Um conjunto de raios de luz é chamado de feixe ou pincel de luz, podendo ser

cilindrico, conico convergente ou divergente (Figura 1.2).

> /

Cénico Divergente . Cilindrico ou Paralelo. Conico Convergente.

Figura 1.2: Feixes de Luz.

Os feixes conicos divergentes sao raios de luz emitidos por uma fonte pontual e se

propagam em todas as dire¢oes. Por exemplo, tem-se a luz emitida pela chama de

20



uma vela retida em um recipiente com apenas um furo, por onde a luz pode sair. Os
feixes cilindricos ou paralelos sao raios de luz que se propagam paralelamente uns aos
outros, como a luz emitida por uma fonte de laser. Os conicos convergentes sao raios
que convergem para um tnico ponto, por exemplo, a luz proveniente de uma lupa em

diregao ao seu foco (Figura 1.3).

N \k
~ 255

| X ~ 1 4 N
—— i AR
\\A\\ Laser N
Chama de uma vela. Feixe de um laser.  Feixe proveniente de uma lupa.

Figura 1.3: Exemplos de Feixes de Luz.

Os meios de propagacao da luz sao classificados como transparentes, translicidos

ou opacos (Figura 1.4).

e
AR

Meio Transparente. Meio Transliacido. Meio Opaco.

Figura 1.4: Representacao dos Meios de Propagacao da Luz.

Um meio é considerado transparente, quando permite a passagem da luz de forma
regular e bem definida, assim como a visualizacao nitida de objetos através dele. Alguns
exemplos de meios transparentes sao o vidro plano e de boa qualidade usado em uma

vitrine, uma pequena porcao de dgua pura em equilibrio, o ar etc.



Um meio é considerado translicido, quando permite a passagem da luz de forma
irregular e de trajetoria indefinida, nao se tem a visualizacao nitida de objetos por meio
dele, alguns exemplos de meios transltcidos sao o vidro leitoso usado em ambulancias,
os tijolos de vidro ou em uma porcao de agua em movimento etc.

Um meio é considerado opaco, quando impede totalmente a passagem da luz, nao
permitindo a propagacao por ele. Alguns exemplos sao uma parede feita de tijolos, uma
chapa feita de chumbo, uma grande por¢ao de adgua (meio dispersivo) etc. Elementos
como a agua e o plastico, dependendo da espessura, podem ser classificados como
transparentes, translicidos ou opacos.

Outra forma de classificacao dos meios de propagacao da luz é quanto a natureza,
em que podem ser homogéneos, isdtropos (isotropicos) ou ordindrios. Um meio é homo-
géneo, quando todos os seus elementos de volume apresentam as mesmas propriedades.
O vécuo é um meio homogéneo por exceléncia. Tem-se um meio isétropo, quando as
propriedades associadas a um elemento de volume independem da direcao em que sao
medidas e os meios ordinarios sao meios a0 mesmo tempo transparentes, homogéneos

e isétropos.

1.2 Fendémenos Luminosos

Levando-se em consideragao os conceitos béasicos da 6ptica geométrica, quando um feixe
de luz incide sobre a superficie que separa dois meios diferentes, verifica-se que a luz
pode sofrer trés fendmenos distintos: absorcao, reflexao ou refracdo. A luz pode ser
absorvida pela superficie, provocando um leve acréscimo em sua temperatura. A luz
pode, ainda, retornar ao meio em que se propagava inicialmente, sofrendo reflexao e, se
ela atravessar a superficie de separacao dos meios, verifica-se o fendmeno da refracao

(Figura 1.5).
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Luz refletida
Luz incidente

(meio A) Luz refratada

Figura 1.5: Raio de Luz Incidindo Sobre a Superficie de Separacao Entre Dois Meios.

Embora os trés fenémenos possam ocorrer de forma isolada ou simultanea, refra-
cao e reflexao sao estudados de forma mais aprofundada em capitulos seguintes deste
trabalho. Leva-se em conta agora uma explicacao simplificada desses e da absor¢ao
(Figura 1.6), fenomeno que ocorre quando a luz atinge uma superficie de cor escura
e sem polimento. Nesse caso, a luz é retida pela superficie, assim, quando a absorcao

ocorre, normalmente observa-se um aquecimento da superficie.

Figura 1.6: Representacao da Absorcao.

A reflexdo ocorre quando a luz incide em uma superficie de separacao entre dois
meios, voltando a se propagar no meio de origem, podendo ser regular ou difusa (Figura

1.7).

Reflexio Regular. - qﬂe;mo Dzfusa.

Figura 1.7: Representacao da Reflexao.
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E a refracao ¢ a passagem da luz de um meio material para outro. Quando a luz se
propaga no ar atmosférico e atinge uma lente de 6culos, passando a se propagar através

deste vidro, ela sofre refracao, que também pode ser regular ou difusa (Figura 1.8).

A LR
BB e,

Refrag¢ao Regular. Refracdo Difusa.

Figura 1.8: Representacao da Refracao.

1.3 Principios da Optica Geométrica

O desenvolvimento tedrico da 6ptica geométrica baseia-se em trés principios, a saber,
que, em um meio material homogéneo e transparente, a luz se propaga em linha reta
(principio da propagacao retilinea da luz); a trajetoria descrita por um raio de luz nao
depende do sentido de propagacao (principio da reversibilidade da luz); quando dois
ou mais pincéis de luz encontram-se em uma determinada regiao, nenhuma de suas
caracteristicas individuais se altera, ou seja, as direcoes, os sentidos de propagagao e
as cores permanecem os mesmos (principio da independéncia da luz).

A aplicacao desses principios associada aos conceitos da geometria plana é impor-
tante no estudo da camara escura de orificio, que consiste em uma caixa de paredes
opacas munida de um orificio em uma das faces. Assim, quando um objeto, é colo-
cado em frente a camara (Figura 1.9) raios de luz provenientes do objeto, atravessam

o orificio e formam, na parede oposta, uma figura, chamada de imagem do objeto.
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Figura 1.9: Representacao da Imagem Formada por uma Camara Escura de Orificio.

Considerando o a altura do objeto em frente ao orificio da camara escura, utilizando
o principio da propagacao retilinea e independéncia dos caminhos, tem-se a formacao
da imagem com ¢ a altura da imagem formada no fundo da camara escura. Designando
por p e p’ as distancias do objeto e da imagem, respectivamente, & parede da camara
escura em que se encontra o orificio (Figura 1.10). A relacdo entre essas grandezas é
obtida através da semelhanca entre os triangulos OA’B’ e OAB, formados a partir do

objeto e da imagem com o orificio da cAmara escura, levando a

A'B dist(A'B,0) i P
AOA'B' = AOAB = ’ -==.
= AB dist(AB, O) = o D

A
B'
} 0 l
0 4
A
B i

Figura 1.10: Esquema de uma Camara Escura de Orificio.

Diante do exposto, os triangulos OA’B’ e O AB sao semelhantes por serem formados
pelas mesmas retas, terem o mesmo angulo oposto pelo vértice, e também terem os

lados opostos ao angulo comum paralelos entre si. A seguir, estabelecemos uma abor-
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dagem mais especifica sobre a reflexao e refragao da luz, introduzindo um tratamento

matematico ao estudo da optica geométrica.
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Capitulo 2

Reflexao da Luz

Quando a luz incide na superficie de separacao entre dois meios e volta a se propagar
no meio de origem tem-se o fenémeno da reflexao da luz. Os elementos geométricos

envolvidos na reflexao, estao representados (Figura 2.1).

RI N RR
A 7
o] S

Figura 2.1: Representacao da Reflexao de um Raio de Luz em uma Superficie.

Na figura anterior, RI representa o raio de luz incidente na superficie S, de separa-
¢ao entre os meios, N a reta normal a superficie no ponto de incidéncia, RR representa
o raio de luz refletido pela superficie S, i é o angulo de incidéncia, entre o raio incidente
e a reta normal, e r é o angulo de reflexao, entre o raio refletido e a reta normal.

Para se entender as leis que regem a reflexao é necessario o estudo do Principio do
Tempo Minimo de Fermat. O matematico francés Pierre Fermat (1601 - 1665), em

agosto de 1657, escreveu uma carta a Monsieur Cureau de la Chambre, enunciando
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o seu célebre Principio do Tempo Minimo: “A natureza sempre escolhe os menores
caminhos.”

Com esse principio, Fermat caracteriza a propagacao da luz:

“A trajetoria seguida pela luz viajando de um ponto a outro é tal que
o tempo de viagem é minimo. Isto é, a luz percorre a trajetoria mais

rapida.”[8]

Dessa forma, utilizamos o Principio de Fermat para a fundamentacao das Leis da

Reflexao, bem como as Leis da Refragao.

2.0.1 Leis da Reflexao

O estudo da reflexao da luz baseia-se em duas leis, que podem ser enunciadas, segundo
o principio de Fermat, da seguinte forma:

1* Lei da Reflexao: o raio incidente, a reta normal e o raio refletido sao coplanares
(ficam em um mesmo plano).

2% Lei da Reflexao: a medida do angulo de incidéncia em relagdo & reta normal é
igual & medida do angulo de reflexao.

A primeira e segunda leis da reflexdo surgiram empiricamente, sendo conhecidas
desde os tempos antigos pelos sabios de Alexandria. Nos trabalhos de Heron (I a.C) e
Ptolomeu (II d.C) encontram-se enunciadas essas leis. Ja no século XIX, com o estudo
do eletromagnetismo e com a comprovacao de que a luz pode ser tratada como uma
onda eletromagnética foi possivel demostrar as leis da reflexao [1].

Pelo Principio de Fermat, a luz percorre sempre o caminho que requer o menor
tempo para ir de um ponto A a um ponto B. Considerando um ponto A que emite

luz para um ponto B, por reflexao, sob as condi¢oes do meio de propagacao ordindrio
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e a velocidade da luz sendo a mesma para todos os pontos, consequentemente, as

trajetorias descritas pelo raio de luz incidente e refletido sao retas (Figura 2.2).

A N (reta normal)

B

RI RR

Figura 2.2: Possiveis Trajetorias para um Raio de Luz.

De fato, como a velocidade é definida pela razao entre a distancia percorrida e o
tempo gasto
AS AS

v=— = At=—),
At v

sendo a velocidade constante, tem-se At o< AS (variagdo do tempo é proporcional
a variacao do espago). Assim, o tempo de percurso é minimo se o comprimento da
trajetoria for minimo, o que no espago Euclidiano é realizado pelos segmentos de reta.

Sendo A’ o ponto simétrico de A em relacao ao plano da superficie, considerando
C' a projecao dos pontos A e A" em OO'. Se os pontos A’, P e B estao alinhados
e AP = AP, com P um ponto da superficie OO' (Figura 2.3). Assim, tem-se dp a

distancia percorrida pela luz quando descreve a trajetoria APB em:
dp = AP + PB,
mas, como AP = A’P, conclui-se que

dp = A'P+ PB. (2.1)
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N B
OC?m N O'

Figura 2.3: Modelo de Fermat para a Rota de Tempo Minimo: partir de um ponto A,

Refletir em uma Superficie Plana e atingir um ponto B.

Considerando agora outro ponto qualquer do espelho, como por exemplo, o ponto ()
(Figura 2.3), e entao calculando a distancia dg que seria percorrida pela luz se seguisse

a trajetoria AQB, tem-se

dg=AQ+QB. (2.2)

Da Geometria Plana sabe-se que, em um triangulo qualquer, a medida de um lado é
sempre menor que a soma das medidas dos outros dois. Assim, considerando o triangulo

A'BQ, pode-se escrever

AB<A0+QB = AP+PB<AQ+0B. (2.3)
Considerando as igualdades (2.1) e (2.2), a desigualdade (2.3) transforma-se em

dp<dQ,
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isto é, a distancia percorrida pela luz, quando atinge a superficie OO’ no ponto P
¢ mais curta que a distancia em qualquer outra trajetoria. Assim, conclui-se que a
trajetoria APB, é aquela em que o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao,
visto que o angulo formado por ﬁ e OO0’ & oposto pelo vértice com o angulo formado
por /TP e OO0, e que os tridngulos APC e A’PC' sao congruentes.

Dessas leis podem-se observar alguns aspectos importantes. As leis da reflexao sao
validas para quaisquer tipos de superficies, planas ou curvas, pois a reflexdo ocorre de

maneira localizada em um tnico ponto (Figura 2.4).

RI N RR

Figura 2.4: Reflexao da Luz em uma Superficie.

As leis da reflexao nao dependem da cor da luz, isto é, todas as cores sofrem reflexao
exatamente da mesma forma.

Os angulos de incidéncia e reflexao variam no intervalo de 0° a 90° (Figura 2.5).

i=r=Q°

TTT
Incidéncia minima. Incidéncia maxima.

Figura 2.5: Variacdo dos Angulos de Incidéncia e Reflexao.

As leis da reflexdo também sdo obedecidas em superficies irregulares (Figura 2.6).
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Figura 2.6: Reflexao em uma Superficie Irregular.

Continuando o presente estudo, analisa-se, agora, a reflexdao da luz nos espelhos,
fazendo uma abordagem dos espelhos parabélicos pouco explorados no Ensino Médio,
muito embora antes faz-se necessario uma abordagem progressiva dos tipos de espelhos.
Deve ser notado, também, que as definicoes das cOnicas levam em conta conceitos
matematicos basicos, mostrando que o principal elemento para se entender a Optica

geométrica é a geometria.

2.1 Espelhos Planos

O estudo da reflexao normalmente inicia-se pelos espelhos planos, pois eles sao os mais
simples sistemas 6pticos de formacao de imagens, sendo o Ginico sistema 6ptico que é
sempre estigmdtico (as imagens tém as mesmas dimensoes dos objetos, sem distor¢ao)
e cujas imagens podem ser formadas por simetria em relacao ao plano da superficie
refletora. Costuma-se representar graficamente um espelho plano por um segmento de

reta (Figura 2.7).

Lado refletor < \/G

Figura 2.7: Representacao de um Espelho Plano.
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2.1.1 Formacgao de Imagens

Para o estudo da formagao de imagens nos espelhos planos, vamos definir primeiro os
elementos ponto objeto e ponto imagem.

Ponto objeto (PO), em relagdo a um sistema 6ptico (espelho), é o vértice do
pincel de luz que chega ao sistema 6ptico. No caso de os raios de luz efetivamente
se cruzarem no ponto objeto (raios divergentes), entdo o PO é dito real (POR). Ja
na hipotese de o cruzamento ocorrer com os prolongamentos dos raios de luz (raios
convergentes), entdo o ponto objeto é dito virtual (POV) e, se o pincel de luz que
chega ao espelho for cilindrico (raios paralelos), o ponto objeto é dito imprdprio (POI)

(Figura 2.8).

PORS—p—| —p 1.0 POV POI
. - > S
Ponto Objeto \ Ponto Objeto Ponto Objeto
Real. Virtual. Impréprio.

Figura 2.8: Representacao dos Pontos Objetos (PO).

Um ponto imagem (PI), em relagdo a um sistema 6ptico, é o vértice do pincel
de luz que sai do sistema 6ptico. No caso dos raios de luz efetivamente se cruzarem
no ponto imagem (raios convergentes), entdao o PI é dito real (PIR) e, na condicao
do cruzamento dar-se-a com os prolongamentos dos raios de luz (raios divergentes),
entao o ponto imagem é chamado de wvirtual (PIV') e ainda, se o pincel de luz que sai
do espelho for cilindrico (raios paralelos), o ponto objeto sera dito impréprio (PIT)

(Figura 2.9).
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Ponto Imagem Ponto Imagem Ponto Imagem
Real. Virtual. Impropria.
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Figura 2.9: Representacao dos Pontos Imagens (PI).

Assim, considerando um espelho plano E e um ponto P que emite luz, os prolon-
gamentos de todos os raios refletidos no espelho, provenientes de P, passam por P’

(imagem de P) (Figura 2.10).

pe
Figura 2.10: Representacao de POR e PIV em um Espelho Plano.

Considerando I; e Iy, dois pontos de incidéncia da luz no espelho, os triangulos
PI,I, e P'I 1, sdo congruentes, pelo caso ALA (angulo-lado-angulo). Logo, PI; = P'I,.
Portanto, conclui-se que o ponto P e o ponto P’ sdo simétricos em relacao a superficie
refletora. Para um observador que recebe os raios refletidos, parece que os raios vieram
de P’, isto é, o observador vé P’ atras do espelho. Diz-se que P’ é um ponto imagem
virtual e P é um ponto objeto real, ambos em relagao ao espelho E (sistema 6ptico).

Considerando-se que cada corpo extenso é constituido de finitos pontos objeto,

seria inviavel representar a imagem ponto a ponto. Assim, pode-se formar a imagem
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do corpo utilizando o processo de simetria em relagdo ao plano do espelho (Figura

2.11).
Espelho  Raios incidentes
plano .
Prolongamento dos Raios emergentes
raios emergentes ©

L

Figura 2.11: Representacao de um Objeto Extenso e sua Respectiva Imagem.

Dessa forma, relativamente a um espelho plano, o objeto e a imagem tém naturezas
opostas, ou seja, se o objeto é real, a imagem conjugada pelo espelho plano é virtual
e vice-versa. Os objetos e as imagens reais situam-se na frente do espelho plano e os
objetos e as imagens virtuais situam-se atras do espelho plano. Sendo assim, observa-
se que a imagem de um corpo extenso, conjugada pelo espelho plano, nao pode ser
superposta com o corpo. Entao, o objeto e a imagem sao figuras enantiomorfas, isto

é, de forma contraria (direita vira esquerda e vice-versa).

2.1.2 Caracteristicas da Imagem

Uma imagem formada por um espelho plano é classificada quanto aos parametros:
natureza, posicao, orientacao, tamanho e forma.

Quanto a natureza, a imagem conjugada por um espelho plano é virtual se o objeto
é real, real se o objeto ¢ virtual e impropria se o objeto é improprio. Em relacao a
sua posicao, pode-se dizer que a imagem formada por um espelho plano é simétrica
ao objeto, em relacdo ao plano do espelho. A forma e o tamanho da imagem sao
sempre os mesmos do objeto, seu sentido (direita ou invertida, em relacdo ao objeto)

é sempre direita em comparagao ao objeto e sempre enantiomorfa, isto é, um objeto
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e uma imagem tém a mesma forma e tamanho, mas nao se encaixam por simples

sobreposi¢ao, por causa da inversao de lados (direita, esquerda) (Figura 2.12).

Objeto — Imagem
A T Dy A
77 77
B B’

// TI//

T YY)

c_ /17 mc

Figura 2.12: Representacao de um Objeto e sua Imagem Feita por Simples Simetria.

2.1.3 Construcao Fundamental

Quando um observador O visualiza um objeto F' através de um espelho plano, a traje-
toria descrita pela luz satisfaz as leis da reflexdo. Assim, para se tracar um raio de luz
que vai do objeto F' para o observador O, basta aplicar o conceito de simetria em rela-
¢ao ao plano do espelho e prolongar a reta que liga o ponto imagem F’ ao observador
O. O ponto onde esta reta ‘corta’ o espelho é o ponto de incidéncia de luz. A simetria

também pode ser obtida utilizando o observador e nao o objeto (Figura 2.13).

F """ /i /""::.OF'

O,

Figura 2.13: Trajetoria de um Feixe de Luz Refletido por um Espelho Plano.
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2.1.4 Campo Visual

Se um feixe de luz incide em um espelho plano e é refletido para um observador O, este
visualiza o ponto objeto que emitiu o feixe. Dessa forma, todos os pontos contidos em
uma regiao em frente ao espelho, e que podem ser vistos pelo observador, constituem

o seu campo visual (Figura 2.14).

Car%

Visual

P4

) L g
0]

Figura 2.14: Representacao do Campo Visual de um Observador.

Para uma posicao O do olho do observador, define-se o campo visual do espelho
plano como sendo a regiao do espaco que se torna visivel por reflexdo no espelho.
Essa regiao pode ser encontrada utilizando a posicao O do observador, que determina
a posicao de sua imagem O’ em relacao ao espelho. A regidao do espaco visivel por
reflexdo é determinada ligando-se o ponto O’ aos extremos do espelho e prolongando-se

as semirretas assim obtidas.

2.1.5 Translagao de Espelhos Planos

Ao transladar (aproximar ou afastar) um espelho plano em relagdo ao objeto, tem-se
que a imagem também sofre um deslocamento. Um objeto que se encontra a uma
distancia x de um espelho plano, tem a sua imagem formada a uma mesma distancia
x. Afastando-se o espelho em relacdo ao objeto de uma distancia d, a nova distancia

entre o espelho e o objeto é x+d e da imagem ao espelho também é x+d. Sendo assim,
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a imagem sofre um deslocamento D = 2d em relagao a sua posi¢ao inicial (Figura 2.15).

Objeto Imagem 2

Figura 2.15: Translagao de Espelho Plano.

Dividindo-se ambos os termos da equacao D = 2d por um intervalo de tempo tem-
se a relagao das velocidades da imagem em relacao ao objeto e do espelho em relagao

ao objeto,
D 2
At At

U; = 2Ue 9
na qual v; ¢ a velocidade da imagem em relagao ao objeto, v, é a velocidade do espelho

em relacao ao objeto.

2.1.6 Rotacao de um Espelho Plano

Além de se transladar um espelho plano pode-se rotaciona-lo em torno de um eixo. Ao
girar um espelho plano de um angulo a, em torno de um eixo perpendicular ao plano
de incidéncia da luz e da reta normal, também gira-se a reta normal de um angulo «,
em relagao a posicao inicial.

Consequentemente, considerando uma incidéncia inicial perpendicular a superficie,

o raio incidente gira de um angulo a, em relacao a normal.
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E, de acordo com a 2% lei da reflexao, o raio refletido, da mesma forma, gira um
angulo o em relacao a normal, por fim o raio refletido gira em relacao a posi¢ao inicial
de um angulo g (Figura 2.16). Assim, sendo « o angulo de rotagdo do espelho em

torno de um eixo e 5 o angulo de desvio do raio refletido, tem-se 5 = 2a.

N(antes) N(depois)

77 E (antes)
E (depois)

Figura 2.16: Rotacao de Espelho Plano, para uma Incidéncia Inicial Perpendicular.

2.1.7 Associacao de Espelhos Planos

Uma configuracao interessante dos espelhos planos é a associacao de dois espelhos
para a obtencdao de multiplas imagens. Analisando-se as imagens formadas por essa
associacao em relacao a um angulo « entre as suas superficies refletoras, pode-se deduzir
uma equacao que fornece o nimero de imagens formadas pelos espelhos planos.

Em alguns casos é possivel calcular o nimero de imagens formadas por uma asso-
ciagao de espelhos que formam um angulo a. Se o quociente 360°/«, for um nimero

inteiro, com a medido em graus, o nimero N de imagens é dado por

360°
N «

N

L, (2.4)

com a condigdo de que, se (360°/«) for um numero impar, para se obter o nimero N
de imagens dado por (2.4), o objeto deve estar exatamente sobre o plano bissetor do
diedro (a); e se (360° /) for um ntimero par, o objeto pode ser colocado em qualquer

posicao entre os espelhos.
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De fato, a expressao (2.4) pode ser justificada tomando-se por base dois espelhos
planos com suas superficies refletoras voltadas uma para a outra, a regiao entre essas
superficies que formam um angulo « entre si é um diedro. Esse angulo o, no entanto,
deve ser restrito entre 0° e 180°, visto que para valores maiores que 180° as superficies
refletoras nao mais estao voltadas uma para a outra, e também vao ser considerados
valores de « convenientes para que a divisao seja um inteiro. Assim, o nimero de

regioes formadas pela reflexao mutua dos espelhos planos é dado por

360°
n = .
«

Como o objeto encontra-se em uma dassas regioes, tem-se que o niimero de imagens

é igual ao nimero de regioes menos uma, que é ocupada pelo objeto. Assim,

360°
«

N=n—-1= N= 1

Y

na qual N é o nimero de imagens formadas pela associacao dos espelhos planos e « é
o angulo entre os espelhos planos.

Por exemplo, considerando-se um ponto objeto entre dois espelhos planos, na re-
giao entre as superficies refletoras e a distancia do objeto a interseccao dos espelhos e
centrada no mesmo ponto, considerando ainda a divisao 360°/a, nas condi¢oes menci-

onadas anteriormente e supondo que o = 90° (Figura 2.17), tem-se

360°

_ 4
90° "

n =

Na Figura 2.17, tem-se que O é o objeto real para F; e Fs, i1 é a imagem conjugada
de O, por Ej, iy é a imagem conjugada de O, por Fs, i} ¢ a imagem conjugada de i,

por Fy, i, é a imagem conjugada de iy, por Ej.

40



dE

Figura 2.17: Associacio de Espelhos Planos com Angulo de 90°.

2.2 Reflexao em Curvas Conicas

Antes de iniciar o estudo dos espelhos esféricos e suas particularidades, é conveniente
compreender a reflexao nas curvas planas, cénicas, na forma de uma parabola, uma
elipse ou uma hipérbole, devido a relacao entre os focos de uma conica e as retas
tangentes. Na Optica geométrica considera-se que a luz se propaga em linha reta e
radialmente a partir de uma fonte. Consequentemente, os raios provenientes de uma

fonte muito distante podem ser considerados praticamente paralelos entre si.

2.2.1 Elipse

Uma elipse é o conjunto de todos os pontos de interseccao de um cone circular reto,
com um plano obliquo, em relacao ao eixo do cone e que intersecte todas as geratrizes.
Também pode ser definida, como o lugar geométrico dos pontos de um plano, cujas
distancias em relacao a dois pontos F) e Fy tém uma soma constante.

Para se obter uma equacao da elipse, pode-se estabelecer a seguinte analise: dados
dois pontos distintos I} e Fy, focos da elipse, pertencentes a um plano «, separados por
uma distancia igual a 2c. Sendo 2a a medida do eixo maior da elipse e 2b a medida do

eixo menor, tem-se uma elipse definida como o conjunto dos pontos de « cuja soma das
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distancias a Fy e Fy é constante e igual a 2a > 2c¢. Segundo o Teorema de Pitagoras,

a® = b® + %, que em notacao de conjuntos, constata-se

Elipse = {P € a | dist(P, F}) + dist(P, F3) = 2a}.

Ao se escolher um sistema cartesiano ortogonal, tal que o eixo = passe pelos pontos
Ay e Ay, extremos do eixo maior da elipse e o eixo y passe pelos pontos By e B,
extremos do eixo menor da elipse, com os focos Fi(—c,0) e Fy(c,0) (Figura 2.18),
pode-se deduzir uma equacdo reduzida da elipse que tem P(z,y) como ponto genérico

pela expressao

Figura 2.18: Elementos de uma Elipse.

2.2.2 Parabola

Uma pardbola ¢ obtida pela seccao de um cone circular reto por um plano paralelo a

geratriz. Outra maneira de definir é como o lugar geométrico de todos os pontos do

plano que encontram-se a uma mesma distancia de uma reta d e de um ponto F.
Para se obter uma equacao da pardbola, pode-se estabelecer a seguinte anélise:

dado um ponto qualquer F', foco da parabola, pertencente a um plano «, e uma reta
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d, diretriz, separados por uma distancia igual a p, o conjunto dos pontos de « cujas
distancias a F' e a d sao sempre iguais definem uma parabola. Assim, se a é o plano

da parabola, em notagao de conjunto,
Parébola = {P € o | dist(P, F) = dist(P,d)}.

Ao se utilizar um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola, e
com I pertencente ao eixo das ordenadas, sendo p a distancia entre o foco I e a diretriz
d (Figura 2.19), conclui-se que F(0,p/2) e que a equacao da diretriz d é y = —p/2.
Nessas condi¢oes, pode-se deduzir uma equacao reduzida da parabola que tem P(x,y)

como ponto genérico pela expressao

Figura 2.19: Elementos de uma Paréabola.

2.2.3 Hipérbole

Ao se considerar um cone duplo, seccionado por um plano que corta as duas folhas da
superficie e paralelo ao seu eixo, nao passando pelo vértice, obtém-se uma hipérbole,
que deve ser vista como uma unica curva, constituida de dois ramos, um em cada folha

do cone. Outro modo de definir a hipérbole é como o lugar geométrico dos pontos de
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um plano cuja diferenca das distancias a dois pontos fixos do mesmo é constante, em
valor absoluto.

A fim de se obter uma equacao da hipérbole, pode-se estabelecer a seguinte anéalise:
dados dois pontos fixos distintos F} e F5, focos da hipérbole, pertencentes a um plano
« e separados por uma distancia igual a 2¢; sendo A; e A os vértices da hipérbole com
a distancia 2a e O o centro da hipérbole, definida como o conjunto dos pontos P(x,y)
de a, em que o moédulo da diferenca das distancias a F} e F, é constante e igual a 2a

e com 0 < 2a < 2¢, em notacao de conjuntos, conclui-se que
Hipérbole = {P € « | |dist(P, Fy) — dist(P, F»)| = 2a}.

Levando-se em conta um sistema cartesiano ortogonal, tal que o eixo = passe por A;
e As, e 0 eixo y seja a mediatriz de A; Ay e sendo Fi(—c,0) e Fy(c,0) os focos (Figura

2.20), chama-se equacao reduzida da hipérbole a expressao

Figura 2.20: Elementos de uma Hipérbole.

44



2.2.4 Retas Tangentes a uma Conica

As propriedades das retas tangentes a uma conica sao largamente aplicadas no estudo
da reflexao da luz nos espelhos curvos, principalmente nos espelhos parabdlicos que,
por aproximacao para pequenas aberturas dos espelhos esféricos, terao as mesmas
propriedades destes. Uma condicao necesséaria e suficiente para que uma reta seja
tangente a uma conica em um ponto P é que a reta toque a curva sem corta-la,
compartilhando um tnico ponto com a curva.

Seja P um ponto da pardbola de foco F' e diretriz d, sendo D o pé da perpendicular
a reta d passando por P e t a reta bissetriz do angulo ZFPD. Tem-se que t é reta

tangente a parabola no ponto P, e também a mediatriz do segmento F'D (Figura 2.21).

d 0, D' [D

Figura 2.21: Representacao de uma Reta Tangente a Parabola.

De fato, uma parabola separa os demais pontos do plano em duas regioes: uma,
em que a distancia de cada ponto ao foco é maior que a distancia a diretriz (pontos
externos) e outra em que cada ponto tem distancia ao foco menor que sua distancia a
diretriz (pontos internos). Sendo P um ponto da parabola, e D o pé da perpendicular
a reta d passando por P, no triangulo PFD tem-se que PF = PD. Assim, a reta t,
bissetriz do angulo ZF PD, é também altura e mediana do tridangulo PF' D, ou seja, a
reta t ¢ a mediatriz do segmento F'D.

Considerando agora, () um ponto qualquer da reta ¢, distinto de P, sendo D’ o pé
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da perpendicular a reta d, passando por @), tem-se que QED’ < Qb\’D e, portanto,

QF = QD > QD’, ou seja, () estd a uma distancia maior do foco do que da diretriz.
Logo, () é um ponto da reta t externo a parabola, t tangente a parabola em P, o tnico
ponto de interseccao entre a reta ¢t e a parabola.

Seja P um ponto da elipse, de focos F e Fy, e as semirretas ﬁ, ]@, tais que os
prolongamentos de F| e I} sao pontos que se intersectam em P, externos a elipse. Se

a reta t é a bissetriz do angulo determinado pelo cruzamento das semirretas, entao ¢ é

tangente a elipse no ponto P (Figura 2.22).

Er

Figura 2.22: Representagao da Reta Tangente a Elipse.

De fato, como a elipse é o lugar geométrico dos pontos P, tais que PF, + PF, = 2a,
assim, como no caso da parabola, a elipse separa os demais pontos do plano em duas
regidoes: uma, em que cada ponto P encontra-se a uma distancia que satisfaca a seguinte
condicio PF, + PF, > 2a, e outra em que cada ponto P encontra-se na seguinte
distancia PF, + PF, < 2a. Logo, uma reta ¢ tangente a uma elipse em um ponto P
se, e somente se, intersectar a elipse em P. No entanto, se o ponto da reta for distinto
de P, tem-se PF, + PF, > 2a.

Considerando F| ponto da semirreta ﬁ, para a situacao W = PF), tem-se
que o triangulo F|PF) é isosceles, logo, a reta ¢t é a mediatriz do segmento F|F} e

considerando um ponto @) da reta t, distinto de P, tal que, F1Q) = QF], aplicando-se

46



a desigualdade triangular ao AF|QF,, tem-se

QF1+QF2:F1/Q+QF2>F{FQZF{P+PF2:PF1+PF2:2G,

portanto, () é um ponto externo a elipse e a reta t é tangente a elipse em P.
Seja P, um ponto da hipérbole de focos, F} e F,. Se a reta t é a bissetriz do angulo
determinado pelas semirretas Pﬁl, e P[EQ, entdo t é tangente a hipérbole em P (Figura

2.23).

Figura 2.23: Representacao da Reta Tangente a Hipérbole.

De fato, pela definicao, uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P que
satisfazem a propriedade métrica, |PF; — PFy| = 2a. Os dois ramos da hipérbole
dividem o plano em trés regioes: uma regiao compreendida entre os dois ramos onde,
|PF, — PF,| < 2a, ou seja, (—2a < PF; — PF, < 2a) e em outras duas regides que
contém os focos de cada um dos ramos da hipérbole e cujo os pontos satisfazem a
relacdo |PF, — PFy| > 2a, ou seja, (—2a > PF; — PF, > 2a).

Dessa maneira, uma reta é tangente a hipérbole em um ponto P se, e somente se,

intersecta a hipérbole em P e, qualquer que seja o ponto @) da reta distinto de P, |QF; —
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QF5| < 2a. Sejam, agora, P um ponto da hipérbole, ¢ a bissetriz do angulo determinado
pelas semirretas ]7}?1 e PF5 e (Q um ponto da t, distinto de P, considerando-se um ponto
A da semirreta ﬁl tal que PA = P_Fg, tem-se que \P_Fl — P_Fg| = 2a e, portanto,
AF, = 2a. Como o triangulo APF}, é isosceles, a reta t é a mediatriz do segmento AF,

e o triangulo AQF, também é isésceles. Em particular, tem-se QA = QF,, e através da

desigualdade triangular aplicada ao AQAF| que QA < QF+ Fi1Ae QF, < QA+ AF).

Logo, tem-se

QA — AF, < QFl < QA + AFl,

que fornece —AF, < QF, — QA < AF}, ou seja, |QF; — QA| < AFy. Como QA = QF,
e AF} = 2a obtém-se

|QF, — QF,| < 2a,

para todo ponto () diferente de P. Portanto, t menos o ponto P esti contida na regiao
entre os ramos da hipérbole e conclui-se que a reta ¢t é tangente a hipérbole em P.

Como a reflexao ocorre de maneira pontual (Figura 2.4), as leis da reflexdo sao
validas para quaisquer tipos de superficies, planas ou curvas, assim, as propriedades
de reflexdes em curvas conicas também sao ratificadas em superficies geradas por essas
conicas.

Utilizando-se das propriedades das retas tangentes, pode-se perceber que todos os
feixes de luz ou prolongamentos dos mesmos, que passam por um foco de uma conica,
sofrem reflexao passando pelo outro foco da conica. No caso das parabolas, quando
raios de luz incidem paralelamente ao eixo de simetria da parébola, esses sao refletidos
na dire¢ao do foco da parabola. Alguns exemplos de aplicacoes de espelhos parabélicos
sao: antenas de recepcao de sinal de TV, holofotes e fardis de carros. Nesse aspecto,
serao analisados os espelhos parabélicos e o caso de pequena abertura para os espelhos

esféricos que se aproximam ao espelho parabolico.
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Para os espelhos elipticos, alguns exemplos de aplicacao sao os refletores odon-
tologicos, os aparelhos de radioterapia e as salas de sussurros. E, para os espelhos

hiperbolicos sao exemplos certos tipos de telescopios refletores.

2.2.5 Espelhos Parabélicos

Nos espelhos parabolicos (Figura 2.24), a luz proveniente de uma fonte distante é
refletida no foco da parabola, considerando que os raios sao paralelos ao seu eixo.
Dessa forma, para toda a face refletora do espelho esses raios sao refletidos, passando
pelo foco, minimizando as aberracoes, que ocorrem, por exemplo, com os espelhos

esféricos (aberragoes esféricas), as quais sao estudadas mais a frente.

r 3

o O
AL/ : A .

A ,
\V/

F
~ \/H N
¢ N* X . A .
X\ -~ N\
~—Superficie ——Superficie
Refletora Refletora

A J

Figura 2.24: Representacao de Espelho Parabolico.

Para uma escolha apropriada de eixos, tomando um sistema de coordenadas com
origem no vértice da parabola e orientado positivamente no sentido de incidéncia da
luz, a equagao de uma parabola ¢ do tipo y = x?/2p, em que p é a distancia do foco a

diretriz, o foco fica entao localizado no ponto F'(0,p/2), tendo assim um comprimento
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focal (distancia do foco ao vértice da superficie refletora) de

—
I
NTES

No Ensino Médio, tanto o curriculo quanto os professores dao mais énfase a explica-
¢ao dos espelhos esféricos (espelhos esféricos de Gauss) do que para os outros espelhos
curvos. Para tanto, quando se utilizam as condigoes de nitidez de Gauss, aproximam-se

as superficies dos espelhos esféricos com as dos parabélicos.

2.3 Espelhos Esféricos, Representacao Grafica e Ele-
mentos Geométricos

Considerando-se uma superficie esférica seccionada por um plano (Figura 2.25) e tendo-
se a superficie dividida em duas partes, cada uma denominada calota esférica, um
espelho esférico é a calota esférica polida e refletora, interna ou externamente. Se a
superficie refletora for a interna o espelho é chamado de espelho concavo e se for a

externa, de espelho convezo (Figura 2.26).

— ! A
Concavo
Convexo

Figura 2.25: Representacao dos Espelhos Esféricos.
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Concavo. Convexo.

Figura 2.26: Representacao Simplificada dos Espelhos Esféricos.

Para se estudar a formacao de imagens pelos espelhos esféricos, ¢ importante nomear

alguns elementos geométricos que nos sao tteis (Figura 2.27).

Eixo
principal

Eixo
secundario

Figura 2.27: Elementos dos Espelhos Esféricos.

Todos os espelhos esféricos apresentam os elementos esquematizados na Figura 2.27,
na qual C' é o centro de curvatura do espelho, que é também o centro da esfera que
contém o espelho; R é o raio de curvatura do espelho, sendo o raio da esfera que forma
o espelho; V' é o vértice do espelho ou polo da calota esférica e o ponto central da
superficie refletora; [ é o foco principal, sendo definido como o ponto médio entre
o centro de curvatura e o vértice do espelho nas condicoes de nitidez de Gauss, as
quais definimos na proxima secao; f é a distancia focal, definida pela distancia do
foco ao vértice do espelho, ou seja, ¢ a metade do raio da esfera; o ¢ o angulo de

abertura, formado por segmentos de retas que passam por pontos diametralmente
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opostos e extremos da calota e com o seu vértice no centro de curvatura do espelho;
Eizo é qualquer reta que passa pelo centro de curvatura C, sendo classificado como
eixo principal quando contém V' ou eixo secundario quando nao contém V.

Dos elementos tem-se que CV = R, logo R = 2f, sendo que essa relacio so é valida

para os espelhos esféricos de Gauss.

2.3.1 Condicoes de Nitidez de Gauss

Como foi explicado anteriormente, os espelhos planos sao os dnicos sistemas Opticos
perfeitamente estigmaticos, isto é, formam para cada ponto objeto um tnico ponto
imagem correspondente. Todos os outros sistemas Opticos, incluindo os espelhos es-
féricos sao, de forma geral, astigméticos, ou seja, formam de um tnico ponto objeto
diversos pontos imagens. Isso significa que, se o sistema é astigmatico, as imagens por
ele formadas nao apresentam nitidez (aberracoes). O matematico e optico alemao Carl
Friedrich Gauss (1777 - 1855) observou que um espelho esférico forma uma imagem

aproximadamente nitida, quando obedece as duas condicoes a seguir.

1. A abertura angular da superficie refletora deve ser pequena (< 10°) (Figura 2.28).

Figura 2.28: Angulo de Abertura de um Espelho Esférico.

2. Os raios incidentes como 2% condi¢ao que os raios sejam pouco inclinados em

relacao a F.P. (Figura 2.29).
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Figura 2.29: Representacao de Raios Para-Axiais.

Na abordagem feita no Ensino Médio sao levadas em consideracao as duas condicoes
de nitidez de Gauss, nos casos em que nao sao respeitadas, pelo menos uma, ja se tem
pequenas deformacoes das imagens formadas, que se agravam & medida que o angulo
de abertura aumenta. As aberracoes esféricas ocorrem devido aos raios que incidem
longe do eixo Optico, nao sao focalizados através do ponto focal do espelho esférico,
levando-se, assim, a uma distor¢ao da imagem. Dessa maneira, nao se tem um ponto
focal preciso para o espelho.

Quando raios de luz paralelos ao eixo principal incidem no espelho esférico sao
refletidos de forma a passar pelo eixo optico. Caso os raios paralelos incidentes estejam
longe do eixo, eles nao sao refletidos através do ponto focal. Assim, para uma anélise
do exposto, deve-se observar a construcao da Figura 2.30, bem como o desenvolvimento

matematico seguinte.

Figura 2.30: Aberragao Esférica.

Considerando-se x a distancia do centro de curvatura do espelho ao ponto em que o

raio de luz refletido cruza-o com o eixo 6ptico, tracando-se uma linha perpendicular a

53



reta normal ao espelho no ponto de incidéncia formam-se dois triangulos retangulos e
congruentes, com angulos 6, lados adjacentes R/2 e hipotenusas z, isto quando o ponto

em que o raio de luz cruza o eixo, tais que

2
costﬂjx K E\/1+tg29.

T - 2cost - 2

Assim, o valor de x expressa a distancia do centro de curvatura ao ponto de intersecao
do raio de luz refletido com o eixo principal (E.P.), mostrando as possiveis posigoes
sobre o E.P. para diferentes valores do angulo 6.

Para angulos pequenos, 0° < 6 < 5°, o valor de x se encontra em um intervalo dado

por
R R R R
5\/1+tg20°§x§§\/1+tg25° = 5\/1+0§x§§\/1+0,00765 =
R R

Assim, para os raios de luz que satisfazem as condicoes de nitidez de Gauss tem-se

x%fzg,

salientando que, quando o angulo 8 = 0 o raio de luz incidente coincide com a reta
normal ao espelho, voltando sobre si mesmo.

Pelo exposto, a distincia = assume valores de R/2 a 1,0038(R/2), que fornece
um desvio maximo de 0,38%, para a posicao em que se define o foco, ponto médio
entre o centro de curvatura e o vértice. Assim, por exemplo, um espelho esférico com
raio de curvatura igual a 20 cm, que satisfaz as condigoes de nitidez de Gauss, teria
um didmetro da calota refletora de no maximo 3,50 cm (Figura 2.30), com um desvio

méaximo de 0,038 ¢cm para a distancia focal.
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2.3.2 Raios Notaveis

Na analise dos espelhos esféricos deve-se observar os raios notaveis. Assim chamados
os seguintes raios: os raios de luz que incidem paralelos ao eixo principal do espelho
esférico, refletem-se numa dire¢do que passa pelo foco (Figura 2.31); os raios que inci-
dem passando pelo foco refletem-se paralelos ao eixo principal (Figura 2.32); os raios
de luz que incidem pelo centro de curvatura refletem-se sobre si mesmos (Figura 2.33);
e os raios de luz com incidéncia pelo vértice do espelho refletem-se simetricamente em

relacdo ao eixo principal (Figura 2.34).

\

C C F/V

Espelho Concavo. Espelho Convexo.

Figura 2.31: Raios Incidentes Paralelos ao Eixo Principal.

/> |
vx F\ e 3 Jv
Espelho Concavo. Espelho Convexo.

Figura 2.32: Raios Incidentes Pelo Foco do Eixo Principal.
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F O c FJV

Espelho Concavo. Espelho Convexo.

Figura 2.33: Raios Incidentes Pelo Centro de Curvatura.

Espelho Concavo. Espelho Convexo.

Figura 2.34: Raios Incidentes pelo Vértice.

2.3.3 Determinacao Grafica das Imagens Conjugadas Pelos Es-

pelhos Esféricos

Utilizando-se dos raios notaveis para a determinacao grafica das imagens de um objeto,
a fim de caracterizar a imagem formada pela reflexao no espelho, deve-se saber da
imagem: sua natureza que pode ser real, virtual ou improépria; sua posicao que ¢ o
lugar em relacao ao espelho no qual a imagem é formada; seu tamanho que é a relagao
entre o tamanho da imagem em comparacao ao objeto, maior, menor ou igual; e por
fim, a sua orientagao que é a comparacao entre a imagem e o objeto na situagao de
sofrer ou nao uma inversao direita ou invertida.

Para se formar graficamente a imagem de um objeto, fornecida por um espelho
esférico, inicialmente, deve-se fazer algumas simplificacdes. O objeto é representado
por uma seta e colocado perpendicularmente sobre o eixo principal. Nessas condicoes,

pode-se determinar a imagem do objeto, conjugada pelo espelho, tracando-se apenas
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dois raios de luz que, partindo da extremidade do objeto, refletem-se e cruzam-se
(ou seus prolongamentos) no ponto em que é formada a imagem dessa extremidade. O
restante da imagem, representado por uma seta, é obtido ligando-se esse ponto imagem

ao eixo principal perpendicularmente.

2.3.4 Imagens nos Espelhos Coéncavos e Espelhos Convexos

Nos espelhos concavos, as caracteristicas das imagens formadas dependem da posicao
do objeto em relagao ao espelho, dessa forma, abaixo seguem-se as situacoes de posicao
do objeto. O procedimento é o mesmo para todas as situagoes, ou seja, utilizando-se de
dois raios notaveis para a formacao da imagem e para a definicao de suas caracteristicas.

Com o objeto antes do centro de curvatura, a imagem ¢é formada pelo cruzamento
dos proprios raios refletidos (raios convergentes). Logo, a imagem ¢é real, invertida,

menor e formada entre o centro de curvatura e o foco (Figura 2.35).

Objeto N

Imagem

=

Figura 2.35: Formacao de Imagem para um Objeto antes do Centro de Curvatura.

Agora com o objeto no centro de curvatura a imagem formada é constituida pelo
cruzamento dos raios refletidos, sendo real, invertida, do mesmo tamanho que o objeto

e formada no centro de curvatura (Figura 2.36).
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Objeto

C \4

/Imagem

Figura 2.36: Formacao de Imagem para um Objeto no Centro de Curvatura.

J& com o objeto entre o centro de curvatura e o foco a imagem é real, invertida,

maior e formanda antes do centro de curvatura (Figura 2.37).

=

Objeto

]

C V
| =

magem

Figura 2.37: Formacao de Imagem para um Objeto entre o Centro de Curvatura e o

Foco.

Caso o objeto esteja sobre o foco, e como os raios refletidos sao paralelos a imagem

torna-se impropria (Figura 2.38).

Objeto T
¢ JF Vv
=

Figura 2.38: Formagao de Imagem para um Objeto no Foco.

Por fim, com objeto entre o foco e o vértice a imagem é formada pelo prolongamento
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dos raios refletidos (raios divergentes), assim, virtual, direita, maior e formada depois

do veértice (Figura 2.39).

Objeto '
C E
- V' Imagem
=

Figura 2.39: Formacao de Imagem para um Objeto entre o Foco e o Vértice.

Nos espelhos convexos para qualquer posicao de um objeto real, em frente a super-
ficie refletora, o espelho fornece sempre uma imagem virtual, direita e menor do que o

objeto, formada pelo prolongamento dos raios refletidos (Figura 2.40).

\E
Objet

AJmagem

VI C

=

Figura 2.40: Formagcao de Imagem para um Objeto em Frente a um Espelho Convexo.

2.3.5 Estudo Analitico dos Espelhos Esféricos e Referencial de

Gauss

Para se determinar a imagem de forma analitica, matematica, ¢ necessario analisar

os elementos dos espelhos esféricos e a equagao dos pontos conjugados (equagao de
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Gauss), a qual é demonstrada na proxima se¢ao. Assim, pode-se determinar todas as

caracteristicas das imagens conjugadas (Figura 2.41),

Objeto Y
oS S| e
F o, |V
L€ 0
Imagem =

Figura 2.41: Elementos dos Espelhos Esféricos.

em que o é o tamanho (altura) do objeto; ¢ é o tamanho (altura) da imagem; p é a
distancia do objeto ao espelho; p’ é a distancia da imagem ao espelho; f é a distancia
focal do espelho. Esses elementos podem assumir sinais positivos ou negativos de
acordo com o Referencial de Gauss. Assim, para os sinais das ordenadas no sistema
cartesiano (Figura 2.42), tem-se que é positivo para pontos acima do eixo principal

(EP) e negativos para pontos abaixo do EP.

Figura 2.42: Anéalise dos Sinais das Ordenadas.

De maneira analoga, tem-se a convencao de sinais para as abscissas no sistema
cartesiano (Figura 2.43), sendo positivo para o lado de incidéncia da luz. Assim, os
espelhos concavos tém foco e raio de curvatura positivos, enquanto os dos espelhos

convexo sao negativos.
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Luz Luz
no—> no—— >

Figura 2.43: Anélise dos Sinais das Abscissas.

2.3.6 Equacgao dos Pontos Conjugados (Equagao de Gauss) e

Aumento Linear Transversal

Dado um objeto AB diante de um espelho esférico e a respectiva imagem conjugada
(Figura 2.44), a distancia entre o objeto e o vértice do espelho é representada por p e

a da imagem ao vértice por p'.

. N
Objeto P
A
M
o i) (V)
B B’
C [ v)
A
Imagem /—P —
r
P £

Figura 2.44: Representacao Utilizada na Determinacao da Equacao de Gauss.

Assim, pela semelhanca entre os triangulos (I) e (II), e entre os triangulos (III) e

(IV), tem-se

o_p f
—=—=———=pw -—pf=f=pw =fr+pf
ooy =

Dividindo todos os termos por fpp’, obtemos

et _ S opf 1
for'  fpp  fop f o p
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que é a equagao dos pontos conjugados por um espelho esférico (Equagao de Gauss).

Além da posicao relativa da imagem, faz-se necessaria a anéalise do tamanho da
imagem comparativamente ao objeto (Figura 2.44), para definir todas as caracteristicas
das imagens formadas. Sejam 7 e o as alturas da imagem e do objeto, respectivamente.
Dessa forma, o aumento linear transversal é definido como a razao entre o tamanho da
imagem fornecida pelo espelho e o tamanho do objeto correspondente, e, analogamente,
pela semelhanca dos triangulos (IT) e (I), e nos triangulos (V) e (VI). Logo,

i —=p f
o p f—p
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Capitulo 3

Refracao da Luz

3.1 Refracao

Nesta parte do presente trabalho desenvolvemos um estudo da refracao da luz, que é
o fendmeno observado quando a luz passa de um material para outro com diferentes
caracteristicas. Por exemplo, quando a luz inicialmente se propaga no ar e atinge a

superficie da dgua, passando a se propagar nesta, sofre refragao.

3.1.1 Elementos da Refracao

Conforme foi mencionado, a refragao consiste na passagem da luz de um meio a outro.
Sendo assim, os elementos que a constituem sao: o raio de luz incidente na superficie
de separacdo entre os meios, RI; o raio de luz refratado que emerge no outro meio,
RR; a reta normal a superficie no ponto de incidéncia, N; o angulo de incidéncia, 1,
feito pelo raio incidente e a reta normal; e o angulo de refracao, r, formado pelo raio
de luz refratado em relacdo & reta normal (Figura 3.1).

No estudo da refracao, a propagacao da luz em um meio é determinada pelo indice

de refracao absoluto, n, que é definido pelo quociente entre a velocidade da luz no
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vacuo, ¢, e a velocidade da luz no material, v. Assim,

S0

Raio 5 Reflexao
Incidente (RI) _pgrmal

Meio 1 (ar)
Meio 2 (agua)

Refratado (RR)

Figura 3.1: Representacao dos Elementos da Refracgao.

3.1.2 Leis da Refracao

O estudo da refracao e suas aplicagoes sustenta-se nas duas leis da refragao, a seguir.
1 *“Lei da Refracao: O raio de luz incidente a superficie de separacao entre os meios,
a reta normal e o raio de luz refratado sao coplanares.
2 *Lei da Refragao (Lei de Snell-Descartes): O produto do indice de refra¢ao abso-
luto do meio A, n4, pelo seno do angulo de incidéncia é igual ao produto do indice de

refracao absoluto do meio B, ng, pelo seno do angulo de refracao
ngsent = ngsenr.

A 2% Lei da Refracao pode ser demonstrada tanto pelo Principio de Fermat quanto
pelo Principio de Huygens, dessa forma utilizamos o principio de Huygens para a
deducao da 2% lei.

Huygens (Christian Huygens, fisico e matematico holandés, 1629 - 1695), em 1678,

para explicar a propagagao da luz enunciou o seguinte principio:
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“Cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte de “pequenas”
ondas secundérias, que se propagam em todas as direcoes, com velocidade
igual & da onda principal. Ap6s um intervalo de tempo At, a nova posicao

da frente de onda é a envoltoria das frentes das ondas secundarias.”|8|

Assim, a frente de onda é a fronteira de separacao entre a regido ja atingida por

um raio de luz e a regiao a ser atingida.

Figura 3.2: Frente de Onda.

Na figura 3.2, M@ representa uma frente de onda que vai de um meio A para um
meio B, incidindo na interface de separacao, sofrendo refracao e se transformando na
frente de onda representada pelo segmento NN’, com angulo de refracao #,. Assim,
pode-se observar os triangulos retangulos MQN e NN'M, tendo ambos o lado M N
como hipotenusa e com QN = vt e MN' = v,t, visto que S = vt.

Do triangulo M N @, obtém-se

t S t
sen ] = VLo uN =2 ,
MN sen 0,
e, de MNN',
t S t
sen fy = 2 = MN = 2t
MN sen 0,

Como a hipotenusa dos dois tridngulos ¢ a mesma, tem-se

Ult ’Ugt
= = wuysenf; = v;senfy .
senf; senbs
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Utilizando a defini¢ao do indice de refragdo absoluto n = c¢/v = v = ¢/n,

c c
vosenf; = vysenfy = —senfy = — senbr = nysend; = ngsen by,
npg nA

conforme queriamos demostrar.

3.1.3 O Desvio na Refracao

Quando ocorre a refracao, a luz pode sofrer desvio em sua trajetoria, possibilitando
a ocorréncia de trés casos. O primeiro, quando a luz monocromatica passa de um
meio menos refringente (menor indice de refragdo absoluto) para um mais refringente
(Figura 3.3), com um angulo de incidéncia diferente de zero.

MeioW

Meio B

Figura 3.3: Refracao da Luz indo de um Meio menos Refringente para um Meio mais

Refringente.

O segundo, quando a luz vai do meio mais refringente para o menos refringente
?
(Figura 3.4), com um angulo de incidéncia diferente de zero.

Meio W

Meio B

Figura 3.4: Refracao da Luz indo de um Meio mais Refringente para um Meio menos

Refringente.

E, por fim, o terceiro quando a luz incide perpendicularmente a superficie de sepa-

racao (Figura 3.5), angulo de incidéncia igual a zero.
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w (>

Figura 3.5: Refracao da Luz com Incidéncia Normal a Superficie.

3.1.4 Angulo Limite (L) e Reflexdo Total

Como foi visto na Figura 3.4, quando a luz se propaga em um meio mais refringente
e atinge a fronteira com um meio menos refringente, pode ocorrer refracao e reflexao
parcial, sendo que a refragao ocorre com afastamento do raio de luz em relacao a reta
normal. A medida que aumenta o angulo de incidéncia, o angulo de refracdo também
aumenta, satisfazendo a 2* Lei da Refracao, até um angulo critico (limite) L, a partir
do qual a luz nao sofre mais refracao.

Assim, se o angulo de incidéncia for menor ou igual ao angulo limite (i < L), que
¢ o maior angulo que permite a luz passar de um meio mais refringente para um meio
menos refringente, a luz sofre refracao e reflexao parcial, como nos pontos A, B e C'

(Figura 3.6).

Meio 2 57;5

i, = 90°
ar
“ A Bach %
Meio 1 oy Nt
(agua) Z 2 i ls " 15
Fonte de ZQ_L
luz

Figura 3.6: Representacao da Refragdo, Reflexao Parcial e Total. Em A, B e C:

Refragao e Reflexao Parcial, em D: Reflexao Total.
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Quando a incidéncia ocorre com um angulo maior que o limite (i > L) tem-se o
fenomeno da reflexao total, que consiste em toda luz voltar a se propagar no meio de
origem. Como o angulo limite ocorre quando a luz vai de um meio mais refringente
para um menos refringente, logo, ela permanece no interior do material de maior indice
de refracao. E quando a luz se propaga no meio menos refringente e atinge a fronteira
de separacao com o meio de maior indice, sempre ocorre refracao e reflexao parcial
(Figura 3.3), para qualquer angulo de incidéncia i.

O angulo limite pode ser calculado pela Lei de Snell-Descartes no caso de refracao
limite, ou seja, quando a luz refratada emerge tangenciando a superficie de separagao

entre os meios (Figura 3.6). Logo,

. Ny Nmenor
niseni =ngsenr = nisenl =nysen90° = sen L = — = ——— .

n Nmaior

3.2 Aplicacoes da Refracao

Algumas aplicacoes das propriedades da refracao estdao no estudo de dioptros planos,

nas laminas de faces paralelas, nos prismas e nas lentes, as quais sao analisadas a seguir.

3.2.1 Dioptro Plano

Um dioptro é um sistema formado por dois materiais opticamente diferentes, separados
por uma superficie transparente. Dependendo da forma da superficie de separacao, o
dioptro é plano ou curvo. Assim, a anlise dos dioptros é mostrada para angulos
pequenos de incidéncia e refracao, nos seguintes casos: objeto real colocado no interior
da agua (mais refringente) para um observador no ar (menos refringente), e o de um

objeto real colocado no ar para um observador na agua (Figura 3.7).
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(PLV.)(Imag.)A #.---mmmmmmmmemmness

(PO.R) (ObJAL . P’
Meio 2 Observador Meio 1 : p
(ar) (ar)
Meio 1 ; :
(4gua) Ip Meio 2 E
(mag)Al [/ et P (agua)
P.LV.
(RLV) | Observador @
(Obj.)A (P.O.R.)

Observador no ar.

Observador na agua.

Figura 3.7: Representacao de um Dioptro Plano.

Ao se observar um objeto pela interface de dois meios, ele é visto em uma posicao

aparente, determinada pela equacgao do dioptro plano. Neste caso, considere um objeto

real colocado na 4gua e um observador no ar, visualizando esse objeto, praticamente

na vertical, através de um angulo pequeno, menor que 10°, em relacdo a normal.

Considerando a Figura 3.8, e aplicando a Lei de Snell-Descartes, tem-se

n1Sent = nosenr.

Meio 2 5 »
@ |z P Observador
Meio 1 £ .
(agua) L 21 P I
(Imag. At~ 7= =mmmmeeeeeee )2
Z
(Ob])A négua

Figura 3.8: Demonstragao da Equagao de um Dioptro Plano.
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Figura 3.9: Aproximacao do senzx ~ tgx ~ .

Utilizando-se uma aproximacao do sen x pela tgx como representado na Figura 3.9.

E considerando 7 e r pequenos,

L P _m
p )

T
nitgi =ngtgr = n;— = ne
p ny

x

/

p
, A . e . . o

em que p é a distancia entre o objeto e a superficie do dioptro, p’ é a distancia entre a

imagem e a superficie do dioptro, ny é o indice de refracao do meio para o qual a luz

vai, e n; ¢ o indice de refracao do meio de onde a luz vem.

3.2.2 Lamina de Faces Paralelas

Uma lamina de faces paralelas é um sistema 6ptico constituido por, pelo menos, dois
materiais opticamente diferentes separados por duas superficies planas e paralelas, com
isso a luz ao passar pela lamina tem duas refracoes. Ao ocorrer as refracoes a luz tem

um deslocamento lateral d (Figura 3.10), que pode ser calculado por

g esen(i —r)

CosT

caso se utilize dois meios materiais.
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vidro
Ar
N.
_________ Ar (n,) Z
e Vidro
(n,)
Ar (n,)

Figura 3.10: Representacao do Deslocamento Lateral.

O deslocamento lateral d sofrido por um raio de luz ao atravessar uma lamina de
vidro de faces paralelas e espessura e, imersa no ar (Figura 3.10), é determinado pelas

relacoes trigonométricas dos tridngulos ABC e ABD. Assim, tem-se no AABC

e

e
COST=UB T cosr (31
no AABD tem-se
d d
—r) = — AB= ——— . 3.2
sen(i—r) AB sen(i — 1) (3:2)
Igualando (3.1) com (3.2), tem-se
fi __° d:esen(i—r)
sen(i —r)  cosrT cosr

em que 7 ¢ o angulo de incidéncia na primeira face e r é o Angulo de refracao na primeira
face.

Assim, pode-se perceber que o estudo das laminas de faces paralelas é uma aplicacao
direta dos conceitos da Matematica e que os contetidos da Fisica estao presentes nos
processos de refragdo nas faces e na determinacao dos angulos de incidéncia i e de
refracao r. Caso se utilize trés meios materiais os raios incidentes e emergentes nao sao

paralelos.
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3.2.3 Prismas Opticos

Um outro caso de refracao em laminas ocorre quando a luz passa por duas faces planas
nao paralelas, o que é conhecido como prisma 6ptico. Nesta pega (Figura 3.11), os
elementos sao analisados na sua relagdo com o desvio da luz ao passar pelo meio. Os
prismas 6pticos tém varias aplicacoes, tais como, a dispersao da luz ao atravessa-los, o

fendomeno de reflexao total, ou até mesmo para mudar a direcao de propagacao da luz.

Y face 2

\face 1

(n,) (n,) (n)
Figura 3.11: Representacdo e Elementos de um Prisma Optico.

Na Figura 3.11, A é o angulo de abertura, de formacgao ou de refringéncia; ¢; é o
angulo de incidéncia na primeira face; r; é o angulo de refracao na primeira face; d; ¢é
o angulo de desvio na primeira face; 7, é o angulo de incidéncia na segunda face; iy é
o angulo de refracdo na segunda face ou angulo de emergéncia na segunda face; ds é o
angulo de desvio na segunda face e D é o desvio total.

Assim, pode-se relacionar, na primeira face, que i; = r; 4+ d; (opostos pelo vértice)
e, na segunda face, que iy = 75 + dy (opostos pelo vértice). No triangulo 1 tem-se
D = dy +dy (teorema do angulo externo) e no triangulo 2 tem-se A = 1 + ry (teorema
do angulo externo). Somando as duas primeiras expressoes e substituindo a terceira e

quarta no resultado, tem-se

21+Z2:<T1+T2)+(d1+d2>:>Z1+22:A+D:>D221—|—22—A
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O angulo 75 é determinado através da aplicacao da lei de Snell-Descartes nas faces
1 e 2, e depende dos indices de refracao dos meios, além do angulo de incidéncia, 7; e

do angulo de abertura do prisma, A. Dessa forma, na primeira face,

. _1 [ niseniy
niseni; = nosenr; = r; = sen ! <—) , (3.3)
no

A:T1+T’2:>T2:A—’f‘1. (34)

Na segunda face, substituindo 3.3 em 3.4:

vy — A —sen”! (_) | (3.5)

T2
aplicando agora a lei de Snell-Descartes,

. . N9 SEN Ty
No SeN Ty = Ny SeN iy = SeN iy = ——— | (3.6)
n

substituindo 3.5 em 3.6 tem-se:

Ny sen {A —sen! (M)}
e (3.7)

senio = - )
1

aplicando o seno da diferenca em 3.7 e depois utilizando a relagao trigonométrica

fundamental tem-se a seguinte relacao para sen iy:

2
. U2 . .
seni, = sen A \/<—> —sen?¢; —seni;cosA.
n

3.2.4 Exemplos de Situacoes Envolvendo o Fenémeno da Refle-

xao Total
Miragens

O ar, como mau condutor de calor, frequentemente nas proximidades do solo tem

temperaturas sensivelmente diferentes das temperaturas das camadas superiores. Dessa
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forma, nas regioes de clima quente, as camadas de ar vizinhas ao solo apresentam-se
quentes em relacao as camadas mais altas. Como, para um mesmo material, o indice
de refracao e a densidade sao proporcionais, a camada de ar proxima ao solo, sendo
mais quente (menos densa) é menos refringente (menor indice de refragao).

Assim, a luz, ao se propagar em direcao a essas camadas, vai sofrendo desvios
sucessivos até atingir o angulo limite e, a partir dai, passa a sofrer reflexao total. A luz
refletida que chega aos olhos do observador da a sensacao de uma imagem invertida,
que é chamada de miragem. Este fenémeno pode ocorrer tanto em climas quentes

quanto frios (Figura 3.12).

arfrio luz solar
(mais refringente) 2
e &)
®_r=ii>L m
ar quente T T

(menos refringente)

imagem obtida
por reflexao total

Figura 3.12: Representagao da Reflexao Total da Luz.

Fibras Opticas

Nas fibras 6pticas, o fendmeno da reflexao total é utilizado para que a luz acompanhe
finissimas fibras de vidro que executam curvas. Essas fibras, reunidas em feixes de
diametro apreciavel, canalizam a luz por longas distancias, mesmo quando o percurso
é sinuoso. A canalizacao é conseguida por reflexao total do filete de luz que penetra
na fibra, com inclinacao pequena em relacao ao eixo desta, e atinge as paredes que a
separam do ar (meio menos refringente que o vidro) com angulo de incidéncia superior

ao angulo limite (Figura 3.13).
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N
Figura 3.13: Representacdo da Fibra Optica.

3.3 Lentes Esféricas

Lentes esféricas sao sistemas Opticos nos quais predomina a refracao. Elas contém
pelo menos um dioptro esférico e podem ser convergentes (positivas) ou divergentes
(negativas), dependendo da relagdo entre o indice de refracdo da lente com o do meio e
da geometria das lentes. Dessa forma, as imagens sao construidas por refracao da luz
nas superficies.

No estudo das lentes sao consideradas as delgadas, em que a espessura é desprezivel
tanto comparada aos raios de curvatura das faces da lente quanto as distancias relativas
as bordas. Outro aspecto importante esté relacionado com as lentes anesféricas (nao-
esféricas), que também podem ser chamadas de asféricas e que conseguem eliminar as
aberracoes e produzir imagens com uma maior qualidade.

Nessa parte do estudo discorremos inicialmente sobre as lentes delgadas, elementos
formadores, comportamento Optico, representacoes e aplicacoes e, posteriormente, a

respeito das aberracgoes esféricas e acerca das lentes asféricas.

3.3.1 Tipos de Lentes

As lentes podem ser de bordas finas ou grossas. As finas sao aquelas cujas extremidades
sao mais finas que o meio, podendo ser biconvezxas, plano-convexas ou céncavo-converas

(Figura 3.14).

75



R 7 R R, ¥
C C G, %

Biconvexa Plano-convexa Cdncavo-convexa

Figura 3.14: Lentes de Bordas Finas.

As lentes de bordas grossas sao aquelas em que as extremidades sao mais espessas

que o meio, podendo ser biconcavas, plano-coéncavas ou convezo-concavas (Figura 3.15).

RL,"'
- ) 2 c o G

.o o

Bicbncava Plano-C&ncava Convexo-concava

Figura 3.15: Lentes de Bordas Grossas.

Os raios das esferas que contém as faces das lentes sao chamados raios de curvatura
e a reta que contém os centros de curvatura C' é denominada eizo principal da lente.
O nome da lente ¢ definido pela curvatura das faces, sendo o primeiro nome da face de

maior raio e o segundo da face de menor raio.

3.3.2 Comportamento Optico das Lentes

O comportamento 6ptico de uma lente depende de sua geometria (bordas finas ou
grossas) e do material de que é feita a lente com relagdo ao meio. Assim, quando as
lentes sao feitas de material com indice de refracao maior, mais refringente, que o meio
(lentes feitas de vidro imersas no ar), tem-se que as de bordas finas sdo convergentes e

as de bordas grossas sao divergentes (Figura 3.16).
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Borda Grossa
e N N .

Lente Convergente Lente Divergente

Figura 3.16: Indice da Lente Maior que o do Meio.

No caso das lentes de material menos refringente que o meio, (lentes feitas de ar
imersas no vidro), tem-se que as de bordas finas sao divergentes e as de bordas grossas

sao convergentes (Figura 3.17).

Borda Fina Borda Grossa

Lente Divergente Lente Convergente

Figura 3.17: Indice da Lente Menor que o do Meio.

3.3.3 Representacao Esquematica de Lentes e Raios Notaveis

As lentes sao representadas esquematicamente em termos da sua vergéncia (convergen-

tes ou divergentes) (Figura 3.18).

TO EP IO EP

'\
Centro \Centro
Optico Optico

Lente Convergente Lente Divergente

Figura 3.18: Representacao das Lentes.

77



Assim, como nos espelhos esféricos, devem-se entender alguns elementos importan-
tes para o estudo analitico e grafico das lentes.

Tanto para as lentes convergentes como para as divergentes, os objetos de estudo
sao os mesmos, mudando apenas a orientacao do referencial, sendo O o centro 6ptico,
que é o centro da lente, ou seja, o ponto médio dos vértices das faces da lente; F; o foco
principal imagem, que é definido pelos raios de luz incidentes e paralelos ao E.P. e ao
serem refratados saem por um tnico ponto, Fj, (propriedade das retas tangentes); F,
o foco principal objeto, que é definido pela propriedade da reversibilidade, ou seja, os
raios que incidem por um ponto, F,, saem paralelos ao F.P.; f as distancias dos focos
ao centro optico (distancia focal) sdo calculadas pela equagao dos fabricantes de lentes
(equacao de Halley).

Sendo ainda considerados os pontos antiprincipal objeto A, e antiprincipal imagem
A;, definidos pelos raios de luz incidentes na lente que ao passar por um determinado
ponto do E.P., A,, serao refratados para um ponto, A;, também do E.P., e equidistan-
tes do centro Optico. Suas posi¢oes em relacao ao centro 6ptico podem ser calculadas
como o dobro da posigao F, e F; (definidos logo adiante, subitem 3.3.7 Equacao dos Fa-
bricantes de Lentes), respectivamente, e também pode se fazer uma analogia ao centro

de curvatura dos espelhos esféricos (Figura 3.19).

Lente Convergente Lente Divergente
Luz Luz
Aa FO 0 E Az' Az E Q E Ao,

SIS S S| LSS

Figura 3.19: Representacao dos Elementos das Lentes.

Para se construir as imagens na representacao das lentes, devem-se utilizar, assim
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como nos espelhos esféricos, os raios notaveis. Dentre eles, para as lentes convergentes,
tem-se os raios de luz que entram paralelos ao eixo principal e saem passando pelo foco
imagem; raios de luz que entram pelo foco objeto e saem paralelos ao eixo principal;
raios de luz que entram pelo centro 6ptico e atravessam sem sofrer desvio; e os raios de
luz que entram pelo ponto antiprincipal objeto saem passando pelo ponto antiprincipal

imagem (Figura 3.20).

A
A

4

Figura 3.20: Representacao dos Raios Notaveis em Lentes Convergentes.

Nas lentes divergentes, os raios de luz que entram paralelamente ao eixo principal
saem com os seus prolongamentos passando pelo foco imagem; os raios de luz em que
os prolongamentos entram pelo foco objeto saem paralelamente ao eixo principal; os
raios de luz que entram pelo centro 6ptico atravessam sem sofrer desvio; os feixes de
luz em que os prolongamentos entram pelo ponto antiprincipal objeto saem com os

seus prolongamentos passando pelo ponto antiprincipal imagem (Figura 3.21).

Figura 3.21: Representacao dos Raios Notaveis em Lentes Divergentes.
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3.3.4 Construcao Grafica de Imagens

Utilizando os raios notaveis e os elementos das lentes podem-se construir graficamente
as imagens tanto nas lentes convergentes, como nas divergentes. Tem-se cinco casos de
formacao de imagem para as lentes convergentes e um 1inico caso para lentes divergen-
tes.

Quando um objeto é colocado antes do ponto antiprincipal objeto, aplicando-se os
raios notéaveis tem-se que a imagem formada é real (PIR), invertida, menor e formada
entre o foco imagem e o ponto antiprincipal imagem (Figura 3.22). Exemplos de

situacoes em que isso ocorre sao a lente objetiva de uma camera fotografica e o olho

humano.
Objeto
E Al'
A E O Imagem
X

Figura 3.22: Tmagem Formada por uma Lente Convergente para um Objeto antes de

A,.

Mas se um objeto é colocado no ponto antiprincipal objeto, aplicando-se os raios
notaveis tem-se que a imagem formada é real (PIR), invertida, de igual tamanho e
formada no ponto antiprincipal imagem (Figura 3.23). Um exemplo disso ocorre em

algumas fotocopiadoras.

Objeto O\E Az‘

4, E

Figura 3.23: Imagem Formada por uma Lente Convergente para um Objeto em A,.
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E no caso do objeto ser colocado entre o ponto antiprincipal objeto e o foco objeto,
aplicando-se os raios notaveis temos uma imagem formada que é real (PIR), invertida,
maior e formada depois do ponto antiprincipal imagem (Figura 3.24). Alguns exemplos

sao os projetores de slides ou de filmes.

Objeto : ]
O E Az'

4, E

Imagem

Figura 3.24: Imagem Formada por uma Lente Convergente para um Objeto entre A,

e F,.

E quando o objeto é colocado no foco objeto, aplicando-se os raios notaveis tem-se

que a imagem formada ¢ impropria (PIT) (Figura 3.25). Um exemplo sao os holofotes.

A

Objeto O\E AZ.

A, I

Figura 3.25: Imagem Formada por uma Lente Convergente para um Objeto no F,.

Contudo se o objeto for colocado entre o foco objeto e o centro 6ptico, aplicando-
se os raios notaveis ter-se-a que a imagem formada é virtual (PIV), direita, maior e
formada antes do objeto (Figura 3.26). Um exemplo desse tipo de imagem sao as lentes

corretivas da hipermetropia.
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Imagem
Ao E AE A 7
Objeto \

Figura 3.26: Imagem Formada por uma Lente Convergente para um Objeto entre F,

e O.

Nas lentes divergentes, para qualquer posicao em que o objeto real for colocado,
a imagem é sempre virtual (PIV), direita, menor e formada entre o foco imagem e o

centro optico (Figura 3.27). Um exemplo sao as lentes para corre¢ao da miopia.

1

ETJo
Imagem E A,

ry

Objeto
A.

Figura 3.27: Imagem Formada por uma Lente Divergente para um Objeto Real.

Para objetos virtuais valem as mesmas consideracoes, sendo que as imagens que

eram virtuais passam a ser reais e vice-versa.

3.3.5 Estudo Analitico das Lentes Esféricas Delgadas

O estudo analitico das lentes delgadas ¢ semelhante ao dos espelhos esféricos, sendo
que se deve lembrar que as lentes tém dois focos, um objeto e o outro imagem. O

referencial das abscissas é positivo para os objetos do lado de incidéncia da luz e para
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as imagens é positivo para o lado da luz emergente. Os elementos de estudo sao o
o tamanho do objeto, i o tamanho da imagem, p a distancia do objeto a lente, p’ a

distancia da imagem 4 lente e f a distancia focal da lente (Figura 3.28).

IIUZ

Figura 3.28: Representacao dos Objetos de Estudo das Lentes.

Os elementos sao classificados de acordo com o Referencial de Gauss (Figura 3.29),
que tem origem no centro 6ptico da lente, com o > 0 e ¢ > 0 acima do eixo principal
(EP), o < 0ei <0 abaixo do EP; f > 0 para lentes convergentes e f < 0 para as
divergentes. Para objetos e imagens na regiao de incidéncia da luz p > 0 e p’ < 0,

respectivamente, enquanto que, para objetos e imagens na regiao da luz emergente

p < 0ep >0, respectivamente.

=)

Luz Luz
2:;0 O p<o
p'<o p'>o0

O<mom—

Figura 3.29: Referencial de Gauss para as Lentes.

Para as lentes, assim como nos espelhos esféricos, tem-se a equagao dos pontos con-
jugados (Equacao de Gauss) e a equacao do aumento linear transversal (A), mudando
apenas o referencial. Logo, sao omitidas nesta parte do estudo as suas demonstracoes.

Portanto, se f é a distancia focal da lente, p é a distancia do objeto a lente, e p’ é a
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distancia da imagem & lente, tem-se

em que ¢ é o tamanho da imagem formada pela lente, o é o tamanho do objeto.

Do estudo analitico tem-se que, quando A > 0, a imagem ¢é direita (0 > 0e i > 0
ouo<0ei<0),quando A < 0 a imagem ¢é invertida (0 >0ei <0ouo<0ei>0),
quando |A| > 1 a imagem é maior que objeto, quando |A| < 1 a imagem é menor que

objeto; quando |A| =1 a imagem tem o mesmo tamanho do objeto.

3.3.6 Vergéncia ou Convergéncia de uma Lente

A vergéncia de uma lente é uma grandeza fisica definida como o inverso da distancia
focal dessa lente, ou seja,

1
V=-—.

Levando-se em consideracao a convencao de sinais adotada para as lentes esféricas
delgadas, para as lentes convergentes é valida a relacao f > 0e V > 0, e para as lentes
divergentes f <0e V < 0.

A distancia focal f de uma lente, que é definida pela Equagao de Halley (proxima
se¢ao), é expressa em unidades de comprimento, logo a sua vergéncia é medida com o

! unidade que recebe o nome de dioptria (em simbolo di). A

inverso do metro, ou m~
unidade dioptria é conhecida popularmente como grau da lente, ou seja, 1 di = 1 m™!

=1 grau.
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3.3.7 Equagao dos Fabricantes de Lentes (Equacao de Halley)

No estudo das lentes um dos pontos importantes é a determinacao dos focos da lente
e, para isso, utiliza-se da equacdo dos fabricantes de lentes (Equagao de Halley), que
deduzimos a seguir. Um dioptro ¢ constituido pelos meios transparentes 1 e 2, de indices
absolutos de refracdo n, e ng, respectivamente, separados pela superficie esférica
com centro de curvatura C' e raio R. Para um objeto pontual P situado a uma distancia
p do ponto V, o dioptro conjuga uma imagem, também pontual, P’, situada a uma

distancia p’ de V' (Figura 3.30).

Figura 3.30: Dioptro Esférico.

Estabelecendo uma relacao entre ny, no, p, p' e R, aplicando-se a Lei de Snell-

Descartes a refragao do raio luminoso incidente no ponto I, tem-se

ny sen a = ng sen 3.

Admitindo-se que os raios de luz incidente e emergente sejam pouco inclinados
em relacao a reta determinada por P e P’, de forma que os angulos a e [ sejam
pequenos, menores que 5° e expressando os angulos em radianos, podem-se utilizar as
aproximacoes

sena = tgax~ a e senf = tgfh = [,
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conforme a Figura 3.9, em que x ¢ proximo de zero e em radianos. Com isso, a lei de

Snell-Descartes pode ser aproximada para
nya=nsf. (3.8)
No triangulo PC'I, o é angulo externo, de forma que
a=vy+9. (3.9)
No triangulo CIP’, § é o angulo externo, o que leva a
d=B+e = p[B=d0—c¢. (3.10)
Substituindo-se (3.9) e (3.10) em (3.8), obtém-se
ny (y+0) =ny (0—e) = nyy+nid =nsd—nge = nyy+nge = (ng—ny)d. (3.11)

Para angulos pequenos valem também as aproximagoes (Figura 3.9),

v 1V v
yRtgy=— ,eNtge=— edmtgd=—. (3.12)
p p R

Substituindo-se os valores de (3.12) na equacao (3.11), obtém-se a equacao do di-

optro esférico, em que

W—l— W ( )W N n1+n2 No — N1
ny — Ng — = (Ng — N1 )—= - - = .
1 D 2p, 2 1 R D p, R

(3.13)

Agora, para a situagdo de uma lente biconvexa de faces esféricas >, e >, com
raios de curvatura, respectivamente, iguais a Ry e Ry (Figura 3.31), fabricada com um
material de indice de refracao absoluto ny, e imersa em um meio de indice de refracao
absoluto n,,, que usaremos para determinar a Equacao dos Fabricantes de Lente. O

indice de refracao da lente em relacao ao meio externo sera igual a ny, ,,, definido como

nr,
Npm = —-
Ny
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G\ P 5
R\ /R

r

0y

Figura 3.31: Representacao para a Equacao de Halley.

Para um objeto pontual P, colocado a uma distancia p do centro 6ptico O da lente,
forma-se uma imagem final P’ situada a uma distancia p’ de O. Sendo ainda P| PIR
da primeira face, Py PIR da segunda face e Ry e Ry os raios de curvatura das duas
faces, primeira e segunda, respectivamente.

Aplicando-se a equagdo do dioptro esférico (3.13) a face >, tem-se

N nr

ng — Ny,
p P Ry,

(3.14)

A imagem real gerada pela face ), comporta-se como objeto virtual em relacao a

face ) ,. Aplicando-se a essa face, também, a equagdo (3.13), tem-se

nr Nm nyp —nNm
-t = . 3.15
T Ry (315)
Somando-se (3.14) com (3.15) e observando-se que p), = p’, obtém-se
N N 1 1
—+— =M —Nw) | =+ = |- 3.16
p Ph (e ) <R1 R2) ( )

Dividindo-se todos os termos da equacao (3.15) por n,,, decorre que
1 1 ny 11
= =1 — +— . 3.17
p+p’ (nm ) (31+Rz) (3.17)
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E, pela Equagao de Gauss, o lado esquerdo pode ser substituido por 1/f, obtendo-

se, finalmente, a Fquagao dos Fabricantes de Lentes (Equagao de Halley)

- % — (o —1) (Ril + R%) | (3.18)

Na expressao (3.18), utiliza-se a seguinte convencao de sinais associados ao Refe-
rencial de Gauss. Quando a face é convexa, associa-se um sinal positivo ao raio de
curvatura, e quando a face é concava associa-se um sinal negativo ao raio de curvatura,
j& a superficie plana pode ser considerada de raio de curvatura tendendo ao infinito, e
neste caso adota-se 1/R = 0 (Figura 3.32). Essa convencao de sinais juntamente com
os indices de refragao da lente e meio é que determinam se a lente é convergente ou

divergente.

Bordas finas. Bordas grossas.

Figura 3.32: Representacao das Curvaturas das Lentes.

A equagao (3.18) foi desenvolvida considerando a espessura da lente pequena com-
parada com as dimensoes envolvidas na situacao problema, como os raios de curvatura
e as distancias do objeto e da imagem a lente, evitando, dessa forma, as aberragoes

monocromaticas.

3.4 Lentes Asféricas

Em toda lente existem aberracoes, desvios indesejados dos raios de luz, percebidos

principalmente nas deformacoes das imagens. Agora, considere um usuério de 6culos
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com lentes corretivas, essas aberragoes sao mais sensiveis quando se olha pela proximi-
dade da borda da lente, e para raios de luz com incidéncia maior que 5° em relacao ao
eixo principal.

Outra situacao ocorre quando, ao tentar visualizar um objeto que se encontra fora
de seu campo de visao, o usuario se vé obrigado a virar a cabeca para obter nitidez,
enquanto muitas vezes bastaria uma simples movimentacdo dos olhos. E o que ocorre,
por exemplo, quando se baixam os olhos para visualizar algo que estd no chao, sem
que seja necessario baixar a cabeca.

O objetivo das lentes asféricas é justamente reduzir ou eliminar estas aberracoes.
Ao ampliar o campo de visao, permite-se um maior conforto. O desenvolvimento das

lentes asféricas ¢ feito para cada situagao problema (Figura 3.33).

Esféricas. Asféricas.

Figura 3.33: Representacao das Curvaturas das Lentes Esféricas e Asféricas.

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi mostrado a importancia de se ter uma interdisciplinariedade entre as
disciplinas de Fisica e Matematica, para isso foi escolhido e utilizado como exemplo o
contetido da Optica Geométrica. Dessa maneira foi observado que a Optica Geométrica
tem seu alicerce na geometria, que é uma peca fundamental para o desenvolvimento dos
fendmenos 6pticos, ou seja, o ensino dessa parte da Fisica deve andar lado a lado com

a Matemadtica, havendo assim, uma maior compreensao e aprendizagem dos conceitos
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fisicos.

No decorrer do estudo quando se tratou da propagacao retilinea da luz utilizando-se
da geometria, houve uma verificacao dos fenomenos fisicos. E através dos Principios
de Fermat e de Huygens, nas demostragoes das propriedades da reflexao e refracao, foi
possivel analisar a formacao de imagens em espelhos, por reflexao e em dioptros, por
refracao.

Na Introducao do trabalho foi apresentada uma proposta de intervencao e atualiza-
cdo nos ensinos de Matemaética e Fisica, abordando o contetido da Optica Geométrica.
E com o intuito de exemplificar essa nova proposta foi aplicado o contetido dos capi-
tulos e topicos desenvolvidos ao longo desse trabalho, durante o ano, nas turmas de
segunda série do Ensino Médio.

Como resultado dessa aplicagao, notou-se, ao término da explanacao, um rendi-
mento maior, tanto em termos de nota quanto de absorcao de conhecimento, criando
um maior envolvimento e interagao entre as areas do conhecimento dos estudantes, visto
que, com essa abordagem, as fundamentacgoes e especificidades foram contempladas por
meio do conteado da Optica Geométrica. Dessa maneira, podem ser comprovadas a

importancia e a necessidade de se inovar as maneiras de se aprender e ensinar.

90



Referéncias Bibliograficas

[1] TEIXEIRA, MARIANE MENDES., Lentes, Brasil Fscola, Disponivel em
<http://www.brasilescola.com /fisica/lentes-1.htm>. Acesso em 11 de janeiro de

2015.

[2] BARTHEM, RICARDO, Temas Atuais de Fisica: A Luz., Editora Livraria da

Fisica Sociedade Brasileira de Fisica, 1 ed. Sao Paulo / 2005, pp. 114.

[3] IEZZI, GELSON, Geometria Analitica, Atual, Fundamentos da Mateméatica Ele-

mentar, volume 7/ 2005, pp. 168-197.

[4] HALLIDAY, Davip , ET., Fundamentos de Fisica, LTC, volume 4 / Sexta

Edicao, pp. 29-50.

[5] RAMALHO JUNIOR, FrANcisco, Os Fundamento da fisica, Moderna, 9 ed.

rev. e ampl./ 2007 , pp. 217-374.

[6] VILLAS BOAS, NEWTON, Tdpicos de Fisica, 2 : termologia, ondulatdria e

optica, Saraiva, 18. ed. reform. e ampl., 2007, pp. 277-430.

[7] ANDRADE, ROBERTO., Revista Brasileira de Fisica, vol. 35 no. 1. Disponivel
em <http://www.scielo.br/scielo.php?pid=S1806-11172013000100028script=sci-

arttext>. Acesso em 12 de janeiro de 2015.

91



[8] CALCADA, CAIO SERGIO., Fisica Cldssica, 3: dptica ondas Atual, 2. 4 reim-

pressao, 2001, pp. 59.

[9] CARLOS, JAIRO GONGALVES., Interdisciplinaridade no Ensino Médio: desafios

e potencialidades Programas de Pos-graduagao da CAPES. 2006.

[10] WINTERLE, PAULO, Vetores e Geometria Analitica Pearson Education do Bra-

sil, 2000, pp. 177-211.

92



A
Ad

0‘ Universidade Federal de Goias-UFG
A A

... Instituto de Matematica e Estatistica-IME

UFG Mestrado profissional em Matematica em Rede  oooemat
Nacional - PROFMAT/UFG

Campus Sermambass - Caoa Postal 131 CEP. 74001370 - Gosdoss-GO
Fomes (623 35211208 ¢ 38701147 LR P e |

Ata da reunido da Banca Examinadora da Defesa de Trabalho de Conclusio de
Curso do aluno Manoel Nunes do Couto Guimardes Netto- Aos vinte ¢ sete dias do
més de novembro do ano de dors mil ¢ quinze (2711201 %), as 1630 horas. reunram-se¢
os componentes da Banca Fxammadora Prof Dr Rogeno de Querroz Chaves -
Onentador, Prof Dr Flavio Ramundo de Souza ¢ Prof Dr Mano Jose de Souza. para,
sob a presidéncia do pnmeiro, ¢ em sessdo publica realizada na sala B-15 do JESA,
procederern a avahagdo da defesa intitulada: “Optica Geométrica em uma
Perspectiva Matemaitica™, em nivel de Mestrado, area de concentragdo Matematica do
Ensino Basico. de autona de Manoel Nunes do Couto Guimardes Netto discente do
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT da
Universidade Federal de Goids. A sessdo for aberta pelo Presidente da banca, Prof. Dr.
Rogeno de Quetroz Chaves, que fez a apresentagdo formal dos membros da banca. A
seguir, a palavra foi concedida ao autor do TCC que. em 30 munutos procedeu a
apresentacdo de seu trabalho. Terminada a apresentagdo. cada membro dz banca arguru
o examinando, tendo-se adotado o sistema de dialogo sequencial. Termnada 2 fase de
arguigdo, procedeu-se a avaliagdo da defesa. Tendo-se em vista o que consta na
Resolugao n® 10752012 do Conselho de Ensino. Peiqum._ Extensio e Cultura
(CEPEC), que regulamenta os Programas de Pos-Graduacdo da UFG e procedidas as
corregdes recomendadas. o Trabalho for APROVADQO por unammidade. considerando-
s¢ integralmente cumpnido este requisito para fins de obtencdo do titulo de MESTRE
EM MATEMATICA. na area de concentragdo Matematica a.o Ensino Basico pela
Universidade Federal de Goids. A conclusdo do curso dar-se-3 quando da entrega na
secretaria do IME da versdo defimtiva do trabalho, com as devidas comegdes
supervisionadas e aprovadas pelo onentador. Cumpndas as formahdades de pauta. 3s
17:30 horas a presidéncia da mesa encerrou a sessdo ¢ para constar, eu, Soma Mana de
Oliveira, secretaria do PROFMATUFG, lavrer a presente Ata que. depots de Iida e
aprovada, ¢ assinada pelos membros da Banca Examinadora em quatro vias de igual

Prof. Dr Fivio R’nmu.n-.k de S ur‘
Membro - IFG- GOIANIA






