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Resumo

Esta dissertacao concentra-se em duas abordagens de modelagem por polinémios, cada
uma relacionada a uma aplicagdo e envolvendo o uso de recursos computacionais. A primeira
foi trabalhada com alunos do ensino médio e tem relagao com as disciplinas de fisica e quimica.
Trata-se da construgao de um foguete (aeromodelo), seu lancamento e a modelagem de sua
trajetéria através de uma funcdo polinomial de segundo grau. A segunda é a modelagem no
computador de uma superficie de revolugao através do estudo de polindmios e matrizes de
rotacao. Nas duas abordagens os alunos tém contato com diversos assuntos aprendidos no
ensino médio e os tépicos de matematica envolvidos contemplam sistemas de equagoes lineares,
matrizes, fungoes polinomiais, trigonometria, equacgoes paramétricas e geometria analitica. Um
dos propdsitos deste trabalho é disponibilizar material para abordagem em sala de aula e em
projetos a serem desenvolvidos pelos alunos do ensino médio e de disciplinas introdutérias da
licenciatura em matematica. Os programas computacionais utilizados sao o GeoGebra, para
calculos algébricos e simulagoes e o Winplot, para a plotagem das superficies, ambos de acesso
livre.

Palavras-chave: Polinomio, modelagem polinomial, matrizes de rotagao, ensino através
de projetos.



Abstract

This dissertation focus on two polynomial modeling approaches each one related to one
application and involving computational resources. The first one was proposed to high school
students and is also related to the physics and chemistry disciplines. It deals with the construc-
tion and launch the of a rocket (aircraft model) and its trajectory described by a second degree
polynomial. The second is the modeling in the computer of a surface of revolution through
the study of polynomials and rotation matrices. In these two approaches the students have
contact with several subjects learned in the high school and the mathematics topics involved
include systems of linear equations, matrices, polynomial functions, trigonometry, parametric
equations and analytic geometry. One of the purposes of these work is to provide accessible
material to be used in classroom and for student projects in the high school or introductory
disciplines of undergraduate courses for teachers. The computational software used are GeoGe-
bra, for algebraic calculations and simulations and WinPlot, for surface plotting, both of open
access.

Keywords: Polynomials, polynomial modeling, rotation matrices, student research projects.
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Introducao

Constantemente os professores do ensino médio deparam-se com uma questdao profunda-
mente inquietante feita pelos alunos: “onde vou usar isso?”. Muitas dessas vezes nem mesmo
o préprio professor sabe as aplicagoes do tema, ou ainda, explica porém, sem recursos para
que o aluno acredite em suas palavras, por nao conseguir mostrar de forma acessivel as aplica-
¢oes do assunto. Vivemos num ambiente escolar onde estamos presos a uma quantidade muito
grande de contetidos para ensinar e revisar em pouquissimo tempo, pois é o que os programas
e os vestibulares cobram. E o entender em profundidade e vendo relacoes e aplicacoes dos
assuntos desenvolvidos, que deveria ser sempre priorizado na formagao dos alunos, acaba sendo
substituido pela “metodologia decoreba” visando apenas as provas do vestibular e o ENEM.

Esta dissertagao apresenta duas propostas de atividades de modelagem polinomial inseridas
em projetos a serem desenvolvidos pelos alunos. Tais projetos propoem aplicagdes diferentes
do tema polindémios e visam levar os alunos a perceber que um contetido, ensinado num ambito
bastante formal, tem conexdes com outras areas e aplicagoes diversas.

Estas atividades podem ser consideradas dentro do contexto do ensino através de projetos
(11, [2]), onde o foco na sala de aula muda do professor para o aluno, e da memorizagao para a
aprendizagem. Pautam-se também por nossa préatica de procurar aproximar o que ¢ colocado
por P. Abrantes em [1]: “as atividades de aprendizagem devem ter significado e interesse para
os alunos mo momento em que se desenvolvem, e ndo justificadas apenas pela sua alegada
relevancia para estudos futuros”.

A primeira atividade envolve o lancamento de um aeromodelo em forma de foguete, e foi
proposta aos alunos do ensino médio da Escola Prof. Anibal de Freitas, envolvendo também os
professores de fisica e quimica, gerando a oportunidade de cooperacao com outras disciplinas
e a aprendizagem cooperativa, uma das importantes caracteristicas que aparecem no trabalho
de projetos. Ja a segunda, pode ser trabalhada como uma pequena introducao a computacao
grafica. Nela os alunos sao estimulados a desenhar, com o auxilio do computador, a superficie
de revolucao de um objeto real.

As atividades propostas tém como principal ferramenta o uso de polinémios. Porém, abran-
gem diversos conteidos do ensino médio, o que auxilia o professor a responder os questionamen-
tos dos alunos sobre as aplicagoes. Os tépicos de matematica utilizados, além de polinémios,
incluem: trigonometria, coordenadas polares, matrizes, sistemas lineares, determinantes e até
uma pequena abordagem intuitiva de limites e derivadas.

Por serem atividades que requerem muitos assuntos, dividimos a dissertagao em trés ca-
pitulos. No capitulo 1, revisamos alguns pré-requisitos para trabalhar as atividades. Estes
incluem funcgoes trigonométricas; como escrever um ponto no plano em coordenadas polares; a
defini¢ao, soma e produto de matrizes; o método de escalonamento para resolucao de sistemas
lineares; a definicao e propriedades de determinantes e, em particular, o determinante da matriz
de Vandermonde; e conceitos introdutorios de limites e derivadas.
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No capitulo 2 apresentamos uma revisao mais aprofundada de polindbmios e suas propri-
edades, incluindo operagoes, alguns teoremas que permitem escrever o polindomio em forma
fatorada, como determinar um polinémio a partir de alguns de alguns de seus valores e a ana-
lise das representagoes graficas de fungoes polinomiais de primeiro, segundo, terceiro e quarto
graus. Na tultima subsecao selecionamos uma lista de problemas de otimizacao que podem ser
utilizados pelo professor numa abordagem preliminar de “modelagem polinomial” que envolvem
polinémios de 2° e 3° graus.

No capitulo 3, apresentamos as atividades propostas em duas se¢oes. Na primeira traba-
lhamos a atividade interdisciplinar do aeromodelo (envolvendo as disciplinas de matemaética,
fisica e quimica do ensino médio). A motivagao inicial surgiu quando tomamos conhecimento de
um desafio proposto na Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astronautica (OBA)(]23]). Nela
partimos do modelo fisico do polindmio que descreve a trajetéria de um foguete e analisamos
inicialmente qual deve ser o dngulo para que o alcance horizontal seja maximo, inclusive em
casos onde a altura de langamento nao ¢ a mesma que a da chegada. Descrevemos como esta
atividade foi aplicada com os alunos da Escola Estadual Professor Anibal de Freitas, e apre-
sentamos outros problemas que podem ser trabalhados tais como estimativa, com as equagoes
encontradas, de qual é a velocidade de lancamento de alguns dos foguetes, o tempo em que
estes ficaram no ar e também como atingir um alvo dentro de certos parametros.

Na segunda atividade vemos como modelar a superficie de revolucao de um objeto real pela
rotacdo do grafico de um polinémio. Assim podemos reproduzir graficamente no computador,
um copo, ou uma taca, ou qualquer superficie que seja obtida através da rotagdo de uma
curva. Nesta secao, partimos da curva obtida da projecao do objeto fisico no papel, que deve
ser aproximada por trechos de graficos de polinomios de 2° e 3° graus. Através da matriz de
rotacao os alunos poderao obter a parametrizacao dos trechos de superficie que comporao no
computador a reproducao do objeto real que se propuseram a modelar. Detalhamos com o
exemplo de uma taga de vidro como isto pode ser feito de varias formas, e mostramos como
a implementagao computacional pode ser feita nos programas GeoGebra [10] e Winplot [31].
Finalizamos analisando que podemos ter outros métodos mais sofisticados, como o da spline
cubica, para modelar a curva de uma superficie de revolugdo onde temos uma curva “suave” e
sem bicos nos pontos de jun¢ao. Neste processo, a cada dois pontos da curva original, ajustamos
um polinomio de terceiro grau cujo grafico tenha as mesmas tangentes da curva projetada no
papel milimetrado.

No apéndice incluimos um pequeno texto que discorre brevemente sobre a insercao do tema
da primeira atividade no contexto histérico do ensino de matematica no Brasil ([26], [30]).
Destacamos que o primeiro livro didatico de matematica escrito no Brasil de que se tem relato
aborda o tema de trajetoria de projéteis, o que estd estritamente relacionado com a atividade
do langamento dos aeromodelos aqui proposta.
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Capitulo 1

Preliminares

Para os estudos das duas atividades propostas no capitulo 3 naturalmente sdo necessarios
varios pré-requisitos. Neste primeiro capitulo apresentamos uma breve revisao desses assuntos,
que incluem trigonometria, matrizes, sistemas lineares e determinantes. Sao temas abordados ao
longo do ensino médio e, como revisao, em cursos superiores nas areas de exatas e engenharias.
Além disso, temos também o intuito de fixar notacao.

Abordaremos também alguns topicos especiais como a matriz de Vandermonde e uma abor-
dagem intuitiva dos conceitos de limites e derivadas, necesséarios ao desenvolvimento dos projetos
propostos no capitulo 3.

As principais referéncias utilizadas na redagao deste capitulo foram [18], [17], [14], [15], [13],
[12], [4], [21], [19], [29] e [25].

1.1 Trigonometria

Em nossas atividades utilizaremos alguns conceitos de trigonometria ([15], [5]). Na primeira
atividade estes sao fundamentais para determinar o angulo de lancamento de um projétil, e na
segunda quando utilizamos a matriz de rotacao e modelagem da curva que gera a superficie de
revolugao.

Frisamos, pela experiéncia, a importancia de que estes contetidos sejam retomados com o0s
alunos antes das atividades propostas.

Ao longo do texto, a menos de mengao em contrario, os angulos estarao sendo considerados
em radianos.

1.1.1 Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo

Considerando o triangulo retangulo ABC', com angulo reto em B, temos:

c . S«jgmento AB: Cateto adjacente (ao angulo
o)

« Segmento BC': Cateto oposto (ao angulo )

o Segmento AC: Hipotenusa

A rB

Figura 1.1: Triangulo Retangulo
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Considerando as medidas AB, BC e AC dos segmentos AB, BC' e AC, respectivamente,
definimos:

a. O seno do angulo «, como a razao entre as medidas do cateto oposto e da hipotenusa:

(a) BC
sen(a) 1= —
AC

b. O cosseno do angulo «, como a razao entre as medidas do cateto adjacente e da hipotenusa:

AB

cos(a) := 10

c. A tangente do angulo a, como a razao entre as medidas dos catetos oposto e adjacente (caso

AB #0):

. _ BC
an(q) := 1B

As razdes seno, cosseno e tangente dependem apenas na medida de «, e ndo dos comprimen-
tos envolvidos, o que pode ser justificado utilizando-se semelhanga de triangulos (]5]). Logo,
estao definidos o seno, cosseno e tangente de um angulo no intervalo [0, 5[. Porém é necessério
estender essa nogao para os arcos correspondentes a estes angulos, para podermos falar de seno,
cosseno e tangente de um ntmero real ([15]).

1.1.2 Circulo Trigonométrico

Tomemos sobre um plano cartesiano o sistema cartesiano ortogonal uOv. Consideremos a
circunferéncia I' de centro O e raio r = 1. Nota-se que o comprimento dessa circunferéncia
é 2w, ji que o seu raio é 1 ([20]). Definimos como origem do circulo trigonométrico o ponto
A dado pela interseccao da parte positiva do eixo das abscissas (eixo u) com a circunferéncia.
Agora associamos cada niumero real [ (0 <[ < 27) a um tnico ponto P da circunferéncia, de
modo que:

1. Se l =0, entao P=A;

2. Se I > 0, entao realizamos a partir de A, um percurso de comprimento 1, no sentido
anti-hordrio, e marcamos P como o ponto final do percurso, determinando o arco AOP
de comprimento 1. Aqui precisamos deixar claro que a medida angular de um arco em
radianos, «, € igual a medida de seu angulo central, ou seja, nao depende da medida do
raio da circunferéncia, ja o seu comprimento [ depende e é dado por [ = «-r, relacionando
assim, o angulo a e o comprimento do arco [.
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Figura 1.2: Circulo Trigonométrico Figura 1.3: Arco associado ao nimero |

Mas no caso do circulo trigonométrico r = 1 e portanto, para cada [ € [0, 27| C R, associ-
amos um ponto P do circulo trigonométrico cujo comprimento do arco coincide com o angulo
em radianos. Podemos expandir essa definicdo para qualquer nimero real se considerarmos
que podemos, com este comprimento, passar mais de uma vez pela origem do circulo trigono-
métrico dando mais de uma volta, e também considerando que o ponto pode se deslocar no
sentido horario, associando os nimeros negativos aos arcos assim construidos.

<
<

~

Figura 1.4: Arco associado ao nimero [ > 27 Figura 1.5: Arco associado ao nimero [ < 0

1.1.3 Fungoes Trigonométricas

Agora, estendemos as definigoes de seno, cosseno e tangente para qualquer niimero real «
de acordo com a seguinte definicao:
Consideremos P = (z,y) o ponto do circulo trigonométrico associado ao angulo «. Nestas
condi¢oes definimos:

P
sen (a) =y (1.1.1) Sene)—y
cos (o) =x (1.1.2) ©
_ Y
tan (o) = =, sex # 0 (1.1.3)
x

Figura 1.6: Seno e cosseno no circulo trigonométrico
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E importante aqui observar para o aluno que a tangente nao esta definida para o =

o= ?W ou no angulo estendido o =k - 7 + g onde keZ

1.1.4 Soma de Arcos

cosseno da soma (a + b) e da diferenca (a — b) de dois
arcos a e b ([15]).

Seja A a origem do circulo trigonométrico e P, (Q e R os
pontos do circulo trigonométrico associados aos niimeros
a, a + b e —b, respectivamente.

As coordenadas desses pontos sao dadas por: Figura 1.7: Soma de Arcos

— a+b
s b
D
Rev1samos a Segulir as expressoes para calcular O Seno e

A= (1,0) P = (cos(a),sen(a)) Q) = (cos(a+b),sen(a + b)) R = (cos(b), —sen(b))

Os arcos A/P_’Q e RAP posstiem a mesma medida a + b e, consequentemente, as cordas AQ
e PR também tém medidas iguais. Deste modo podemos afirmar que a distancia entre A e @
é igual a distancia entre P e R.
Utilizando a expressao da distancia entre dois pontos (Teorema de Pitagoras) e desenvolvendo
as expressoes, temos:

dag = \/(xA —20)" + (ya — yg)”

dag = \/(1 — cos(a +b))* + (0 — sen(a + b))

dag = \/1 —2-cos(a+b) + cos?(a + b) +sen?(a + b)

dag = 1/2—2-cos(a+D) (1.1.4)

Por outro lado, temos:

dpr = \/($P — )" + (yp — yr)’

dpr = \/(cos(a) — cos(b))® + (sen(a) — (—sen(b)))?

dpr = \/0052(a) —2-cos(a) - cos(b) + cos?(b) 4+ sen?(a) 4+ 2 - sen(a) - sen(b) + sen?(b)
dpr = \/1 +1+2-sen(a) - sen(b) — 2 - cos(a) - cos(b)

dpr = \/2 + 2 - sen(a) - sen(b) — 2 - cos(a) - cos(b) (1.1.5)

Sabendo que a equacao deve ser igual & equacao [1.1.5 obtemos:
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dAQ = dpp =
2—2-cos(a+b) = 2+2-sen(a)-sen(b) —2-cos(a) - cos(b) =
cos(a+0b) = cos(a)-cos(b) —sen(a) - sen(b) (1.1.6)

Fazendo a — b como a + (—b) na equagao verificamos que
cos(a —b) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b) (1.1.7)
Ainda, sabendo que sen(z) = cos (g - x) ,Vz € R (como pode ser visto em [15]), temos:

sen(a +b) = cos E —(a+ b)]

- ol (5-4)

E pela equagao [1.1.7] verificamos que:

sen(a +b) = cos (g - a) - cos(b) + sen (;T - a) -sen(b)
= sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a) (1.1.8)

O que nos leva (fazendo a — b como a + (—b) na equagao [1.1.8) também a equagdao:
sen(a —b) = sen(a) - cos(b) —sen(b) - cos(a) (1.1.9)

As equacgoes [1.1.6], [1.1.7, [1.1.8] e [1.1.9] sdo chamadas, respectivamente, de cosseno da soma,
cosseno da diferenca, seno da soma e seno da diferenca.

1.1.5 Coordenadas Polares

Precisamos de outra forma de localizar um ponto no plano cartesiano, diferente das coorde-
nadas cartesianas onde representamos um ponto P pelas suas projecoes nos eixos das abscissas
e das ordenadas, P = (zp,yp).



A chamada forma polar usa os conceitos de trigonome-
tria para escrever esse mesmo ponto P em fungao de sua
distancia a origem (que denotaremos por |P|) e do angulo
0 que o segmento OP faz com a parte positiva do eixo
das abscissas (quando partimos deste eixo e considera-
mos o sentido anti-horario). Pode-se aqui observar com
os alunos que esta forma de se representar um ponto é
utilizada, por exemplo, nos radares de uso militar.

Figura 1.8: Representacao da tela de um radar

Dado o ponto P = (xp,yp), usando o Teo-
rema de Pitagoras, temos que o tamanho do
segmento OP, que também chamamos de mé-
dulo de P e denotamos por |P| é dado por:

|P|= /22 + 13 (1.1.10)

Uma vez que a distancia do ponto P a origem
ja esta bem definida, ainda nos resta determi-
nar o angulo #. Verificamos que:

xTrp

o Tp ‘
cos(f) = — (1.1.11)
Pl
Figura 1.9: Arco associado ao niimero x sen(@) — Yyr (1.1.12)
Pl
Isolando xp e yp nas equacgoes |1.1.11}e|1.1.12| obtemos:
xp = |P|-cos(6) (1.1.13)
yp = |P|-sen(0) (1.1.14)
Ou seja, podemos escrever o ponto P em coordenadas polares da seguinte forma:
P = (|P|-cos(0), |P|-sen()) (1.1.15)

Exemplo 1.1.1. Tomemos o ponto P, = (2,2) Pela equagao|1.1.10, temos que:

|Pr|= V22 4+ 22 = V8 =2V2

Ja pelas equacoes|1.1.11| e|1.1.1%, temos que:

2 V2

cos(th) = —= = —- e sen(#,) = =

2/2 2

IS
[
[\

S
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o ) T .
(0] angulo que nos fornece esses valores para seno € cosSseno e (91 = Z 0 que nos permzte escrever

=22 (o () e ()

Exemplo 1.1.2. Dado Py = (—1,/3), pelas equagoes|1.1.1(, |1.1.11| e|1.1.12, temos que:
-1 3
|P3|=1/(—1)2 + V3 = 2, cos(fs) = 5 e  sen(f3) = \é_

A 7/ 7/ ﬂ-
O angulo que nos dd esses valores para seno e cosseno € 03 = 3 rad, logo:

Py =2 (cos (2;) , Sen (2;»

Exemplo 1.1.3. Dado P, = (1,2), pelas equagoes|1.1.10,|1.1.11] e|1.1.1%, temos que:

| Py|= \/m = /5, cos(fy) = \}5 = \25 e sen(fy) = \35 _ 2\5/5

o ponto P, como:

FEsses valores de seno e cosseno ndo sio valores de angulo notdveis ([15]). Nestes casos, calcu-
lamos a tangente (com a equagdom) e utilizamos sua fungao inversa - arcotangente ([14)] e

[13)): X X
tan(fy) = 3 = 6, = arctan (2) ~ 0,46 rad

Portanto, escrevemos Py ~ /5 (cos (0,46) ,sen (0,46)) .

1.2 Matrizes

1.2.1 Definicao

Dados dois niimeros, m e n, naturais e nao nulos, chama-se matriz de ordem m por n (e
indica-se mxn) toda tabela M formada por m.n elementos distribuidos em m linhas e n colunas.
Estes elementos podem ser, por exemplo, nimeros reais, nimeros complexos ou fungoes.

Exemplo 1.2.1.

1 -2 3
A=|T7 0 -6
2 1 -4

Exemplo 1.2.2.

2ot
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Exemplo 1.2.3.

cos(x) V2
C = x? % 0
1 2f-2 ¥

As matrizes servem para organizar dados que podem ser postos na forma de tabela, como

nos exemplos a seguir:

Exemplo 1.2.4. A tabela abaizo mostra os pregos dos produtos 1, 2 e 8 nas Lojas A, B e C,

e a matriz associada:

Tabela 1.1: Precos dos produtos 1, 2 e 3 nas lojas A, Be C

| Pregos(R$) || Produto 1 | Produto 2 | Produto 3 |
: 14,00 5,35 2,50
Loja A 14,00 2,35 2,50
: — 13,50 6,00 2,25
Loja B 13,50 6,00 2,25 19.00 6.15 92.75
Loja C 12,00 6,15 2,75 ’ ’ ’

Exemplo 1.2.5. A tabela a sequir mostra a nota de trés alunos nas disciplinas de Artes,

Biologia, Fisica e Geografia, e a matriz associada:

Tabela 1.2: Notas dos alunos Ana, Beto e Carol em cada disciplina

’ Notas H Artes \ Biologia | Fisica \ Geografia ‘

Ana 10 8 6 9 10869
- 7 4 9 6

Beto 7 4 9 6
5 6 10 5

Carol 5) 6 10 5

Representamos uma matriz m X n por:

a;x Q2 @3 - Qip

Q21 Q22 Q23 -+ Q2p
Amxn -

Am1 Am2 Qm3 - Qmp

Para localizar um elemento em uma matriz, dizemos a linha e a coluna (nesta ordem) em

que ele esta
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Exemplo 1.2.6. Na matriz

10 -5 3
A=1] 12 6 —4
-1 8 7
O elemento 10 estd na linha 1 e na coluna 1, entdo denotamos a;; = 10
O elemento —4 estd na linha 2 e na coluna 3, entdo denotamos asz = —4

O elemento 8 estd na linha 3 e na coluna 2, entdo denotamos azy = 8

Dizemos que duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn S80 iguais se, e somente se, possuem
a mesma ordem (mesmo nimero de linhas e mesmo nimero de colunas) e, além disso, se todos
os seus termos correspondentes sao iguais, ou seja:

A=DRB & a;; =b;; paratodo 7€ {1,2,---,m} eparatodo je€{1,2,---,n}

1.2.2 Diagonais de uma Matriz

Quando temos uma matriz quadrada de ordem n, ou seja, uma matriz cujo nimero de
colunas ¢ igual ao de linhas (m = n), podemos definir duas diagonais denominadas diagonal
principal e diagonal secundaria.

Os elementos que compoem a diagonal principal sao dados pelo conjunto ordenado

P ={ajli=j,i=1,2,--+,n} = {an1, a2, as3, , nn}
Ja os elementos que compoem a diagonal secundaria sao dados por:

S = {azg’2+] =n—+ 172 = 1,2,"',”} = {a1n7a2,n717a3,n727'"7an1}

10 =5 3
Exemplo 1.2.7. Seja a matriz A= | 12 6 —4 | Os elementos de sua diagonal principal
-1 8 7

compoem o conjunto P = {10,6,7} e os de sua diagonal secunddria compéem o conjunto S =
{-1,6,3}

1.2.3 Soma de Matrizes

A soma de duas matrizes é definida apenas para matrizes de mesma ordem, isto é, para
matrizes que possuem o mesmo numero de linhas e também o mesmo ntimero de colunas. Para
somar duas matrizes A e B basta somarmos cada elemento de A com os elementos de B que
ocupam a mesma posicao.

Definigao 1.2.8 (Soma). Dadas duas matrizes A = (ay;), .. e B = (bij), ... chama-se soma
A+B a matriz C = (¢;j) tal que:

mxn

Cij =a; +bij, para 1<i<m e 1<j<n



Exemplo 1.2.9. Sejam as Matrizes A e B:

2 -5 3
A= 114 3 —1
1 0
A soma A+ B ¢é dada por:
2410 —5+2
A+B=|4+2 3+9
1+(=5) 0+8

Interpretacao da Soma
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10 2 -3

B=| 2 9 —10

-5 8 4
3+ (-3) 12 -3 0
—14(-10) |=| 6 12 -11
6+ 4 -4 8 10

Nos exemplos a seguir ilustramos como a soma de matrizes estd associada a tabelas com as

mesmas caracteristicas.

Exemplo 1.2.10. Valéria trabalha vendendo salgados de quatro tipos: coxinha, quibe, bolinha
de queijo e empadinhas, todos eles podendo ser feitos mos tamanhos mini, normal e grande.
As tabelas a sequir mostram a quantidade de salgados que ela fez de cada tipo no sibado e no

domingo, respectivamente:

Tabela 1.3: Quantidade de salgados feitos no sa-
bado

Tabela 1.4: Quantidade de salgados feitos no do-
mingo

’ Qtd. Sab. H Mini ‘ Normal ‘ Grande ‘

’ Qtd. Dom. H Mini ‘ Normal ‘ Grande ‘

Coxinha 60 30 10 Coxinha 200 50 13
Quibe 25 12 5 Quibe 125 23 10
Bol. Queijo || 100 40 15 Bol. Queijo 80 10 10
Empadinha 30 10 0 Empadinha 120 15 15

Estas duas tabelas correspondem, respectivamente, as matrizes S e D:

S:

60 30 10 200 50 13
5 | 125 23 10
100 40 15 80 10 10
0 120 15 15

que, somadas, nos dao a quantidade de cada salgado feito por Valéria no fim de semana
(F), que também podemos reescrever como uma tabela:

260

F=S+D-=

150
180
150

80
35
50
25

23
15
25
15

Tabela 1.5: Quantidade de salgados feitos no fim de semana

’ Qtd. Fim de Sem. H Mini \ Normal \ Grande ‘

Coxinha 260 80 23
Quibe 150 35 15
Bol. Queijo 180 50 25
Empadinha 150 25 15
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1.2.4 Produto de Matrizes

O produto de matrizes é definido de forma diferente da ideia utilizada na soma. Para
matrizes A e B tais que o nimero de colunas da primeira é igual ao nimero de linhas da
segunda. O produto é definido a seguir.

Defini¢ao 1.2.11 (Produto). Dadas duas matrizes A = (a;x)
produto A.B d matriz C = (c¢;;) tal que:

e B = (by;) chama-se

mxn nxp’

mxp
n

Cij = Qi1 - bij + Qg - boj + -+ iy by = Y @i by, para 1<i<m e 1<j<n,
k=1

Exemplo 1.2.12. Sejam as Matrizes A e B:

1 2 =3
A_[Ol 2] B =

(G288 N @]
= O N

O produto A - B € dado por:

Aop_|16+2:24(=3)-(=5) 1-2+42-94(=3)-4] _[ 25 38
- 0-6+1-242-(=5)  0-2+1-942-4 | | -8 17

Interpretacao do Produto

A soma de matrizes é definida simplesmente somando-se os respectivos elementos de cada
matriz. Por que o produto de matrizes nao segue a mesma ideia? Quando somamos, estamos
juntando elementos que possuem as mesmas caracteristicas. Ja o produto serve para poder
operar elementos compativeis, que possuem caracteristicas diferentes, produzindo um outro
tipo de tabela. Os exemplos a seguir procuram ilustrar como isto é feito.

Exemplo 1.2.13. Num determinado campeonato obteve-se o sequinte resultado:

Tabela 1.6: Tabela de resultados dos jogos

’ H Vitoria \ Empate \ Derrota ‘

Time A 3 1 0 i’ } g
Time B 1 1 2 N J—11 921
Time C 1 2 1 n 01 3
Time D 0 1 3 9 1 1
Time E 2 1 1

Pelo requlamento do campeonato vale a sequinte tabela para as pontuacoes:
Fazendo o produto C = J - P consequimos determinar qual é a pontuagdo (e consequente-
mente a classificacio) de cada time ao final dos jogos:

3 10 3.3+ 1.1+40.0 10
11 2 3 1.3+1.14+20 4
C=J-P=|1 21 1| =1134+21+10 =1 5
01 3 0 0.3+ 1.1+4+3.0 1
211 23411410 7



Tabela 1.7: Pontuacao de acordo com o re-

sultado
Vitoéria || 3 pontos 3
Empate || 1 ponto - P=11
Derrota || 0 ponto 0
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A matriz C' € obtida multiplicando-se a quantidade de jogos vencidos, empatados e perdidos
de cada time por suas respectivas pontuacoes. Desta forma, ela representa o total de pontos de
cada time ao final do campeonato, e pode ser representada na forma de uma tabela:

Tabela 1.8: Pontuacao de cada time

’ H Total de Pontos \

Time A 10
Time B 4
Time C 5
Time D 1
Time E 7

De forma simples determinamos que os times terminaram o campeonato na sequinte ordem
(crescente): A, E, C, B e D.

Exemplo 1.2.14. Vamos supor que Valéria (Exemplo|1.2.1() tenha tido um custo na produgdo
de cada salgado e que, ao vendé-los, tenha um lucro um pouco maior do que seu custo. Vamos
representar esses valores na tabela a sequir:

Tabela 1.9: Precos dos Salgados

’ H Preco de custo \ Preco de venda ‘

Mini R$ 1,00 R$ 1,50
Normal R$ 3,00 R$ 3,50
Grande R$ 4,00 R$ 5,00

Esta tabela pode ser representada pela matriz:

1,00
3,00
4,00

P —

Fazendo o produtoT = F-P (onde F é a matriz do ea:emplo e representa a quantidade
de salgados de cada tipo que Valéria fez no fim de semana) estaremos multiplicando cada tipo
de salgado pelos seus respectivos valores de custo (na primeira coluna) e de venda (na sequnda
coluna), determinando o valor gasto e recebido com a produgio de cada tipo de salgado:

260 80 23 592,00 785,00

T_F.p— 150 35 15 ;’88 :1,)’ 28 ~ | 315,00 422,50
n | 180 50 25 4’ 00 5’ 00 ~ | 430,00 570,00
150 25 15 ’ ’ 285,00 387,50
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A matriz T nos fornece na primeira coluna o total gasto por Valéria com coxinhas, quibes,
bolinhas de queijo e empadinhas, respectivamente. Ja a sequnda coluna nos fornece o total
ganho na venda dos mesmos salgados. Podemos representar essa matriz na forma de uma
tabela:

Tabela 1.10: Quantias gastas e recebidas por Valéria

’ H valor gasto \ valor recebido \

Coxinha R$ 592,00 R$ 785,00
Quibe R$ 315,00 R$ 422,50
Bol. Queijo | R$ 430,00 R$ 570,00
Empadinha || R$ 285,00 R$ 387,50

No exemplo multiplicamos quantidade de vitérias pela pontuacao dada pela vité-
ria (fizemos o mesmo com os empates e as derrotas). Ja no exemplo , multiplicamos
quantidade de salgados pelos seus respectivos pregos. Em ambos os exemplos, multiplicamos
valores que representavam coisas diferentes, porém, que eram compativeis. Outras aplicacoes
das operagdes com matrizes podem ser encontradas, por exemplo, em [4] e [2§].

A seguir incluimos a importante associacao entre matrizes e resolucao de sistemas de equa-
¢oes lineares.

1.3 Sistemas Lineares e Métodos de Resolucao

Também iremos trabalhar com sistemas de equacoes lineares nas atividades do Capitulo 3.
Por conta disto, resumimos aqui os principais conceitos envolvidos.

1.3.1 Equacoes Lineares
Uma equagao linear em n variaveis x1, zo, x3, ..., , ¢ uma equacao da forma:
a1, + a9xo + a3x3 + ... + apT, = b

Em que ay, as,as, ...a,, e b sdo constantes reais, e b é o termo independente.

Exemplo 1.3.1. 2z + 3y — 2z = 4 é uma equagao linear de trés varidveis (z,y, z).
Exemplo 1.3.2. 10x — 3 = 47 € uma equagao linear de uma varidvel ().
Exemplo 1.3.3. —z +y = 0 € uma equacgao linear de duas varidveis (z e y). Como b = 0

dizemos que esta equagcao € homogénea.

1.3.2 Sistemas Lineares

Um sistema linear é um conjunto de equacoes lineares. Ou seja:
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a1 -1+ a2 Ta+aig - Ty 4 Ay Ty = by
Qg1 - T1 + Qo - To + Qog - Ty + -+ - Aoy - Ty, = by

aml'$1+am2'$2+am3'x3+"'amn'xn:bm

Alguns exemplos de sistemas lineares sao:

Exemplo 1.3.4. Sistema com 2 equacoes Exemplo 1.3.5. Sistema com 2 equagoes
e 2 incognitas: e 3 incognitas:

—x—4y =0 —2r —4dy+2z2=2

3r +2y =95 r+3y—32=28

Exemplo 1.3.6. Sistema com 3 equacoes e 3 incognitas:

—r+y—2=29
r+2y+4z2=4
3r+y—2z=-3

1.3.3 Solugao de um Sistema Linear

Resolver um sistema linear significa encontrar o conjunto de valores que satisfagam todas as
equacgoes do sistema simultaneamente, ou seja, encontrar valores para as variaveis que, quando
substituidos em cada equacao do sistema, tornem esta equagao uma igualdade verdadeira.
Destacamos aqui os sistemas de duas equagoes e duas variaveis, e os sistemas com trés equacoes
e trés variaveis que sao os mais abordados no ensino médio ([4]).

E da maior importancia na discussio destes sistemas com os alunos a sua interpretacao
geométrica, pois sua visualizacdo permite compreender e aceitar as propriedades algébricas.
Parte-se aqui do fato que num sistema de equacoes de duas variaveis, cada equagao representa
uma reta no plano e, no caso de trés variaveis, cada equacgado representa um plano no espago

(14, [28))-

Solugao de um S.L. com duas incégnitas — Método da Adicao

Consideremos o sistema:

ay -1+ aip - To = by (I)
A91 - T1 + Q92 - Ty = bg (II)

O método da adigao segue um algoritmo que cancela uma das variaveis, reduzindo o sistema
a uma equacao com apenas uma incognita. Assim, basta resolver a equacao para encontrar o
valor da variavel e substitui-la no sistema para obtencao da outra variavel.

O algoritmo funciona executando-se os seguintes passos (que sao justificados pelos axiomas
I, I e I1] dos Elementos de Euclides [3]):

i. Multiplicar a equagao (I) por as;, gerando a equacao (I117)
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ii. Multiplicar a equacao (/1) por —ay;, gerando a equacao (IV)

a1y - Qg1 - T1 + Qi - Qg1 - T = by - an (IH)
—Qy1 - Qg1 - T1 — Q11 - A2 - Ty = —by - ayy (IV)

iii. Somar as equagoes (I11) e (IV), gerando a equagao (V)

(CL12 *Qg1 — Q11 (l22) x9 = by a9 — by -ag; (V)

iv. Em (V), isolar, quando possivel, a varidvel xs e substituir seu valor em uma das equagoes
anteriores para determinar o valor de x;.

by - ag — by an

To =
Q12 * Q21 — A11 * A22

Observagdo: A partir da equagdo (V'), obtida no passo #ii., observamos as seguintes
possibilidades:

e Se ajs - ag — ayy - ase # 0 dizemos que o sistema é possivel e determinado, o que
significa que o sistema possui uma tnica solucao.

o Se ayp- a9y —ayy -agge =0 e by -as — by -ayy # 0, dizemos que o sistema é impossivel, ou
seja, nao tem solucao.

e Se ajg - Qo —aq - A = 0 e by -as — by - a;; = 0, dizemos que o sistema é possivel e
indeterminado, ou seja, possui infinitas solugoes.

Vamos ver alguns exemplos que ilustram cada caso, juntamente com suas interpretacoes
graficas:

Exemplo 1.3.7.
r+2y="7 (I)
2r — 4y = -2 (II)
Multiplicamos a equagio (I) por 2, e a equagao (I1) por —1:
2e+4y =14 (III)
—2r+dy=2 (IV)
Somamos as equagoes (111) e (IV):
8y=16 = y=2
Substituimos y = 2 na equagao (I):

r+2y=7 = z+2:2=7 = zx4+4=7 = x=3

Portanto temos o par (z,y) = (3,2) como solugio do sistema.
Geometricamente, as equacoes do Exemplo determinam no plano duas retas. O ponto
onde elas se encontram € a solucao do sistema:
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Figura 1.10: Representagdo Geométrica do Exemplo m

Exemplo 1.3.8.
r+2y=-8 (I)
—x—2y =10 (II)
Multiplicamos a equagio (I) por —1, e a equagao (I1) por —1:
—r—2y=8 (II])
r+2y=-10 (IV)

Somamos as equagoes (I11) e (IV):
0=-2

Isso € um absurdo, logo o sistema nao tem solugdo.

Geometricamente, as equagoes do Fxemplo determinam no plano duas retas paralelas.
Nao ha nenhum ponto onde elas se encontram:

-6

Figura 1.11: Representacdo Geométrica do Exemplo
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Exemplo 1.3.9.
r—y=>5 (1)
20 —2y =10 (II)

Multiplicamos a equagio (I) por 2, e a equagao (IT) por —1:

o0 —2y =10  (III)
—2r 42y =-10 (IV)

Somamos as equagoes (I111) e (IV):
0=0

O que € verdade para quaisquer valores de x e y.
Logo o sistema tem infinitas solucoes. Ambas as equagoes deste exemplo determinam no plano
cartesiano a mesma reta, y = x — 5.

2z — 2y =10

Figura 1.12: Representacao Geométrica do Exemplo

Solucao de um S.L. com trés incégnitas - Método do Escalonamento

Temos uma relagao entre sistemas e matrizes que facilita o processo de triangularizagao (es-
calonamento ou eliminagao de Gauss). Porém, propomos explicar o algoritmo separadamente
desse tema para entender o que esta acontecendo. O método de escalonamento leva em con-
sideragao o raciocinio do aluno (ao procurar que linha e por qual valor ele deve multiplicar,
quais linhas deve somar, etc.). Isso faz com que ele pense além de apenas decorar um método
e aplicd-lo mecanicamente. Resumimos este método a seguir.

Dado um sistema com trés equacoes:

all-x1+a12-x2+a13-x3:b1 (I)
a21 - X1 + Q92 - To + A9z - T3 :b2 (II)
asy - I + asg * Ty + ass - Iz = bg (III)
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Nosso objetivo é deixa-lo, se possivel, da seguinte forma:

1'$1+012'$2+613’x3:d1 (I)
0'$1+1'$2+623'$3:d2 (II)
0'1‘1+0'$2+1'l‘3:d3 (III)

Os elementos do sistema neste caso, estao em forma de escada: O coeficiente nao nulo da equa-
¢ao ¢ chamado de pivo. O pivd da primeira linha é um, e os coeficientes que estdao abaixo do
pivo sao iguais a zero. O pivd da segunda linha também é um, e o coeficiente abaixo do pivo é
zero, e por fim, o pivd da terceira linha é um.

O processo para deixar o sistema dessa forma utiliza as seguintes etapas:

i. Colocar como 1% equacao aquela que tenha 1 como coeficiente da 1% incognita. Caso nao
haja nenhuma equagao assim, dividir membro a membro aquela que estd como 1? equagao
pelo coeficiente da 1* incognita.

ii. Nas demais equagoes, obter zero como coeficiente da primeira incégnita (caso ja nao seja),
somando cada uma delas com o produto da 1% equacao pelo oposto do coeficiente da
primeira incoégnita.

iii. Repetir os itens i e ii, substituindo neles 1? por 22, e depois 2% por 3*.

iv. Resolver a 3% equagao, substituir o valor dessa variavel na 22 equagcao e resolvé-la e substituir
os valores encontrados na 12 e resolvé-la.

Os sistemas com 3 equagoes lineares apresentam essencialmente 8 tipos de situagao geomé-
trica. Exemplificamos a seguir cada caso utilizando o método a partir dos sistemas lineares.
No primeiro deles também mostramos sua associagdo com matrizes.

Exemplo 1.3.10. Dado o sistema

20 —2y+z=1
—r+2y+22=3
20+y+2z=5

Vamos resolvé-lo utilizando o método descrito acima:

20 —2y+z=1  Para transformar o coeficiente de x em 1 na 1% equagio fazemos:(3).(1%)
—r+2y+22=3
2v+y+22=5  Para transformar o coeficiente de © em -1 na 3% equagao fazemos:(—%).(i%“)

1 1

—x +2y+2z=3  Para zerar o coeficiente de x na 2 equagdo fazemos:(2%) + (1%)
—x — sy —z=—2 Para zerar o coeficiente de x na 3% equagdo fazemos:(3*) + (1%)
T—y+32=3

yrie=3

—3y —12= -2 Para zerar o coeficiente de y na 3% equagio fazemos:(3*) + (%) (2%)
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T—y+iz=3
5., 1
A . : ;
Tr= Para transformar o coeficiente de x em 1 na 1% equagdo fazemos:(3z).(3%)
vyt de=)
y+3e=3
z=1

Substituindo o wvalor de z na primeira e na sequnda equagdo determinamos a solu¢ao do
sistema:

r=1
y=1
z=1

Agora, vamos resolver o mesmo sistema utilizando o método de escalonamento diretamente
na matriz (como € usual), associando-o & sua matriz aumentada.
Podemos escrever o sistema na forma matricial da sequinte maneira:

2 =21 T 1
AX=B<< | -1 2 2|-|ly|=]3
2 1 2 z 5

Que pode ser escrito de forma reduzida, utilizando a matriz aumentada do sistema:
2 =21
-1 2 2
2 1 2

ot W =

Agora executamos o método do escalonamento ds linhas da matriz aumentada (14)], [28]).

2 -2 1]1 Ly <3 Ly 1 -1 1|1
-1 2 2|3 — -1 2 213 Iy~ Ly+L, —
2 1 2|5 Ly« —1-Ls -1 -1 1] -3 | Ly+ Ly+ 1L,
r 1 1 1 1
5 1 3|7 Sl
_0 —% —% -2 L3%L3+% LQ 0 0 % 14—3 Lg(—%'[@
1 -1 % % l’—y—l—%Z:% r=1
0 1 S5 | ytsz=3 —={y=1
0O 0 111 z=1 z=1

A solugao deste sistema nos mostra que ele é um sistema possivel e determinado (SPD).
Todas as varidveis estao unicamente determinadas.
Geometricamente temos trés planos distintos se interseccionando em um unico ponto:



Figura 1.13: Rep. Geo. do Ex. |1.3.10; Trés planos distintos se interseccionando em um ponto

Exemplo 1.3.11.

r4+2y—z=3
2 + 4y — 22 =6 Para zerar o coeficiente de x na 2% equagao fazemos:(—2).(1%) + (2%)
3z +6y — 32 =9 Para zerar o coeficiente de x na 3% equagao fazemos:(—3).(1%) + (3%)

Assim obtemos:

r+2y—z=3
0=0
0=0

A sequnda e terceira equagoes sao anuladas. Isso nos dd duas varidveis dependentes de x:

r=3—-2y+=z

36

Logo o sistema € possivel e indeterminado (SPI) e tem dois graus de liberdade (duas varidveis

sao livres e a terceira depende destas duas).
Sua representacdo geométrica é dada por trés planos coincidentes no espaco:

Figura 1.14: Rep. Geo. do Ex. |[1.3.11} trés planos coincidentes

Exemplo 1.3.12.

r+2y—2=3
20+ 4y — 22 =06 Para zerar o coeficiente de x na 29 equagdo fazemos:(—2).(1%) 4 (2%)
3z + 6y — 3z =8 Para zerar o coeficiente de x na 3% equagao fazemos:(—3).(1%) + (3%)

Assim obtemos:
r+2y—z=3
0=0
0=-1
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A sequnda equagdo € satisfeita para quaisquer x, y e z e a terceira apresenta uma inconsisténcia.
Logo o Sistema é Impossivel (SI)
Sua representacao geométrica nos dd dois planos coincidentes e um terceiro paralelo:

Figura 1.15: Rep. Geo. do Ex. |1.3.12} dois planos coincidentes e um terceiro paralelo

Exemplo 1.3.13.

r4+2y—z=3
20+ 4y — 22 =6 Para zerar o coeficiente de x na 2% equagdo fazemos:(—2).(1%) 4 (2%)
3x+6y+2=9 Para zerar o coeficiente de x na 3% equagao fazemos:(—3).(1%) + (3%)

Assim obtemos:

rT+2y—2=3 r+2y—2=3
0=0 = 0=0
42 =0 z=0

A segunda equagdo € anulada e a terceira substituida na primeira gera uma equagcdo com
uma varidvel dependente:

r4+2y—0=3 = x=3-2y ouainda, (x,y,z)=(3,0,0)+y(—2,1,0)

Logo o sistema é possivel e indeterminado (SPI) com um grau de liberdade e a solugio estd
associada a uma reta no espaco.
Geometricamente temos dois planos coincidentes e um terceiro concorrente:

Figura 1.16: Rep. Geo. do Ex. [1.3.13} dois planos coincidentes e um terceiro concorrente
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Exemplo 1.3.14.

r+2y—2=3
2¢ +4y — 2z =4 Para zerar o coeficiente de x na 2% equagao fazemos:(—2).(1%) + (2%)
3z + 6y —3z =05 Para zerar o coeficiente de x na 3% equagao fazemos:(—3).(1%) + (3%)

Assim obtemos:

rT+2y—2=3
0=-2
0=-4

A sequnda e terceira equagdes sao inconsisténcias. Sistema é Impossivel (SI)
Geometricamente temos trés planos paralelos.

Figura 1.17: Rep. Geo. do Ex. |1.3.14} trés planos paralelos

Exemplo 1.3.15.

r+2y—z=3 rT+2y—z=3
20 +4y — 22 =5 — 0=-1
3x + 6y — 2z =12 z=3

Ao escalonar a sequnda equacao usando a primeira geramos uma inconsisténcia, o que nos
diz que os planos relativos as equacoes 1 e 2 sao paralelos. Isolando z e igualando as equagoes
1 e 3, determinamos a equacgdo da interseccao entre os dois planos:

1
r+2y—3= 5(3x+6y—12) = x=06-2y.
Substituindo este resultado na equagdo 1, encontramos z = 3

Da mesma forma, isolando z e igualando as equacoes 2 e 3, determinamos a equacao da
interseccao entre os planos:

1 1
5(2m+4y—5) = 5(3x—|—6y— 12) = x=7-2y.
Substituindo este resultado na equagao 2, encontramos z = %

O sistema é impossivel (SI)
Geometricamente temos dois planos paralelos e um terceiro os intersecta sequndo retas paralelas.
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Figura 1.18: Rep. Geo. do Ex. [1.3.15} dois planos paralelos e um terceiro os intersecta estes segundo retas
paralelas

Exemplo 1.3.16.

r+y+z=1 r+y+z=1
20 —y+z2=3 - —Jy—z=1
or +2y+42 =6 0=0

A terceira equacao € anulada. Isolando z na sequnda temos a equagao:
z=-1-3y
Substituindo o valor de z na primeira equacao e isolando x temos:
r+y+(-1-3y)=1 = z=2+2

Ou seja, temos duas equagoes com uma variqvel. O sistema € possivel e indeterminado (SPI)
com um grau de liberdade.
Geometricamente temos trés planos distintos se interseccionando em uma inica reta: (z,y, z) =

(2a 07 _1) + y(27 ]-7 _3)

Figura 1.19: Rep. Geo. do Ex. |1.3.16} trés planos distintos se interseccionando em uma tnica reta
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Exemplo 1.3.17.

20 +y+2=3 r—y—z=2 r+y+z=1
r+y+z=1 - r+y+z=1 = y—l—z:%l
r—y—z=2 2r+y+z2=3 0:%

A terceira equagdo € inconsistente, o que nos leva a um Sistema Impossivel (SI). Fazendo
as intersecgoes entre eq.1 e eq.2, eq.1 e eq.3, e eq.2 e eq.3 obtemos as equacoes das retas que

sao interseccao dos planos, dois a dois

2r—y+3=—-x—-y+1 = z=-y-—-1 = x=2

reta; : (x,y,2) = (2,0,—1) +y(0,1,—1)

1
—2r—y+3=x—-y—2 = F=Y—3 = r=3
5 1
retay : (v,y,2) = <3,0, —3) +y(0,1,-1)

—r—y+l=2—-y—-2 = =Yg = =3

3 1 1
retag : (z,y,2) = (2,0, —2> +y <0, 1, —2)

Geometricamente temos trés planos distintos interseccionando-se dois a dois em trés retas

paralelas.

Figura 1.20: Rep. Geo. do Ex. |1.3.17} trés planos distintos se interseccionando em trés retas paralelas

Com esses exemplos, abordamos todos os casos possiveis de solugoes de sistemas com trés

varidveis. Para um estudo mais detalhado ver [28] e [4].
Agora iremos verificar um problema interessante onde temos um sistema com infinitas solugoes,

que porém, na pratica, sao finitas as solugoes([6]).

Exemplo 1.3.18. Uma empresa possui trés tipos de caminhao, (I), (I1) e (II1) que trans-
portam trés tipos de caiza, A, B e C' de acordo com a tabela a sequir e sua matriz associada,
T:
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Tabela 1.11: Quantidade de caixas que cada caminhao transporta

[ (@ | (D) | (I1I) |

A || 100 | 50 0 10050 0
B 130 T 30 20 - T=1] 30 30 30

230 130 30
C || 230 | 130 30

Queremos saber quantos caminhoes do tipo (I), do tipo (II) e do tipo (I11) sao necessdrios
para realizar o transporte de 2000 caizas do tipo A, 1500 caizas do tipo B e 5500 caizas do tipo
C'. Para isso chamemos a quantidade de caminhoes do tipo (I) de x, a quantidade de caminhoes
do tipo (II) de y, e a quantidade de caminhoes do tipo (I11) de z. Assim teremos a igualdade
de matrizes sequinte, equivalente ao sistema ao lado:

10050 0 1 2000 100z +50y = 2000
30 30 30 4\ y | = 1500 = ! 300 430y +30z = 1500
230 130 30 ] | = 5500 230z +130y +30z = 5500

Resolvendo esse sistema, anulamos uma das equagoes e vemos que ele é um sistema possivel
e indeterminado como o do exemplo[1.3.16,

A solugao genérica desse sistema € dada por (x,y,z) = (t —10,60—2t,t) para algum t €
R. Porém, apesar de termos infinitas solucoes, o problema nos restringe a solugoes inteiras
ndo negativas, o que nos fornece apenas 21 pontos da forma (x,y,z) = (t — 10,60 — 2¢,t) com
t € {10,11,12,13,14, 15,16, 17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30}

As solugoes do sistema e do problema podem ser representadas graficamente da sequinte
forma:

Figura 1.21: Solucao do Sistema Figura 1.22: Solucdo do Problema
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1.4 Determinantes

Apesar dos sistemas de equacoes lineares e métodos de resolucao ja serem encontrados nos
Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica (texto de autor desconhecido datado provavelmente
do século 111 a.C.) e algumas nogoes ligadas a determinantes ja serem conhecidas na China,
o conceito de determinantes apareceu formalmente pela primeira vez apenas em 1683 num
trabalho do japonés Seki Kowa (1642-1708) que chegou a essa nogao para o caso de duas
equagoes estudando os trabalhos chineses. J4 no Ocidente temos os estudos de determinantes
por grandes nomes como Leibniz (1646-1716) e Cramer (1704-1752) ([4], [8])-

Os determinantes aparecem antes mesmo do conceito de matrizes, se relacionando aos sis-
temas de equagoes lineares e suas solugoes, o que explica seu nome, ja que ele serve para
determinar se um sistema possui solugao tnica (SPD).

Atualmente nas escolas, os determinantes sdo ensinados apds os topicos de matrizes sendo
um numero associado a uma matriz quadrada de acordo com algumas regras. A sua relacao
com sistemas lineares aparece depois com o teorema de Cramer (ou regra de Cramer, como
aparece em alguns livros diddticos) que nos serd ttil para mostrar que o sistema associado a
Matriz de Vandermonde possui sempre solucao.

1.4.1 Definicao de Determinante

Caso tenhamos uma matriz de ordem n, definimos o seu determinante da seguinte forma:
Se n=1:
O seu determinante é o proprio termo a;; da matriz. Ou seja:

A= [au] = Det(A) = a1

Exemplo 1.4.1.
A=1]-§] = Det(A) = -8

Se n=2:
O determinante ¢ o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos
da diagonal secundaria.

Seja A= iz = Det(A) = ay1 - ase — a1z - ag
A21 (22

Exemplo 1.4.2.

A:[?) 3] =  Det(A)=2-9-4.3=18—-12=6

Para definir o determinante num caso geral precisamos da defini¢cao de cofator:

Definigao 1.4.3 (Cofator). O cofator de um elemento a;; de uma matriz quadrada é o resultado
do produto de (—1)"*7 pelo determinante D;; obtido pela eliminagio da linha e da coluna do
elemento a;;. Esse determinante D;; € denominado menor complementar.

cof (ai;) = (—1)"*7 - Dj;
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1 -2 3
Exemplo 1.4.4. Dada a matriz A= | 7 0 —6 |, vamos calcular alguns de seus cofatores
2 1 —4

a Sequir:

i. Cofator do elemento aqq:

cof(an) = (—1)1+1 - Det l (1) :Z ] =1- (0 _ (—6)) -6

11. Cofator do elemento as:

cof(an) = (=1)**1 - Det [ B ] — (~1)- (8—=3) = =5

Agora temos os elementos para definir o caso onde a matriz possui ordem n > 2:

ailz a2 a3 - Qip
. G21 Q22 Q23 --° Q2 .
Seja Apwn = _ i . ] definimos :
ap1 Ap2 Ap3z - App

Det(Anxn) = a1 - cof(arr) + ag - cof(as) + asy - cof(ag1) + ... + any - cof (any)

Ou seja, o determinante de uma matriz de ordem n > 2 é a soma dos produtos dos elementos
da primeira coluna pelos respectivos cofatores (repare que essa definigdo engloba o caso onde
n=2).

s

Teorema 1.4.5 (Teorema de Laplace). O determinante de uma matriz A, de ordem (n > 2), é
a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos seus respectivos
cofatores.

Det(Apxn) = air-cof (an)tam-cof(ain)+az-cof (as)+...+apm-cof (ai), para algum i€ {1,2,3, ...

A sua demonstracao pode ser encontrada em [2§].

1.4.2 Teorema de Cramer

Considerando S um sistema linear em que o nimero de equacoes é igual ao nimero de
incégnitas, associamos a esse sistema a matriz A, quadrada, determinada pelos coeficientes das
equagoes de S.

Exemplo 1.4.6. Dada o sistema abaizo, temos ao seu lado sua matriz associada:

a; T + appy = b ap; ap
a1 T + azy = by o1 22
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Teorema 1.4.7 (Teorema de Cramer). Seja S um sistema linear com nimero de equagoes igual
ao nimero de incdgnitas e sua matriz associada A, tal que Det(A) = D. Se D # 0 entao o

sistema serd possivel e terd solugao unica (aq,aq, -+, ), tal que
D; .
aizfl Vie{l,2,---,n}

em que D; € o determinante da matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna pela
coluna dos termos independentes das equagoes do sistema.

A demonstracao deste teorema ([4] e [13]) segue como consequéncia do célculo da matriz
inversa, que por sua vez, sO existe quando o determinante da matriz é diferente de 0.

Desta forma, o teorema de Cramer associa as solu¢oes dos sistemas de equacgoes lineares,
as matrizes e aos determinantes, mostrando a importancia do calculo de determinantes para a
resolucao de sistemas lineares.

Computacionalmente, o teorema de Cramer é considerado ineficiente para se determinar as
solucoes de um sistema de equagoes lineares ja que para uma matriz de ordem n, o niimero
de operagoes realizadas é (n + 1)(n!n — 1), que é maior que nn!. Exemplificando, num sis-
tema com 10 equagoOes, seriam necessarias mais de 360 mil operacoes, enquanto no método de
escalonamento esse niimero seria menor que 14 mil [4].

1.5 Matriz de Vandermonde

Considerando os ntmeros ¢y, co, - - -, ¢y, para n > 2, a matriz:
n—2 n—1
1 e -+ cy
1 cg - 2 4t
v _ 2 2
n—2 n—1
1 ¢ - ¢ cn

¢ conhecida como Matriz de Vandermonde, em homenagem ao matematico francés
Alexandre-Théophile Vandermonde que escreveu “Mémoire sur ’élimination” (1772), sobre
fundamentos da teoria dos determinantes.

Teorema 1.5.1. O Determinante da Matriz de Vandermonde € dado por

Det(V') = H (c; —¢)

i<j
Essa notacao nos diz que o determinante é dado pelo produto de todas as diferencas entre
0s numeros ¢; e c; tais que ¢; estd localizado abaizo de c; na matriz de Vandermonde.

Demonstracao. Para realizar a demonstracao sdo necessdrios algumas propriedades que as-
sumiremos como verdadeiras ([28]):

1. Dada uma matriz A, o determinante da matriz transposta AT € iqual ao determinante de
A;

2. Somar um mailtiplo de uma coluna (reciprocamente linha) em outra coluna (reciproca-
mente linha) nao altera o determinante;
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3. Se todas as entradas de uma coluna (ou linha) forem multiplicadas por um fator k, entdo
o determinante da matriz ficard multiplicado por este fator.

A demonstragio do teorema seque o Principio da Indugdo ({14)]) sobre a ordem da ma-
triz. Além disso, vamos provar o resultado para a matriz transposta V' que, de acordo com a
Propriedade 1., € igual ao determinante de V.

Para n=2 temos:

2]
C1 Co

E, pela definicao de determinantes vista na segdo temos que

Det(V)=cy— 1

Agora iremos supor que a afirmagdo seja vdlida para n = k e iremos provar que ela vale
também paran =k + 1:
Para n=k+1 queremos calcular

1 1 .-+ 1

Ci Co -+ Cg41
02 C2 “ . 02

Det(Viy1) =] &1 & k+1
E ok k

GG C o Cpg

Multiplicando a primeira coluna por —1 e somando em todas as outras colunas, teremos

1 0 e 0

Ci Cp—C - Cpy1 —C
2 2 2 2 2

GG G —C - Cg— G
ko k k k k

Cf C—=C  Cpg—C

Agora, nosso objetivo é zerar todos os termos abaixo do 1. Para isso, a linha | serd trocada
pela linha | menos ¢, vezes a linha | — 1, ou seja, | <— | — c1(I — 1), faremos isso para todas
as linhas a partir da sequnda e ficaremos com

0 c—a - gp—a 0 Co— (1 Cr41 — C1
2 2
0 g—ccr - Gy =i | = |0 clce—ca) - cepr(crer — 1)
k k—1 k k—1 k—1 k—1
0 cg—cycr o G~ Gyl 0 & (c2—c1) -+ e — )

Agora usamos a propriedade 3., podemos colocar os (¢; — ¢1) em evidéncia, obtendo

1 0 0

0 1 1
(CQ_C:[) . (03_01)"'(Ck+1 _Cl) . 0 CQ cte Ck+1

0 5t cﬁﬂ
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Utilizando a definicio de determinante por cofatores completamos a nossa demonstragdo
pois

Det(Viy1) = (ca—c1) - (c3—c1) -+ (cpa1— 1) - (a11 - cof (ar1) + a1z - cof (arz) + - - -+ ag, - cof (ain))

Ou seja,

Det(Vip1) = (ca—c1) - (cs—c1) -+ (chyr — 1) - (L- Det(Vi)) =0+ 0— ..+ 0) = [[ (¢ — )

1<j

Corolario 1.5.2. Se ¢; # ¢; para todo i e j, entao, Det(V) # 0

Demonstracao. Pelo teorema anterior vimos que

Det(V) =[] (¢; — )
i<j
Por outro lado, um produto sé é 0 se pelo menos um de seus termos for nulo. Como ¢; # c;
para todo i e j por hipotese, fica verificado.

1.6 Uma abordagem intuitiva de limites e coeficiente an-
gular da reta tangente ao grafico de uma funcao

Para o cédlculo do polindmio que modela a trajetéria do aeromodelo usaremos a ideia de
limite. Ja a derivada nos auxiliara na concepcao de retas tangentes, conceito que sera abordado
nas duas atividades propostas neste trabalho. Os conceitos trabalhados nessa se¢do nao serao
abordados de forma extensa, portanto sdo recomendadas as referéncias [19], [29] e [25] para
maior aprofundamento no tema.

1.6.1 Limites

Naturalmente, como ocorreu na histéria, a nogao intuitiva de limite de uma funcao deve

proceder sua definicao formal, e a “visualizacao” da ideia através de graficos deve ser explorada.

Nao é dificil argumentar, por exemplo, que para a fungdo f(x) = 3z + 1 quando = se

aproxima do valor 3, por valores maiores ou menores que 3, a funcao se aproxima de 10. Um
z°—4

pouco menos direto é ver que, por exemplo, para f(r) = 2=, quando x se aproxima de 2,

o “limite” ou “tendéncia ” de f(x) é 4, ou que para f(z) = w, para x tendendo a zero, o
“limite” é 1.

Deve ficar ao critério do professor do ensino médio, o quanto caminhar em direcdo ao
conceito formal de limite e suas propriedades que resumimos a seguir. Como abordaremos
apenas funcoes polinomiais nas atividades propostas, acreditamos que uma abordagem inicial
mais intuitiva também sera suficiente e uma motivacdo para um estudo maus aprofundado

posteriormente.
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Defini¢ao 1.6.1. Seja f(x) uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha a,
exceto possivelmente no proprio a. Entao dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é
igual a L, e escrevemos

lim f(z) =L,

r—a

se, para todo numero € > 0 houver um numero d > 0 tal que

se a—d<zr<a+dx#a entao L—e<f(r)<L+e

Isso significa que o valor da func¢ao quando chegamos préximo de a (tanto quanto quisermos)
fica cada vez mais proximo de L. A figura ilustra isso:

Figura 1.23: Defini¢do de Limite

As fungoes que estudaremos sao fungoes polinomiais que sao continuas, ou seja, o limite de
f(z) quando z tende a a existe e é o préprio f(a) ([19], [29], [25]). Em outras palavras:

f continua em p & lim f(z) = f(a) (1.6.1)
As propriedades a seguir vdlidas para limites ([29]) sdo bastante intuitivas:

i) lim k= k (O limite de uma constante é a prépria constante)
T—ra

i) lim 2" = a"
r—a

i) Jim /7= Va
Se lim flz)y=Me i%g(x) = N, entao:

iv) lim(f(z)+g(x)) = M + N = lim f(z) + lim g(z)

Tr—a Tr—a

v) im(f(z) —g(x)) = M — N = lim f(x) — lim g(z)

Tr—a T—ra rT—ra

vi) lim k- f(z) = kM = k - lim f(z)

T—ra



48

vii) lim(f(x)-g(z)) =M - N = lim f(z) - lim g(x)

rT—a Tr—a r—a

lim f(x)
fg) %—M,desdequeN#O

r—a

viii) lim

._.

Exemplo 1.6.2. hm(5$ —30) = lim 52° — lim 30 = 5lim 2°* — lim 30 = 5- 2% — 30 = 10

T—a T—a T—a Tr—a

Também podemos ter casos onde a funcao cresce ou decresce infinitamente quando fazemos
x tender a algum ponto especifico. Assim é necessaria a definicao de limite infinito:

Definicao 1.6.3. Seja f uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero
a, exceto possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que

lim /() =

Tr—a
se e somente se, para todo nimero positivo M existe um nidmero positivo § tal que
se 0<|z—al<é entao flz)>M

Definicao 1.6.4. Seja f uma fungao definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero
a, exceto possivelmente no proprio a. Entdio dizemos que

lim /(2) = ~o0

se e somente se, para todo numero positivo M existe um nimero positivo o tal que
se O0<|z—al<é entdo flz) < —M

1

Exemplo 1.6.5. Vamos calcular lim —
z—0 ;[2

Seja M um nidmero positivo dado. Queremos encontrar um niumero d tal que

1
se 0<|z|<d entao —>M
T

Mas ] ]
S>M & 7? < <+ € |z|< i
Assim escolhemos 6 = L esel<|z|l<d= L entio — ! > M. Isto mostra que
VM VM’ z?
lim 1 =0

z—0 1;2
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Por fim, ainda é necessario definir os limites quando os valores de x crescem infinitamente
ou decrescem infinitamente, ou seja, r — 00 e x — —00, respectivamente.

Definigao 1.6.6. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (a,00). Entdo, dizer que

lim f(z) =L

T—r00

significa que para todo € > 0 existe um numero correspondente N tal que

se r>N entao |f(z) — L|< e

Definigao 1.6.7. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (—oo,a). Entao dizer que

lim f(x)=1L

T—r—00

significa que para todo € > 0 existe um niumero correspondente N tal que

se r <N entao |f(z) = Ll<e
O 1ltimo caso é quando temos um limite infinito no infinito:

Defini¢ao 1.6.8. Seja f uma funcio definida em algum intervalo (a,o00). Entao dizer que

Jim () = o0

significa que para todo nimero positivo M existe um niumero positivo correspondente N tal
que

se >N entdo flz) > M

Defini¢ao 1.6.9. Seja f uma funcio definida em algum intervalo (a,00). Entdo dizer que

lim f(z) = —o0

T—00

significa que para todo numero negativo M existe um nidmero positivo correspondente N tal
que

se xr >N entdo flz) <M

Defini¢ao 1.6.10. Seja f uma fungio definida em algum intervalo (—oo,a). Entdo dizer que

(@) = o0

significa que para todo numero positivo M existe um nimero negativo correspondente N tal
que

se r< N entdo flz) > M
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Defini¢ao 1.6.11. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (—oo,a). Entdo dizer que
Am, /) = —eo
significa que para todo numero negativo M existe um niumero negativo correspondente N tal
que

se r< N entdo flz) <M

Exemplo 1.6.12. Seja f(x) = 22, temos que:

Jim () = o0

De fato, dado M, tomamos N = /M, assim temos x > N = 22 > N2 = M.
E também que:
lim f(z) =00

T—r—00

Dado M, tomamos N = /M, assim temos v < N = 22 > N? = M.

Exemplo 1.6.13. Seja f(x) = z®, temos que:

Jim () = o0

De fato, dado M, tomamos N = v/ M, assim temos x > N = x> > N3 = M.
E também que:
lim f(zx)=—oc0

T——00

Dado M, tomamos N = V' M, assim temos © < N = z* < N* = M.

No caso geral, para a > 0 temos que:

lim axz" = oo, se n for par.
Tr——00

e lim ax" = oo, se n for par.
T—r00

e lim ax" = —o0, se n for impar.
r—r—00

e lim axz" = oo, se n for impar.
T—00

E para a < 0 temos:

e lim ax"™ = —o0, se n for par.
r—r—00

e lim ax" = —o0, se n for par.
r—00

e lim ax™ = oo, se n for impar.
T——00

e lim ax™ = —o0, se n for impar.
T—00
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Teorema 1.6.14. Seja a fungio polinomial f(x) = a,z™ + ap_ 12" + ... + a2x® + a1 + ay,
a, # 0. Entdo:

. _ : n
A, (@) = g o

Ou seja, o limite quando x — —o0 ou quando x — 400 so depende do termo de maior grau.

Demonstracao.
. -1 2
xl_l)inoo (anm" + Q2"+ agrt +ax + ao) =
. Ap—1 a2 aq Qo
= lim x”(an—i— L 5+ ).
r—+o0 €T xrn— xrn— xn
Mas:
Apn—1 as . ay Qg
lim - = = lim = lim = lim (— ) =0
r—+00 €T z—doo \ pn—2 z—doo \ pn—1 r—too \ "
Logo,
lim f(z)= lim a,x".
a:—)ioof( ) r—Fo0 n

Com esses resultados, podemos avaliar como uma funcao polinomial se comporta quando o
valor de z tende a infinito ou menos infinito.

1.6.2 Tangentes e Derivadas

Vamos agora usar limites para analisar retas tangentes ao grafico de duma fungao y = f(z)
em um ponto dado P = (a, f(a)). Consideramos um ponto préximo, @ = (z, f(x)), onde x # a.
A inclinacao da reta secante P() é dada por:

f(x) — f(a)

r—a

Agora fazemos o ponto @) se aproximar de P ao longo do grafico de f, ao obrigar x — a.
Se mpg tender a um nimero m, entao definimos a reta tangente t como a reta que passa por
P e tem inclinagao m.

TTLPQ =

Defini¢ao 1.6.15. A reta tangente d curva y = f(x) em um ponto P = (a, f(a)) € a reta
passando por P com inclinagdo
m = lim M, (1.6.2)
Tr—a TxT — Q

desde que esse limite exista.

A definicao da inclinagdo da reta tangente é justamente a definicao de derivada da funcgao
f em um ponto a. Que também pode ser vista da seguinte forma:

Definigao 1.6.16. A derivada de uma fungdo f em um nidmero a, denotada por f'(a),

s

(&

f'(a) = lim f(“h})b_f(a), (1.6.3)

h—0

se o limite existir.
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Exemplo 1.6.17. Seja f(x) = ¢ uma fungio constante, vamos calcular sua derivada pela
definicdo:
. flx+h)— f(x) . c—c¢ .
/ — EE— et
f(z) = illlr% Y = Ille(l] . lllm(lj() 0

Portanto, a derivada de uma fungdo constante é igual a zero.

Exemplo 1.6.18. Seja f(x) = cx, vamos calcular sua derivada pela definigao:
c(x+h)—cx . ch

o) — i TEER = @) ~im &
L

Portanto, a derivada da fungao f(x) = cx € igual a c.

Exemplo 1.6.19. Seja f(x) = a™, vamos calcular sua derivada pela definicao, usando o fato
do quea + " — (2 — a)(a™ + e 2a -t -+ aar + a1);

Fa) = iy IIO
= lim voa

r—a I — Q
(x—a)(@" '+ 2" %a+ - +xa" 2+ a"h)

= lim
T—a xrT—Qa
_ : n—1 n—2 n—2 n—1
= lim(z" " +2" a4+ xza" " +a")
T—a
— anfl T an72a_|_ N aaan 4 anfl
— nan—l

Portanto, a derivada da fungio f(z) = 2™ € igual a f'(x) = na™ L.

Essa regra é conhecida como regra do tombo, ja que o expoente parece “cair” multiplicando,
e no novo expoente temos o antigo menos uma unidade.

O nosso interesse ¢ em calcular derivadas de fungbes polinomiais. Para isso, seguem-se
algumas propriedades.
Se f e g forem derivaveis em a e seja k uma constante. Entao as funcoes f+g, f —g, kf, f-g

e = (neste ultimo caso, se g(a) # 0) sdo derivévei em a e tém-se:

i) (f+9)(a)= f'(a)+d¢(a)
i) (f —g)(a)=f'(a) —g'(a)
iii) (kf)'(a) =kf'(a)

iv) (f-9)(a)=f"(a) - g(a)+ f(a) - g'(a)

'Dizemos que uma funcéo é derivavel em a, quando existe a derivada em a



23

Com essas propriedades e com a defini¢do, podemos mostrar que, dado um polinémio

P(z) = P(z) = a,z" + A 17"+ o+ @’ 4 a1+ ag

sua derivada é dada por:

P(z) = na,z™ ' + (n — Va, 12" % + ... + 2a97 + a; (1.6.4)

Exemplo 1.6.20. Seja P(x) = ax + b calculando P'(x) temos:

P'(z) = (ax)' + (b) = a

Exemplo 1.6.21. Seja P(x) = ax® + bz + ¢ calculando P'(z) temos:

P'(z) = (ax®) + (bx)' + (¢) = 2ax + b

Exemplo 1.6.22. Seja P(x) = az® + bz? + cx + d calculando P'(x) temos:

P'(z) = (az®) + (b2*) + (cx) + (d) = 3az® + 2bx + ¢

Exemplo 1.6.23. Seja P(x) = ax* + bz® + cx? + dx + e calculando P'(x) temos:

P'(z) = (ax*) + (b2*) + (ca?) + (dz) + (€)' = 4ax® + 3bx® + 2cx + d

Voltando a ideia de que a derivada é a inclinacao da reta tangente a fungdao no ponto a
calculado, podemos tirar mais uma propriedade disto, sempre que tivermos f'(a) = 0 significa
que a reta tangente é paralela ao eixo x, e chamamos a de ponto critico. Neste caso, se
f(a) = f(x) quando x estd proximo de a, chamamos f(a) de méximo local da fun¢do. Por
outro lado, se f(a) < f(x) quando x estd préximo de a, chamamos f(a) de minimo local
da fungao. O sinal da derivada fornece informacoes sobre o grafico da fungao ([29], [25]). Se
f'(xz) > 0 em um intervalo [a, b], a fungao f é crescente neste intervalo. De forma analoga, se
f'(x) < 0 em um intervalo [a,b], a funcdo f é decrescente neste. Como consequéncia, num
ponto de méaximo ou de minimo local, a derivada se anula.

Assim como a derivada nos fornece a inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao em um
determinado ponto, derivando a func¢ao novamente num intervalo I que contém aquele ponto,
temos mais uma informacao: a concavidade da funcao.
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Concavidade . Concavidade
para cima para baizo

X X

Figura 1.24: Concavidade voltada para cima Figura 1.25: Concavidade voltada para baixo

Explicitamos isto com as seguintes propriedades:

Prop. 1. Se P"(z) > 0 para todo  num intervalo I, entao essa fung¢ao tem concavidade voltada
para cima nesse intervalo.

Prop. 2. Se P”(x) < 0 para todo z num intervalo I, entdo essa fungdo é concava para baixo
nesse intervalo.

Exemplo 1.6.24. Seja a fungio f(x) = 2° —x
Temos que suas raizes sao —1, 0 e 1
E, derivando temos f'(z) = 3z? — 1
Se igualarmos a derivada a 0 teremos os pontos criticos da funcao f, ou seja:

)

Portanto temos uma fungdo com trés raizes e dois pontos criticos. A funcio f é crescente

fllz)=0 & 32°-1=0 = xe{—

, : , . , 3
até x = onde sua derivada € 0, depois passa a decrescer até x = Y onde, novamente,

sua derivada se anula, e logo apds passa a ser crescente novamente. Veja a figura:

Nota-se que as informagoes retiradas da fungao

ajudam a definir como sera seu grafico pois suas

raizes sao {—1,0,1}, e, além diss.o,wli_)rgO f(z) =

oo, e lim f(z) = —oo. Isso, junto com as
Tr——00

& informagoes das derivadas, determinam o seu

V3 2v3

méximo local (— ) e minimo local

(\/— V3 P
wof T 3 2V3

— —>. Usando a derivada segunda po-

379
demos ver também que (0,0) é um ponto de
Figura 1.26: Gréfico da fungdo f(z) = 2 — inflexao.

Exemplo 1.6.25. Seja a funcgio f(x) = 2* — 22 — 8

Temos que suas raizes sao —2 e 4

E, derivando temos f'(x) = 2z — 2. Derivada essa que igualamos a 0 e obtemos os pontos
criticos da funcao f, ou seja:
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fllx)=0 & 2r-2=0 = z=1

Portanto temos uma funcao com duas raizes e um ponto critico. A funcao f € decrescente
até x =1 onde sua derivada € 0, depois passa a ser crescente. Veja a figura:

Novamente, nota-se que as informacgoes
retiradas da funcao ajudam a definir
como serd seu grafico pois suas raizes sao
—2.4, e, além disso mll}rgof(x) = 00, e

lim f(z) = co. Isso, junto com as in-
Tr——00 10

formagoes das derivadas, determinam o
seu minimo local (1, —9)

Figura 1.27: Grafico da funcio f(z) = 22228
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Capitulo 2
Polinomios

Este capitulo dedica-se a uma revisao um pouco mais embasada de conceitos relacionados
a polindmios que serdo fundamentais na abordagem feita no Capitulo [3| onde sdo propostas as
atividades de modelagem desta dissertacao. Apenas serdo ressaltados os pontos relevantes ao
desenvolvimento das atividades. Naturalmente sao muitas as referéncias sobre este topico com
abordagem mais ampla que podem ser usadas pelo professor. Citamos as referéncias 18], |13]
e [21] utilizadas nesta redagao.

2.1 Polinomio

Dada a sequéncia de ntmeros reais (ag, aj, as, ..., a,) consideremos a funcao P : R — R,
dada por:

P(z) = apz™ + ap 12"+ .+ axx® + a1 + ag

A funcao P é denominada fun¢ao polinomial ou polin6mio associado a sequéncia dada.
Se a,, # 0 dizemos que P tem grau n e indicamos por gr(P) = n.
Os numeros ag, ay, as, ..., a, sao denominados coeficientes, o nimero a, é chamado coefici-
ente dominante, e as parcelas ag, a17, a22?, ..., a,z" sdo chamadas termos do polinémio P.

2.1.1 Valor Numérico

Obtemos o valor numérico de um polinémio P(z) para um nimero x = k quando substitui-
mos a varidvel x pelo nimero k e efetuamos as operacoes indicadas. Simbolizamos este valor
numérico por P(k). Se P(k) = 0, dizemos que k é raiz do polindémio P.

Exemplo 2.1.1. Seja P(z) = 2 — 32? — 10z + 24
Para x =1 temos:
P(1) = (1) =3-(1)2 =10 (1) + 24 = 12

Logo, o valor numérico de P para x =1 é 12, ou seja, P(1) = 12
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Ainda com P(x) = z* — 32% — 10z + 24
Para x = 2 temos:
P(2)=(2-3-(2>-10-(2)+24=0

Logo, o valor numérico de P para x = 2 é 0, ou seja, P(2) = 0. Neste caso, dizemos que 2 é
raiz de P.

2.1.2 Igualdade de Polinémios

Dados os polinomios

P(x) = apz™ + ap 12" + ..+ az? + ayx +ag e
Q(x) = by 2™ + by 12"+ .+ box® + by + by

Temos:

P(SL’) —Q(I) = aozbo,a1:bl,agzbg,...,an:bn

Ou seja, dois polinomios P e () sdao iguais se, e somente se, tiverem o mesmo grau e os coeficientes
de termos correspondentes forem iguais.

2.2 Operacgoes com Polinémios

2.2.1 Adicao

Dados dois polinémios de grau menor ou igual a n:

n
P(z) = apa™ + ap1z™ 7+ ot ar® ez +ag =D air’ e
i=0

Q(z) = bpa™ + by_1z™ 7+ L+ oz + bz + by =) b’
i=0

Chamamos de soma de P com () o polinémio
(P+Q)(x) = (ay + b)x" + (ap_1 + by_1)x"F + ...+ (ag + ba)x? + (ay + by)x + (ag + by)

Ou seja

n

(P+Q)(x) =D (ai + b)a’

1=0

Exemplo 2.2.1. Seja P(z) =2 +52—12 e Qz)=3z*+2x+47
A soma P+ Q) € dada por

(P+Q)(z)=1+3)2>+(5+2)x+ (—-12+7) =42>+ Tz -5
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Observamos que os polindmios a serem somados nao precisam ser do mesmo grau:

Exemplo 2.2.2. Seja P(z) =2 4+3z4+4 e Q(z)=a'+322+5
Temos entao:
P(z) = 02 4+ 023 + 2> + 3x + 4
Q(z) = 2 + 023 + 32> + 0x + 5

A soma P+ @ € dada por
(P+Q)(z)=(0+1)z* +(0+ 02+ (1+3)2> + 3+0)z+ (4+5) =2 +42° + 32+ 9

2.2.2 Subtracao
Dados dois polinomios
P(z) = apa" + ap_12" "t + ...+ a0’ + a1z + ag = Zaixi e
i=0
Q(ZE) = b,a" + bn_lx”_l + ...+ bgl’? + bz + bO — szxz
i=0

A diferenca de P com () é definida como
(P=Q)(@) = (an+(=bn))2"+(an-1+(=bn-1))2" " +..4(az+(=b2))2*+(a1+(—b1) )2+ (ao+(—bo))

Ou seja

n

(P —Q)(x) = Y (a; — b)a’

i=0
Exemplo 2.2.3. Seja P(z) =2*+52—12 e Q(r)=32*+20+7
A diferenca P — Q) ¢ dada por

(P—=Q)(x) = (1+ (=3)2a*+ (5+ (=2)x + (=12 + (7)) = —22° + 3v — 19

2.2.3 Multiplicacao

Dados dois polinémios
P(x) = ap2™ + ap12™ ' + .+ a2 + a1z + ap = Zaixi e
i=0
Q) = bua™ + by 12"+ o A box® F bz + by = b’
i=0

O produto entre P e () é dado multiplicando-se cada termo de P por todos os termos de
@, ou seja

(PQ)(2) = Cmgn®™ " + o1 2™ ™+ L+ co2® + 1zt + ¢y, onde

k
Cr = (lobk + albk_l + ...+ ak_lbl + akbg = Z aibk_i
i=0
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Exemplo 2.2.4. Seja P(x) =2 +3z+4 e Qx)=a"+32*+5
O produto P(Q) é dado por:

(PQ)(z) = (2®+ 3z +4)(2* + 327+ 5)
= 2%(2* + 32% + 5) + 3x(z* + 32* +5) + 4(2* + 32° + 5)
= (2% + 32" + 52%) + (32° 4+ 92° + 152) + (42 + 1227 + 20)
= 2%+ 32° + 72" + 92° 4+ 1727 + 152 + 20
Esse produto também pode ser feito de forma prdatica se utilizarmos uma tabela onde, na
primeira linha, colocamos os termos do polinomio P e, na primeira coluna, os termos do po-

linomio @) depois vamos preenchendo os espacos pelos produtos do termos que estao nas linhas
com o0s termos que estao nas colunas:

Tabela 2.1: Produto dos polinémios P e @

I [3x] 4 |
x4 2% | 32° | 42t
3x? || 32% | 923 | 1227
5 || 5z? | 15z | 20

Agora basta somar os termos de mesmo expoente, o que nos leva a mesma resposta:

(PQ)(x) = 2° + 32° + 72* + 92° + 172% + 152 + 20

2.2.4 Divisao

Dados dois polinémios A (dividendo) e B # 0 (divisor), dividir A por B ¢ determinar dois
outros polindémios @) (quociente) e R (resto) de modo que se verifiquem as seguintes condigoes:

L. A=B-Q+R
II. gr(R) < gr(B) (ou R =0, caso em que a divisdo é chamada exata)

Como pode ser visto em [12], os polindmios () e R existem e sdo unicos. Agora veremos
como determina-los utilizando o método da chave.

O processo é equivalente ao da divisao de nimeros inteiros, por exemplo, quando queremos
dividir 59 por 4:
59 |4
—4 14
19
—16
3

Temos que a divisao de 59 por 4 tem quociente 14 e resto 3, ou seja 59 =4 - 14 + 3

Com os polinomios a ideia serd exatamente esta. Colocamos o polinémio divisor na chave
(com os expoentes de ordem maior antes dos de ordem menor) e, cada termo do dividendo
funciona no papel das centenas, dezenas e unidades, etc. Vamos ver um exemplo:
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Exemplo 2.2.5. Vamos dividir A(z) = 2* + 22? — 5z + 1 por B(z) =z — 3.
Primeiro colocamos os polinomios em ordem, do maior expoente para o menor.

34202 —5x+1 z—3

Em sequida, comegcamos dividindo o termo mais a esquerda. Devemos encontrar um polinomio
z? ) . »
. Fazemos — = x*, portanto x* serd o valor que ird

embaizo da chave e devemos efetuar o produto x*(x — 3) = 2® — 322, Esse valor serd subtraido

do nosso dividendo.
34222 —bx+1 |z —3
— 34322 x?
5x’—br+1

que, multiplicado por x, resulte em 3

Agora repetimos o processo procurando um polinémio que, multiplicado por x, resulte em 5x2.
2

x 7/ . 7 .
Fazemos — = 5z, portanto 5z serd o valor que ird embaizo da chave ao lado de x* e devemos
x

efetuar o produto 5x(x — 3) = 5x* — 15x. Esse valor serd subtraido do nosso dividendo.

34222 —5r+1 r—3

—x34+32? 22 + b
5a% —bxr+1
—522+15x
10z+1

O grau do resto ainda ndo é menor que o grau do divisor, portanto devemos repetir o processo

mais uma vez. Procuramos um polinomio que, multiplicado por x, resulte em 10x. Fazemos

10x
—— =10, portanto 10 serd o valor que ird embaixo da chave ao lado de 5z e devemos efetuar

x
o produto 10(x — 3) = 10x — 30. Esse valor serd subtraido do nosso dividendo.
234+22% —Hr +1 r—3

— 234322 2% + 52 + 10
5r% —bx +1
—5224+152
10x +1
—102+30
31

Agora o grau do resto € menor que o grau do divisor, o que indica que nossa divisao acabou.
Nosso quociente é Q(z) = x* + 5z + 10 € o resto é R(x) = 31. E assim temos:

A(z) = B(z) - (#* + 5z + 10) + 31

Com este exemplo, completamos as quatro operagoes e agora iremos abordar alguns teore-
mas importantes para o desenvolvimento do trabalho.
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2.3 Teorema do Resto e Teorema de D’Alembert

Teorema 2.3.1 (Teorema do Resto). O resto da divisao de um polinémio P por x — a € igual
ao valor numérico de P em a.

Demonstracgao. De acordo com a definicao de divisdo, temos que:
P(z) = Q(z) - (z — a) + R(x),

onde Q(x) e R(x) sdo, respectivamente, o quociente e o resto. Como x — a tem grau 1, o resto
R(x) ou € nulo, ou tem grau igual a zero. Em ambos os casos R(x) é um polindmio constante.
Calculemos os valores dos polinomios a partir da igualdade acima em x = a:

P(a) =Q(a)-(a—a)+ R(a) = P(a)=R(a)

Mas R(z) é constante para todo x (inclusive para x = a), entdo, o resto € igual a P(a), o
que completa nossa demonstracao.

Teorema 2.3.2 (Teorema de D’Alembert). Um polindmio P € divisivel por x —a se, e somente
se, a € raiz de P.

Demonstracao. (=) Se P ¢ divisivel por x — a temos:
P(z) = Q(z) - (x —a)

Fazendo x = a, temos que P(a) = Q(a) - (a —a) =0 Logo a € raiz.
Por outro lado, se a € raiz de P, ou seja, P(a) = 0, pelo Teorema do Resto temos que R(x) = 0
o que, na definicdo de divisao nos dd

P(z) = Q(z) - (x —a) + R(r) = Q(x) - (r —a) +0

Portanto, P € divisivel por x — a, o que completa a demonstracao.

2.4 Equacoes Polinomiais

Definicao 2.4.1. Uma equagdo polinomial com coeficientes reais é uma equagdo da forma
P(z) =0, em que:

P(z) = apa™ + ap 12" ' + ...+ ag2® + a1z + ao, a; € R

¢ um polinomio de grau n, sendo n > 1 e cuja incognita x pode assumir um valor qualquer em
C, onde C ¢ o conjunto dos numeros complexos.

Exemplo 2.4.2. Sdo equagies polinomiais os sequintes exemplos:
i) 2e+3=0
i) > —5x+6=0

iii) 25 —2=0
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iv) —32* + 623 - 922 + 12 —-15=0

Nas equagoes polinomiais procuramos encontrar suas raizes, ou seja, determinar os valores
que, substituidos na equagao, a tornam verdadeira.

Teorema 2.4.3 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio P de graun > 1 admite
ao menos uma raiz complexa.

Para uma demonstracao deste teorema ver [16]

Teorema 2.4.4 (Teorema da Decomposigao). Todo polinémio P de graun > 1

P(z) = a,z" + 12"+ 4 asx® + ayz + ag, com a, # 0

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:

Px)=a,(x—mr1) (x—r9) - (x —1r3) --+-" (x — 1)

em que 11,7T9,73,- -, Ty SG0 as raizes de P, complexas ou ndo. Com excecao da ordem dos
fatores, essa decomposicao é unica.

Demonstracao. 1°) Ezisténcia:

a)

b)

Sendo P um polinomio de grau n > 1, podemos aplicar o Teorema e P tem ao
menos uma raiz ri. Assim, P(r1) =0 e, de acordo com o Teorema P é divisivel
por T —1ry:

P(z) = (z —r1) - Q1(x) (2.4.1)
em que Q1 € um polinomio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,,. Se n =1, entdo
n—1=0eQ é um polindmio constante; portanto, Q1(x) = a, e P(x) = a, - (x — ry).

Sen>2ention—12>1 e o Teorema ¢ aplicavel ao polinomio QQq, ou seja, Q1
tem ao menos uma raiz ro. Assim, Q1(re) =0 e Q1 € divisivel por x — ry:

Q1(z) = (z —r2) - Qa(2) (2.4.2)
Substituindo [2.4.9 em [2.4.1] temos:
P(z) = (z —r1) - (z —12) - Q2(x)

em que Q3 é um polinomio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,. Sen = 2, ou seja,
n—2=0, entdo Qz(x) =a, e

Pz)=a, - (x—mr1) (x—19)
Apds n aplicagoes sucessivas do Teorema M chegamos na iqualdade:
Pla) = (o =) (e —r2) (= 73) o (2= 1) - Qs
em que Q,, tem graun —n = 0 e coeficiente dominante a,; portanto, Q,(x) = a, e

Plxz)=a,-(x—r) - (x—719)  (x—1r3) - (x — 1)
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2°) Unicidade: Vamos supor que P admita duas decomposigoes:

Px)=a,-(x—r1) - (x—19)  (x—1r3) - (x—1y)
P(a) = a2 = 74) (2 = 14) (2 = 15) -+ (2 — 15

Supondo reduzidos e ordenados os dois sequndos membros, temos:

P(x) = a,2" + apSp_12" 1+ - - + a,So
P(zr)=al z™+a,Sm ™' + - +a,S,

onde S; € a soma dos coeficientes dos termos de grau 1.

Mas pela definicio de igualdade de polinomios temos, obrigatoriamente:

!/

n=m e ap = @y,

Assim, ficamos com a igualdade:
(@—r) (x—re) - (w—rs) - (z—r) =(z—r)) - (w—r3) (w—75) - (x—r,) (24.3)
Atribuindo a x o valor de r1, temos:
0= (ry—79) - (ri—ry) - (r—r3) - (ri—ry)

e, se o produto é nulo, um dos fatores ri — v, é nulo; sem perda de generalidade, podemos
colocar r1 — ry A igualdade se transforma em:

(o =ra) (= r2) (o —r3) o =) = (=) 2 = 13) - (o =) (0 = 7))
e, dividindo ambos os membros por x — ry:
(@=r2) - (w—r3) - (w—r) =(x—ry) (x =15 (x—17)

Repetindo-se o processo realizado com x = ry para os demais, teremos r; = 1} para todo
j€e{1,2,3,---,n}.
/

As igualdades m =n, al, =a,, =71, THh=1ry Th=r3--,7 =17, $40 a prova

da unicidade da decomposicao, o que conclui nossa demonstracao.

Os teoremas e juntos nos dizem que toda equacdo polinomial de grau n > 1
admite exatamente n raizes complexas. Além disso, os teoremas 2.3.1] 2.3.2] 2.4.3] e 2.4.4]
podem auxiliar a determinar as raizes de um polindmio através da fatoragdo em polinémios de
grau menor. Pelo teorema [2.4.3] sabemos que P possui n raizes, ja os teoremas 2.3.1) e [2.3.2 nos
dizem que, substituindo x em P por um valor a de tal forma que P(a) = 0, podemos dividir o
polinémio P por x — a obtendo um polinémio P; onde gr(P) > gr(P;), assim, vamos obtendo
polindmios de grau menor, até encontrarmos as n raizes, onde finalmente podemos escrever o
polinébmio na sua forma fatorada utilizando o teorema [2.4.4, Para isto temos que partir de
valores que sao raizes em cada estagio, o que de modo geral é difici]ﬂ

Um resultado que pode ser til na fatoracao de polinémios é o teorema das raizes racionais
([12]) que diz que, se uma equacao polinomial a,x™ + a,_12" ' + ... + a2 + a1z + ag = 0, de
coeficientes inteiros, admite uma raiz racional §, em que p € Z, q € Z, e p e q sao primos entre
si, entao p é divisor de ag e g é divisor de a,,.

Vejamos um exemplo de fatoracao:

186 existem férmulas de determinacio explicitas de raizes para polindémios de grau até 4.



64

Exemplo 2.4.5. Seja o polinomio
P(x) = 22* — 302° — 202 + 48

Queremos determinar suas raizes e escrevé-lo na sua forma fatorada.
Observamos inicialmente que v = 1 € uma raiz do polinémio:

P(1) =2(1)* —30(1)*> = 20(1) +48 =0

Portanto podemos dividir P por x — 1:
20t —32%2-200448 | —1
—2x% 223 203 + 222 — 28z — 48
+223 3022202448
—2x% 222
—282%2—20x+48
+2822—28%
—48x+48
+48x—48
0

Assim, temos:
P(z)=(z—1)- P(x)

Onde
Py(7) = 22° + 227 — 287 — 48

Agora repetimos o processo com Py(x). Fazendo v = —2, obtemos:

Pi(=2) =2(-2)* +2(-2)* —28(—2) —48 =0

Portanto —2 € raiz de Py e podemos dividir Py, por x + 2:
2034222 —281x—48 | x + 2
— 223 —4x? 202 — 20 — 24
—21°—281—48
+222 +4x
—241—48
+24x+48
0

Assim, temos:

Onde
Py(7) = 22* — 22 — 24

Repetimos o processo com P,. Fazendo x = —3, obtemos:

Py(—3)=2(-3)*-2(-3)—24=0

Portanto —3 ¢é raiz de Py e podemos dividir P por x + 3 (note que ndo é mais necessdrio
realizar este processo pois jd chegamos em wm polinomio de grau 2 cujas raizes podem ser
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determinadas facilmente):
20 —2x—24 | x4+ 3
—222—6x 2r — 8
—8r—24
+8x+24
0

Assim, temos:
Py(z) = (z+3) - Ps(2)

Onde
Ps(x) =2z — 8

Repetimos o processo com Ps. Fazendo x = 4, obtemos:

Py(4) = 2(4) =8 =0

Portanto 4 é raiz de P3 e agora encontramos as 4 raizes de P, {1,—2,—3,4} e podemos escrever
P em sua forma fatorada:

Plz)=2-(x—1)-(z+2)- (x+3) - (x —4)

Escrever um polindmio em sua forma fatorada auxilia-nos a verificar propriedades impor-
tantes dos gréaficos dessas fungdes polinomiais, o que serd estudado a seguir.

2.5 Como Determinar um Polindmio a Partir de Alguns
de Seus Valores (Interpolagao)

Agora vamos usar alguns dos contetidos trabalhados no Capitulo [I] para mostrar como é
possivel determinar uma fungao polinomial dados seus valores em alguns pontos. Isto pode ser
visto de forma geométrica no teorema a seguir.

Teorema 2.5.1. Dados n+ 1 pontos no plano, (x1,v1), (T2,92), ", (Tna1,Yns1), tais que x; #
x; Vi # j, sempre € possivel determinar de forma dnica um polinomio P(x) de grau menor ou
igual a n cujo grdfico passa por esses pontos.

Demonstragao. Basta verificar que, ao substituir os pontos (x1,y1), (T2, Y2), ", (Tna1, Ynt1),
na equagdo do polinémio P(x) = a,a™ + 12"V 4 -+ ayz® 4+ a1z + ag obtemos o sistemas:

-1
ha, +2t an g+ +alay ma; +ag =y

-1 2
x8a, +x5 Qp_1+- +x300  Fx201 +ay = Yo

n n—1 2 _
Ty Ot 10p—1t T A2+ Tp 101 +00= Yn1-

Como ja visto na se¢io a matriz associada deste sistema é a matriz de Vandermondd?:

2neste caso as linhas estdo trocadas, porém o resultado do corolario visto na seco também é vélido
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A S TR |
L A
A=
n n—1 2
Tyl Loyl 00 Tpyr Tnpr L

Pelo teorema seu determinante é diferente de zero. Logo, pelo teoremall.4., o sistema
possut solucao unica.

Os coeficientes a,, a,_1, - -, as, a1, ag sdo determinados, portanto, encontrando-se a solugao
do sistema acima.

Exemplo 2.5.2. Dados trés pontos, A = (3,2), B = (4,0) e C = (6,2), vamos determinar o
polinomio Py de grau menor ou igual a 2 que passa por estes pontos.
Se Py tem grau menor ou igual a 2, entio ele é da forma Pi(z) = ax? + bx + ¢
Substituindo 0s pontos na equagcdo acima temos o sistema:

32a+3b+c= 2 9a+3b+c= 2
42a+4b+c= 0 — 16a+4b+c= 0
62a+6b+c= 2 36a+6b+c= 2

Resolvendo-o, obtemos (a,b,c) = (1,-9,20). Logo o polinémio P, é dado por:

Py(z) = 2* — 9z + 20

o€ 2

Figura 2.1: Pontos A, Be C Figura 2.2: Polinémio P (x)

No exemplo, tomamos trés pontos e determinamos um polindmio de grau 2. Mas o teo-
rema [2.5.1| nos diz que existe um polindmio de grau até n, ou seja, pode haver casos em que
encontraremos um polindémio de grau menor.

Pelo teorema[I.4.7], sabemos que os coeficientes do polindémio serdo determinados pela razao
de dois determinantes (ozi = %). Como queremos determinar um polindmio de grau n, ele terd
n + 1 coeficientes (ay, g, -+, ayy11). Portanto, podemos escrever o polinémio P da forma:

P = () o+ (B) e e (Bt ) o+ () o+ ().
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Desta forma, para termos um polinémio de grau menor que n, devemos ter D; = 0. Além
disso, se tivermos D; = 0 Vi € {1,2,---,k < n} e D; # 0 para i = k + 1, entdo o polindémio
modelador terd grau igual n — k. Para k£ = n + 1 temos o polinémio nulo.

Exemplo 2.5.3. Dados quatro pontos, A = (1,1), B = (3,2), C = (5,3) e D = (9,5), vamos
determinar o polinomio P de grau menor ou igual a 3 que passa por estes pontos.
Se Py tem grau menor ou igual a 3, entdo ele é da forma Py(x) = az® + bx® + cx + d
Substituindo os pontos na equagdo acima temos o sistema:

1Pa+1%b+1ctd= 1 a +b +ctd=1
33a+3%b+3c+d= 2 B 27a +9b+3c+d= 2
53a+5%b+5c+d= 3 N 125a+25b+5c+d= 3
9%a4+9%04+9c+d= 5 729a+81b+9c+d= 5
Resolvendo-o, obtemos (a,b,c,d) = (0,0, %,%) Logo o polinomio P, é um polinomio de
grau 1, dado por:
1 1
0 X /u X
Figura 2.3: Pontos A, B, C e D Figura 2.4: Polindmio Py(x)

2.6 Analise Grafica de Funcoes Polinomiais

Nessa secao, estudamos o grafico de fungdes polinomiais de primeiro, segundo, terceiro e
quarto graus. Uma atividade muito produtiva ¢é, ao discutir os topicos aqui colocados, explorar
com os alunos muitos exemplos no GeoGebra.

2.6.1 Funcgao Polinomial de 1° Grau
Uma func¢ao polinomial de primeiro grau pode ser escrita como:
P(z) = ax + b,
em que a e b sao seus coeficientes. Podemos representar seus pontos no plano na forma
(2.y) = (z,02 +b)

Se a = 0, temos uma funcao constante. O seu grafico é uma reta paralela ao eixo das
abscissas que intersecciona o eixo das ordenadas no ponto b. O estudo a seguir considera o caso
em que a # 0.



68

Fazendo x = 0, obtemos P(0) = b, ou seja, (0,b) é o ponto em que o grafico da funcao
intersecta o eixo y. De forma semelhante, fazendo P(z) = 0, obtemos:

=
—.

. . —b —b
Ou seja, temos uma raiz real quando x = —, portanto,
a

O=ax+b = xr =

—, O) ¢é o ponto em que o grafico
a

da fungao intersecta o eixo x.

Representacao Grafica
Considerando-se os pontos A = (z1,ax; + b), B = (z2,ax5 +b) e C = (x3,ax1 + b) com

T < Ty < T3

Vamos calcular a distancia entre A e B (d(A, B)), a distancia entre B e C (d(B,(C)), e entre
AeC (d(A,QC)):

d(A,B) = \/(arg — 1)+ (axy + b — (ax1 + b))’ = (29 — 1) V1 + a2
d(B,C) = \/(arg —29)? + (axs + b — (axy + b))’ = (23 — 22) V1 + a2
d(A,C) =/

Dai segue-se que:

Figura 2.5: Pontos alinhados

Isso nos mostra que os pontos estao alinhados, pois se nao estivessem, o termo da direita
seria maior que o da esquerda (desigualdade triangular). Consequentemente, o grafico de uma
equacao polinomial de primeiro grau é uma reta.
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Figura 2.6: Grafico de uma funcdo polinomial de pri- Figura 2.7: Grafico de uma fungao polinomial de pri-
meiro grau a > 0 meiro grau a < 0

O coeficiente angular desta reta serd entao a = VAN
(2)
Observamos que o grafico de uma equagao polinomial de primeiro grau pode ser analisado
segundo sua equacao na forma reduzida ou em sua forma fatorada.

P(z) = az + b (2.6.1) p@;):a(HfL) (2.6.2)

Sua forma reduzida nos da sua inclinagao (coeficiente a) e o ponto onde ela intersecta o eixo
y (coeficiente b). Ja sua forma fatorada nos da sua inclinagao (coeficiente a) e o ponto onde ela

—b
Intersecta o €1xo x, ou seja, sua raiz ( .
a

2.6.2 Funcao Polinomial de 2° Grau

Uma func¢ao polinomial de segundo grau pode ser escrita como:
P(z) = ax* +bx + ¢ (2.6.3)
Onde a, b e ¢ sao seus coeficientes. Podemos representar seus pontos no plano na forma
(x,y) = (:1:, az® 4 br + c)

Notemos que fazendo x = 0, obtemos P(0) = ¢, ou seja, (0,¢) é o ponto em que o grafico
da funcao intersecta o eixo y.
Para determinar suas raizes, devemos fazer P(z) = 0:

P(z)=0 = az® 4+ bx +c= 0.

Tomando a como fator comum, temos:

b
a<x2+x+c>:0.
a a
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Completando o quadrado:

29l (L 2+5— by’ =0
“\ 2ax 2a a 2a -

Agora, usando a identidade (z + a)? = 2? 4 2az + a*:

(e s) o))

Distribuindo novamente o a:
O que nos leva a:

Temos assim:

b+ VA

i. Para A = b% — 4ac > 0, duas raizes reais distintas: z = 5
a

—b
ii. Para A =0, uma tUnica raiz: x = 20
a

iii. Para A < 0 as raizes sdo complexas.

O grafico de P(x) interseccionard o eixo das abscissas duas vezes no caso ., uma no caso
i1. (tangencia), e nenhuma no caso ii.

Além disto, pelas propriedades [I] e 2] da pagina [54] podemos concluir que, se a > 0, a
parabola possui concavidade voltada para cima e, se a < 0, sua concavidade ¢ voltada para
baixo.

Representacao Grafica

O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola, sua demonstragao pode ser vista em
[18]. Ou seja, possui apenas um ponto critico que é encontrado igualando sua derivada a 0:

b
P(x)=2 b=0 = = ——.
(x) = 2az + x 50
L - b A : -
Este ponto substituido na equacao [2.6.3 nos retorna P “5u ) = T Ou seja, a funcao
a a

possui o ponto critico (que coincide com o vértice da pardbola) nas coordenadas

b A
2a"  4a
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O que nos interessa mostrar é o que acontece com a parabola quando mudamos os seus coefi-
cientes. Para isso iremos considerar primeiramente o polindmio P em sua forma reduzida:

P(z) = az* +bx + ¢
Se a > 0,temos
lim P(r) =00 e im P(x) =0
Se a < 0,temos
lim P(z)=—00 e im P(z) = -0

Sendo assim, se a > 0 a paradbola possui concavidade voltada para cima e, se a < 0, sua
concavidade é voltada para baixo.

a>0

Figura 2.8: Parabola com concavidade voltada para Figura 2.9: Parabola com concavidade voltada para
cima (a > 0) baixo (a < 0)

Além disto, como vemos nos cursos de célculo e foi resumido em temos que P'(z) =

2ax + b, teremos que (quando a > 0) a func¢do é decrescente para x < —% e crescente para
x > —% (x = —% é ponto de minimo local). Se fizermos segunda a derivada dessa funcao,

teremos P"(z) = 2a. A fun¢ao P”(z) nos fala também o quao rapidamente a inclinagao da reta
tangente estd mudando e, como ela depende somente do coeficiente a. Isso nos mostra que a
abertura da pardbola depende apenas de a. Quanto maior é |a|, mais “fechada” é a parabola
e, quanto mais préximo de 0 é o |a|, mais “aberta” é a pardbola.
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“a” aumenta

Figura 2.10: Concavidade da Parabola se fechando conforme aumentamos o valor de a

Ainda olhando para P'(z) = 2ax + b, isolando b ficamos com b = P'(z) — 2ax e, fazendo
z =0 temos b = P'(0).
Portanto o coeficiente b nos fala o que acontece com a derivada, ou seja, com a inclinagdo da
reta tangente quando a parabola intersecta o eixo y. Em outras palavras, se b > 0 a fungao P
¢é crescente em x = 0, se b = 0 o vértice da pardbola se encontra no eixo y e, se b < 0 a funcao
P é decrescente em x = 0. Além disso, quanto maior o valor de b, maior a taxa de crescimento
da func¢ao em x = 0 e, quanto menor o b, menor a taxa de crescimento em x = 0.

(a) parabola com b > 0 (b) pardbola com b =0 (¢) pardbola com b < 0
Figura 2.11: Papel do coeficiente b na equacgao polinomial de 2° grau

Agora resta-nos analisar o coeficiente c.
Fazendo x = 0, vemos que

P(0) = a0>+b0+c=c

Portanto, o coeficiente ¢ é o ponto onde o grafico da fungao f intersecta o eixo y.
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(0.)

Figura 2.12: Papel do coeficiente ¢ na equagao polinomial de 2° grau

Estudamos assim, o efeito geométrico de cada coeficiente da funcao polinomial de segundo
grau. Nos estudos de fung¢des polinomiais de grau maior do que dois a andlise geométrica de
seus coeficientes se torna complicado E| O que faremos a partir de agora ¢é ver como pode ser o
grafico de fungoes polinomiais de graus 3 e 4 com a analise de cada caso possivel.

2.6.3 Funcao Polinomial de 3° Grau

Uma funcao polinomial de terceiro grau pode ser escrita como:

P(z) = ax® + b’ + cx + d

Estudando o comportamento da funcao P quando x — —oo e quando x — 0o vemos que
ela s6 depende do valor de seu coeficiente dominante a. Assim:

1. Sea <0
lim P(x)=00 e lim P(x) = —o0
T——00 T—>00
2. Sea>0
lim P(z) = —o0 e lim P(z) = oo
T——00 T—00

Assumindo continuidade, isso nos garante que a fun¢ao polinomial de terceiro grau sempre
possui ao menos uma raiz real z. Usando entdo a fatoracao P(z) = (z — z¢).Q(z), concluimos
pela se¢ao anterior que, dependendo do polindémio de segundo grau Q(x), P(x) pode ter uma,
duas, ou trés raizes reais distintas.

Além disso, o estudo das suas derivadas nos dao alguns resultados importantes também. Fa-
zendo a primeira e segunda derivadas, temos:

P(z)=3ar*+2bx+c e  P'(x)=6ax+2b

Como vemos em célculo e resumimos em [1.6.2) impomos P’(z) = 0 para encontrar seus
pontos criticos. Verificamos que a fungao possui pontos criticos nos valores

B —b+Vb? — 3ac

a eb>—3ac>0

T

3Seu coeficiente dominante sempre nos dird quio rapido a funcio cresce ou decresce e o seu termo indepen-
dente sempre nos dird o ponto onde a fungao intersecta o eixo y
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Aqui se b> — 3ac > 0 a funcdo possuird dois pontos criticos, quando b* — 3ac = 0 a funcao
possui um ponto critico e, quando b? — 3ac < 0 nao possui ponto critico.
Seu ponto de inﬂexéidﬂ ocorre quando o sinal da derivada segunda muda, ou seja

—b
~ 3a

O coeficiente a nos diz quao rapido a funcao cresce ou decresce, o sinal de b nos diz sobre
sua concavidade (para cima ou para baixo) no ponto x = 0, o coeficiente ¢ nos fala a taxa de
crescimento ou decrescimento da fungdo no ponto z = 0 e o coeficiente d nos diz em que ponto
a funcao intersecta o eixo y.

Vamos exemplificar cada caso (onde a > 0, os casos onde a < 0 sdo similares) que pode
ocorrer para uma fun¢ao polinomial de grau 3.

X

Exemplo 2.6.1. (Trés raizes reais distintas) Seja
Py(z) =2z(x — 1)(z — 3) = 22° — 82° + 6w
Derivando a funcao Py e igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos temos:

AT

Pl(x) =62 —162+6=0 = =z

3
Pi(x) ) 4
Substituindo esses valores em Py encontra- .
4 —+/T 287 —40 i/
mos os pontos A = , g s
3 27 T 3 —
44T =287 — 40 , |
e B = T o Assim,

verificamos que A € um mdximo local e B
é um minimo local. Com essas informacoes
podemos tragar o grdfico da fungdo P;.

Figura 2.13: Trés raizes reais distintas

Exemplo 2.6.2. (Duas raizes reais iguais e uma distinta) Seja

Py(z) =2(x — 1)(x — 1)(z — 3) = 22 — 102° + 142 — 6

Derivando a funcao Py e igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos temos:

20 £38
Py(z) =62 —20x +14=0 = r=

40 ponto de inflexdo do grafico de uma funcdo é o ponto onde a sua concavidade muda, ele é calculado
observando-se o sinal da derivada de segunda ordem da fungao.
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Substituindo esses valores em Py, encontra- .
7 —64 v

mos os pontos A = (1,0) e B = (37 27)

Assim, verificamos que A € um mdzimo lo- .

cal (que coincide com uma das raizes) e B B}

¢ um minimo local. Com essas informacoes

podemos tragar o grafico da funcio Ps.

Figura 2.14: Duas raizes reais iguais e uma distinta

Exemplo 2.6.3. (Trés raizes reais coincidentes com um ponto critico) Seja
Py(z) =2(x — 1)(z — 1)(z — 1) = 22 — 62 + 62 — 2
Derivando a fungio Ps e igualando a O para encontrar seus pontos criticos temos:

Pi(z) =62 —120+6=0 = x=1

Py(2) Y

Como so encontramos um valor para x, o ;
ponto A = (1,0) é um ponto critico e a fun- . N )
¢ao nao possui marimos ou minimos locais.
Com essas informacoes podemos tracar o -
grifico da fungdo Ps. .

fl

Figura 2.15: Trés raizes reais coincidentes com um
ponto critico

Agora ja abordamos todos os casos cujas raizes sdo todas reais. Pelas Relacoes de Girard
([12]), é possivel mostrar que com trés raizes iguais sé temos o caso em que b? = 3ac, ou seja,
0 caso em que temos um ponto critico. Temos mais trés casos onde temos uma raiz real e duas
raizes complexas. No primeiro deles temos dois pontos criticos, no segundo apenas um, e no
terceiro, nenhum ponto critico.

Exemplo 2.6.4. (Uma raiz real e dois pontos criticos) Seja
Py(z) = z(x* =5z +7) =2 — 52 + T

Na sua forma fatorada podemos ver que v = 0 € raiz de Py. Derivando a funcio Py e
igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos temos:

1044
Pj(z) =32 —10z+7=0 = T=
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. Py(x) 4
Substituindo esses valores em Py encontra- s

7 49
mos os pontos A = (1,3) e B = (3, 27)
Assim, verificamos que A € um mdzimo lo- a{ el
cal e B € um minimo local. Com essas | [\
informagoes tracamos o grdfico da fungdo e
Py.

Figura 2.16: Uma raiz real e dois pontos criticos

Exemplo 2.6.5. (Uma raiz real e um ponto critico) Seja
Ps(z) = x(z® — 32+ 3) = 2° — 32 + 3w

Na sua forma fatorada podemos ver que x = 0 € raiz de Ps. Derivando a fungio Ps e
igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos temos:

Pj(z)=32>-62+3=0 = z=1

Como so encontramos um valor para x, o
ponto A = (1,1) é um ponto critico e a fun-
¢ao nao possui marimos ou minimos locais. I
Com essas informacoes tracamos o grifico
da funcao Ps.

Figura 2.17: Uma raiz real e um ponto critico

Exemplo 2.6.6. (Uma raiz real e nenhum ponto critico) Seja
Ps(z) = 2(2* — 3z +4) = 2° — 32 + 4z

Na sua forma fatorada podemos ver que x = 0 é raiz de Ps. Derivando a funcao Py e
igualando a 0 ndao obtemos nenhum valor real como ponto critico, portanto nao temos pontos
onde a derivada se anula. Como nao encontramos nenhum valor como ponto critico esse € o
caso onde ¢ mais dificil esbogcar o grdfico.



77
P()(l) 51/

Lembrando da sequnda derivada, temos

P'(z) =0 =« = 1. Substituindo : /
esse valor em Py encontramos o ponto A = Y
(1,2), que € o ponto onde a funcao deiza de
ser concava para bairo e passa a ser con-
cava para cima. Com essas informacoes . x
tracamos o grafico da fungdao Ps.

Figura 2.18: Uma raiz real e nenhum ponto critico

2.6.4 Funcao Polinomial de 4° Grau

Uma funcao polinomial de quarto grau pode ser escrita como:
P(z) = ax* + bx® + ca® + dx + e,

em que a, b, ¢, d e e sdo seus coeficientes.
Utilizando os resultados das se¢oes e observamos que se P(x) possuir quatro raizes
reais, podemos escrevé-lo da seguinte forma:

P(z) =a(x —r)(z —re)(z —13)(x — 14), (2.6.4)

em que rq, 9, r's € 14 S0 as raizes reais do polinémio P
Estudando o comportamento da funcao P quando z — —o0 e quando x — oo vemos que ela
s6 depende do valor de seu coeficiente dominante a. Assim:

1. Sea <0
lim P(z) = —o0 e lim P(x) = —o0
Tr——00 Tr—00
2. Sea>0
lim P(x) =00 e lim P(z) = o0

Fazendo a primeira derivada temos

P'(z) = 4az® + 3ba* + 2cx + d

Vemos que a derivada ¢ um polinémio de grau 3 que pode ter 1, 2 ou 3 raizes reais, o que
significa que o polinémio P pode ter 1, 2 ou 3 pontos criticos.

Analisando o crescimento e decrescimento da func¢ao P quando P’ tem 1, 2 ou 3 raizes reais
e a > 0, teremos o seguinte:

1. Com 3 raizes, a funcao P decresce até um ponto critico, depois desse ponto ela cresce até
chegar no segundo ponto critico, depois decresce novamente até chegar no terceiro e, por
fim, ela cresce novamente. Portanto temos dois minimos locais e um méximo local (no caso
em que a < 0 teremos dois maximos e um minimo local).

2. Com 2 raizes temos dois casos, um deles onde a raiz com multiplicidade 2 é menor que a
outra raiz e o outro em que ela é maior.
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a. Quando a raiz que tem multiplicidade 2 é menor que a outra raiz, a funcdo P comega
decrescente, passa o primeiro ponto critico (que serd um ponto de inflexdo), continua
decrescendo até o segundo ponto critico (que serd um ponto de minimo local) e depois
passa a crescer.

b. Quando a raiz que tem multiplicidade 2 é maior que a outra raiz, a funcao P decresce
até o primeiro ponto critico (que serd um ponto de minimo local), depois passa a crescer,
passa pelo segundo ponto critico (que serd um ponto de inflexao) e continua a crescer.

Em ambos os casos temos um minimo local (no caso em que a < 0 teremos um maximo
local).

3. Com uma raiz, a funcao P comega decrescente, passa pelo ponto critico e se torna crescente.
Portanto, temos apenas um minimo local(no caso em que a < 0 teremos um maximo local).

Fazendo a segunda derivada obtemos

P"(z) = 12az® + 6bx + 2c

A segunda derivada é um polindmio de grau 2 e pode, portanto, ter 0, 1 ou 2 raizes, o que
faz com que P tenha a mesma quantidade de pontos de inflexdo. A abscissa x desses pontos é
dada por

_ —6b£v/36b* — 96ac  —3b £ VIb? — 24ac
v 24a - 12a

Aqui, reparamos que se 9b> — 24ac > 0, a funcdo P possui dois pontos de inflexdo; quando
9b? — 24ac = 0, possui um ponto de inflexao; e quando 9b? — 24ac < 0 nao possui nenhum.

Com isso, vamos aos exemplos que abordam cada caso. Novamente vamos exemplificar
primordialmente os casos onde a > 0 (com exce¢ao do ltimo exemplo), os casos onde a < 0
sao similares. Vamos nos restringir aos casos que s6 possuem raizes reais. Os casos que possuem
raizes complexas sao obtidos fazendo uma translagao vertical no grafico.

Exemplo 2.6.7. (Quatro raizes reais distintas)
Seja
Pi(z) =z(z — 1)(z — 2)(x — 3) = 2* — 62° + 112 — 62

Derivando a funcao Py e igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos, temos:
(V5433 V543
2 272

Derivando novamente e igualando a 0 encontramos seus pontos de inflexdo:

—/15+9 \/1_5+9}

Pl(z) =42° =182+ 222 - 6=0 &

Pl(z)=122> =362 +22=0 < xe{ : :

Esbocando o seu grdfico temos:
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-05 0 05 gl 15 25 35

Figura 2.19: Quatro raizes reais distintas

Podemos observar que, quando os valores de x tendem a infinito e menos infinito, a fungao
cresce indefinidamente.

Observagao: Analisando o grafico de P;(z) observamos que se tomarmos, por exemplo, o
polinémio f(z) = Pi(z) + 2 (translagao vertical de 2), f(z) nao terd nenhuma raiz real.

Exemplo 2.6.8. (Trés raizes reais)
Sejam

Py(z) = 2*(x — 1)(z — 2) Py(z)=x(z —1)*(x—2) e Pyz)=2z(x—1)(z—2)>

Esses trés casos possuem trés raizes, sendo uma delas com multiplicidade 2. No caso de Py
a raiz que possui multiplicidade 2 € a menor delas, no caso de Py é a do meio e, no caso da Py,
a maior. Como o0s trés casos sao similares os abordaremos no mesmo exemplo.

Derivando as fungoes Py, P3 e P, e as igualando a O para encontrar seus pontos criticos
temos, respectivamente:

—V1 1
Py(r) =42® —92° + 42 =0 & xe{ \/_7+9,0,\/_7+9}

8 8
—V2+42 2+2

Pj(z) =42® — 122 + 102 -2 =0 <« me{ f; ,1,\[; }
—VIT+7 V1T +7

Pj(r) =42® — 1520 + 162 —4 =0 < xe{ 8+, 8+ ,2}

Derivando novamente e igualando a 0 encontramos seus pontos de inflexdo:

—V/33+49 \/§+9}

Pl(z) =122 —18z+4=0 & xe{

12 12
—vV6+6 vV6+4+6
Pl(z) =122 —24r +10 =0 < xe{ \/;5+ ’\/_6+ }
—V334+15 v33+15
Pl(z) =122 302 +16=0 < :1:6{ 1; , 1; }

Esbocando os graficos temos:
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Py(a) y P@| P P | P

(a) raiz menor com mult. 2 (b) raiz do meio com mult. 2 (¢) raiz maior com mult. 2

Figura 2.20: Fungbes polinomiais de 4° grau com trés raizes reais

Exemplo 2.6.9. (Duas raizes reais)
Sejam
Ps(7) = 2%(x — 2)? Ps(r) =2°(x —2) e Py(z)=ax(xr—2)3
Esses trés casos possuem duas raizes. Py possui duas raizes com multiplicidade 2; P e P
possuem uma raiz com multiplicidade 1 e a outra com multiplicidade 3, sendo que em Py a
raiz com multiplicidade 3 é a menor e em P; é a maior. Como o0s trés casos sdo similares os
abordaremos no mesmo exemplo.

Derivando as fungoes Ps, Ps e P; e as igualando a O para encontrar seus pontos criticos
temos, respectivamente:

Pi(z) =42° — 122> +8r=0 <« 2¢€{0,1,2}

3
Pi(z) =42 —62> =0 & =xz€ {0,2}
ia
Derivando novamente e igualando a 0 encontramos seus pontos de inflexdo:

—V3+3 \/§+3}
3 7 3

1
Piz) =42° — 182> + 24 -8 =0 & xe{ 2}

Pl/(v) =122 —24x +8 =0 = xe{
Pl(r)=122° — 120 =0 = x€{0,1}

P/(r) =122 - 36z +24=0 = x¢€/{1,2}

Esbocando os grdficos temos:
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-2

(a) duas raizes duplas (b) raiz menor tripla (¢) raiz maior tripla

Figura 2.21: Fungbes polinomiais de 4° grau com duas raizes reais

Exemplo 2.6.10. (Uma raiz real com multiplicidade 4)
Seja
B(z) = —(z - 1) = —2* +42° — 62> + 4o — 1

Derivando a func¢io Py e igualando a 0 para encontrar seus pontos criticos temos:

Pi(z) = —42®* +122° =122 +4=0 = z=1

Esbocando o seu grifico temos:

Pyr)y ']

=1 1] 1 2 3

Figura 2.22: Uma raiz real
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Com estes exemplos concluimos as ferramentas necessarias para explorar as atividades pro-
postas no terceiro capitulo, bem como para trabalhar outros problemas de aplicacao de polind-
mios como os que listamos a seguir na tultima secao deste capitulo.

2.7 Problemas de Otimizacao “modelados” por Polino-

mios

Selecionamos a seguir alguns problemas conhecidos que podem se “modelados” por polino-
mios de segundo e terceiro graus. Trabalhar problemas como estes com os alunos pode ser
uma interessante “abordagem introdutéria” as atividades propostas no capitulo [3| que envol-
vem mais pré-requisitos. Na discussao e resolugao destes, muitos temas deste capitulo podem
ser aprofundados.

1.

(UFPE) Num voo com capacidade para 100 pessoas, uma companhia aérea cobra R$200, 00
por pessoa quando todos os lugares sao ocupados. Se existirem lugares ndo ocupados, ao
preco de cada passagem serd acrescida a importancia de R$4, 00 por cada lugar nao ocu-
pado (por exemplo, se existirem 10 lugares nao ocupados o prego de cada passagem sera
R$240,00). Quantos devem ser os lugares nao ocupados para que a companhia obtenha
o faturamento méaximo?

Fernanda tem uma fabrica de sorvetes. Ela vende, em média, 300 caixas de picolés por
R$20,00 cada. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia R$1,00 no preco da
caixa, vendia 40 caixas a mais. Quanto ela deve cobrar pela caixa para que sua receita
seja maxima?

E dada uma folha de cartolina como na figura abaixo. Cortando a folha da linha ponti-
lhada resultara um retangulo. Determine as medidas desse retangulo sabendo que a area
¢ maxima.

<

8

Figura 2.23: Tridngulo da questao 3

Um agricultor possui 600 metros de arame para cercar um terreno retangular e também
dividi-lo em duas partes, com uma cerca paralela a um dos lados. Uma dessas partes
tem a forma de um quadrado. Quais devem ser as dimensoes do terreno para que a area
cercada seja maxima?

Daniel possui 120m de cerca para formar dois canteiros, um no formato de um hexagono
regular e o outro no formato de um quadrado. Qual deve ser o perimetro do quadrado
para que a soma das areas seja minima?



6.

10.

11.

83

(UFF - RJ) Num terreno retangular com 104m? de &4rea, deseja-se construir um jar-
dim,também retangular, medindo 9m x 4m, contornado por uma cal¢ada de largura L.
Calcule o valor de L.

Figura 2.24: Terreno da questao 6

Uma parede de tijolos serd usada como um dos lados de um curral retangular. Para os
outros lados iremos usar 400m de tela de arame, de modo a produzir a area maxima.
Qual é o quociente de um lado pelo outro?

Vocé precisa fazer uma janela que possua um perimetro de 10m. Esta janela deve ter
o formato de um retdngulo com um semi-circulo em seu topo (janela em arco romano).
Que medidas determinam a janela de maior area?

Nas mesmas condicoes do exercicio anterior, determine as medidas da janela com o for-
mato de um retangulo com um tridngulo equilatero em seu topo.

Figura 2.25: Janelas das questoes 8 e 9

Ao retirar uma “fatia” de um disco de raio r é possivel formar um cone. Que fatia deve
ser retirada para se obter o cone de maior volume? Qual é esse volume? Qual a proporc¢ao
entre o raio e a altura desse cone?

De uma folha de papelao retangular de 20cm x 30cm devem ser retirados os quatro
“cantos” para formar uma caixa sem tampa. Qual deve ser o lado dos quadrados retirados
para que o volume desta caixa seja 0 maximo possivel?
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Capitulo 3

Modelagem Polinomial

Neste capitulo propomos duas atividades a serem desenvolvidos por alunos do terceiro ano
do ensino médio ou em disciplinas iniciais dos cursos de licenciatura em mateméatica. Am-
bas trabalham contetdos estudados nestes cursos e visam contribuir de forma significativa na
aprendizagem dos alunos, por mostrar aplicagcoes da matematica, e proporcionar uma visao
diferenciada dos motivos para se aprender tais conteudos.

Nas sec¢oes a seguir apresentamos a descri¢ao e o desenvolvimento do contetiddo matematico
destas atividades que podem ser também trabalhados pelos professores em sala de aula. Estas
propostas devem ser desenvolvidas de acordo com o grau de facilidade que os alunos possuem
com a disciplina. Por exemplo, na secao |3.1.2] a matematica desenvolvida pode, de um modo
geral, ser trabalhada em sala de aula do ensino médio. Ja a secao [3.1.3| pode ser entendida
como um complemento para o professor e, devido ao grau de dificuldade e de mais conceitos
de calculo diferencial envolvidos, é mais adequada para ser trabalhada na fase introdutéria do
ensino superior, ou em grupos especiais do ensino médio.

3.1 Foguete/Aeromodelo

Esta primeira atividade de modelagem matematica proposta constitui-se de duas partes: a
construgao e lancamento de um aeromodelo no formato de um foguete feito com garrafa PET;
e a elaboracdo de um relatério onde o estudo de sua trajetéria é realizado detalhadamente. A
motivacao inicial se deu ao tomar conhecimento da Mostra Brasileira de Foguetes (MOBFOG)
¢ é parte da Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astrondutica (OBA) (]23])

O trabalho foi proposto aos alunos do terceiro ano do ensino médio no momento em que
a matéria de polindmios estava sendo estudada, o que os auxiliou na fixacdo dos contetdos
abordados. E uma atividade que necessita de outros temas estudados no ensino médio, e
estimula o aluno a revisar assuntos como trigonometria, polinémios, funcoes, etc.

A construgdo do aeromodelo é simples e pode ser vista tanto no YouTube ([22]) quanto
no site da OBA ([23]). Os materiais utilizados sdo também acessiveis: garrafas PET, tubos e
conexdes de PVC, véalvula de pneu de bicicleta, bexigas, presilhas de nailon, etc.

Nosso objetivo principal com esta atividade é trabalhar os conteiidos de matematica envol-
vidos no experimento, o que pode ser explorado junto com os alunos em sala de aula para que
o relatorio de atividades seja bem escrito e detalhado.

Uma das metas é a de determinar qual é o polindmio do segundo grau que modela a trajetéria
do foguete, assumindo aqui as leis da fisica, com algumas simplifica¢gbes como desconsiderar o
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Figura 3.1: Materiais para a construcao do aeromodelo

atrito do ar. Procuramos assim a fun¢do polinomial que nos fornece a altura em que ele se
encontra quando se desloca horizontalmente uma determinada distancia. Também exploramos
qual é o angulo em que deve ocorrer o lancamento para que a distancia atingida seja méaxima,
inclusive em casos onde o ponto de langamento esta a uma altura diferente do ponto de chegada.
E, por fim, fazemos uma analise dos dados coletados no desenvolvimento dessa atividade quando
a aplicamos na E.E. Prof. Anibal de Freitas em Campinas-SP, e pudemos inferir algumas
conclusoes de acordo com as distancias alcangadas pelos foguetes dos alunos.

Figura 3.2: Base do foguete Figura 3.3: Foguete

3.1.1 Polindomio Modelador

Um polinémio da forma
p(r) = ax® + bz +c (3.1.1)

E um polinémio de grau 2 e, segundo o teorema da decomposicao 2.4.4] se suas raizes sdo x; e
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X9, pode ser escrito na forma:
p(x) = alx — x1)(z — 22) (3.1.2)

A equagao|3.1.1]é representada geometricamente por uma parabola e, na anélise dos coeficientes,
temos que a é um nimero negativo (a parabola tem concavidade voltada para baixo). Para
definir qual deve ser o coeficiente a, precisamos utilizar um pouco do calculo de limites como
visto em [1.6] porém, esse cdlculo é simples. Vamos considerar a equagao [3.1.2] onde o ponto x;
é o ponto de origem e x5 é o ponto de chegada do aeromodelo, sendo assim:

IE1:0, ZL‘QZd

Logo, nossa equacao fica da seguinte forma:

p(x) = ax(z — d) (3.1.3)

Agora s6 nos resta definir quem ¢ o coeficiente a. Vamos considerar a seguinte imagem:

Sy

Figura 3.4: Angulo de lancamento

Consideremos inicialmente a reta secante passando pela origem e por um ponto da parabola
préximo

Ay ax(zx—d)—0
tan(a):M:(m_Sza(ﬂf—d)

Quando x — 0 temos a ideia intuitiva de que o coeficiente angular da reta secante tende para
o da reta tangente (aqui foi usada a ideia de limites, de forma intuitiva), logo:

tan(a) — —ad = tan(0).

Isolando o a, temos
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Portanto nossa equagao fica da forma:

p(z) = _tar;(@)m(x —d), (3.1.4)

onde # ¢ o angulo de lancamento e d ¢é a distancia horizontal atingida pelo aeromodelo.
Este desenvolvimento pode ser realizado conjuntamente com os alunos desde que eles estejam
com os assuntos necessarios revisados pois abordamos diversos contetdos trabalhados no ensino
médio que podem ter sido esquecidos por alguns alunos. Isto também pode ser trabalhado em
disciplinas iniciais dos cursos de graduacao como uma forma de revisao.

O polinémio da equacgao fornece-nos a altura em funcao da distdncia em que o aero-
modelo se encontra e, com isso, podemos calcular sua altura maxima que serda dada quando x
atinge metade da distancia total. Esse resultado vém da expressao para o vértice da parabola
(como visto no Capitulo [2) e também pode ser estudado com os alunos. Ou seja

() 041

Que, simplificando, é dada por:

d - tan(6)
hmém - 4( (315)
Agora, para discutir o alcance horizontal maximo que o foguete pode atingir, vamos relem-
brar um pouco de fisica [T]

3.1.2 Alcance Maximo

Vamos considerar o nosso aeromodelo como apenas um ponto (o seu centro de massa), assim
podemos analisar sua trajetéria como a de um projétil.

Além disso consideraremos sua trajetoria em duas dimensbes, ou seja, o caminho que o
foguete percorre esta contido em um plano vertical.

Consideremos v um vetor velocidade, que indica a velocidade inicial de nosso projétil.

Esse vetor tem uma componente horizontal e outra vertical. Entao escreveremos

v = (vg,0y)

ITambém pode ser necessiria uma revisio ja que os contetidos de mecénica sdo vistos no primeiro ano do
ensino médio.
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Figura 3.5: Trajetéria do aeromodelo

Na sua componente horizontal o movimento é uniforme ja que nao sofre aceleragao (veloci-
dade constante). J4 na sua componente vertical temos a agdo da gravidade g ~ 9,81m.s™2.

Consideraremos o eixo vertical com sentido positivo para cima, portanto a aceleracao da
gravidade serd negativa, uma vez que ela puxa o objeto para baixo. Portanto a sua posicao,
vertical e horizontal (z,y), supondo que o aeromodelo partira da origem do plano cartesiano,
sera dada pelas leis fisicas:

Posigao horizontal (em metros) no movimento retilineo uniforme em fungao do tempo (s):

T=u, -t (3.1.6)

Posigcao wvertical (em metros) no movimento uniformemente variado em fung¢io do tempo

(s):

y:vyt—%tz (3.1.7)
Supondo v, # 0 (caso contrario terfamos um langamento vertical que nao é a proposta deste

trabalho), na equacao temos
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Como temos um produto neste polinémio do segundo grau, sabemos que suas raizes acontecem
quando um das duas parcelas é zero, logo temos
Yy

g
=0 ou — — =
v, 2

x
Uz

Podemos descartar a primeira opc¢ao pois x = 0 indica a posicao de lancamento do projétil,
estamos interessados na posicao de chegada, portanto, consideramos a segunda opc¢ao, logo:

vy, g T g T vy
< _—=Z.— =0 = R —_A
Ve 2 U?E 2 U% (%
Isolando z, temos:
2.0, -
p=2""0" (3.1.8)
g

Logo, a posicao que o projétil pode atingir depende apenas das componentes vertical e horizontal
do vetor velocidade.

Aqui surgem duas perguntas naturais a serem discutidas com os alunos. Supondo um
“impulso” ou tamanho do vetor inicial fixo (em consequéncia da pressao do ar dentro do ae-
romodelo), como o dngulo de langamento pode afetar o alcance horizontal atingido na queda
do foguete? Naturalmente, se direcionarmos o foguete na vertical (v, = 0) esta distancia serd
zero. Em consequéncia dessa pergunta a questao é entao para qual angulo 6 da plataforma de
lancamento obtemos a maior distancia possivel?

Considerando o par ordenado das componentes do vetor velocidade, v = (v,, v,), em coor-
denadas polares, como visto na se¢ao [1.1.5l Temos:

(vg,vy) = (vg - cos (#) ,vg - sen (0)) onde vy = /v2 + v2

Substituindo esta notagéo na equagdo [3.1.8] temos:

e 2-v2 - cos(f)-sen (0)
g

Rearranjando os termos:

,02

T = " (2-cos(6) -sen (0))

Que é equivalente (como visto na segao [1.1.4) a:

02
= -2 sen (26)
g
Como queremos encontrar o valor de # para o qual x é méximo, precisamos que sen (26) = 1,

portanto:
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T
Tmax = sen (20) =1 = 0= 1
Assim provamos que, quando o terreno é horizontal, ou seja, quando o ponto de lancamento

estd na mesma altura que o ponto de chegada, o angulo que possibilita o alcance mdximo do
projétil é o de Grad (45 graus) e, nesse caso, temos entao

2
U

Tz = —> 3.1.9
y (3.1.9)

A seguir mostraremos como determinar o angulo maximo e o alcance maximo quando as
posicoes de lancamento e de chegada estao em alturas diferentes.

3.1.3 Alcance Maximo (caso geral)

Consideremos agora o caso mais geral onde uma altura h serd considerada no ponto de
lancamento. Poderemos ter esse h como um nimero positivo (figura ou negativo (figura
57).

Como serda visto no desenvolvimento a seguir a deducdo da expressao para o angulo de al-
cance maximo no caso geral ([24]) é bem mais complexa e envolve técnicas de calculo diferencial.
Esta se¢ao é colocada como um aprofundamento para o professor do ensino médio e também
como possivel sugestao para se trabalhar em disciplinas introdutérias da licenciatura.

T
B v, v
Uy ) y

Figura 3.6: Lancamento a uma altura h acima do Figura 3.7: Lancamento a uma altura h abaixo do
solo solo

Novamente, pelas leis fisicas de movimento, temos:
Posi¢ao horizontal (em metros) no movimento retilineo uniforme em fungao do tempo (s):

T=u, -t (3.1.10)
Posigao vertical (em metros) no movimento uniformemente variado em func¢io do tempo
(s):

y:h+vyt—g~t2 (3.1.11)

Na discussao a seguir vamos considerar novamente um vetor inicial v = (v,, v,) com tamanho

— 02 1 a2
fixo vg = \/vi + v}
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Supondo v, # 0, na equagao [3.1.10] temos:

t=—,
Ul‘

Substituindo ¢ na equagao [3.1.11] temos:
3 () e (3)
— 2. (= N h,
Y 2 <vx> U Uy +
o que, reorganizando, nos fornece o seguinte polindomio de segundo grau em x:
- Y 2 Uy
Y= (-2'2)%) -7+ (U;c) -+ h.

Como queremos o ponto de chegada, temos y = 0, que resulta em:

2 2
vy [~y Uy > 4gh
r=—-—"=. + =) + = 3.1.12
g ( Vg (vx 202 ( )
Aqui devemos fazer uma observagao importante. Esta equacao s tem solugdao no caso em que:

()20

Uy v2

Ou seja, s6 tem solucao para quando

h>—2

29
Isso significa que, caso tenhamos um langamento de um lugar muito baixo, ndo conseguiremos
atingir a altura minima do “solo”. Esse problema é equivalente ao problema de se atingir um
alvo que estd localizado em uma altura maior que a altura do lancamento. Se nao obtivermos
uma velocidade vertical grande o suficiente, a altura nao é alcangada e o “alvo” nao é atingido.
Outro problema equivalente é o de se ter um muro que deve ser ultrapassado antes de se atingir
o alvo.
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Yy

Figura 3.9: Lancamento com o “alvo” muito alto,
Figura 3.8: Altura h em que o “solo” nao é atingido mesmo problema de se passar um muro

Continuando com o desenvolvimento para encontrar o angulo que nos dard o alcance ma-
ximo, reorganizamos a equacao |3.1.12| retirando o v? de dentro da raiz, o que nos leva a:

Vg

x = a (vy+1/U§+2gh). (3.1.13)

Novamente, sabendo que:

(vg,vy) = (vg - cos b, vg - send). (3.1.14)
Substituindo na equagao [3.1.13}
a::%-cose-(vg-sen9+\/v§- sen29+29h) =
g
2
z=2 . cosd- vo - senf) + , | v2 (Sen29 + g2h>
9 Yo
vg 2gh
x=—-cosf- (sen@ + Vsen?6 + k) Onde k = —5-. (3.1.15)
g

Yo
Como queremos encontrar Zysy, usando calculo diferencial (ver [29], [25]), sabemos que
devemos derivar e igualar a zero (ponto critico). Assim:

dv _
a0

Tmix < 0, ou seja,

quando:

2 -senf - cosf
—sen?f — senf - Vsen20 + k + cos® 0 + =0
2 - /sen20 + k

Desenvolvendo, temos:

<0082 6 — sen29) vsen?6 + k + senf (COS2 0 — sen29) =k-senf =
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= senf + vsen20 + k = - senf =
(cos? 0 — sen?)

k - senf

= Vsen?0+k=-———— —send.

(1 — 2sen?)

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:

k - senf 2
W+ k=———"" —send
= sen"t + <<1 —2sen’0) sen ) =
2 2 9. I . 2
= sen’0+ k= b~ sen’d — k- send +sen?d =

(1 —2sen20)® (1 — 2sen?d)

k-sen®0  2-sen’d - (1 — 2sen®d)
(1 — 2sen26)” (1 — 2sen26)”

= 1=

2
= (1 — 2sen26> =k -sen’f — 2 - sen’d - (1 — 2sen2<9) =
= 1—4-sen’d+4-sen*d =k -sen?d —2-sen®d + 4 -sen?d =

= 1= (k+2)sen’d =

1
%0 = —— 1.1
= sen ) (3.1.16)
E, pela identidade cos?(x) + sen?(x) = 1,V € R, temos que:
E+1
0= —— 3.1.17
o8 k42 ( )
Dados [3.1.16] ¢ [3.1.17], temos que:
1
tan®f = ——
B
1
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E lembrando que k = 25—2}‘, temos que:
0

Vo

Vg + 2gh

Sendo assim, o angulo 6, que nos da o maior alcance quando nao estamos necessariamente
na mesma altura em que o ponto de chegada é dado por:

tand = (3.1.18)

0, = arctan <\/v§i—29h> (3.1.19)

Como pode ser observado, para h = 0 temos que 6, = 7, como deduzido na segao [3.1.2]
As equacoes [3.1.16] e [3.1.17] também mostram que:

1
senf) = 3.1.20
Vk+2 ( )
kE+1
cosf = il (3.1.21)
k42
Substituindo na equacao [3.1.15[ obtemos:
2 Vk+1 1 1
T = 2. V2T + +k| =
9 Vk+2\Vk+2 Vk+2
2
vi VEk+1 1 (k+1)
Tmax = —
9 VE+2\VE+2 VE+2
@ VEFT ( k2 )
Tmax = — =
9 VE+2\VEk+2
L
Tmix = — ° kE+1
g
Como k = %f’—zh, temos que:
0
Tmax = "2+ \/2gh + vd (3.1.22)
Novamente vemos que, para h = 0, temos o valor do alcance maximo ,,s, = %(2’, como

vimos na secao [3.1.2
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3.1.4 O desenvolvimento desta atividade realizado na E. E. Prof.
Anibal de Freitas, Campinas-SP

A atividade de construir e langar os foguetes foi trabalhada pelo mestrando com seus alunos
de trés salas do terceiro ano do ensino médio da E. E. Prof. Anibal de Freitas, em Campinas,
nos anos de 2015 e 2016.

Na escrita dessa dissertagao os relatérios dos alunos da turma de 2016 ainda nao haviam
sido entregues, portanto os dados utilizados neste trabalho sao de 2015.

A direcao e coordenacao da escola apoiaram bastante o projeto. Os professores, principal-
mente a professora Laura Ramos de Freitas (de fisica) e o professor Elias Luzia Salvador (de
quimica), abragaram a ideia e auxiliaram na execugdo da atividade em ambos os anos.

k

Figura 3.10: Vista dos fundos da escola Figura 3.11: Vista da escola pelo terreno

Apos passar todo o contetido de polinémios, foi dada uma aula explicando como o projeto
seria realizado. Nessa aula, e posteriormente pela internet, foram dadas as instru¢des de como
construir os aeromodelos e as bases de langamento, assim como dicas para que nao houvesse
problemas no dia do lancamento.

Os alunos organizaram-se em grupos de 5 ou 6. Cada grupo construiu seu aeromodelo e,
no dia marcado, com autorizagao da direcao da escola, dirigimo-nos a um terreno ao lado da
escola onde teriamos um espago amplo para os lancamentos.

Figura 3.12: Dia do langamento em 2016 Figura 3.13: Lancamento 2015

La no terreno todos os grupos tiveram a oportunidade de lancar os seus aeromodelos e, a
cada langamento, nés iamos até o local da queda e mediamos a distancia horizontal atingida
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pelo foguete (essa medida foi feita com um barbante, previamente medido e marcado com uma
trena).

Figura 3.14: Aeromodelo em pleno voo Figura 3.15: Medida da distancia horizontal

Esse dia foi bem cansativo, porém o cansaco compensou ao ver que os alunos se dedicaram
ao realizar a atividade, e o que era o objetivo - trazer para eles algo pratico e instigante - foi
realizado. Os alunos de outros anos ficaram curiosos olhando das janelas e querendo chegar logo
ao terceiro ano para poder langar foguetes. Esta repercussao naturalmente deixou o professor
muito animado com o projeto.

Voltando a sala de aula, os dados obtidos com os lancamentos foram revistos e, confirmando
que todos haviam anotado certo as distancias, foi passado o relatério que deveria ser entregue
no bimestre seguinte. Nesse relatorio eles deveriam explicar o experimento e seguir o roteiro
respondendo as perguntas a seguir, que estao separadas por matéria:

« GERAL

Qual o material utilizado na construgao do aeromodelo?
Descreva as observacoes e instrugoes da construcao.
Quais foram as dificuldades na construgao?

Quais eram as condigoes do tempo no dia do langamento?

A

Duas partes influenciaram muito a aerodinamica do aeromodelo, o seu bico, com um
pequeno peso na frente, e suas asas. Sem uma dessas duas, haveria problemas no
lancamento. Explique os motivos dessas afirmacoes.

6. Faca uma autoavaliacao do processo construgao-langamento.

7. Observagoes do grupo (opcional).

o MATEMATICA

1. Qual foi, ou quais foram, as distancias horizontais atingidas pelo aeromodelo?
2. Como ficou o polinémio que modela a trajetoria?

3. Quais fatores foram desconsiderados no célculo da trajetéria?
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Qual a altura méxima atingida? (essa medida é estimada utilizando o polinémio que
modela a trajetéria visto na segao |3.1.1])

A distancia atingida poderia ter sido maior? Justifique.

Quais fatores prejudicaram o lancamento?

« QUIMICA

1.

O componente principal do vinagre é o acido acético. Qual é o valor esperado para
o pH do vinagre? Explique.

. O bicarbonato de sédio (NaHCOs3) reage com acido acético (CH3COOH) produ-

zindo édcido carbénico (HoCO3) e acetato de sédio (CH3COO~Nat). Escreva a
equacao quimica balanceada da reagao.

3. Qual é a origem do gas que atua como propelente no lancamento do foguete?

6.

Escreva a equacao de ionizacao do acido acético. Este acido é fraco ou forte? Expli-
que.

Calcule as massas molares dos compostos envolvidos na reagao do exercicio 2. Dados:
C = 12g/mol, O = 16g/mol, Na = 23g/mol H = 1g/mol.

O acetato de s6dio é um acido ou base? Explique.

« FISICA

1.
2.

Qual o principio fisico que faz o foguete voar?

Desprezando a resisténcia do ar, que tipo de movimento ocorre na horizontal? Qual
funcao descreve esse movimento? Ela corresponde a um polindémio de que grau?

Qual a trajetéria que o foguete descreve no tempo na vertical? Qual equagao descreve
essa trajetéria? Ela corresponde a um polinémio de que grau?

Qual o valor da velocidade vertical no ponto mais alto da trajetoria?

5. A velocidade final com que o foguete atinge o chao é maior, menor ou igual a velo-

6.

cidade inicial?

Mostre que o maior alcance ocorre para o angulo de 45 graus.

A principio, o trabalho era apenas de matematica, no entanto, o projeto chamou a aten-
¢do dos professores de fisica e quimica e a proposta de um trabalho interdisciplinar surgiu.
Participaram desta atividade a Prof*. Dr®. Laura Ramos de Freitas (Fisica) e o Prof. Elias
Luzia Salvador (Quimica). Na parte de fisica, os alunos puderam rever contetidos ensinados
no primeiro ano do ensino médio que envolvem o langamento de projéteis e o movimento uni-
formemente variado. Em quimica, eles trabalharam com balanceamento e reagoes quimicas
(contetdo do terceiro ano do ensino médio) ja que o combustivel para o foguete pode ser feito
por uma reacgao entre bicarbonato de soédio e vinagre.

A orientagao para os lancamentos, depois da discussao do item desenvolvida em classe
com os alunos, foi de que todos os grupos construissem uma base com um angulo de 45° (7rad)
para que os foguetes atingissem a distancia méaxima. A tabela mostra quais foram as distancias
atingidas por cada grupo:



98

Tabela 3.1: Distancias horizontais atingidas pelos aeromodelos nos terceiros anos A, B e C

y 3°A | 3°B | 3°C \
| Grupo | Distancia (m) | | Grupo | Distancia (m) | | Grupo | Distancia (m) |

1 58,30 1 99,90 1 76,60

2 38,70 2 60,70 2 59,00

3 54.30 3 924.30 3 70,80

4 38,70 4 22,00 4 99,90

) 35,00 ) 102,60 5 96,70

6 40,30 6 91,00 6 29,00

7 52,50 7 67,80 7 45,40

O esperado no relatorio era que os alunos pudessem desenvolver o polindomio que modela a
trajetéria com os dados obtidos na atividade pratica. Todas as perguntas feitas em matematica
estao relacionadas com o entendimento do trajeto realizado pelo aeromodelo, desde perceber
que a curva que ele descreve é uma parabola, que a altura maxima serd obtida calculando
as coordenadas do vértice desta parabola, e que pode-se determinar a curva através de um
polinémio de segundo grau.

Ao explicar como deveria ser calculado o polindmio que modela a trajetéria, fazendo todo
o desenvolvimento da secao [3.1.1] com os alunos, foi percebido que alguns deles tiveram muita
dificuldade em entender alguns passos (principalmente o que aborda o conceito do limite). Foi
notado que, uma revisao de trigonometria antes de comecar o desenvolvimento do polinémio
era necessaria. Desta forma, cada etapa do desenvolvimento poderia ser entendida com mais
facilidade.

Na prética, apesar de alguns problemas técnicos nos langamentos (como canos mal vedados
que diminufam a pressdo com a qual o foguete sairia da base), todos os grupos conseguiram
realizar os langamentos?|

Os relatorios foram entregues e, em grande parte tiveram alguns problemas. Percebi que
os alunos nao sabiam como redigir um relatério pois nunca haviam feito um. Por outro lado,
quando constatadas essas dificuldades, foi possivel ajudé-los a sana-las, mesmo com pouco
tempo disponivel.

A maioria dos grupos conseguiu desenvolver corretamente a expressao do polinémio com os
seus préprios dados e fizeram corretamente os calculos da altura maxima. Erros conceituais
apareceram na hora em que eles tentaram representar a trajetoria fazendo o grafico da parabola,
que na verdade se parecia mais com um semicirculo. Estes erros foram citados posteriormente
e as duvidas foram tiradas, destacando particularmente o coeficiente angular da tangente da
parabola no lancamento. Por ser um polindmio, nao ha nenhum ponto onde a reta tangente ¢é
vertical, e esse argumento foi explicado aos alunos.

2E recomendado que professor esteja equipado com os materiais para que os alunos possam fazer reparos no
dia do lancamento, caso necessério.
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Figura 3.16: Representacdo grafica de uma “parabola” como constou de alguns relatorios

Os valores obtidos no dia do lancamento e relatados nos trabalhos dos alunos estavam de
acordo com o esperado, mostrando que, no geral, a atividade foi entendida. O ponto alto a
ser destacado é o real envolvimento deles na atividade e a percepgao de como os conceitos que
eles aprendem podem ser empregados na compreensao dos fendmenos. Tudo isso retrata muito
bem os preceitos do ensino através de projetos e do ensino investigativo.

3.1.5 Estimativa da Velocidade e do Tempo de Lancamento

Os angulos de lancamento foram todos iguais (45°), tendo em vista a discussao sobre o
angulo de maior alcance, e podemos concluir que a forca exercida em cada foguete para o seu
lancamento foi diferente ja que eles atingiram distancias diferentes. Isso se deu pois cada grupo
langou o foguete com uma quantidade diferente de pressao, alguns com apenas a pressao do
ar gerada por uma bomba de encher pneus, outros com a pressao do gas carbonico resultado
da reagdo entre o vinagre e o bicarbonato de sédio. Ha também os casos onde aconteceram
vazamentos durante o lancamento dos foguetes pois o sistema base-foguete nao estava muito
bem vedado, facilitando a perda de pressao e, consequentemente, levando alguns foguetes a
atingirem distancias mais curtas.

A seguir apresentamos alguns cdlculos para tentar estimar a velocidade escalar e o tempo de
langamento de alguns dos grupos. Para estes calculos iremos utilizar os dados da tabela seguinte
que incluem alguns grupos mencionados na tabela |3.1] e a média de todos os lancamentos.

Tabela 3.2: Distancias horizontais de alguns grupos

| Grupo | Distancia (m) |

A 22,00
B 59,90
C 70,80
D 102,60
Média 56,36
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Vamos assumir em todos os casos que a altura inicial é igual a 0, portanto utilizaremos a

equacao [3.1.9

2

Tmax

Usando g = 9,8m/s? e arredondando os valores para duas casas decimais, temos a seguinte
tabela:

Tabela 3.3: Velocidades de langamento

| Grupo | Velocidade (m/s) | Velocidade (km/h) |

A 14,68 52,85
B 24,27 87,37
C 26,34 94,82
D 31,71 114,16
Média 23,59 84,60

Agora, para calcular o tempo de voo de cada foguete usaremos a equacao [3.1.14 Como
2
sabemos que cos 45° = 50 temos que
Vo - \/§

2
Agora substituindo esse resultado na equacao [3.1.10] temos

:LE\/§

Vo

Uy = vp - cos(45°) = v, =

r=0v,-t = t (3.1.23)

Ao substituir os dados obtidos nas tabelas anteriores, podemos determinar o tempo de voo
de cada um dos experimentos:

Tabela 3.4: Tempos de voo dos aeromodelos de alguns grupos

| Grupo | Tempo de voo (s) |

A 2.12
B 3,49
C 3,30
D 4,58
Média 3,39
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Mostramos assim diversos aspectos que podem ser explorados com uma atividade que leva
os alunos para fora da sala de aula e os mostra que o que eles aprendem na escola é til e pode
ser divertido.

Um outro problema muito interessante que pode ser proposto é o de, sabendo a velocidade
escalar inicial, calcular qual sera o angulo de langamento que permite acertar um alvo a uma
distancia fixada (menor do que a maxima). Este problema pode ser implementado utilizando-se
o GeoGebra , dando novamente um aspecto pratico e de investigacao.

Os mesmos conteudos que foram abordados com o langamento de um aeromodelo podem
ser trabalhados com quaisquer objetos atirados num lancamento obliquo como, por exemplo:
o arremesso de uma bola de basquete, que envolve o problema com alturas de langamento e
chegada diferentes; o arremesso de dardos, discos e pesos, que podem ser trabalhados em épocas
de olimpiadas juntamente com o professor de educacao fisica; ou até a trajetéria da bala de
uma catapulta, onde pode-se fazer um modelo em escala com os alunos.

Dois exemplos de atividade com a utilizacdo do GeoGebra sao o lancamento obliquo, e o
lancamento no futebol americano que podem ser vistos, respectivamente em e ﬂgﬂ

— Reset | |

Figura 3.18: Aplicativo do GeoGebra sobre o langa-
Figura 3.17: Lancamento obliquo mento no futebol americano

A seguir veremos outra aplicagdo dos contetidos do ensino médio numa proposta de atividade
que envolve programas computacionais. Esta atividade pode ser trabalhada tanto em disciplinas
iniciais dos cursos de graduacao quanto no ensino médio, no qual sugere-se novamente uma
revisao dos conceitos ja introduzidos.

3.2 Modelagem de Superficies de Revolucao

O projeto a ser desenvolvido pelos alunos nesta secao baseia-se em atividades realizadas
na disciplina MA742 - Tépicos Especiais de ensino de Matematica II, ministrada pela Prof?.
Dr? Sueli I. R. Costa no primeiro semestre de 2011, no Instituto de Matematica, Estatistica
e Computacao Cientifica - IMECC, na Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP. Um
aprofundamento desta atividade, relacionado com conceitos de areas, volumes e centro de massa,
foi aplicado em turmas de calculo de varias variaveis e pode ser visto em .

Nesta proposta de atividade a meta sera incorporar as tecnologias a modelagem polinomial
abordando os assuntos vistos nos capitulos[[]e 2l O objetivo é o de reproduzir no computador
um objeto fisico real (que é um sdlido de revolugao) da forma mais aproximada possivel. Este
trabalho propicia novamente ao aluno observar como os conceitos de matematica que ele vé no
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ensino médio ou inicio da universidade sao aplicados por exemplo em simula¢des computacionais
e também em desenvolvimentos recentes como as chamadas impressoras 3D. A modelagem é
feita a partir do grafico de um polindmio (ou mais) que serd a curva geratriz, e depois, a rotacao
deste em torno de um eixo gerando uma superficie. Essa superficie ¢ denominada superficie
de revolugéoﬂ pois é gerada através da rotagao de uma curva plana em torno de um eixo. Tal
rotagdo ¢ realizada utilizando uma matriz denominada matriz de rotagao que detalhamos
mais adiante.
Para a modelagem, propomos o uso de dois programas computacionais:

1. GeoGebra ([10]): Utilizado para realizar os calculos do polindmio que serd a curva geratriz,
e do produto da matriz desse polindomio com a matriz de rotagao; também o utilizaremos
para plotar o grafico da superficie de revolugao.

2. Winplot ([31]): Utilizado para plotar o grafico da superficie de revolugdo (o Winplot
¢ bem mais simples de se utilizar que o GeoGebra neste contexto, por isso explicamos
também como utilizé-lo).

Ambos os programas sao de distribuicao gratuita e podem ser facilmente instalados nos
computadores das escolas ou dos préprios alunosﬁ

Figura 3.19: Superficie de Revolugdo plotada Figura 3.20: Superficie de Revolugdo plotada
utilizando o GeoGebra utilizando o Winplot

3 A regido cercada pela superficie de revolucdo é denominada sélido de revolucdo.
40s programas podem ser encontrados em:

Geogebra: http://www.geogebra.org/

Winplot: http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html,


http://www.geogebra.org/
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html
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3.2.1 Matriz de Rotacao

Resumimos a seguir os conceitos envolvendo matriz de rotacgao.

Rotacao no Plano

Dado um ponto A = (z,y) no plano xOy vamos escrevé-lo na sua forma polar

A= (z,y) = p(cos(a),sen (a)) onde  p= /22 + y?
Queremos rotacionar esse ponto num angulo #, ou seja, queremos que esse ponto A se
transforme num ponto

Ag = (z9,y9) = p(cos (a+0),sen (o + 6))

Figura 3.21: Rotagdo de um angulo 6

Escrevendo as coordenadas desses pontos como entradas de uma matriz 2 x 1 temos

x| | cos(a) x| | cos(a+0)
A_[y]_p[sen(a)] ¢ Aa_[yg]_p[sen(a~l—9)
Utilizando a soma de arcos vista na se¢ao [I.1.4] temos que

to=p| e ] = | e ) ) |

Agora, lembrando o produto de matrizes visto na secao [1.2.4], vemos que

w= ] o et e |

o[ty oty || st |

Portanto

(3.2.1)

Ap= Ry A onde Ry = [ cos(f) —sen(0) ]

sen() cos(0)
Ou seja, concluimos que a matriz Ry, quando multiplicada por A, efetua uma rotacao de um

angulo 0 no senti anti-horario, e chamamos Ry de matriz de rotacao (na linguagem de algebra
linear Ry estd associada & transformacio linear Tj : R? — R? que é uma rotagao).
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Chamamos a matriz Ry de Matriz de Rotacdao a um angulo 6.
E preciso notar que essa matriz rotaciona o ponto num angulo 6 no sentido anti-horario.
Para rotaciona-lo no sentido horario basta trocar € por —@.

Agora vamos ver como rotacionar um ponto do espago.

Rotacao no Espaco

Quando estamos no plano sempre fazemos a rotacao em torno da origem porém, no espaco,
esta deve ser feita em torno de um eixo. Consideramos a seguir rotagoes ao redor dos eixos
coordenados do espaco. As matrizes que estdo associadas a rotagdes em relagao aos eixos x, y
e z, sao respectivamente

1 0 0 cos(f) 0 sen(d) cos(f) —sen(f) O
Ry, = | 0 cos(f) —sen(0) Ry, = 0 1 0 Ry, = | sen(d) cos(f) 0O
0 sen(#) cos(f) —sen(f) 0 cos(f) 0 0 1

Mostremos a matriz de rotacdo em torno do eixo x (os outros casos sdo similares). Para
isso primeiramente notamos que quando estamos fazendo a rotagao em torno de um eixo a
coordenada do ponto nesse eixo nao muda.

Dado o ponto A = (z,y,2) = (x,p - cos(a), p - sen(a)) do espago, onde « é o angulo que o
vetor projecao (y, z) faz com o eixo y no plano yOz, escrevemos A na forma coluna da seguinte
maneira:

Figura 3.22: Ponto A no espaco



105

Queremos rotacionar este ponto em torno do eixo z por um angulo 6 (no sentido anti-horario
quando consideramos a projegao em yOz).

Figura 3.23: Rotagdo de um angulo # em torno do eixo x

Podemos ver pela Figura que as novas coordenadas serdao dadas pela matriz

x
Age = | p-cos(a+6)
p-sen(a+0)
Mas
x x
Age = | p-cos(a+0) | = | p-(cos(a)cos(f) — sen(a)sen(f))
p-sen(a+ 0) p - (cos(a)sen(f) + sen(a) cos(f))
Da mesma forma como fizemos antes, vemos que:
T 1 0 0 x
Agr = | p- (cos(a) cos(f) —sen(a)sen(d)) | = | 0 cos(fd) —sen(d) | - | p-cos(a)
p - (cos(a)sen(d) + sen(ar) cos(f)) 0 sen(f) cos(6) p - sen(«)
Portanto
1 0 0
Apy = Rp, - A onde Rg. = | 0 cos(f) —sen(0) (3.2.2)

0 sen() cos(f)

Agora sabemos como rotacionar pontos no espaco e, com essa ferramenta, podemos rota-
cionar todos os pontos do grafico de uma fun¢do num determinado intervalo, o que faremos a
seguir, porém sem deixar o angulo 6 fixo, o que nos permitirad fazer a volta completa em torno
do eixo e deixar o rastro do ponto por todo esse caminho. Com isto apresentamos a descri¢ao
de uma superficie de revolucao na forma paramétrica, o que possibilita sua implementagao nos
programas computacionais.
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3.2.2 Proposta de Atividade

Essa atividade pode ser desenvolvida em varios niveis de dificuldade ja que quase tudo pode
ser feito pelo préprio software, portanto é necessario que o professor tenha em mente quais sao
os conceitos que ele quer valorizar na aplicacao da atividade.

O nosso objetivo sera descrever na forma paramétrica alguma superficie de revolugao de um
objeto real, como uma garrafa ou uma taga, e passa-la para o computador, ou seja, fazer um
modelo computacional de algo do dia-a-dia.

Como comentamos, atualmente utiliza-se deste tipo de modelagem, num nivel muito mais
avangado, em computacao grafica, filmes, e até na industria (impressoras 3D). Queremos mos-
trar com a atividade um pouco dessa aplicagdo da matematica num nivel que pode ser acom-
panhado por alunos do ensino médio ou alunos que estdo no comeco de sua graduacao.

O material necessario sera um sélido de revolucao, papel milimetrado, caneta, e um com-
putador com o GeoGebra e o Winplot instalados.

Em diversos pontos da atividade o professor pode escolher a melhor forma para executé-lo.
Ele pode pedir que o aluno faca todos os calculos a mao, mas é importante observar que o
GeoGebra possui varias fungoes que podem facilitar muito o processo.

Para poder mostrar como a atividade pode ser realizada utilizaremos uma tacga de vidro:

Figura 3.24: Taca de vidro, uma superficie de revolucao

No papel milimetrado desenharemos um plano cartesiano xy e, em seguida, colocamos a
taga deitada com o seu eixo de revolugao sobre o eixo x desenhado no papel milimetrado.
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(a) vista de cima (b) vista inclinada

Figura 3.25: Eixo de rotagdo sobre o eixo x

Agora desenhamos a borda da taga no papel milimetrado seguindo a curva da superficie de
revolucao. Consideramos que essa curva nao tem nenhum intervalo onde temos duas imagens
para um unico valor de z, ou seja, tracando retas verticais no papel nenhuma pode intersectar
o desenho da curva em mais de um ponto. Isso é importante para que a curva seja modelada
por trechos de graficos de fungdes (polindémios). Ainda é possivel realizar a atividade caso isto
ocorra, mas precisariamos descrever a curva parametricamente.

(a) Exemplo com a taga (b) Exemplo sem a taga

Figura 3.26: Borda da Taca

Apos estes passos, temos que escolher alguns pontos na curva desenhada que servirao para
determinar o(s) polindémio(s) que ajusta(m) (modelam) esta curva. No nosso exemplo escolhe-
mos os pontos A = (0;4), B = (1;2,3), C = (2;1), D = (3;0,5), E = (5;0,3), F = (8;0,5),
G=(10;1,2), H = (11;2,5), I = (14;4,5) e J = (19; 4).
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Figura 3.27: Taga de vidro, uma superficie de revolugao

O proéximo passo é considerar estes pontos e modelar a curva por polinémios que passam
por eles, como na secao [2.5

Essa parte da atividade é importante para que os alunos possam analisar quantos pontos
eles usarao para modelar a curva por polinémios. Temos situacoes onde o ajuste por polinémios
pode nao ser bonﬂ Por exemplo quando tentamos ajustar a curva por um tnico polinémio.
Neste caso, se consideramos poucos pontos dificilmente o grafico do polindmio de grau baixo
fara as curvas necessarias e mesmo se considerarmos um numero grande k£ de pontos, o gréafico
do polindmio de grau k — 1 que passa por estes pontos poderd ter um comportamento muito
diferente da curva fora dos pontos. Uma abordagem eficiente é tomarmos um niimero razoavel
de pontos e procurarmos ajustar cada trecho da curva contendo até quatro pontos por polino-
mios de grau até 3. Como fazemos no nosso exemplo. E muito interessante trabalhar com os
alunos discutindo as observagoes acima.

Primeiramente consideramos os pontos A, B, C' e lﬂ, e vamos modelar a primeira parte da
curva por um polinémio de grau menor ou igual a 3. Essa escolha foi feita pois nesse intervalo
temos uma inflexao na curva.

pi(z) = az® + b2 +cx +d

Substituindo as coordenadas dos pontos nessa equagao temos o sistema:

a(0)® +b(0)* 4+ ¢(0) +d =4
a1 +b(1)* +¢(1) +d=2,3
a(2)® +b(2)? +c(2) +d =
a(3)* +b(3)* +¢(3) +d=0,5
- . 1 53
A solucao desse sistema fornece-nos os valores a = T b=0,c= 30 ed=4

°E interessante que os alunos possam realizar esta etapa também no GeoGebra para poder estudar o niimero
de pontos que torna a modelagem conveniente.
SForam escolhidos 4 pontos, pois nota-se ao visualizar a curva, que hé um ponto de inflexdio entre os pontos

AeC.
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Aqui abrimos um parénteses para mostrar um dos pontos que podem ser feitos com o
GeoGebra. O professor pode pedir que o aluno resolva os varios sistemas lineares que aparecerao
para determinar os coeficientes dos polindmios em cada ponto ou, se o foco nao for esse na aula,
pode pedir que o aluno resolva o sistema pelo GeoGebra. Isso é feito utilizando a janela CAS.

¥ GeoGabea
Arguvo Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Sjuda
A & Janelade Aigabra Cumshifted
Late - Pianiha Cir+Shifi+s |+
3 J““E..'.ﬂ :Je.'..&:g = Janela CAS CIrH-Ehif+ K

i Janels de Visualizacho Cir+2hifi+1

# Janela de Visualizachio 2 Ciri+Ehift+2

& Janela de Visualizagio 30 Ciri+Shift+3

= Protocolo de Construciio Cir+Shift+L

Calcuiadora de Probabilidades Cir+Shift+P
Teclado
Campo de Enfrada

o

+ Layout

& Atualizar Janelas CiiE
Recalcuiar Todos os Obgetos  CiribR

|
Figura 3.28: Habilitando a Janela CAS

No campo 1 digitamos a matriz aumentada do sistema, fazemos isso colocando chaves {}
e dentro delas inserindo cada linha (também dentro de chaves) separando os elementos por
virgulas. Depois disso apertamos Enter.

Por exemplo, para criar a matriz aumentada do nosso sistema digitamos

{{0,0,0,1,4},{1,1,1,1,2.3},{8,4,2,1,1},{27,9,3,1,0.5}}

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

= v SO x=x= | F 2l §
> Janela CAS

{000,141 {1,1,1,12.31{(84,2,111{2793,1.0 S}H

0001 4
23
11 =
10
21 1
3

1

8 4
1

9 1 -

2

Figura 3.29: Digitando a matriz aumentada

No campo 2 Digitamos o comando MatrizEscalonada [$1] e apertamos Enter. A matriz
seguinte nos dard na ultima coluna os valores das variaveis em ordem

MatrizEscalonada[$1]

4
[T — T — R
S S = 2
[ —
et = = =

o

w

Figura 3.30: Matriz escalonada com a solugdo do sistema
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Assim temos o nosso primeiro polinémio que esta definido no intervalo [0, 3]:

1 53
m(z) = 1—5133 ~ 5% +4

Agora tomamos os pontos D, Ef e I'. Observamos que agora sao so trés pontoﬂ e iremos
modelar o proximo intervalo por um polindomio de grau menor ou igual a 2

p2(z) = az® + br +c.

Substituindo as coordenadas dos pontos nessa equagao temos o sistema:

_ 13 A
Resolvendo o sistema encontramos a = 30’ b= 30 ec= 0’ logo temos o polinémio

(@)= g~ 7+ 1
P 30" T30t T
que serd representado no intervalo [3, 8] .

Para os pontos F', G e H determinaremos o nosso terceiro polinémio de grau menor ou igual
a 2

p3(7) = ax® +bx + ¢

Substituindo as coordenadas dos pontos nessa equacgao temos o sistema:

a(8)2+b(8) +¢c=0,5
a(10)®2 4+ b(10) + c=1,2
a(11)? +b(11) + ¢ =2,5
19 107 691
A solugao desse sistema fornece-nos os valores a = 60’ b= ~ 20 ec= 30 dando-nos o

polinémio
(z) 19 5, 107 n 691
)= —2°— —T+ ——
bs 60" ~ 20" " 30
Esse polindmio serd tomado apenas no intervalo [8, 11].

Por fim, para os pontos H, I e J construimos nosso tultimo polinémio, também de grau
menor ou igual a 2

pa(x) = ax® + br + ¢
Substituindo as coordenadas dos pontos nessa equagao temos o sistema:
a(11)2 +b(11) + c= 2,5

a(14) + b(14) + c = 4,5
a(19)2 + b(19) + ¢ = 4

7A escolha de apenas trés pontos é feita devido & verificacdo de que a curva entre estes pontos nio tem
pontos de inflexdo.




23 49 2351
= — = —— Nndo-1l
240" " T 16 ° € g0 CAmAoTHOS

A solucao desse sistema fornece-nos os valores a = ———, b

o polinémio

23 , 49 2351

Pa(@) = =557+ 167~ T

no intervalo [11, 19].
Tragando cada grafico no GeoGebra utilizando o comando

Funcao [< Fungao >, < Valor de x Inicial >, < Valor de x Final >]
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verificamos que a curva formada aproxima-se bem do desenho da borda da nossa taca.
Ajustes podem ser realizados e quanto menor o intervalo entre os pontos, mais a curva se
aproximara da original. Por outro lado, do ponto de vista computacional, varios intervalos
pequenos gerando varios polinémios significam muito tempo e muita memoria, entao a melhor
opcao é escolher adequadamente os pontos para termos a curva o mais proximo possivel com

um namero pequeno de pontos.

Figura 3.31: Curva gerada pelos polinémios

Poderiamos também tomar um polinémio de grau maior passando por muitos pontos, po-
rém, ao fazer isso, perdemos o controle de como esse polindomio se comporta entre os pontos.
Tomando os dez pontos do nosso exemplo, podemos modelar nossa curva por um polinémio de

grau menor ou igual a nove. Isso ¢, devemos resolver o sistema

a(0)? +b(0)® + ¢(0)" + d(0)¢ + e(0)® + £(0)* + g(0)> + h(0)* +i(0) +j =4

a(1)? +b(1)% 4+ c(1)"+d(1)° +e(1)® + f(1)* + g(1)* + h(1)* +i(1) + 5 =2,3
a(2)? +b(2)% 4+ ¢c(2)" +d(2)° +e(2)° + f(2)* + g(2)* + h(2)* +i(2) +j =1

a(3)? +b(3)* +¢(3)" +d(3)° + e(3)° + f(3)* + ¢(3)* + h(3)* +i(3) + 1 = 0,5
a(5)? +0(5)® +c(5)"+d(5)° +e(5)°+ f(5)* + g9(5)> + h(5)*+i(5) +75 =0,3
a(8)? + b(8)% + ¢(8)" + d(8)% + e(8)° + f(8)* + g(8)> + h(8)* +i(8) +j = 0,5
a(10)? + b(10)® + ¢(10)7 + d(10)® + e(10)® + £(10)* + g(10)? + h(10)? +i(10)
a(11)? 4+ b(11)% + c(11)" + d(11)5 + e(11)® + f(11)* + g(11)% + h(11)? +i(11)
a(14)? 4+ b(14)% + c(14)" + d(14)° + e(14)° + f(14)* + g(14)® + h(14)? +i(14)
a(19)% + b(19)% + ¢(19)7 + d(19)° + e(19)® + f(19)* + g(19)% + h(19)% + i(19)

Il
NSNS

+ o+

= N
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Que gera a figura abaixo, onde a curva tracejada é o grafico do ajuste por polinémios feito
por partes enquanto a curva continua é o grafico do polinémio de grau nove passando por todos
0s pontos

y
o) \_/'\‘-. X
-30 -20 -10 0 10 Po 30
gy
l ] N l N .
e o
-2
/| \ LD
A P 4= = L9
/ L0 )
/ B | af \
H/ANER.Y \ -4
| e/ \
NS r4
ND-L.)- _E = B J
| : ) 4 10 12 14 16 18
| |
| l] B
F’z |
F \ 1o
Sub | :
(a) Visto de perto (b) Visto de longe

Figura 3.32: Polindémio passando pelos 10 pontos
Também pode-se encontrar esses polindmios utilizando no GeoGebra o comando

Polinémio [< Lista de Pontos >|

Com esse comando basta selecionar os pontos onde vocé quer que o polindémio passe que o
GeoGebra realiza todos os célculos (novamente cabe ao professor determinar qual o propésito
da atividade e como aplicéd-la. Nesse caso, teremos tudo feito de forma implicita e pode nao ser
tao interessante do ponto de vista matematico).

Agora, aplicaremos uma rotagdo em cada uma dessas curvas gerando a taca. Para isso
utilizaremos matrizes de rotacao vistas na sec¢ao [3.2.1, mais especificamente a matriz Ry,.

Para cada angulo que determinarmos para 6 a curva ira ser rotacionada por esse angulo.
Porém, queremos que a curva passe por todos os dngulos 6 (de 0 a 27). Logo, faremos com que
o angulo 6 seja um parametro que chamaremos de wu.

Nesse momento poderemos escolher qual software usaremos para rotacionar a curva: o
GeoGebra ou o Winplot.

No GeoGebra essa parte da atividade vai requerer muito processamento computacional e o
computador poderd ficar bem lento.

De qualquer forma teremos primeiramente que descrever parametricamente cada trecho da
superficie gerada pela rotacao do grafico de um polindmio. Usaremos os parametros ¢ para o
polinémio e u para o angulo de rotagao.

Para rotacionar o grafico do polinémio teremos que escrevé-lo no plano xtOy em uma matriz
coluna para poder multiplicad-lo pela matriz de rotacao, entao teremos:
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O parametro t sera usado apenas em um intervalo, digamos
[0, 71]

Agora multiplicamos a matriz de rotacao por P; para obter as coordenadas na nossa super-
ficie de revolugao:

1 0 0 t t
S =Ry -Pr=1]0 cos(u) —sen(u) | -| pi(t) | = | pi(t) - cos(u)
0 sen(u) cos(u) 0 p1(t) - sen(u)

Assim obtemos a superficie de rotagao dada de forma paramétrica:

(z,y,2) = (t,p1(t) - cos(u),p1(t) - sen(u)) onde t € [xg,z1] e wu€[0,27]
No nosso exemplo temos, no primeiro trecho da curva

1 53
t)=—t*— —t+4
nlt) =35t = 55t +

E nosso t varia de 0 a 3. No GeoGebra faremos esse exemplo.
Primeiro devemos abrir a Janela de Visualizagao 3D:

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

. Janela de Aigebra Ctri+Shift+A |, ‘%'
. ¥ Planilha Ctrl+Shif+s | ¥

» Janela de Al [ Janela CAS Cirl+Shift+K

@ Janela de Visualizacdo Ctrl+Shift+1

@ Janela de Visualizacédo 2 Ctrl+Shift+2

& Janela de Visualizacdo 3D Ctrl+Shift+3

w Protocolo de Construcéo Ctrl+Shift+L

<. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P

[Z] Teclado

v

Campo de Enfrada

¢ Layout ...

%

@

Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos ~ Cirl+R

Figura 3.33: Abrindo a Janela de Visualizagdo 3D

No campo Entrada localizado na parte inferior do programa iremos digitar quem é o
polinémio p; usando o comando

Fungdo [< Fungdo >, < Valor de x inicial >, < Valor de x Final >]
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mabman 5[+ Janeen o Visuslzagss 30

B= =1

Figura 3.34: Campo Entrada

Ou seja, ali digitaremos a seguinte linhaﬁ

p_ {1} = Funcao[1/15 273 — 53/30 = + 4,0, 3]

Apos isso o polindmio p; ird aparecer nas trés Janelas (Algebra, de Visualizacao e, de
Visualizagao 3D):

+ Janeia 26 igecra
Fangin

% [ Jarwia dr Visualzagas 30

i_1 s B *
L R R AT ]

Enad _{1=Fungis[115 x°3 - 630 + £.0.3]

Figura 3.35: Polindémio p;

Agora devemos criar um Controle Deslizante que servird como o parametro para o angulo
0. Fazemos isso selecionando a Janela de Visualizacao e, logo apds, a ferramenta Controle
Deslizanté’l

7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. ™~
R ] A D OO £ e
» Janela de Algebra X} » Janela de Visualizagéo XI§~ Janela de Visualizacdo 3D X
Funca - - H~ A~
uneao 1 53 Esta janela deve estar selecionada para a
~-® pi(x) = 15 X — 30 °F 4, (0<x<3) ferramenta "Controle Deslizante" aparecer
como opg¢do.

@

3

Figura 3.36: Controle Deslizante

8Colocamos um espaco entre o denominador da fracdo e o x. Para o GeoGebra isto significa que z est4
multiplicando a fracdo. Outra opgdo é escrever a fragdo entre parénteses
9Se nao for a Janela de Visualizacido que estiver selecionada essa ferramenta ndo ird aparecer.
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Ao clicar na tela da Janela de Visualizacdo uma caixa de didlogo se abrird e nela irao
aparecer diversas opgoes. Selecionaremos as opgoes “Angulo”; u em “Nome”; 0° em “min”;
360° em “max”; e 1° em “Incremento”.

Controle Deslizante *
. Nome
O Nomero
® Angulo u (el

O Inteiro O Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante Animacéo

min: |0° max: | 360° Incremento: |1°

OK Cancelar

Figura 3.37: Janela de Didlogo Controle Deslizante

Agora temos que escrever as coordenadas do resultado do nosso produto de matrizes S no
campo de entrada. Assim digitamos

Curva [(z,p_1(x) % cos (u),p_1(x) *sin (u)) , z, 0, 3

E apertamos Enter. Na Janela de Visualizacao 3D ird aparecer a curva rotacionada. Agora
basta clicarmos com o botéo direito do mouse na Janela Algebra e selecionar a opcao “Habilitar
Rastro” e, logo apés, na Janela de Visualizacao clicar com o botao direito sobre o controle
deslizante e selecionar a opg¢ao “Animar”.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

A 1y . . » Janela de Visualizagéo b
& [ AR GO L[N fed] .
6
» Janela de Algebra X . ® —
Curva Paramétrica ngulo u

®s: (x p1(x) cos(u) P FAETY £ da 5 *.| Exibir Objeto
: (x, 9 -

= Curva Paramétrica S =
- Funcio . I Animar I

1 3 53 “] Exibir Objeto ) ~ Fixar Objeto
] = x*-= J |
pi(x) 15 * 30 3 o hir RAtuln +# Posicéo Absoluta na Tela
.AHEULO45° # Habilitar Rastro 3 Renomear
Renomear /. Apagar
/. Apagar 2

. Propriedades ...

2 Propriedades ...

(a) Habilitar Rastro (b) Animar

Figura 3.38: Criando a animacao que gera a superficie de revolugao

Fazendo isso, nossa curva ira girar na Janela de Visualizacao 3D formando a primeira parte
da nossa superficie de revolugao.
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(a) Pardmetro u se movendo para criar a su- (b) Primeira parte feita
perficie

Figura 3.39: Superficie de revolugao do polinémio py
Feito o primeiro passo, repetimos para os outros polindomios com a vantagem de ja termos

criado o controle deslizante. Apods terminado, podemos ir na Janela de Visualizacao 3D e retirar
os eixos para ter uma visao mais real da superficie.

(a) Curva da superficie antes da rotagao (b) Superficie parcialmente rotacionada

Figura 3.40: Superficie de revolu¢ao do polinémio p; antes da rotagio

Da forma como fizemos no Geogebra a figura ficou “vazada” no fundo. Para completéi-la
podemos acrescentar um disco com as coordenadas:

(x,y,2) = (0,t - cos(u),t-sen(u)),

com t variando entre 0 e o ponto onde a taca ou o objeto toca o eixo y, 0 < u < 27.
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(a) Superficie rotacionada (b) Taga original
Figura 3.41: Superficie de revolugao do polinémio p; apods a rotagao
Agora faremos o desenho da taga também pelo Winploﬂ Lembrando que as coordenadas

de cada intervalo serao dadas pelo polinomio daquele intervalo multiplicado pela matriz de
rotacao, temos que as coordenadas sempre serao dadas por

(l’, Y, Z) = (tap(t) : COS(U)vp(t) ' Sen(u))

Ao abrir o Winplot, clicamos na opg¢ao “Janela” e em seguida, em “3-dim”. Com isso uma
nova janela se abrird.

I Winplot

Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Adivinhar
Mapeador »
Planetas
~  Mostrar arquivos recentes
Abrir o Ultimo arquivo

~  Usar padrdo

Sair

(a) Interface do Winplot (b) Abra uma janela 3D

Figura 3.42: Interface do Winplot

Na nova janela que se abrira clicamos em “Equacao” e, em seguida, em “2.Paramétrica....
Outra caixa de didlogo ira se abrir e nela poderemos colocar as coordenadas da nossa superficie
de revolugao.

Otambém pode ser utilizado o comando “Superficie” no GeoGebra, que faz o modelo da mesma forma
que o Winplot. No entanto, o método que descrevemos possibilita ao aluno visualizar o processo de rotacao
acontecendo.
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Arquivo Ver Mouse Um

1, Explicita ..

Dois Apim  Qutros
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| 2 Peramétrica..

3. Implicita ..
4. Cilindrica ..

5. Esférica ...

Curva ..
Intrinseca ..
Tubo
Ponto
Segmento ...
Plano ..
Recursiva .
Diferencial
x Inventario ..
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Biblioteca
Definir funcée ...

Esconder/mostrar tudo

Ajuda

Ctlel \
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(a) Janela 3D

[ sombrear  cor i | cor 2 |

superficie x(t,u) , yit,u), z(t,u) x>
%= |sin[u]cos[t]
y= |zinulzint)
z= |cosu)
trmin |0.00000 divisdies [35
tméx |5.28319 pantos [150
wmin |0.00000 divisties [35
wmas |3.14159 pantos [150

cor espessura dalinha |1

¥ desemhordpido [ especto [ grade

cor |

ok, | cancelar|

ajuda |

(b) Janela para inserir as

equacoes
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Figura 3.43: Inserindo a equacao da superficie de revolugao no Winplot

Considerando novamente o polinémio p; que modela o primeiro trecho, preencheremos os
campos da seguinte forma: no campo x colocaremos t; no campo y colocaremos ((1/15)*¢"3 —
(53/30) * t + 4) x cos(u); no campo z colocaremos ((1/15) x t°3 — (53/30) * t 4+ 4) * sin(u); no
campo t min colocaremos 0. no campo t mdax colocaremos 3; no campo u min colocaremos
0; e no campo u mdx colocaremos 2 * pi. Nao vamos mexer nos outros campos por enquanto.
Apertamos enter e geramos a primeira parte da nossa superficie.

[ sombrear  cord | cor

superficie x(tu] , y(tu), z(t,u) X

W= |l

p= |[[‘I AEPT3 - (53730 t+4) cos(u)

z= |[[‘I AEPT3 - (537300 4] sinlu]

tmin |0 divisties [36

b més |3 pontos |15E|
umin |0 diviztes |36

u mén | 25pi pohtaz (150

cor espessura da linha |q

¥ desemhordpido | especto [ grade

2| cor |

ok cancelar |

ajuda |

(a) Inserindo os pardmetros

{4 semnomez

Arquive Equagie Ver Mouse Um Dois Anim Outros

T
Pnr
"’;";::"'.
i
Il
T
A
T
W

=

SRR
N
\\,\\\\

(x,v,2) = (t, ((1/15)*C"3 - (53/30) *t+4)

< >

odtar | apegar | dupl | copiar | | |

oidico | equapin | nome |

| bow | fecher |

(b) Primeiro polinémio rotacionado

Figura 3.44: p; rotacionado no Winplot

Para os demais polinémios repetimos o processo e o Winplot encarrega-se de colocé-los

todos na mesma janela.

Apébs acrescentar todos os trechos, podemos selecionar a op¢ao “editar” e mudar as cores e
outras op¢oes que haviamos deixado de lado no processo de construcao.
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(a) Taga terminada (b) Opgoes “espectro” e (c) Tagca
“grade” selecionadas

Figura 3.45: Taca plotada usando o Winplot

Como podemos ver, tanto no caso do GeoGebra quanto no do Winplot, a taga nao ficou
perfeitamente modelada, embora sejam boas aproximagoes. Nos pontos onde houve a juncao
dos polinémios tivemos alguns “bicos”. Uma forma de aperfeicoar o modelamento ¢é, além de
exigir que as fungoes passem pelos pontos como fizemos neste exemplo, elas também tenham
derivadas iguais nos pontos de juncao. Isso torna a curva “suave” e retira o problema dos bicos.
Uma abordagem que contempla este aspecto é a modelagem chamada spline ctbica que ajusta
polindmios de 3° grau a cada dois pontos. A seguir vamos ver como podemos utilizd-la. Para
um estudo mais aprofundado é recomendada a referéncia .

3.2.3 Funcao Spline Cibica

A spline cibica é uma forma de interpolacdo que leva em consideragdo os pontos e suas
derivadas. Nos livros de célculo numérico ela aparece como um método iterativo para se
encontrar o valor da funcao que é ajustado em um determinado ponto intermedidrio. Aqui
veremos como determinar um conjunto de polinémios que modelam uma curva utilizando o
processo da spline cubica.

Tomemos, por exemplo, os pontos £ = (5;0,3), FF = (8;0,5), G = (10;1,2), H = (11;2,5)
e I = (14;4,5), do exemplo anterior.

A cada par de pontos iremos criar um polinémio interpolador de grau menor ou igual a
3. Nas interpolacoes anteriores tomavamos quatro pontos para gerar um polinémio de grau
menor ou igual a 3, agora tomaremos apenas dois pontos e cada um deles nos fornecerd duas
informacoes, as coordenadas do ponto e a derivada do polindémio nesse ponto, que é dada pela
declividade da curva a ser ajustada naquele ponto.

Portanto, temos duas equacgoes para cada ponto:

p(r) =ar® + b2 +cx+d e  p(x)=3ax® +2bx+c

Para os pontos F = (5;0,3) e F' = (8;0,5) assumimos os valores p'(5) = 0 e p/(8) = 0,15
obtidos ao observar a declividade das retas tangentes a curva nestes dois pontos com o auxilio
do papel milimetrado.
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Figura 3.46: Determinando p'(5) e p’(8) com o papel milimetrado

Com esses valores temos o seguinte sistema:

a(5)®* +b(5)* +c(5) +d = 0,3

3a(5)? +2b(5) +c = 0
a(8)> +b(8)* +c(8) +d = 0,5
3a(8)% +2b(8)  +c = 0,15
1 43 833 1421
1 - 1 = = 2 _
Resolvendo-o temos os valores a 5310 170’ & 9310 ed 1170 que nos
fornecem o polinémio
(o) = - Lo, 43 o 833 1421
RO = "o320" T 170" T 23407 T 1170

Que serd o nosso polindémio no intervalo [5, §]

Agora tomaremos os pontos F' = (8;0,5) e G = (10;1,2), lembrando que p'(8) = 0,15 e
observando a declividade da reta tangente a curva em G, tomamos p'(10) = 1. Temos entao o
sistema:

a(8)®  +b(8)* +c¢(8) +d = 0,5

3a(8)*  +2b(8) ~+c = 0,15
a(10)®  +b(10)? +c(10) +d = 1,2
3a(10)? +2b(10)  +c = 1
9 113 95 663
Resolvendo-o temos os valores a = —, b= ———, ¢ = — e d = ——— que nos fornecem o
80 40 4 10

polinémio

9 5 113 5, 95 663

T T T
no intervalo [8, 10].
Repetindo o processo para os pontos G e H; e H e I, e considerando p/'(11) = 1,2 e

p'(14) = 0,4 dados pelas retas tangentes:
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Figura 3.47: Determinando p’(11) e p/(14) com o papel milimetrado
Obtemos, respectivamente, os polindémios:

2, 127 , 2306 4, 56, 802 22249
3yt g3, 4 200 S B B e i
e T Tt g e (@) = et = et e -

que serao considerados nos intervalos [10,11] e [11, 14], respectivamente.
Tracando os graficos dos polindmios podemos ver que a curva dada pela justaposicao é
“suave” e sem “bicos”.

Figura 3.48: Spline cibica passando pelos pontos E, F, G, H e L.

Também precisamos mostrar que, assim como o ajuste por polinémios visto na secao [2.5]
sempre existird uma funcao spline ctbica interpoladora, nas condi¢oes consideradas.

Teorema 3.2.1. Dados o0s pontos (x1,y1) € (T2,y2), tais que x1 # X2, sempre € possivel de-
7 ) 7 7

terminar de forma unica uma funcao spline cubica que passa por esses pontos, ou seja, um

polindmio de grau menor ou igual a 3 cujo grdfico passa por esses pontos e cuja derivada em

T, e xo tenha os valores fixados.
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Demonstracao. Considerando inicialmente os pontos (0,7,) e (Ta,7,), onde Ty # 0, vamos
mostrar que a fungdo spline g em que o grifico passa por esses pontos € determinada de forma
unica.

Para um polinomio do 3° grau g(z) = az® + ba? + éx + d, sua derivada ¢ € dada por
g'(z) = 3az® + 2bx + & As condigies a serem impostas sio: g(0) =71, 9(72) = 72, ¢'(0) = ky
e ¢ (T3) = ko, e queremos mostrar que o sistema abaixo sempre terd solugdo.

3a(T2)24+20(T2)  +¢ =k

O sistema tem como matriz ampliada:

0 0 0 1 7
0 0 1 0 Kk
Ty Ty Ta 1 W
372 2T, 1 0 ke

Escalonando esta matriz, chegamos a uma matriz reduzida que nos dad a solucao do sistemﬂ

S

(b,

- 20+ To - k1 +To - ko — 2y5 —3Y1 — 2T - k1 — T - ko + 373 o
Cad): —_ ) — 7k17y1
T3 T5

Portanto, sempre é possivel encontrar tal polinomio g desde que To # 0

Dados agora dois pontos genéricos (x1,y1) e (T2,Yy2), com x1 # Tz, queremos mostrar que
sempre existe um polindmio f de grau menor ou igual a 8 tal que f(x1) = y1, f(x2) = o,
fi(@1) = ki e f/(x2) = k1 (k1 e ko quaisquer).

Tomamos Ty = Ty — T1, Y1 = Yy € Y2 = Yo, € consideramos g tal que g(0) =71, 9(T2) = U,
g'(0) = k1 e ¢'(Ta) = ko, como na etapa anterior.

Para f(x) = g(x — x1) (translagao horizontal) temos o polindmio de grau menor ou iqual a
3 desejado, pois

f(x1) = 9(0)
f'(1) =4'(0) =

Ou seja, fazendo uma translagdo horizontal de g, obtemos f. Como g sempre possui solucao
quando Ty # 0, da mesma forma, f sempre possui solu¢io quando x1 # Ts.

i f(x2) = g(ze — 1) = 9(T2) = 1o
1 f(w) = g (v —w1) = ¢g'(T2) = ke

Assim, podemos utilizar splines ctbicas para modelar nossa curva que gerara a superficie
de revolugao deixando o resultado mais sofisticado. A tnica ressalva é que se faz necessario
uma aproximacao maior ao conceito de derivada e pode nao ser tao vantajoso assim abordar
essa parte com os alunos de ensino médio, voltando-se mais para uma atividade a ser realizada
com alunos no inicio dos cursos de graduagao.

HEsse processo de escalonamento pode ser também executado na Janela CAS do GeoGebra.
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3.3 Consideracoes Finais

A atividade dos aeromodelos trouxe uma nova perspectiva da pratica aos alunos, levando-os
para fora da sala de aula e fazendo-os trabalhar em grupo, em um projeto que envolveu diferentes
disciplinas. Os resultados esperados foram alcancados e os problemas encontrados serviram de
base para que a atividade fosse melhor trabalhada no ano seguinte. Foi possivel comunicar
aos alunos erros previstos (que haviam ocorrido no ano anterior) para que eles pudessem se
empenhar em nao cometer os mesmos erros. A perspectiva é de que a aplicacao e realizacao da
atividade possa ser melhor desenvolvida a cada ano.

A atividade da superficie de revolugao, por requerer uma base um pouco maior dos contetidos
matematicos, nao foi aplicada em sala de aula. Isso se deu, principalmente, devido a falta de
tempo, ja que os alunos dos terceiros anos realizam, fora do horéario escolar, outras atividades
como cursos técnicos, trabalhos e atividades relacionadas aos diversos PIBIDS{T_ZI de que a escola
participa.

E uma atividade em que o uso de computadores se faz necessério, o que pode ser outro
problema dependendo da escola em que for proposto, ja que muitas escolas nao possuem sala
de informéatica. Porém, pode trazer uma percepcdo muito maior aos alunos de como os as-
suntos matematicos, que eles veem de forma separada no ensino médio, estao relacionados. A
perspectiva futura é de que nos proximos anos esta atividade possa comecar a ser trabalhada
com os alunos do primeiro ano do ensino médio durante o periodo de aula, assim, o tempo
disponivel pode fazer com que sua execucao seja aplicavel com todos os alunos, em vez de ser
aplicada apenas com um grupo especifico.

Um dos propulsores ao se elaborar estas atividades foi o fato do contexto escolar atual
mostrar alunos cada vez mais impacientes com os conteudos passados em sala de aula. A era
dos computadores e da internet trouxe consigo a facilidade da pesquisa em qualquer assunto
desejado, com milhares de video-aulas e apostilas online, fazendo com que a aula se torne
muitas vezes massante. Neste aspecto, as atividades visam também a insercao de recursos
computacionais no contexto escolar, além da abordagem pratica que, em conjunto, propoem
trazer métodos interessantes para se trabalhar o contetiddo de polinémios, fazendo com que o
aluno fuja um pouco do imediatismo gerado pela internet.

120 Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo & Docéncia (PIBID) é um programa que oferece bolsas de
iniciacdo a docéncia aos alunos de graduacao que se dediquem ao estagio nas escolas publicas e que, quando
graduados, se comprometam com o exercicio do magistério na rede publica.
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Apéndice A

Contexto historico do inicio do ensino
de matematica no Brasil e sua relacao
com os projetos de aeromodelos

A atividade dos aeromodelos esté fortemente relacionada com o estudo do langcamento de
projéteis, o que pode nos levar até o século XVII com Galileu Galilei e sua fisica de projéteis.
Restringindo-nos apenas ao Brasil nesse contexto (ver [26], [30]), temos o nome de José Fer-
nandes Pinto Alpoim, ou Brigadeiro Alpoim, um militar portugués que veio para o Brasil no
século XVIIT a mando de D. Joao V, em 1739, com o objetivo de fortalecer a seguranca da
Colonia e de ministrar aulas de matematica, ciéncias e de técnicas de fortificacdo no Tergo de
Artilharia do Rio de Janeiro.

Como professor, além de ensinar a técnica da artilharia, também deixou registrados esses
ensinamentos através de dois livros que, apesar de terem uma matematica bastante elementar,
cujo foco era servir de instrumento para a artilharia, podem ser considerados os dois primei-
ros livros didaticos de matematica do pais: Exame de Artilheiros, de 1744, e Exame de
Bombeiros, de 1748.

O Exame de Artilheiros dividi-se em trés tratados: Tratado de Aritmética, Tratado de Geo-
metria e Tratado de Artilharia. O primeiro aborda unidades de grandeza, as quatro operacoes,
fragoes e regra de trés; no segundo subdividido em duas partes apresenta algumas regras e
mostra propriedades especificas. No tratado de artilharia é explicado o que ¢é a artilharia, seus
instrumentos e a utilizagao dos mesmos.

J4 o Exame de Bombeiros, nao tao conhecido quanto o primeiro, ¢ dirigido aos Bombeiros
da época, ou seja, aos homens que “deitavam” bombas.

O segundo livro também dividido em Tratados onde foi separado de forma didatica os temas
abordados. No primeiro tratado sao apresentadas, assim como no primeiro livro, as defini¢oes
de elementos primitivos de geometria, é ensinado como se utilizar um transferidor, as operacoes
com angulos, a construcao e classificagao de diversos tridngulos e as propriedades do tridngulo
retangulo. Alpoim também apresenta a parabola, explicando o que é uma linha parabdlica.

No segundo tratado, ele apresenta regras de trigonometria e ensina a utilizacao do Panto-
metro, um instrumento de precisao indispensavel na topografia e arquitetura militar da época.

No terceiro e quarto tratados ele aborda a Longimetria e a Altimetria, onde usa a trigono-
metria de forma pratica para calcular as medidas das distancias existentes entre o morteiro e o
alvo, e ensina, por meio de exercicios, como melhorar a mira quando os alvos ou morteiros sao
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levantados por cima do plano horizontal.

Nos tratados seguintes explica o diversos tipos de canhoes e como preparar a pélvora.
Especialmente no quinto tratado, Alpoim mostra os diferentes alcances das balas de acordo
com o tipo de camera do morteiro e explica os defeitos que podem ocorrer.

Apesar de seus livros serem dotados de uma sequéncia didatica onde apenas introduzia
a definicdo, a explicacdo e, em seguida, um exemplo numérico e possuirem pouca notacao
matematica, podemos ver que, provavelmente, sua obra contribuiu para o estudo do lancamento
de projéteis por parte dos militares brasileiros.

Vemos que os tratados III e IV do Exame de Bombeiros, em especial, possuem uma grande
relacdo com a primeira atividade aqui proposta e podemos concluir que, assim como o Brigadeiro
Alpoim, estamos estudando com os alunos as ciéncias da Longimetria e Altimetria.
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