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RESUMO

Esta dissertacao foi desenvolvida com intuito de propor o uso da Modelagem Matemaética
como ferramenta de Ensino Aprendizagem no estudo de Sequéncias Numéricas no Ensino
Médio. Utilizou-se como metodologia para desenvolver a pesquisa, primeiramente, o
levantamento bibliografico sobre o tema, e determinar quais dificuldades enfrentadas no
processo ensino aprendizagem de Sequéncias Numéricas, assim procurou-se fundamentar
o desenvolvimento de atividade de Modelagem Matemética e pesquisou-se também o
uso de softwares matematicos, principalmente, os software Modellus, e suas versoes, e
Fxcel. A abordagem demonstra também o enriquecimento do processo de aprendizagem
com o uso das simulacoes seja nas atividades exploratorias ou nas atividades de criacao.
Foram propostos modelos de atividades a serem desenvolvidas, utilizando problemas
de Matematica Aplicada. Para tanto, buscou-se entender o funcionamento do software
Modellus como ferramenta de simulagao e utilizando o Fzcel, como ferramenta de apoio
das simulacoes. Assim, foram construidos alguns modelos matematicos e atividades de

sequéncias numéricas.

Palavras Chaves: Modelagem Matematica; Software Modellus; Sequéncias Numéricas;

Ensino Aprendizagem; Simulagao; Matematica Aplicada.



ABSTRACT

This work was developed with the intention to propose the use of Mathematical Modeling
and Learning Teaching tool in the study of Sequences Number in high school. It was
used as a methodology to develop the research, First, the literature on the subject, and
determine which difficulties in the learning process sequences Numeric, so we tried to
support the development of mathematical modeling activity and also researched up the
use of mathematical software, especially the Modellus software and its versions and Excel.
The approach also demonstrates the enrichment of the learning process through the use
of simulations is in exploratory activities or the activities of creation. models have been
proposed to activities to be undertaken using Applied Mathematics problems. Therefore,
we sought to understand the workings of Modellus software and simulation tool and using
Excel, as a support tool simulations. So were built models mathematical and numerical

sequences activities.

Keywords: Mathematical Modeling; Software Modellus; Numerical Sequences;
Education; Simulation; Aplicated Math.
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INTRODUCAO

Como enxergamos o mundo que nos cerca, faz toda a diferenca em nossas atitudes,
em nossas acoes e procedimentos. Citando Nelson Mandela “A educacao é a arma mais

poderosa que vocé pode usar para mudar o mundo”?.

Interagimos com o mundo através de modelos, realizando representacoes da
realidade, dando significados a simbolos e elaborando esquemas mentais e conceituais.
Nessa perspectiva temos a Matematica que é uma ciéncia logico-dedutiva, como uma das
ferramentas mais usadas no mundo contemporaneo, na interpretacao da realidade, e na
aplicacao de modelos que interferem na forma que o ser humano vem se relacionando com

seu ambiente.

E além disso, a Matematica através de seus varios ramos, como a Aritmética,
a Geometria, a Algebra, e muitos outros, desenvolveu varias ferramentas de medicao,
quantificacao, qualificacao, comparagao, criando modelos logicos dedutivos do mundo.
Dessa forma, a modelagem nao é uma forma de fazer matematica que apareceu nas ultimas
décadas e sim é uma forma de fazer matematica que acompanha os matematicos desde a

antiguidade.

Adotamos o entendimento que o ensino aprendizagem dar-se da seguinte maneira
como Paulo Freire define em seu livro da Pedagogia do Oprimido: “Ninguém educa
ninguém, ninguém educa a si mesmo, os homens educam-se entre si mediados pelo

mundo” (FREIRE, 1987).

Nessa perspectiva, ¢ interessante buscar uma ligacao e explanagao maior da
matematica formal com a matematica do cotidiano, a fim de criar pontes entre o

conhecimento cientifico e a realidade do aluno.

No capitulo 1, dessa dissertacao, realizamos uma abordagem tedrica fundamen-
tando a modelagem e delimitando os tipos de modelos matematicos e as aplicagoes dessas

teorias no ensino aprendizagem de sequéncias numéricas.

Um modelo matematico é formado por equacoes e informacgoes matematicas, de
tal forma que interprete o fenomeno, o qual pode abordar aspectos de outras areas do
conhecimento humano (SODRE, 2007).

O aluno devera apoderar-se do tema da moldelagem e construir conceitos em cima
da observacao de sua realidade, usando a matematica como instrumento de expressao do

modelo.

1A Arte da Educacio Humana Habilidosa: Préticas Educacionais com Base no Humanismo Ikeda.

Associagao Brasil SGI. Coordenadoria Educacional. Editora Brasil Seikyo, pag. 39. A Associagao
Brasil SGI tem como objetivo promover a cultura de paz.
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Todo processo de representacao de um fenomeno buscando a simplificacao e o seu
entendimento pode ser considerado modelagem. A Matematica e a Fisica sdo ciéncias
que utilizam processos de modelagem em suas teorias. O modelo é um aspecto parcial,
uma representacao de um problema, uma ideia, um objeto, a busca da solucao de um

problema, ou seja,

Modelagem ¢é a arte de expressar, por intermédio da linguagem
matematica, situacOes-problema reais. Completam colocando que
“é um processo que emerge da propria razao e participa da
nossa vida como forma de constituicio e de expressao do

conhecimento.” (BIENBEMGUT; HEIN, 2000, p. 11)

H4 muito tempo tem se discutido sobre a Modelagem Matematica, hé vérias
interpretacoes e delimitagoes diferentes sobre esse tema, no capitulo 1 serao abordadas
algumas delas. Além disso, quando se utilizar o termo Modelagem sera sinonimo de

Modelagem Matematica.

Bassanezi define modelagem como:

Modelagem matematica é um processo dinamico utilizado para a
obtencao e validagao de modelos matematico. E uma forma de
abstracao e generalizacao com a finalidade de previsao de tendéncias.
A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situacoes
da realidade em problemas matemaéaticos cujas solucoes devem ser
interpretadas na linguagem usual.(2006, pg.24)

Para alguns autores o problema a ser trabalhado nao precisa ser da area de
matematica, podendo extrapolar esse universo, enquanto que para outros é necessario

que a abordagem surja de problemas que envolvam a matemética pura ou aplicada.

Nos ultimos anos varias pesquisas vém sendo publicadas e feitas no ramo da
Educagao Matematica e no ensino-aprendizagem da matemaética, modelos que estudam
diversos assuntos como reciclagem, propagacao de doencas através de contato, crescimento

populacional e problemas de engenharias.

A escrita de uma equacao usando simbolos matematicos, o desenho de uma
paisagem, a poesia de um artista, a musica, os simbolos em uma partitura que sao
representacoes de sons, sao modelos do mundo. Esses modelos nao sao exatamente o
fenomeno, porém expressam suas peculiaridades, por exemplo, os sons produzidos por
diferentes flautistas, ao tocar uma partitura, soa diferente dependendo da interpretacao
do artista, nesse caso, a escrita musical (o modelo) é de fato uma aproximagao do som

(fenomeno).
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Dentre as varias técnicas educacionais que o professor pode empregar para orientar
o aluno na aprendizagem de conceitos matemaéticos esta a modelagem que tem como
beneficio principal a possibilidade de o préprio aluno sistematizar o conhecimento,
responder a questoes de seu cotidiano, problematizar e testar suas teorias, criar esquemas

diferentes para resolver um mesmo problema.

As tecnologias de comunicagao e informacao sao ferramentas no processo ensino
aprendizagem e, no capitulo 2, descreveremos principalmente o software Modellus, como
instrumento de modelagem matematica, porém em mnossa pesquisa nao descartamos o
uso conjunto do mesmo com outros softwares mateméaticos como por exemplo a planilha

eletronica Excel, pois em muitos casos, um programa completa o outro.

Dessa forma, no capitulo 2, foi descrito o funcionamento do Software Modellus,
abordando as versoes 2.5 e X 04.0.5, e comparamos com alguns softwares matematicos
expondo suas funcionalidades e no caso do Modellus foi verificado a possibilidade de acesso
a banco com modelos prontos e também a criacao de novos modelos matematicos como

ferramenta didatica no aprendizado de sequéncias numéricas.

E na matematica, uma formula pode ter varias interpretagoes? Existe um tnico
jeito de representar um objeto matematico? H4 um tnico modo de se fazer matematica?
As respostas dos pesquisadores em Educacao Matematica em relacao as duas ultimas
perguntas parecem convergir para um nao enquanto que para primeira ha cada vez mais

sins.

Em sala de aula percebemos que muitos dos alunos nao compreendem as aplicagoes
das formulas mateméticas, um exemplo cléssico sao as equagoes do 2° grau, que possuem
uma infinidade de aplicagoes, porém é muito comum encontrar pessoas que lembram das
equacoes do 2° grau apenas através da utilizagao que no Brasil é chamado férmula de

“Baskara”’e desconhecerem completamente suas aplicagoes.

Outro importante assunto que tem uma grande aplicacao em varios ramos da
matematica sao as sequéncias numeéricas, algumas bem conhecidas como a sequéncia de
Fibonacci, e dos problemas que usam leis de recorréncia. Nessa dissertacao iremos propor
algumas técnicas educacionais visando o ensino aprendizagem das sequéncias numéricas
e dos estudos de Progressao Aritmética e Progressao Geométrica no Ensino Médio, com

a utilizagao de Modelagem Matematica.

Dessa maneira, no capitulo 3 foi realizada aplicacoes de modelos matematicos
principalmente de sequéncias numéricas empregando os programas computacionais
supracitados. Em atividades de exploracao e de criagao, onde serd abordado os diversos

aspectos do ensino aprendizagem de Progressao Aritmética e Progressao Geométrica.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Ha trés correntes principais quando falamos de modelagem, uma delas refere-se a
modelac¢do (modelagem), a outra com projetos de modelagem e a terceira uma corrente

denominada de sécio critica.

Na primeira de acordo com Biembengut e Hein (2000) é o processo que envolve a
obtencao de um modelo, que necessitaria de certa criatividade e senso lidico onde seria
necessario apostar com as variaveis envolvidas nao estando necessariamente vinculada a
uma expressao matematica. Essa modelagem ocorreria em trés etapas denominadas de

Interacao, Matematizacao e Modelo Matematico.

A interagao é a fase onde o aluno/pesquisador entra em contato com o problema e
se familiariza com o assunto fazendo pesquisas e se aprofundando no problema. E a partir
daf formula uma hipétese (Matematizacao), buscando uma solugao ao problema lan¢ando
maos de esquemas matematicos, nessa etapa é necessaria certa experiéncia, quanto mais
amplo os conhecimentos em matematica mais provavel de o modelo apresentar uma

expressao, ou grafico, ou programa computacional que permitam a solugao ou deducao

dela.

Na construgao de um modelo (Figura 1) sdo necessdrias criatividade e intuicao,
além do conhecimento de Matematica, visto que é importante interpretar o contexto,
identificar as varidveis e o conteido matematico que melhor se adapte a determinada

situacao.
Figura 1 — Fluxograma de Modelagem

Modelagem
Matematica

Situagdo real 4—;—) Matematica

Modelo

Fonte: Biembengut e Hein (2000, p.127)

Na etapa final, do Modelo Matematico, é imprescindivel a validacao do modelo, e
sua avaliacao de quanto ele se aproxima da situagao problema apresentada, bem como a
sua precisao. Essa precisao é definida pelo observador (aluno/professor-pesquisador) em

funcao do tipo de estudo e da finalidade a que se destina a investigacao.
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O processo de ensino aprendizagem ganha em qualidade quando trabalha com
modelos, pois ha a interacao entre o objeto e o conhecimento, e hd uma reestruturacao
do pensamento do educando, na busca de solugoes e na construgao da explicacao do

pensamento.

Quando o educando procura construir um modelo precisara realizar pesquisas
sobre o tema gerador, ampliando sua estrutura cognitiva, através da incorporacao de
novas ideias a ela. Essa busca passa por trés etapas, segundo Biembengut e Hein (2000),

subdivididas cada uma em duas conforme esquema abaixo (Figura 2):

Figura 2 — Etapas da modelagem

neragio  €——>  Matemiia 4——p  Hod0

Situagdo  Familiarizagio Formulagio  Resolugdo  Interpretache  Validagio
Fonte: Biembengut e Hein (2000, p.127)

O educador nesse processo passa a ser um orientador do aprendizado,
descentralizando o papel do professor, enfatizando a autonomia do educando de buscar

suas proprias respostas.

Na primeira fase (Interagdo) o educando busca informagoes sobre o problema e
tem contato com as variaveis envolvidas, nesse primeiro momento ele precisa conhecer e
apoderar-se das questoes do problema, assim como obter informacoes de diversos enfoques

sobre o problema, quantitativos e qualitativos.

Na segunda fase (Matematizagao) o educando ird selecionar quais varidveis sao
importantes e quais nao serao acolhidas na formulacao do modelo, e dependendo dessas
escolhas o resultado de um modelo podera ser ou nao preciso em comparagao com oS

dados do problema.
Ferri apud SILVA e ALMEIDA(2014) destaca nessa fase de Matematizagdo a

importancia do conhecimento extra matemético (EMK) do aluno. Esse conhecimento
extra matematico é o que seria responsavel para a compreensao da tarefa e a simplificacao

do problema.
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Conforme o esquema de Ferri (Figura 3), esse conhecimento extra matematico se

destaca em dois momentos:

Figura 3 — Ciclo da Modelagem Matematica de Ferri

Realidade Matemitica

Fonte: FERRI, apud SILVA e ALMEIDA, 2014, tradugao nossa.

A tltima fase (modelo Matemadtico) é a interpretacao dos resultados e do modelo
onde se compara e analisa os resultados mateméaticos com a realidade, e também ¢é nessa

fase que o educando pode ou nao validar suas hipdteses.

Segundo Ferri apud SILVA e ALMEIDA(2014) a modelagem matemadtica estd
descrita nesse ciclo, que exige a Matematizacao do problema, haja vista que outras areas
como engenharias, moda, e comércio criam modelos mas nem sempre se utilizam da

matematica para explica-los.

No Brasil, segundo Barbosa (2001) o que prevalece na modelagem é o trabalho
com projetos, no qual os professores junto com os alunos elegem um tema e a partir dele

desenvolvem um trabalho, investigativo utilizando a matematica.

Um exemplo de trabalho com projetos seria o professor de matematica que
propoem aos alunos pesquisarem sobre a quadra de esporte visando a reforma da mesma,
assim como de sua pintura e a partir dai propoe a eles a aplicarem conhecimentos sobre

geometria na quadra.

Dessa forma, o professor precisard que seus alunos saibam aplicar conceitos
geométricos como o de circulo, drea, perimetro, parabola, com intuito de realizar a pintura,
o aluno precisarda elaborar questoes geométricas e tentar responde-las inspirando-se

principalmente na matematica aplicada.

No Brasil, Modelagem estd ligada a nocao de trabalho de projeto.
Trata-se em dividir os alunos em grupos, os quais devem eleger temas
de interesse para serem investigados por meio da matematica, contando
com o acompanhamento do professor.(BIEMBENGUT e HEIN, 2000)
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Na corrente socio critica o aluno é orientado a questionar sua realidade, buscando
interpretar a sociedade utilizando-se da matematica e a modelagem aparece como meio,
o foco do trabalho é nas perguntas geradas pela analise do modelo, e segundo Barbosa
(2001)

As atividades de Modelagem sao consideradas como oportunidades
para explorar os papéis que a matemadatica desenvolve na sociedade
contemporanea. Nem matematica nem Modelagem sao “fins”, mas sim
“meios” para questionar a realidade vivida. Isso nao significa que os
alunos possam desenvolver complexas andalises sobre a matematica no
mundo social, mas que Modelagem possui o potencial de gerar algum
nivel de critica. E pertinente sublinhar que necessariamente os alunos
nao transitam para a dimensao do conhecimento reflexivo, de modo que
o professor possui grande responsabilidade para tal.[...] O que chamamos
de corrente sécio-critica de Modelagem sublinha que as atividades devem
potencializar a reflexao sobre a matematica, a prépria Modelagem e seu
significado social.

Nessa linha de pensamento encontramos a Etnomatematica, que considera o
fazer matematico como produto cultural, e portanto a forma de fazer matematica estd
intrinsecamente ligada ao contexto social e histérico em que o homem estd inserido. A
realidade do aluno nesse contexto tem importancia no saber fazer mateméatico que define

como o mesmo ird construir seus modelos de mundo.

H4 uma tensao para que ocorra o aprendizado, segundo Piaget (1973, apud NETO,
2002, p.49-50) no processo de equilibragao ocorre a assimila¢ao e acomodagao, o educando
tenta solucionar o problema e busca aquilo que ja conhece, seus conhecimentos prévios,
quando nao obtém éxito, o educando busca novas estratégias. Nesse sentido o trabalho
com a modelagem implica em colocar o educando frente a frente com seus conceitos e
avalia-los, analisa-los verificando sua validade de maneira dinamica ocasionando mudancas

no saber proporcionadas pelo aprendizado.

1.1 MODELOS MATEMATICOS

A construgao de modelos para interpretagao da realidade e de conjecturas, pode

encaminhar para dois tipos de pesquisas, o quantitativo e o qualitativo.

Na primeira sao destacados a mensuragao do fendomeno e na segunda opg¢ao o que
fica evidente sao os mecanismos que explicam como e, porque, explicando dessa forma o

processo do fenomeno.

A pesquisa quantitativa o pesquisar buscar organizar dados numéricos que
expressem uma situagao (realidade) é comum nesse tipo de pesquisa a tabulacao de dados,
enquanto que na qualitativa visa observar o objeto e estudar suas caracteristicas de forma

mais subjetiva.
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Dessa forma, a cria¢do de equagoes nao é segundo Sodré (2007), a inica aparéncia

do modelo matemaético:

As equagoes matemadticas de um modelo nao proporcionam a prépria
explicagao cientifica do modelo, mas simplesmente interpretam as
hip6teses de um ponto de vista quantitativo, dando-nos a condigao de
deduzir consequéncias e mostrar-nos onde estao os detalhes que deverao
ser aceitos ou recusados.

Dessa forma, o modelo é uma construcao que tem como objetivo o entendimento do
fenomeno em varios aspectos, onde o pesquisador precisa entender a natureza do problema

e selecionar as variaveis relevantes no estudo.

A modelagem matematica tem cinco etapas definidas por Bassanezi (2015), escolha

do tema, coleta de dados, analise de dados, formulacao de modelos e validacao.

A escolha do tema pode ser a mais variada possivel indo da area da saude a
temas como industrializacao, transporte, agricultura e outros, a realidade do educando e
da sociedade em que ele vive, deve ser o ponto de partida para a escolha do tema, que
precisa ser significativo ao educando. Assim a matemética deixa de ser algo longe de sua

realidade e passa a fazer parte de seu mundo.

Ao definir um tema o educando deve ser orientado a pesquisar problemas dentro
dos temas, por exemplo, na escolha do tema transporte urbano, pode-se formular uma
pesquisa de satisfacdo com servicos, criar modelo para melhorar os horérios de circulacao
de onibus, pesquisar a demanda e oferta do transporte ptublico, a distancias entre os

pontos de onibus, ..., uma forma de delimitar o modelo é através da coleta de dados.

Nessa etapa de coleta de dados o educando pode ter um contato com a realidade
de sua comunidade través de pesquisas e aprender e aplicar conceitos de estatistica,
outra forma seria a consulta a banco de dados ja coletados em o6rgaos governamentais
ou na prépria internet, em casos de modelos sociais, ou esses dados podem ser obtidos

dependendo do tema de experiéncias elaboradas pelos proprios educandos.

A construcao e interpretacao de tabelas também pode fazer parte do modelo, a
observacao dos dados na busca de padroes, é parte importante na modelagem, nessa
parte deve-se formular perguntas em relacao aos dados obtidos, que funcao ou expressao
matematica mais se adequa aos dados? Serd uma funcao afim, quadratica, exponencial,
seno, cosseno ou tangente? Ha dados suficientes para a construcao do modelo? E
importante nessa etapa ter um professor ou alguém experiente na formulacao de modelos

matematicos, orientando e verificando quais modelos mais se adequam aos dados.
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1.2 TIPOS DE MODELOS MATEMATICOS

Segundo Bassanezi (ensino aprendizagem: modelagem matematica, 2006) para
compreendermos melhor sobre os modelos mateméaticos podemos classifica-los conforme

a natureza dos fenémenos e pela matematica utilizada em suas interpretagoes, como:

Linear ou nao-linear: as equagoes matematicas sao lineares quando sao escritas na
forma aix1 + asxo + asxs + ...+ a,x, = b, onde ay,as,as,...,a, sao os coeficientes das
incégnitas x1, xo, x3, ..., T, € b é o termo independente, as equagoes de outras formas sao

chamadas de nao lineares.

Estatico quando é a representacao de um objeto que nao sofre alteracoes ou

dinamico, quando esse modelo mostra variagoes de fases dos fenomenos.

Educacional quando o foco é no aprendizado e investigacao para que o pesquisador
possa compreender as relagoes envolvidas no modelo, o desenho de um animal, uma
maquete, um sistema com poucas variarieis sao exemplo desses modelos, ou aplicativo,
cujo foco é a realizacao de previsdes mais precisas e emprega muitas vezes para isso

métodos computacionais.

Deterministico se nao ha variaveis aleatorias no modelo baseado na crenca que
existem informacoes suficientes para se conhecer em um determinado instante a situacao

do sistema ou estocéastico quando o sistema é tratado em termos probabilisticos.

A quantidade de solugoes que um problema oferece nos da uma pista em quao
util é o emprego da modelagem, os matematicos profissionais sabem que antes de tentar
resolver determinado problema é importante saber se possui, uma unica solucao, varias

solugoes, infinitas solugoes ou nenhuma solucao.

No caso da modelagem algumas das possiveis perguntas é se ha uma tnica resposta
viavel, ou ha outros modelos de interpretacao, qual modelo mais se adequa a esse caso
em particular. E como construir o modelo mateméatico? Quais as ferramentas a serem

usadas na criacao desses modelos?

1.3 TRANSPOSICAO DIDATICA E AS EXPERIENCIAS

O conceito da transposi¢ao didatica surgiu na Franca, e segundo MATOS FILHO,
MENEZES, SILVA e QUEIROZ apud CHEVALLARD (1991) é como o saber sébio,
cientifico, era “transposto” para o saber em sala de aula pelo educador. Assim, o saber
abandona o carater exclusivamente cientifico e incorpora também um carater didatico,

este é o saber ensinado.

A escola tem como papel criar saberes e transpor os ja existentes, a comunidade
escolar deve definir seus padroes e modelos de ensino, como local nao apenas de

transmissao mais de aperfeicaomento e criacao de modelos de entendimento do mundo.



20

A Matematica como ciéncia possui varios caminhos na solugao de um problema,
por exemplo, quando trabalhamos com restos de uma divisao podemos aplicar o
algoritmo de Euclides ou utilizar a congruéncia (n mod r), de toda forma a escolha
de um determinado procedimento dependera do problema a ser tratado e do nivel de

conhecimento matematico que o observador possui.

Assim, muitas vezes o professor opta por uma matematica mais acessivel aos alunos
apesar de conhecer alguma técnica que permite a solu¢gao do mesmo com mais rapidez
e eficiéncia. O professor realiza a transposicao do conhecimento puramente técnico para

um conhecimento “mais acessivel” ao aluno.

Dessa maneira as experiéncias realizadas em laboratérios e, equagoes, teoremas
elaborados pelos matematicos e fisicos na “forma original”, nem sempre sao possiveis
de serem reproduzidas ou demonstradas, devido ao custo de material, ao espago fisico
da sala de aula, a complexidade do experimento, ao tempo demandado, entre outros
fatores. Nessas situagoes lanca-se mao da transposicao didédtica do saber cientifico para
saber ensinado, pois o educador nao deve utilizar esses argumentos para abandonar a

construcao de modelos matematicos e fisicos com os alunos.

Dessa perspectiva a modelagem computacional é uma ferramenta que auxilia na
visualizacao e simulagao de processos matemaéticos e fisicos dinamicos, junto com varias
estratégias. Além disso, é tutil para a transposicao do saber cientifico para o saber
ensinado. A maneira que esse processo ocorre é explicado por Chevallard (1991, apud
FILHO; GOMES; TERAN, 2011, p.2), quando ele menciona:

Um contetido de saber que tenha sido definido como saber a ensinar,
sofre, a partir de entdo, um conjunto de transformagoes adaptativas
que irao torna-lo apto a ocupar um lugar entre os objetos de ensino. O
“trabalho” que faz de um objeto de saber a ensinar, um objeto de ensino,
é chamado de transposicao didatica.

Experiéncias com materiais mais simples podem ser usadas para suprir as
experiéncias realizadas em grandes laboratoérios. E a possibilidade das novas tecnologias
relativamente acessiveis a educadores e educandos como notebooks, televisao, DVD,
CDs, radio, também sao meios de comunicacao e experimentacao. Essas midias podem
aproximar pessoas se encontram em outras regides geogréficas e além de ser um meio de
comunicagao atemporal, também sao atrativas e parecem caminhar para uma crescente

interatividade com a mensagem.

Na matematica a analise dos modelos matematicos e a observacao dos resultados
e a aplicagao de métodos modernos de calculo numéricos podem ser obtidos com mais

eficacia e eficiéncia com o uso de computadores e softwares de calculos.
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Além disso, alguns experimentos fisicos e matematicos podem ser onerosos e exigir
uma grande quantidade de tempo para a sua realizacao em sala de aula e a simulagao em
computador pode representar uma economia de recursos, com a preparac¢ao de um roteiro
de exploracao pelo educador voltada a andlise do fendmeno, pode se construir conceitos

matematicos e fisicos.

Segundo Pinho Alves, (2000, apud SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006, p.8) ha
cinco caracteristicas da transposicao didatica, que sao o de modernizar o saber escolar,
atualizar o saber escolar, articular o saber novo com o antigo, transformar um saber em
exercicios e problemas, tornar um conceito mais compreensivel. Essa ultima caracteristica

é assim definida:

Neste processo sao criados objetos didaticos que permitem inserir
elementos novos e facilitadores do aprendizado, assim como utilizar uma
matematica adequada para aqueles que estao sendo iniciados neste tipo
de saber. (Idem)

O educador necessita se apropriar de ferramentas para transpor o conhecimento
cientifico. A criacdo de modelos para visualizacao do fenomeno através de animacoes,
descritas nas férmulas, inseridas no Software Modellus pode ser facilmente percebido pelo

educando.

Nessa dissertacao, utilizaremos alguns softwares matematicos para o estudo de
sequéencias numéricas, dentre eles, o Software Modellus é uma ferramenta da transposigao
didatica entre as experiéncias sofisticadas de laboratério e as experiéncias realizadas
por educandos do Ensino Médio em Matematica e Fisica e foi escolhido por permitir

a construcao de modelos com o uso de matematica bésica.

1.4 SEQUENCIAS NUMERICAS

Uma das primeiras Sequéncias Numéricas que todo estudante tem contato é a
sequéncia dos nimeros naturais N = {1,2,3,4,5,6,...}, considerado por muitos como a,
mais bela das sequéncias e definida por Giuseppe Peano (1858-1932) através da nogao de

sucessor evitando dubiedade na defini¢ao e estabelecendo a unicidade do conjunto:
a. Todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também é um nimero natural;

b. Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes;

c. Existe um tnico nimero natural, designado por 1, que nao ¢é sucessor de nenhum

outro;

d. Seja X um conjunto de niimeros naturais (isto é, X C N). Se 1 € X e se, além

disso, o sucessor de cada elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.
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Outra sequéncia é a escala musical do, ré, mi, fa, sol, 14, si, utilizada no estudo
béasico de miusica, se refletirmos veremos que ao nosso redor ha uma infinidade de

sequencias.

As Sequéncias, as questoes de Progressao Aritmética e Progressao Geométrica sao
alguns dos assuntos que sempre aparecem nas provas do ENEM (Exame Nacional do
Ensino Médio), por sua facil aplicagao e descrigao sem necessariamente o uso de férmulas.

No ensino tradicional por exemplo é comum o problema iniciar com uma, frase tipo

)

“Na Progressao Aritmética (PA) de razdo...”, no ENEM isso também pode acontecer,
porém, o intuito é que o aluno realize a analise de um problema e reconheca que se trata

de uma sequéncia, sem isso estar explicito na questao (Figura 4).

Figura 4 — Questao do Enem
QUESTAO 173 —

O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo
de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu
no comeco de 1735 e se estendeu até o final de 1765.
Desde entdo, lodos os ciclos de alividade magnélica do
Sol 1ém sido reqgistrados.

Lt i RllpCYg 1 gieha Saim. Aliridd &mc T g, S0 0

Mo ano de 2101, o Sol eslara no ciclo de atividade
magnelica de numeno

© 32

0 34

® 33

® 35

o 3.

Fonte: Enem.

Nesse sentindo a modelagem, segundo COSTA (2009) beneficia o aluno na
interpretacao das questoes matematicas, pois muitas dificuldades apresentadas advém
de nao terem realizado atividades de modelagem no Ensino Fundamental e Médio de

conceitos basicos.

Ao longo dos anos lecionando para alunos do Ensino Médio de forma empirica
observei que frequentemente os alunos apresentam dificuldades em entender as leis que
regem uma determinada sequéncia e diferenciar o tipo de sequéncia que esta sendo
trabalhada. Um outro aspecto conceitual é a relacao de sequéncia como uma funcgao
numérica, principalmente quando precisam realizar uma interpretagao na aplicacao de
férmulas como a soma dos termos de uma progressao aritmética ou de uma progressao

geométrica.
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Reconhecer qual o valor do elemento na posicao n, é também uma outra dificuldade
apresentada pelos alunos, “dado um valor n a posicao n qual o valor na posicao n + 177,

ou por exemplo, a questao - Qual o nimero de bolinhas na quinta posicao? (Figura 5).

Figura 5 — Sequéncia Triangular

L ]
e
L L L ERE X

Fonte: do autor (2016).

A generalizacao dessa sequéncia ou de outras através da criagao de um modelo
de recorréncia ou de encontrar o termo geral da sequéncia é mais uma das dificuldades
apresentadas na solucao de questoes do tipo. “Qual férmula deve ser usada para determinar

o numero de bolinhas na posicao n?”.

O famoso paradoxo de Zenao da uma dimensao de como esses conceitos nao sao
primarios, nesse paradoxo Aquiles disputa uma corrida com uma tartaruga e da-lhe em
prova de sua generosidade uma pequena vantagem, dessa forma cada vez que Aquiles
percorre uma determinada distancia a tartaruga ja percorreu outra e ele nunca consegue
ultrapassa-la, pois isso é as somas das distancias infinitas percorridas pela tartaruga, teria

como resultado um valor infinito, conforme descrito:

[...] quando Aquiles chega na posi¢cio inicial da tartaruga, ela
terd avancado um pouco; quando Aquiles cobrir esta distancia, a
tartaruga tera ido um pouco mais adiante e assim indefinidamente,
de tal forma que Aquiles nunca alcanga a tartaruga [...]. Logo, o
movimento é impossivel se espago e tempo forem infinitamente divisiveis
(CARNIELLI; EPSTEIN, p.25- 26)

Esse paradoxo é causado pelo entendimento que uma soma de infinitos termos
terd como resultado um valor infinito, o que nao necessariamente é verdade, pois esse
resultado pode convergir para um limite, lim,,_,,, x, = a. A resolucao desse paradoxo,
levou varios séculos de pesquisa matematica e sé pode ser definitivamente resolvido depois

do desenvolvimento de modernos instrumentos de Calculo.

Para resolver esse paradoxo (Figura 6) apresentamos a solugao apresentada por
CARNIELLI, Walter A.; EPSTEIN, Richard L:

[...] Contudo, se supor que Aquiles corre dez vezes mais depressa que a
tartaruga e que demora um segundo a chegar a Py, precisaria de uma
décima para chegar a P;, uma centésima para chegar a P,,..., mas
pelo que em 1 segundo e % conseguird alcanca-la. Num segundo e duas
décimas té-la-a ultrapassado. A intuicao fracassa ao julgar que a soma

de termos infinitos positivos héd de dar necessariamente infinita.
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Figura 6 — Paradoxo de Zenao

Fonte: <http://matcalculo.blogspot.com.br/2015/01/oqueeoparadoxodeaquiles.html>

Entender o somatério dos termos de uma Progressao Geométrica (PG) infinita,
principalmente compreender o significado de infinito e limite de uma sequéncia. Sao

alguns dos obstaculos conceituais que os alunos enfrentam.

A defini¢ao empregada nessa dissertagao de Sequéncia é a organizacao de elementos
onde a ordem de cada elemento esta bem determinada. Assim, uma sequéncia numérica
¢ a organizacao de nimeros onde a ordem de cada um deles esta bem determinada, dessa
forma uma Sequéncia de Numeros Reais (R) é uma fungao cujo dominio é o conjunto dos
nimeros naturais nao-nulos (N*), e o contradominio os Numeros Reais (R), que associa

a cada nuimero natural n, um nimero real x,, chamado o enésimo termo da sequéncia.

Os assuntos de Progressoes Aritmética e Geométricas empregam os conceitos de
Sequéncia de Numeros Reais e quando estudamos a soma de uma PG infinita onde

—1 < g < 1, estamos estudando um caso particular de Série Numérica.

Uma Série é uma soma s = ay +as +as~+...+a,+... com um numero infinito de
parcelas, porém é comum varios autores usarem a expressao série numérica como sinonimo
de somatdério de uma sequéncia sem perda de generalidade. Assim, muitos autores usam

com mesmo sentido o somatério de uma sequéncia com o sentido de sequéncia.

Utiliza-se uma letra do alfabeto para indicar os elementos da sequéncia, por
exemplo, a, onde n € N e indica a posicao do elemento ou termo na sequéncia. Assim,

ela pode ser representada por (ai, as,as,...,a,,...) ou abreviada dessa forma (a,), € N.
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Dessa forma como as sequéncias numéricas sao fungoes, podemos representa-las
graficamente usando o eixo cartesiano para analisa-las. Observe que f(n) = 3n, R — R,
¢ uma Fungao Linear. Os pontos de seu gréafico estao sobre uma reta, se considerar o

dominio D(f) = N, onde N — R, teremos o grafico feito utilizando-se o software Ezcel

2013, (Figura 7) a seguir:

Figura 7 — Sequéncias

Sequéncia de N - Multiplos de 3

Fonte: do autor (2016)

Em geral uma sequéncia pode ser definida de trés maneiras, pela Lei de formagcao
pelo termo geral a,, por uma férmula de recorréncia ou por uma propriedade exclusiva

dos termos.

A sequencia da figura 7 é dada por uma lei de formagao onde a,, = 3n. Esse
grafico representa uma sequéncia numérica conhecida como multiplos de 3. E através

dela podemos encontrar qualquer termo da sequéncia em funcao de n.

Um exemplo de sequéncia dada por recorréncia é a sequéncia de Fibonacci definida

por:
U, = U(n,l) + U(n,g), onde Uy =1eU;, =1,

O curioso é que a lei de formacao dessa sequéncia é dada por uma férmula que

possui niimeros irracionais porém o resultado é sempre um niimero natural

()

Vo ’
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A demonstragao dessa férmula consta no livro Matematica Discreta da Colegao
Profmat, Cf. MORGADO; CARVALHO (2014) e os teoremas dessa demonstracao sera

visto na subse¢ao métodos de recorréncias. Fazendo a demonstragao:

A férmula de recorréncia de Fibonacci é uma recorréncia linear de segunda ordem,

2 1+v5  1—/5
e —-,

sua equagao caracteristica é r* —r — 1 = 0 e suas raizes sao dadas por —5~

U -, (1 +2\/5)”+O2 (1—2\/5>”

Entao,

de maneira conveniente faremos Fy =0e [} =1

4 + Cy=0
C, 1+2\/5 + Oy 172\/5 1

Resolvendo o sistema temos:

Os resultados obtidos tanto pela férmula de recorrencia como pela lei de formacao

sao 0s mesmos, que ¢ apresentado abaixo.

Figura 8 — Sequéncia de Fibonacci

n Un
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34

Fonte: do autor (2016)

A recorréncia é empregada nao apenas em sequéncias como em outros assuntos,por
exemplo, a recorréncia A, = A,—1) + Apn—2) ¢ usada na solugao do problema “imagine
quatro lampadas, elas podem estar ligadas ou desligadas, de modo que nao pode
haver duas lampadas adjacentes ligadas simultaneamente. De quantos modos isso pode

ocorrer?”.
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A solucao é apresentada pelo professor MORGADO em video aula em curso
de aperfeicoamento do IMPA, no link https://www.youtube.com/watch?v=Ioy3e9G-
Tkkt=429s.

Vejamos a solugao:

Usaremos D para as lampadas desligadas e L para as ligadas. Assim:
x As quatro podem estar desligadas (D):

{ bpDD

* Uma delas esta ligada (L):

LDDD
DLDD
DDLD
DDDL

* Duas ligadas (L):

LDLD
DLDL
LDDL

Dessa maneira sao possiveis 8 configuracoes, mas e se, aumentarmos a quantidade
de lampadas para 10 (figura 9), o problema se complica, mas se pensarmos recursivamente
conforme sugere MORGADO em video aula a solugao torna-se mais simples, e nos dias
atuais podemos utilizar computadores para realizar esses calculos recursivamente, com

bastante rapidez.

Figura 9 — Sequéncia de Lampadas

Fonte: http://recbrasil.com.br/wp-content/uploads(2016)
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Denomina-se A,, de solucao para n lampadas.

Vamos dividir em dois casos, no primeiro a primeira lampada esta desligada e no
segundo caso a primeira lampada esta ligada, o que implica que a segunda lampada devera

estar desligada.

D . neste caso ha Ag,_1) solugoes.

LD e neste caso ha Ag,_s) solucoes.

A, = Apo1) + Apm—2) que é uma recorréncia de 2* ordem, por sinal idéntica a

recorréncia de Fibonacci, diferindo apenas nos valores iniciais.

Teremos Ay = Ag + Ag, usando computador rapidamente encontramos os valores,
e verificamos que sao os numeros da sequéncia de Fibonacci, A; = 2, Ay = 3, A3 = 5,
A4 == 8, A5 - 13, Aﬁ = 21, A7 == 34, Ag = 55, Ag - 89, A10 - 194

E por dltimo, um exemplo de sequéncia definida por uma propriedade exclusiva
dos termos, vamos escrever a sequéncia dada pela condi¢ao de que quando o indice for
um nuimero primo o elemento sera igual a 1 e caso contrario o elemento serd igual a zero,

teremos (al, as, as, a4, as, ag, a7, s, ag, @419, A11 - - ) = (0, ]_, 1, 0, ]., 0, 1, 07 0, O, 1, .. )

Assim, por defini¢do, uma sequéncia de ntimeros reais é uma funcao r : N — R,

que associa a cada nimero natural n um nimero real z,,, chamado de enésimo termo da
sequéncia (LIMA, 2013).

Para representar uma sequéncia escreve-se (1, T2, T3,...,%p,...) OU (ZTy)pen OU
simplismente (). E importante notar que uma sequéncia é diferente do conjunto
dos seus termos, por exemplo, (2,2,2) # {2} e ao mesmo tempo duas sequéncias
ou mais podems ser diferentes mas possuirem o mesmo conjunto dos termos, pois
(3,0,3,0,0,...) # (0,3,3,0,3,...) mas o conjunto dos seus termos é o mesmo, igual a
{0,3}.

As sequéncias podem ser convergentes ou nao convergentes, para isso precisamos

estudar o limite dessas sequéncias, ha varias técnicas matematicas para que possamos

realizar essa andlise.

Assim, sabe-se que em algumas situagoes de andlise do modelo precisamos
verificar se a sequéncia converge ou nao, para que haja convergéncia adotamos o
teorema demonstrado por R. Dedekind no século 19, “toda sequencia mondtona

72 Porém, as demonstracoes de limite no Ensino Médio devem

limitada é convergente
ser apresentadas pelo professor de maneira intuitiva, nao devendo se prender em

demonstracoes mais “rigorosas” do Ensino Superior.

2 Uma sequéncia x,, diz-se limitada superiormente (respectivamente inferiormente) quando existe ¢ € R

tal que z, < ¢ (respectivamente z, > ¢) Vn € N. Diz—se que a sequéncia é limitada quando ela é
limitada superior e inferiormente. Isto equivale a disser que k > 0 tal que |z, | < kVn € N.
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[...] embora o conteido de limites, ndo seja obrigatério no curriculo
do Ensino Médio das escolas de hoje ele tem lugar entre capitulos nos
livros didaticos usados pelas mesmas e, também, aparece como sugestao,
nao tao clara, nas Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio
de Matematica, parte extra dos Paradmetros Curriculares Nacionais.
Neste caso, o assunto de Limites apresenta-se como uma proposta de
trabalha-lo por meio do estudo da “soma dos termos de uma progressao
geométrica”, o que na realidade, é o inico momento no qual o estudante
terd a oportunidade de ter o contato com a ideia de infinito. (PEREIRA,
MELO e BISOGNIN, 2014)

1.4.1 Meétodos de Recorréncia

Uma sequéncia serd recorrente quando cada termo é determinado em funcao do
termo anterior. Dado um nimero natural £, uma sequéncia recorrente de ordem k é uma

sequéncia em que cada termo é determinado com uma funcao dos k termos anteriores.

Tntk = M(Tpak—1, Tntk—2s - - - Tnt1, Tn), VN € N

Uma recorréncia pode representar diversas sequéncias, o que ira diferenciar serd
as condicoes iniciais das recorréncias, por exemplo, X, .1 = 5 + X,,, representa todas as
sequéncias cuja diferenca sao elementos de razao 5, ou seja, representa todas as PA de
razao 5, (15,20, 25,30, ...) ou (80,85,90,...) ou ..., sendo na primeira sequéncia X; = 15

e na segunda X; = 80.

O enfoque da dissertagao serd em relagao as recorréncias Lineares de primeira e

segunda ordem, que sao um caso particular de recorrencia,

Tn+k = (Clanrkfla Coln+k—2;- - - 7ckmn)7vn eN
e generalizam simultaneamente, as Progressoes Aritméticas, Progressoes
Geométricas e Polindmios.

Uma sequencia (z,,)n € N é uma sequéncia recorrente linear homogénea de ordem

k (onde k é um inteiro positivo) se existem constantes (digamos reais ou complexas)

c1,Co, ..., Cr tais que
k
Tptk = E CiTnik—j = C1Tnik—1 T C2Tpyk—2 + ... + Ty, VN € N.
j=1

A progressao aritmética e a progressao geométrica podem ser expressas por
sequéncias recorrente lineares e, é comum sem perda de generalidade representar as
sequéencias pelos seus somatoérios, no estudo de séries numeéricas, em nosso caso, NOS

referimos apenas a soma dos termos de uma PG infinita onde, —1 < ¢ < 1.
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A recorréncia linear é dita homogénea se nao possuir termo independente de X,,. A
resolucao abaixo, é de uma recorréncia linear homogénea de 1* ordem, pode ser facilmente
resolvida por uma multiplicacao telescépica, por exemplo, resolvendo a recorréncia x, 1 =

3T,.

T = 31’1
T3 = 3£L'2
Ty = 31’3

Multiplicando membro a membro,
(22)(23)(x4) . .. (zn) = (321)(322)(3x3) . .. (32 (1))

Dai, cancelando os simétricos obtemos, x, = 3" 'z, como nao foi dado o valor
de z; hd uma infinidade de solugoes (z,, = C' - 2" onde C' é uma constante arbitraria).
Observa-se que o resultado dependerd da condicao inicial, um bom software matematico
permite que comparemos diversos resultados simultaneamente, mudando as condicoes
iniciais.

Caso a recorréncia seja da forma X, .1 = X,, + f(n), é solucionada assim,

e conforme MORGADO e CARVALHO (2013) pelo teorema:

“Se ap, ¢ uma solugdo nao nula da recorréncia X,,; = g¢(n)X,, entdo a
substituigdo X,, = a,y, transforma a recorréncia X,;1 = g(n)X, + h(n) em y,41 =
Yn + h(n)[g(n).a,] .

Garante que toda recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem pode ser
transformada em X, 1 = X, + f(n)

Caso as raizes da equacao caracteristica forem complexas, a solucao a, =
Ciry 4+ Cord, Cy e Cy constantes arbitrarias pode ser escrita de modo a evitar caculos
com complexos (MORGADO; CARVALHO, 2014). Usando a férmula de Euler, ¢ =

cos(x) + i sen(z), colocamos as raizes na forma trigonométrica.

r1 = p(cos@ +i senl) , 1o = p(cos@ — i send)

r? = p"(cosf +i senf), 13 = p™(cosf — i senf)
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an = p"[C} cos O + Cy senf], onde C; = Cy + Cy e Cy = i(Cy — Cy).

Assim fica claro que as fungoes trigonométricas podem ser solucoes de uma

recorréncia. As recorréncias podem empregar fungoes ciclicas como a func¢ao seno.

As recorréncias Lineares de Segunda ordem homogéneas com coeficientes
constantes sao aplicadas na solugao de progressoes geométricas e podem ser generalizadas

da seguinte forma:

Xnt2 + pXnt1 + ¢Xn = 0,sendo, g # 0.

O método consiste em encontrar a raiz da equacao 72 + pr + ¢ = 0, chamada de
equagao caracteristica, onde a,, = Cyr;"™ 4+ Cyry™ é solucao da recorréncia X, o +pX, 11+

qX, = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes C e Cs.

Nas séries numéricas é comum usar recorréncia na solucao de problemas, sondando

o resultado da soma dos seus n primeiros termos.

1.4.2 Progressao Aritmética

Em relagao a Progressao Aritmética (PA) conforme SMOLE e DINIZ (2009) é toda
sequéncia de numeros na qual cada termo, a partir do segundo, é a soma do anterior com

uma constante, que indicaremos por r, ¢ denominada de razao da progressao aritmética,

onde (ay,as,as,...,ay 1,0y, ...) 6 uma PA equivaléncia a,, = a,,_1 +7, n > 2 e cuja soma
dos termos de uma PA é
g (a1 + a,)n
= ————.
2

Uma PA é dada pela seguinte féormula de recorréncia a,, = a,_1 + 7, para todo natural
n > 2, onde a; é o primeiro termo e r é a razao da PA.
Dai advém que

(&nfl + an+1)
2

dado trés termos consecutivos de uma PA, o termo central corresponde a média aritmética

Ap =

dos outros dois.
Se r > 0, PA crescente
Se r < 0, PA descrente
Se r = 0, PA constante

E interessante notar que uma sequéncia com tendéncia linear pode ser representada

por uma aproximacao, que seja uma PA.

Desenvolvendo a férmula de recorréncia a,, = a,_1 +r, ja sabemos que sua solucao

¢é dada por
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logo,

anp =ay+ (n—1)r

Das métodos de recorréncia percebemos também que uma PA pode ser utilizada
em uma fun¢io quadrética, pois sendo f : R — R, definida por f(z) = ax?+bx+c, em que
T1,T2,X3,...,Ty,, ... sa0 elementos de uma PA de razao r, f sera um funcao quadratica

se, e somente se,

Formam uma PA (Hy, Hy, Hs, ..., Hy,...) de razao 2ar?, em que a é o coeficiente

de f.

1.4.3 Progressao Geométrica

Segundo SMOLE e DINIZ (2009) Toda sequéncia numérica na qual cada termo,
a partir do segundo, ¢ igual ao anterior multiplicado por uma constante ¢ chamada
Progressao Geométrica (PG). Essa constante, que indicaremos por ¢, é denominada razao

da progressao geométrica, onde
(a1, a9,a3,...,4,_1,0y,...) é uma PG < a, =a,-1-q,q>2

Uma PG pode ser classificada da seguinte maneira:
Crescente quando a; >0eqg>1loua; <0el<g<1
Decrescente quando a; >0el0<g<loua; <0eq>1
Constante quando ¢ =1

Alternante quando ¢ < 0

O termo central a,, de trés nimeros consecutivos de uma PG corresponde a média
geométrica dos outros dois, ai = Qy + Gpy1- Dessa forma podemos representar uma PG de

razao q de algumas formas como (y,y- ¢,y - ¢>,...), (%,y, Y-q,...)
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Aplicando método de recorréncia (a mesma que utilizamos para resolver a

recorréncia linear e homogénea sem termo independente) achamos facilmente a férmula

do termo geral de uma PG, a, = a; - ¢" %

O somatoério dos termos de uma PG é dado por

5 _ (aa—a)

(¢—1) a# 1

E quando n — 0o e —1 < ¢ < 1 é calculada pela férmula:

a1

lim S,, =

n—00 1—q’

Nesse caso a soma ¢ chamada de série geométrica convergente.

Por ultimo vamos relacionar uma PG e uma funcao exponencial, da seguinte
maneira, sendo f : R — R uma funcao do tipo exponencial, definida por f(z) = b - a®,
em que Ti,Ts,T3,...,Tn,... SA0 0s elemtentos de uma PA de razao r, a sequéncia

(f(x1), f(x2), f(x3),..., f(x,),...) é uma PG de razao a”, em que a é o coeficiente de

1.
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2 SOFTWARE MODELLUS

O Software Modellus tem trés versoes a Modellus 2.5 para Windows XP, o
Modellus 3, que é a mesma da versao do anterior feita para rodar na plataforma
Windows Vista e o Modellus X 0.4.05, a versao mais recente, escrita em Java, podendo,
portanto, ser utilizada em qualquer sistema operacional, os arquivos das versoes nao
sao compativeis entre si. O educando pode realizar o download do software no site
http://modellus.fct.unl.pt ou http://advancgphysiscs.lop.org, e a tltima versao no site
http://modellus.co/index.php?lang=pt o programa é gratuito, freeware, com c6digo
fechado.

Nesse capitulo sera apresentado as duas versoes e algumas comparagcoes entre elas.
As versoes que estaremos abordando trata-se da versao Modellus 2.5 em portugués-Brasil,
e a versao Modellus X 0.4.05, ressalta-se que os arquivos dessas versoes nao sao compativeis

entre si nao sendo possivel sua utilizacao em versoes diferentes das que foram criadas.

Na aba superior no menu arquivo (Figura 10) temos a opgoes Novo (arquivo),
Abrir (ficheiros), Salvar, Senha (bloquear) e Preferéncias (definir pastas de imagens e

salvamento).

Figura 10 — Arquivo
i rodellus - Maodelo Sem Nome
m Editar Caso Janela Ajuda
Mova
Abmir,..

Sabvar j_IEI xa- EI | Interpretar IE”EI

Salbear Como...

Zenha...

Preferéncias.. c

Sanr

Fonte: o autor (2016)

No item Editar (Figura 11) as opgoes sao Desfazer, Recortar, Copiar, Colar, Copiar

a Janela, para edicao dos modelos.

No item Caso (Figura 12) podemos adicionar novos casos e parametros ou

remove-los.
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Figura 11 — Editar
- Modellus - Modelo Semm MNMome
Casoc Janela Ajuda
Desfazer
Recortar
Copiar
Colar

Copiar a Janela

Fonte: o autor (2016)

Figura 12 — Caso

Fonte: o autor (2016)

Na opcao Janela (Figura 13) temos como principais opgoes: novo grafico, nova

animacao e nova tabela.

Figura 13 — Janela

! Modellus - Modelo Sem Mommes
Argquive Editar Caso m HAjguda

Meve Grafice
FMewva Animacio
MNowva Tabela

L MNormal
Cascata
Arrumar

1 Cantrale
2 CondigSes Iniciais
3 MNotas

w4 Maodela

Fonte: o autor (2016)

No canto superior a direita da opgao Janela temos a opgao ajuda (Figura 14)
na qual podemos verificar informagoes sobre a versao dos modelos e pesquisar algumas

atividades do banco de dados do software.
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Figura 14 — Ajuda

B3 Modellus - Modelo Sem Nome
Arquive Editar Caso Janela

Atividades e Ajuda

Sobre o Modellus

Fonte: o autor (2016)

O Software Modellus 2.5 (Figura 15) apresenta algumas janelas simples de

manipulagao que sao modelo, notas, controle e condic¢oes iniciais.

Figura 15 — Barra de Tarefas e janelas versao 2.5

Fonte: o autor (2016)

A janela da versao Modellus X 0.4.05 (Figura 16) apresenta uma aparéncia mais
sofisticada que a versao Modellus 2.5, sendo permitido inclusive alterar a aparéncia das

cores das janelas.

Figura 16 — Barra de Tarefas versao Modellus X 0.4.05

' - [rotnws [ B [ebehern |~ | @ = | '
J Mere _ Catat Dvcas |2 | B Portugpain (Portugal)
I Suwds Epicumivne falin| W | P ||y gt [x | (0] o play e o

Fcteirn I} Arvbenie de Trabulho | Prederéncias il

Fonte: o autor (2016)
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Além de trazer mais opcoes na construcao dos modelos, principalmente em relacao
as animagoes. A barra de menu (Figura 17) contém as seguintes abas Inicio, Varidvel

Independente, Modelo, Grafico, Tabela, Animagoes e Notas.

Figura 17 — Barra de Tarefas Modellus X 0.4.05

Fonte: o autor (2016)

Os recursos e designs da versao Modellus 2.5 e a da versao Modellus X 0.4.05
possuem diferencas, dentre elas destacamos, por exemplo, que a mais recente possui alguns
recursos que facilitam a manipulacao dos dados de entrada e dos parametros, porém, nao

vem com o recurso de videos da versao 2.5

Na aba Inicio (Figura 18) além dos itens Abrir, Novo, Guardar e Guardar como
da versao Modellus 2.5, temos as opcoes preferéncias com itens novos e a ajuda com mais

opcoes explicativas e de consulta do software.

Figura 18 — Aba Inicio

o | Business Blue Steel | (@ Angulos:

(@Porugués BR)  ~ | ‘i Casas Decimai: 2

E" Limite Exponenciak 3
Fonte: o autor (2016)

Na aba Varidvel Independente (Figura 19) define qual o nome da varidvel e os
valores maximos e minimos dessa variavel, nesse item o professor pode utilizar para
trabalhar o conceito de intervalo, na exibicao da imagem do grafico a interagao serd

exibida conforme o valor definido em Passo.

Figura 19 — Variavel Independente

Fonte: o autor (2016)

A criacdo do modelo (Figura 20) matemadtico traz algumas opgoes de férmulas e

valores numéricos como o numero irracional “e”, na aba Modelo. A expressao matematica
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devera ser digitada na janela modelo e poderd utilizar outras férmulas que nao estao
visiveis nessa aba.

Em relagao a essas opgoes do Software Modellus, essa barra de ferramenta poderia

. ~ . . ~ n n

sofrer uma modificacdo para incluir as fun¢ées soma (Y. a, ) e produto ([[,_; ax)
para que fosse possivel um melhor estudo e construgao de modelos usando férmulas de
recorréncia, além de que facilitaria o estudo de sequéncias numéricas, cabe ressaltar
que apesar dessa limitacao das duas versoes apresentadas, o software ainda permite
a construcao de diversos modelos de sequéncias numéricas usando para isso a Lei de

formacao pelo termo geral a,, e por algumas férmulas de recorréncias®.

Figura 20 — Modelo

Fonte: o autor (2016)

Na aba Gréfico (figura 21) pode representar até quatro casos diferentes, assim como
definir quais varidveis serao representadas no eixo horizontal e vertical, tendo também
opcoes de auto escala, e escala iguais, e ferramenta que permite mover e dar zoom no
grafico, caso queira realizar a exportacao do grafico para outro programa como Word, ha

o botao Copiar Imagem.

Figura 21 — Grafico

v DAl v DAl
Casal

Fonte: o autor (2016)

Pode-se realizar uma comparagao de valores dos casos no eixo Y e sua relagao com

X, ponto a ponto, através de uma tabela de dados (Figura 22), colorida.

3 No site onde foi realizado o download, o autor Teodoro, disponibiliza contato para sugestoes de

aprimoramento do software, e essa observagao foi encaminhada como sugestdo para o autor através
de mensagem pelo site.
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Figura 22 — Tabela

Fonte: o autor (2016)

Na opcao de animacao (Figura 23) a versao Modellus X 0.4.05 aperfeicoou a
representacao de modelos dinamicos em relacao a versao Modellus 2.5, h& varias opcoes de
particulas, e ha a possibilidade do uso de vetores e botoes de medigao podendo-se utilizar

por exemplo, o indicador de nivel para alterar valores durante a animacao.

Figura 23 — Animagao

Fonte: o autor (2016)

Por dltimo o professor pode utilizar o campo Formatagdo em Notas (Figura 24)

para modificar o texto com negrito, [tdlico e sublinhar.

Figura 24 — Notas

Fonte: o autor

A caracteristica principal do software Modellus em todas as suas versoes € a
simulacao tanto de matematica, fisica, biologia, e quimica.No Aurélio encontramos o
significado de “[simulagao] s.f. Ato ou efeito de simular. Experiéncia ou ensaio realizado

com o auxilio de modelos.”
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Definimos conforme o site http://www.erlang.com.br/, que simulagao é:

a técnica de estudar o comportamento e reacgoes de determinados
sistemas através de modelos. Um bom exemplo de simulagao é aquele
usado na industria aerondutica, onde a aerodindmica dos avides em
projeto é testada em tuneis de vento através de pequenas maquetes
que apresentam o mesmo formato do aviao, ou seja, ¢ o "modelo”do
aviao real. Esta técnica é aplicada, pois seria completamente invidvel
construir todo o avido e tentar fazé-lo voar com pilotos de prova. A
perda de vidas e investimentos seria enorme e certamente nossos avioes
nao seriam como hoje os conhecemos se nao fosse usada a simulacao.

Assim, no aspecto educacional o Modellus pode ser classificado conforme Valente
(1993, apud FOLLADOR, 2011, p.47) como software de simulacao, pois “envolve a criagao
de modelos dinamicos e simplificados do mundo real”’e hibrido, uma vez que “apresenta
recursos da multimidia e ainda, possuem uma interagao com a internet, podendo inclusive
ter seus bancos de dados alimentados a partir de informagoes coletadas em pesquisas pelos
sites da internet.” Valente (1993, apud FOLLADOR, 2011, p.51).

Em outras palavras simular é uma experimentacao com um modelo que visa a
economia de recursos, a praticidade e a seguranca do experimento sem perda das principais

caracteristicas que devem ser estudadas.

A escrita do modelo matematico no software Modellus 2.5 (Figura 25 e 26) e
software Modellus X 0.4.05 permitem que use fungoes conhecidas como seno sin(t), parte
inteira int(t), ..., e para conhecer as fungoes predefinidas do software é possivel consultar
o manual elaborado por um dos criadores do software Modellus, TEODORO (2000).

Figura 25 — Escrita do modelo matematico “versao 2.5”(a)

Modelo J
ol | R | | [interpretar | | Bz | Q] [
F Fs

frky

—=

dt

W=Fxs v

Modelo interpretado!

Fonte: o autor (2016)
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Figura 26 — Escrita do modelo matematico “versao 2.5” (b)

(2xm)
T
angle = angular_velocity = £ + angle_0
x =R xcos( angle )
y =R =xsin{ angle )
Focx =-Fc =cos( angle )
Foy =-Fc =sin( angle )
v =-v =s5in( angle )
vy = v xcos( angle )

angular_velocity =

e 3 =
Cazal Cazo?2 [ Caze3 [ Cazed [0 Cazos Cazsof [l Ca=o7 M Cazof M Cazo Wl CazolD -

Igusis r- [93.00! 000! 000!l 000l 000! oooll oooll oool oocll ocoo] [T
m = 500l 0ooll oooll ocooll cooll ooolf ool oool oooll coo) |

Fonte: o autor (2016)

As varidveis aparecem na cor verde em formato italico e o software diferencia na
escrita as letras maiusculas e minusculas. Enquanto que na versao X 0.4.05 (Figura 27)
as férmulas predefinidas aparecem em azul, as variaveis em vermelho e os nimeros em

verde.

Figura 27 — Escrita do modelo matemético versao X 0.4.05

projectie: JUst drag the DIue paroice 7

Modelo Matematico

|'-=[X2+:r'-zj .i.
[mil=m2)

Fg=0G= =
P2
Fg

m2

X
ax =-a x—

ay =-a x%

vx =last( wx )+ ax =Af
vy =last( wy )+ ay =Af
x =last( x )+ wx =Af L
v =last v ]+ wy =xAf

| Pardmetros || Condigdes Inicais S

Fonte: o autor (2016)

A interface possui uma tabela para que seja escrito o modelo matematico do
fendomeno, uma tabela para o grafico da fungdo, um campo de notas, uma tabela onde
aparece a interacao numérica, além de objetos e figuras para interpretacao e representacao
dos modelos, as duas versoes apresentam essas janelas sendo que a primeira lembra mais
um visual das janelas MS-DOS (Figuras 28 e 29) enquanto a versao X 0.4.05 o visual das

janelas do sistema Windows (Figura 30).
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Figura 28 — Aspectos graficos da “versao 2.5”(a)
B Modelus - CALery\UherMoedelus antigoCIRC_LMDA

Amuivo Edésr Caso  Janels  Ajuds

EEEI == r-] [ (] (R [=]
S it | Contrale s
1= 022
- R - o 03
- [oooooic==
B e
Cascs @

0Oj =

(5 BEE)

3 == 1 |

Fonte: o autor (2016)

Figura 29 — Aspectos graficos da “versao 2.5” (b)

odellus - ChUzersUzer\Moadallusz antigo') rraddl
%] C 31 kA g OGGRAZ
Argquinve Editar Cazo

Casos:

5

Janela Ajuda

> Objetivo do jogo:

e |2/ferando as componentes vx e vy da velocidade inicial (na Janela
Condicdes Iniciais), atingir o buraco enitre as bolas azuis!
]

Fonte: o autor (2016)
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Figura 30 — Aspectos graficos da versao X 0.4.05

o odeibe - bl Marcrie| G il b b \circalar mabme by prrid whe medeitu -F X
Bricsa Wl Trdapesdenns [EEEVE Farbrates CondicBar frenmr Tukal [P Y [, oY ot
B I u
Modriy Matemalo - — —
gt -

Talela &

ot wi (] e e i (] | [ (|

Fonte: o autor (2016)

O software Modellus possui também um banco de exemplos com modelos ja
construidos para teste e manipulacao. Pode se construir varios graficos em 2D diferentes,
e os botoes de controle permitem que os valores numéricos das féormulas mudem durante

a apresentacao do modelo.

As simulagoes também possuem um aspecto grafico de movimentacao em 2D, o
que pode ser visto, por alguns como uma limitacao do software, mas isso nao diminui sua
utilidade no Ensino Médio, haja vista, que os problemas apresentados aos educandos em
sala de aula, sao na maioria esquemas resolvidos através de modelos com duas dimensoes,
seja nas aulas de funcao afim, funcao quadratica, mecanica, teoria dos gases, eletricidade,

fisico quimicas, dentre outras.

Em relagao ao aspecto tridimensional hé outros softwares de andlise de fungoes
que permitem a visualizagao de graficos 3D, como por exemplo, o winplot, e outros que
permitem a criagdo de ambientes virtuais em 3D, como o 3D Autodesk 3Ds Maz. O
uso do Modellus nas aulas nao exclui a utilizacao de outros recursos computacionais,
no préprio manual do software, Teodoro (2000) explica: “Quando se estd utilizando o
Modellus para fazer modelos a partir de imagens e videos deve utilizar-se, em simultaneo

e complementarmente, uma folha de calculo (Ezcel, por exemplo)”.

Dessa forma, o Modellus é segundo o proprio autor uma ferramenta que deve ser
utilizada em conjunto com outras no aprendizado e construcao de modelos matematicos,

fisicos, quimicos e biolégicos.
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A andlise do modelo no software Modellus pode ocorrer por meio do grafico, da
tabela dos dados, e da visualizagao das figuras e simultaneamente o acompanhamento da
criacao e construcao dos gréficos, das féormulas envolvidas, permite ao educando interagir

e relacionar as formulas as situagoes do problema.

Ha varias opgoes de configuracoes, incluindo multiplos idiomas disponiveis na barra
de ferramentas, na versao X 0.4.05 (Figura 31) enquanto que na versao 2.5 nao é possivel
apos instalacao mudar o idioma, essa escolha deve ser feita ao realizar o download do

software selecionar o idioma da versao.

Figura 31 — Opcoes de idiomas
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Fonte: o autor (2016)

Na manipulacao do Software o aluno devera contar com apenas conhecimentos
bésicos de informatica, nao sendo necessario o conhecimento de linguagens de programacgao
mais sofisticadas. As proprias férmulas usadas em sala de aula podem servir como modelo

matematico para a modelagem.

O software modellus também trabalhar com derivadas (conteido mais especifico
do Ensino Superior), nao é preciso conhecimento das mesmas para construir os modelos

fisicos, pode-se optar pelo uso de equagoes algébricas mais simples.

Uma maneira de se consolidar o uso dessas Tecnologias da Informacao e
Comunicagao é por meio da utilizacao de softwares livres, abertos e gratuitos que permite
ao professor e ao aluno inovar, criar e recriar maneiras lidicas e modelos dinamicos, que
ao mesmo tempo despertem no educando a curiosidade e a aspiragao pelo aprendizado da

Matemética.

Os softwares livres e Open Source (aberto) sdo programas de computador no qual
seu codigo fonte estd disponivel, ou seja, o programa pode ser alterado e o usuario
pode entender como o programa executa suas funcoes. Além disso, pode realizar
adaptacoes, redistribuir cépias de forma a favorecer outras pessoas (FREE SOFTWARE
FOUNDATION, 2013).

A linguagem que permite a realizagao dessas alteragoes é o chamado “codigo fonte”,
ou seja, ¢ o conjunto de instrugoes escritas em uma linguagem de programacao por um

programador e que pode ser lido por outra pessoa, quando ele esta disponivel segundo a
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definicao da FREE SOFTWARE FOUNDATION o software é classificado como aberto,

caso contrario, é fechado.

A diferenca dos softwares livres e abertos para o freeware ou gratuito é que o
freeware nao ha necessidade do conhecimento do cédigo fonte, porém ¢é obrigatoriamente

sem custos.

Um software freeware que pode ser utilizado na manipulacao de modelos é o
software Modellus, pois o mesmo facilita a simulacao de modelos matematicos e dos

fenomenos fisicos e permite testes de situacoes complexas, com economia de recursos.

Na Revista Brasileira de Ensino de Fisica (VEIT, 2002), foi apresentado quadro

com as possibilidades de utilizacao do software Modellus (Figura 32):

Figura 32 — Caracteristicas do Modellus
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Fonte: Revista Brasileira de Ensino de Fisica (2002)

O software Modellus é uma opgao com varios recursos conforme a figura acima
no ensino da matematica e é uma ferramenta no campo das Tecnologias da Informagao e

Comunicagao.
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3 UTILIZACAO DO SOFTWARE MODELLUS

Inicialmente o professor pode propor um roteiro de atividades ao educando para
que este ultimo se familiarize com a construcao de modelos. Uma exploragao livre em um
primeiro contato é possivel usando modelos ja construidos que estao no banco de dados

do Software, realizando assim em uma primeira etapa atividades de exploracao.

A construcao de um modelo nao é apenas a juncao de partes de uma realidade
e tao pouco a redugao simplista em termos de equacoes. Existe uma dualidade que se

traduz em que modelo e fendomeno se complementam para elucidar as leis que o regem.

Nessas construcoes de modelos, cada vez mais o emprego de softwares criando
ambientes graficos em duas ou trés dimensoes, algébricos e de outros tipos, tem sido ttil

no entendimento dos modelos.

H& intimeros softwares que podem ser usados na modelagem, nesta pesquisa foi
encontrado por exemplo, o Matlab, o Scilab, Fortran, Modellus, 3D Autodesk, 3Ds Mazx,
winplot, Régua e compasso, Fzcel que sao programas destinados a criar modelos de
representacao da realidade. Cada um desses softwares tem suas ferramentas e aplicagoes
podendo serem utilizados separadamente ou em conjunto na construcao de um modelo

matematico.

O Matlab e Scilab, por exemplo, sao étimos na analise de alta performance voltado
ao calculo numérico, sendo o segundo gratuito, enquanto que o Régua e Compasso é
bastante utilizado na construcao de figuras planas estaticas e dinamicas, enquanto que o
Fortran é um a linguagem de computador para programacao de modelos matematicos, e o
FEzcel é utilizado geralmente aplicado a problemas financeiros e de graficos estatisticos, de
toda forma cada software tem seus pros e contras, e suas aplicagoes distintas, o objetivo
dessa dissertacao nao é esgotar as discussoes em torno dos softwares matemaéaticos, até
porque isso seria impossivel, mas tratar do software Modellus como ferramenta educacional
no ensino de modelagem matematica e desenvolver ferramentas matematicas para a

modelagem.

O software Modellus tem varias possibilidades na construgao de modelos
matematicos e apresenta uma linguagem relativamente simples e acessivel aos alunos
do ensino médio o que nos levou a realizar esta pesquisa e propor praticas de modelagem

matematica e fisica utilizando esse software.

A facilidade na sua manipulacao assim como a linguagem acessivel ao aluno do
Ensino Médio na criacao de modelos, em comparacao com outros softwares motivou
o estudo do software e a possibilidade da aplicabilidade das teorias de modelagem

matematica.
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O uso do software Modellus permite que ocorra dois tipos de atividades, a de

exploracao e de criagao.

As atividades computacionais exploratérias e de criacao, sao meios de motivar
os educandos na modelagem computacional e prepara-los para trabalhar com projetos.
Aratjo e Veit (2003, p.4) explicam o que sao atividades exploratérias e o que sdo as

atividades de criagao:

As atividades propostas pelo educador podem ser definidas de duas
maneiras, a exploratéria e a de criagdo. As atividades exploratérias
(grifo nosso) caracterizam-se pela observagdo, andlise e interagdo do
sujeito com modelos ja construidos, no intuito de permitir ao aluno
a percepgao e a compreensao das eventuais relagoes existentes entre a
matematica, subjacente ao modelo, e o fenémeno fisico em questao.
[...]As atividades de criagdo (grifo nosso), também conhecidas como
atividades expressivas, podem ser caracterizadas pelo processo de
construgao do modelo desde sua estrutura matematica até a anélise dos
resultados gerados por ele. [...]

A vantagem de utilizar os recursos de modelagem é que o aluno pode compreender
que as férmulas nao estao simplesmente prontas e nao sao definitivas, mas sao
representacoes aproximadas da realidade. Quanto mais detalhado o modelo matematico

mais seus resultados coincidirao com os fenomenos.

O Software Modellus pode ser usado na simulacao de modelos qualitativos e
quantitativos, no primeiro caso a construcao do modelo e a simulacao tenta responder
as perguntas descritivas sobre o que acontece e no segundo caso quais os resultados de
determinada varidavel, através da apresentacao de tabelas e graficos, além de mostrar os
resultados passo a passo, a cada instante podendo a simulacao ser pausada para aferi¢ao
de resultados (Figura 33).

Figura 33 — Observagao de resultados
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3.1 ATIVIDADES DE EXPLORACAO

Ha& diversos modelos prontos no arquivo do software, esses modelos podem servir
como atividades para que o aluno se familiarize com as ferramentas do Modellus. O
professor pode utilizar a versao 2.5 ou a versao X 0.4.05 ou ambas as versoes, dependendo
de seus objetivos e da forma que deseja realizar a interpretacao das simulacoes, e
em virtude dos aspectos graficos e dos novos recursos da versao Modellus X 0.4.05
em comparacao com a versao Modellus 2.5 e por permitir a descricao matemaética de

sequencias numéricas, sera dado prioridade nessa dissertacao a versao X 0.4.05.

Assim, foi desenvolvido algumas atividades modelos e sera apresentado o roteiro
em que cada uma pode ser desenvolvida pelo professor, essas atividades nao sao as tunicas
que podem ser elaboradas, mas sao exemplos de como desenvolver a modelagem usando

o software Modellus.

Dessa forma essas atividades sao apenas um rumo para o professor na hora de
utilizar o software, foram elaboradas objetivando num primeiro momento a realizagao de

atividades de exploracao e num segundo momento atividades de criagao.

O aluno precisa realizar algumas atividades de exploragao para seu “amadureci-
mento”na construcao dos modelos realizando as trés etapas ja comentadas de Interacao,

Matematizagao e Modelo Matematico segundo Biembengut e Hein (2014).

O professor podera elaborar diversas perguntas em relagao a simulagao e propor
outras formas de interpretagao, por exemplo, propor a construcao do esbogo do grafico
espago versus tempo e pedir para que construa esse mesmo grafico utilizando do Modellus,

para que faca a comparacao.

Além disso, é muito importante que o aluno verifique a escrita do modelo
matematico, e compare com outros modelos prontos no banco de dados, existem desde os
que utilizam modelos mais simples (Figura 34) como também mais complexos (Figura 35
e 36).

Assim, nessa disertacao descrevemos a seguir duas atividades exemplos, com o

objetivo de familiarizar o aluno com o software:

Atividade 1: Abra a atividade dino goes right and then comes back e descreva o

movimento do dino apds clilcar no player do software.

a) O que acontece se mudar os parametros iniciais;

b) Selecione a tabela e informe um par ordenado do movimento (espago; tempo)
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Figura 34 — Modelo Matemético mais simples

Modelo Matematico
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Fonte: o autor (2016)
Solucgao:

Inicialmente o dinossauro e o cachorro movimentam-se no sentido positivo e
posteriormente, quando ¢ > 10 no sentido negativo, com velocidade constante. Os dois

ocupam a mesma posi¢ao simultaneamente, do inicio ao fim do movimento.

a) Alterando x5 no parametro, a posicao do cachorro se altera mas sua velocidade
permanece a mesma. Assim, mudando-se o parametro posicao inicial, o cachorro
pode terminar primeiro o trajeto em relagao ao dinossauro se a posicao inicial for

positiva e por ultimo se a posicao inicial for negativa.

b) Resposta pessoal, por exemplo, t=2,8 e x=112.

Atividade 2: Abra o modelo big star, no campo de notas ha um enderego de

acesso a web, visite esse endereco e comente sobre esse modelo.

a) Observe a tabela que informagoes ela traz?

b) Qual o tipo de movimento das particulas?
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Figura 35 — Modelo Mateméatico Complexo
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Figura 36 — Tabela de Resultados do Modelo Big Estar
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Solugao:

Um dos recursos interesante e criativo quando se trabalha com ferramentas
computacionais sao os hiperlinks, que permitem ampliar o aprendizado e o acesso a
informacao possibilitando a consulta de outras fontes conforme o interesse do aluno e

a necessidade de aprofundar os conhecimentos sobre o assunto.

a) Valores de constantes como G e M, e de varidveis como y, r e ax.

b) Eliptico

Em relacao ao tema destaca-se que a versao Modellus X 04.0.5 traz os seguintes
modelos prontos, um modelo de recorréncia de Fibonacci, Uy = Ugn—1) + Ugn—2) (Figura
37) e a sequéncia que demonstra o valor do niimero Neperiano (Figura 38 e 39). O modelo
do Numero Neperiano pode ser utlizado pelo professor para trabalhar conceitos de limite

e de convergencia de séries.

Figura 37 — Recorréncia de Fibonacci-tabela
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Figura 38 — Nimero Neperiano-Grafico
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Modelo Matematico Grafico
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Figura 39 — Ntumero
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3.2 ATIVIDADES DE CRIACAO

As atividades de criacao sao aquelas em que o aluno se propoem a construir
a simulacao desde seu modelo matematico nao apenas observando e analisando, como
produzindo modelos de interpretagao usando ferramentas de modelagem. Nesse processo
o professor pode utilizar-se de um roteiro elaborado para que o aluno (iniciante na pesquisa

cientifica) desenvolva o trabalho de modelagem.

Dessa maneira, serda proposto nesse subcapitulo, alguns roteiros de atividade
empregando como ferramenta de simulacao o Modellus e em alguns casos em conjunto

com o software Fzxcel versao 2013.

O apresentagao dessas atividades tem como objetivo nortear o professor com
modelos de atividades de criagao para uma possivel aplicacao com alunos, porém
ressaltamos que sao apenas exemplos demonstrativos, o professor pode desenvolver

conforme seu planejamento outras atividades.

Atividade 1: Escreva usando o Modellus, o seguinte modelo, o dobro de um
nimero acrescido de 1.
a) Construa um grafico usando o Modellus onde esse nimero pertence natural;
b) Construa um grafico usando o Modellus onde esse niimero pertence reais;
¢) Compare os dois graficos acima quais as diferencas e o que possuem em comum?
d) Crie um problema onde essa sequéncia possa ser aplicada.
O objetivo dessa atividade é desenvolver a construcao algébrica de férmulas e

perceber os diferentes tipos de graficos conforme o contra-dominio da funcao e realizar

aplicagoes das expressoes algébricas.
Solucgao:
Uma das possiveis representacoes da expressao algébrica escrita no Modellus seria

2*n+1 (Figura 40).

Figura 40 — Solucao 1 - Atividade de Criacao
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Fonte: o autor (2016)
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a) Apds a escrita da fungao no software, define-se a varidvel independente “n”. Na aba
grafico seleciona-se a opgao ponto, para exibir no grafico, apenas as iteragoes passo
a passo. O aluno precisara também definir a amplitude do intervalo “n”e devera
escolher um natural e escreve-lo na opgao passo da aba variavel independente. E
importante que o professor realize intervencoes na atividade sempre que possivel
com intuito de discutir o significado de intervalo no grafico em relacao a variavel
“n” (Figura 41).

Figura 41 — Solugao 1 - Atividade de Criagao
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(19 )

b) O procedimento adotado serd o mesmo do item “a”com as seguintes alteragoes:

desmarcar-se a opcao Pontos na aba de grafico e pode-se definir um interva-lo para

({3l

varidvel “n”incluindo nimeros negativos (Figura 42).
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Figura 42 — Solucao 1 - Atividade de Criacao
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c¢) Visualizando os resultados nos graficos percebemos que o primeiro os resultados sao
discretos e no segundo os resultados sao continuos, sendo que o pontos do primeiro
grafico coincidem em cima da reta do segundo grafico. Sugestao: Dialogar com

alunos sobre as diferencas das sequéncias de ntimeros naturais e niimeros reais.

d) Resposta pessoal. O aluno deverd cria um problema que use a férmula 2*n+1, ou

seja, o dobro de um valor mais um.

Atividade 2: Considere o seguinte problema adaptado do livro Matematica,
“Ciéncia, linguagem e tecnologia”, do autor RIBEIRO (2014). Determinado reservatoério
com capacidade para 750 L estd com 240L de agua. Utilizando uma bomba de vazao
constante, sao necessarios 15min para terminar de encher esse reservatorio. Qual a

quantidade de dgua no reservatorio ao final de cada minuto?
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Resolva o problema e identifique as variaveis;

Utilize o Modellus para construir um modelo grafico para o mesmo relacionando a

quantidade de agua e o tempo.

Crie no modelos uma animagao (simulac¢ao) dessa situagao e empregue o indicador

de nivel para alterar a vazao da agua da bomba e descreva os resultados
Solugao:

Esse problema envolve a solugao do termo geral de uma PA, a férmula do termo
geral da PA é a, = a; + (n — 1)r, onde a; = 240 + r é a quantidade de adgua no 1°
minuto, n = 15, e a;5 = 750, assim 750 = 240 + r + (15 — 1)r, logo a vazao da dgua

¢é 34 litros por minuto e a férmula que da a solucao ¢é a,, = 240 + 34n.

Modelo elaborado (Figura 43).

Figura 43 — Solugao 2b - Atividade de Criagao
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Pode-se usar o mesmo modelo da letra b, acrescenta-se apenas o botao de controle
relacionado-o a vazao, é preciso também definir os valores maximos e minimos, da
vazao. O ajuste desses valores sera através do botao de controle. Os resultados dos
graficos obtidos serao diferentes conforme a mudanca desse parametro e para uma
melhor visualizacao dos resultados pode-se utilizar uma tabela com os valores de n,

x e r (Figura 44):



Figura 44 — Reservatorio de agua
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Fonte: o autor (2016)

Atividade 3: Usando o Fzxcel, crie uma tabela que relacione a posicao n e os

valores 1,1,2,3,5,8,13,...

a) Utilize os dados da tabela para construir um grafico no Excel;

b) No Modellus use o banco de dados e abra o arquivo Fibonacci, abra a janela do

grafico e observe o grafico;

Solugao:

Sera empregado o Excel como ferramenta de modelagem em conjunto com

Modellus, nessa atividade o aluno deverd perceber a relacao existente entre os nimeros

anteriores na sequéncia e os subsequéntes.

a) O aluno podera usar a férmula de recorréncia para construir a sequéncia, por

exemplo, na célula A3, basta inserir a féormula = A1+A2, e fixa os valores de

Al=A2=1.

E com o mouse seleciona-se a célula A3, e posiciona-se a seta do

mouse no canto da célula, aparecendo um sinal de mais, o aluno devera arrastar

para as células abaixo, tantas conforme julgar necessarias.

O gréfico devera ser

escolhido entre os modelos prontos, como exemplo, a Figura 45, ou usa-se a lei de

formagao da sequéncia que pode ser escrita no Excel da seguinte maneira = ((((1 +
raiz(5))/2)C1)—(((1—raiz(5))/2)C1))/raiz(5), onde C1 =1, C2 =2, C3 =3, ...,

CN = N, pode ser interessante comparar essas duas resolucoes na sala e discutir o

significado dos resultados (Figura 46).
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Figura 45 — Grafico Excel Fibonacci(a)
B | ¢ | b | & | F | 6 | H | T |

Fibonacci

60
50

40

20
20
10 I I
5 & 7 g8 9 10

1 2 3 4

LDOQ"'-JmU'I-P-WI\JI—‘k

Iil.u
=

R
=S

[
||| W N
o
|
|

Fonte: o autor (2016)

Figura 46 — Grafico Excel Fibonacci(b)
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Fonte: o autor (2016)

b) O aluno ird observar o modelo (Figura 37)

Atividade 4: Imagine que vocé receba mensalmente R$ 7000,00 de salério e receba
a seguinte proposta de trabalho por apenas um més. “no primeiro dia vocé receberd R$
0,01, no 2° dia R$ 0,02, no 3° dia R$ 0,04, e assim por diante, sempre dobrando o valor

do dia anterior até o trigésimo dia”. Vocé aceitaria essa proposta?

a) Use a planilha do Excel para responder a essa pergunta
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Solugao:

O professor pode depois que os alunos realizarem os célculos na planilha Excel

demonstrar e empregar a férmula da soma da PG.

Na célula A1 insira o valor 0,01, na célula A2 insira a férmula = Al1%2, com mouse
selecione a célula A2 e posicione o curso no canto inferior direito da célula, aperte o botao
esquerdo do mouse e arraste até a célula A30. Agora para saber o total basta selecionar
a célula A31 e clicar no botao de somatério e vocé terd o surpreendente resultado de R$

10737418,23 (Figura 47), um valor na casa das dezenas de milhdes.

Figura 47 — Somatorio no Ezcel
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Fonte: o autor (2016)

Atividade 5: Usando a opgao medida de distancia, do software Modellus. Calcule

dn
dn—l

48) de posicoes a seguir:

a relagao entre as distancias da posicao de uma particula, que obdece a tabela (Figura

Figura 48 — Posicao versus Tempo

Tempo(n) |Posicdo(dn)

Fonte: o autor (2016)
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Solucgao:

O aluno devera criar um modelo matematico usando a sequéncia de Fibonacci no
movimento da particula e realizar a marcacao da foto estroposcopica do movimento da

particula. Depois de rodar a simluagao usa-se a ferramenta de medicao de distancias e

dn
dn—l )

aplica-se a férmula dialogar com os alunos sobre os resultados e o niimero de ouro,

ou razao aurea.

Atividade 6: Ao empregar o software Modellus na solucao de uma Progressao

Geométrica é necessario em alguns casos definir os passos de iteragoes de 1 em 17
Solucgao:

Sim. Considerando que uma PG é da forma (ay, as, as, ..., a,) ou (ay, as, as,
..y Qp, ... ), onde os valores a,, sdo determinados pela posi¢ao n. O Dominio da fungao
sera o conjunto dos Numeros N, onde 1,2,3,...,n,... € N, logo as interagoes deverao ser

realizadas no conjunto do Numeros Naturais.

Atividade 7: Escreva a funcao f(z) = 2? + 1. Construa o grafico no Modellus.
E dada uma PA (1,2,3,4,5,...) de razao 1, (f(1) — f(2), f(3) — f(2),...), formam uma

PA de razao 27 Responda com auxilio do grafico.
Solucgao:

O aluno devera construir a funcao no software e marcar os passos para 1 em 1
e devera marcar a opgao pontos na aba grafico. E deverd observar os valores dos pares

ordenados.

Separadamente deverd construir um grafico com as diferencas (f(1) — f(2), f(3) —
f(2),...) e verificar se serda uma PA de razao 2. Para isso basta verificar a tangente do

angulo (tgh = 2) formado por esse grafico.

Atividade 8: Utilize a sequéncia definida por a; =3 e a, = a,_1 +4en > 4.

Encontre os valores usando o Modellus. Essa sequéncia é uma PA ou PG?
Solucgao:

Apoés a construcao da sequéncia o aluno devera verificar que a mesma obedece as

defini¢cbes de uma PA.
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CONSIDERACOES FINAIS

A modelagem é uma ferramenta de aprendizado e pesquisa em Matematica,
auxiliar os alunos a desenvolver essa pratica, abre novas possibilidades no ensino da
matematica e possibilita uma aproximacao entre perguntas dos alunos sobre a realidade

que os cercas e as teorias matematicas.

Nessa dissertacao o foco foi desenvolver ferramentas para ensino e pesquisa de
sequéncias no Ensino Médio e, longe de encerrar o assunto essa dissertacao trouxe
perspectivas a serem exploradas e desenvolvidas no campo das TIC’s, a ferramenta
principal da dissertacao, o software Modellus, apresentou varias possibilidades de
utilizagao como a facilidade de construgao de modelos pelo alunos assim como apresentou
também em alguns casos suas limitacoes, seja nos aspectos graficos, de aproximacao
matematica (erro) e além de em alguns casos nao apresentar fungoes como somatorio

e produto na aba de itens matematicos.

As atividades apresentadas sao apenas exemplos ilustrativos de como pode ser
desenvolvido o processo de modelagem matematica no ensino de sequéncias, mas nao

encerra e nem tem e a pretensao de ser a tnica forma de realizacao.

No apéndice da dissertacao disponibilizei algumas perguntas para futura pesquisa
quantitativa e qualitativa sobre a melhora do ensino aprendizagem com essa metodologia.
A sugestao é que se faga um levantamento do rendimentos com alunos que participaram
das aulas com modelagem matematica e dos que nao participaram (grupo de controle)

comparando os dados obtidos.

Dessa maneira, ressaltamos que a modelagem é com certeza uma pratica positiva
no ensino da matematica, o software Modellus pode servir como uma ferramenta auxiliar
e introdutéria nessa pratica e conforme o amadurecimento do aluno e das situacoes
apresentadas podem ser introduzidas novas ferramentas e ao mesmo tempo em conjunto

com software Modellus utilizar ferramentas de apoio computacionais.
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Figura 49 — Questionério
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QUESTIONARIO — ALUNOS QUE PARTICIPARAM DAS OFICINAS

SEXO:( )M ([ )F IDADE: TURMA

1) 0 USO DO COMPUTADOR AJUDOU NO APRENDIZADO DO CONTEUDO?

2) DE SUA OPINIAO SOBRE A OFICINA REALIZADA COM SOFTWARE MODELLUS

3) VOCE ACHA QUE AS FORMULAS CONSTRUIDAS NO SOFTWARE MODELLUS
FACILITARAM NO ENTENDIMENTO DO ASSUNTO?

4) DISCORRA UM POUCO SOBRE O ASSUNTO DE SEQUENCIAS PA E PG QUE VOCE
APRENDEU

Fonte: o autor (2016)



	Folha de aprovação
	INTRODUÇÃO
	1 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
	1.1 MODELOS MATEMÁTICOS
	1.2 TIPOS DE MODELOS MATEMÁTICOS
	1.3 TRANSPOSIÇÃO DIDÁTICA E AS EXPERIÊNCIAS
	1.4 SEQUÊNCIAS NUMÉRICAS
	1.4.1 Métodos de Recorrência
	1.4.2 Progressão Aritmética
	1.4.3 Progressão Geométrica


	2 SOFTWARE MODELLUS
	3 UTILIZAÇÃO DO SOFTWARE MODELLUS
	3.1 ATIVIDADES DE EXPLORAÇÃO
	3.2 ATIVIDADES DE CRIAÇÃO

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICE A

