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Resumo

Nesta monografia de conclusao de curso do programa de Poés-Graduagao em
matematica. PROFMAT da UNIRIO, é feita uma sinopse de como funciona, em nossas
escolas de ensino médio, o ensino de inequagoes-produto e inequagoes-quociente, bem
como de alguns conteuidos que antecedem e sao pré-requisitos do mesmo, cujo objetivo
principal é propor um método diferente (mais rapido e com conclusoes mais profundas
que poderao servir de alicerces para contetidos posteriores, como o célculo, por exemplo),
para resolucao de inequagoes, principalmente inequagoes-produto e inequagoes-quociente.
Também serd abordada nessa dissertagao toda fundamentacao tedrica necessaria para res-

paldar o método de resolugao para as inequagoes mencionadas aqui.

Esse trabalho, tem como publico alvo o professor que atua no ensino médio
da educagao basica. Por isso, no final dessa dissertacao sera apresentado, como sugestao,

um passo a passo para aplicacao desse conteuido.

Palavras-chaves: inequacoes, estudo de sinal, ensino.



Abstract

In this monograph on the conclusion of the course of the Master Program in
mathematics PROFMAT of UNIRIO, it is made a synopsis of how, in our secondary
schools, the teaching of product inequalities and inequalities-quotient, as well as some
precede and prerequisites of the same, whose main objective is to propose a different
method (faster and with deeper conclusions that can be the basis for later contents, such
as calculation, for example), to solve inequalities, product and quotient inequalities. Also
discussed in this dissertation is any theoretical basis necessary to support the method of

resolution for the inequalities mentioned here.

This work is aimed at the teacher who works in the middle school of basic
education. Therefore, at the end of this dissertation will be presented, as a suggestion, a

step by step to apply this content.

Keywords: inequalities, study of signal, learning.
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1 Introducao

Como o atual método utilizado em nossas escolas para resolucao de inequagoes
polinomiais, principalmente inequacoes-produto e inequacoes-quociente, demanda de tempo,
de espago para resolucao e de muita repeticao puramente mecanica. Digo repeticao pu-
ramente mecanica, pois sao feitos os estudos de sinais de cada fun¢ao que compoem o
produto e/ou quociente, para que depois tais conclusoes sejam compiladas no quadro de
sinais, onde se faz, dependendo do tamanho da inequacao, grandes comparagoes de pro-
dutos com os sinais encontrados em cada intervalo, podendo inclusive, por uma simples

distracao do aluno, levar a resultados totalmente adversos da resolucao correta.

Venho aqui propor a professores do ensino médio, um outro método de re-
solucao de inequagbes polinomiais, com énfase nas inequacoes-produto e inequagoes-
quociente, que além de demandar menos tempo e espaco para resolucao, da maior im-
portancia a conceitos como multiplicidade de uma raiz, o método hoje utilizado em nossas
escolas trabalha com raizes de multiplicidade méxima igual a 2 e quando uma inequacao
possui uma raiz tripla, por exemplo, isso passa despercebido. O que venho aqui propor,
também menciona o fato de que quando x é demasiadamente grande a fungao assume o
sinal do coeficiente lider do polinomio, esse conhecimento familiarizaria, por exemplo, a
compreensao do limite de z, quando = tende ao infinito, em fung¢des polinomiais, além
de que o aluno poderd perceber que a conjuntura que vinha fazendo até entao, faz todo
sentido. Tal procedimento também traz conclusdes até entao nao mencionadas como:
que a paridade da multiplicidade de uma raiz real interfere diretamente no resultado da

inequacao, e que todo zero real da fungao é responsavel pela mudanca de sinal da funcao.

Ou seja, o método aqui proposto é mais rapido, demanda menos espago para
resolucao e ainda assim é mais completo. Porém exige por parte do professor uma abor-

dagem mais completa, caso contrario fica parecendo mais um macete.

Os pré-requisitos para a utilizacao do que nessa dissertacao proponho, sao
0S mesmos necessarios para a utilizagao do método vigente nos livros didaticos: funcao
constante, fun¢ao afim, fungao quadratica (no caso da funcao quadrética, faco alguns

comentarios sobre como o assunto é tratado nos livros didaticos) e aritmética bdsica,
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como poténcia, por exemplo.



2 O ensino de inequacoes nas escolas e sua

abordagem nos livros didaticos

2.1 Aspectos comuns da abordagem nos livros didaticos

Realizei uma pesquisa com varios livros didaticos do ensino médio e verifiquei
que funcao quadratica, que é parte do assunto que fundamenta a resolucao de inequacoes-
produto e inequagoes-quociente, é tratado da forma: “observe o exemplo”, ou seja, nao

se faz fundamentacao tedrica.

Os livros did4ticos citados acima foram:

e Matematica Temas e Metas volume 1, de Antonio dos Santos Machado, Editora

Atual, segunda edicao.

e Matematica Ensino Médio, volume 1, de Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz,

Editora Saraiva, terceira edigao.

e Matemadtica uma nova abordagem, volume 1 (versao trigonometria), de José Ruy

Giovanni e José Roberto Bonjorno, Editora FTD, 2009

e Fundamentos de Matematica Elementar volume 1, de Gelson lezzi e Carlos Mura-

kami, Editora Atual, terceira edicao.

e Matematica contexto & aplicagoes volume 1, de Luiz Roberto Dante, Editora Atica,

terceira edigao.

e Matemadtica volume tnico, de José Ruy Giovanni, José Roberto Bonjorno e José

Ruy Giovanni Jr, Editora FTD, terceira edicao.

Geralmente a abordagem é feita do seguinte modo: apresenta-se situagoes
problemas que recaem numa funcao de grau 2, ou até mesmo simplesmente se apresenta
tal fungao, nos dois casos na forma: f(x) = ax?® + bz + ¢, exceto o livro: “Matemadtica -

Ensino Médio”, de Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, editora Saraiva, que comeca
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explicando o que é uma parabola. A seguir é construida uma tabela de duas colunas, onde
na primeira coluna ficam as abscissas aparentemente atribuidas ao acaso, apenas depois
se comenta que é importante colocar a abscissa do vértice nesses valores escolhidos, e na
segunda coluna as ordenadas encontradas quando a variavel é substituida pelas abscissas

escolhidas para compor a primeira coluna.

Todos os livros consultados demonstram como se calculam as coordenadas do
vértice; todos tratam do(s) zero(s) da funcao, da relacao entre o discriminante e o niimero
e tipo de raizes, da relacao entre o coeficiente da variavel de grau 2 na concavidade da
pardbola (mas apenas o livro mencionado no paragrafo anterior demonstra porque essa

relagao existe).

Todos fazem o estudo de sinal da funcao quadrética, e tratam da resolucao
de inequacoes polinomiais de grau 1 e de grau 2, estudando os sinais das mesmas, mas
apenas, mais uma vez, o livro didatico mencionado no paragrafo acima descreve o que
¢ uma parabola, fala em foco, diretriz e eixo de simetria. Os outros tratam como se os
alunos ja tivessem estudado parabola, ou simplesmente comunicam que o assunto sera
visto mais tarde em geometria analitica, como se o tema parabola sé fosse tratado em

geometria analitica.

A forma canodnica de uma funcao quadratica s6 foi abordada apenas por um
dos livros consultados (“Fundamentos de Matematica Elementar”, volume 1, de Gelson

lezzi e Carlos Murakami, editora Atual).

No caso das inequagoes-produto e inequagoes-quociente, todos fatoram as ex-
pressoes em produtos de polinomios que serao estudados de forma independente, para
que depois se faga o produto dos sinais encontrados em cada polindmio, nos intervalos

determinados pelas raizes reais da expressao.

Todos os livros didaticos pesquisados tratam do assunto inequacoes-produto e
inequagoes-quociente dentro do capitulo que trata de fungao afim e depois alguns voltam
a tocar no assunto dentro do capitulo de funcao quadratica, outros simplesmente adicio-
nam questoes que envolvem inequagoes-produto e inequagoes-quociente aos exercicios de

inequacoes de grau 2.

Todos os livros didaticos pesquisados tratam primeiro das inequacoes-produto
e depois utiliza o método de resolucao dessas inequagoes para tratar das inequagoes-

quociente. A grande maioria dos livros didaticos aborda primeiro inequagoes-produto de
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dois fatores (f-g >0, f-g<0,f-g>0e f-g <0), para depois estender o raciocinio para
inequagoes-produto com mais de dois fatores. Geralmente os livros didaticos descrevem a

resolucao de inequagoes-produto do seguinte modo:

- devemos primeiro fatorar os polinomios e depois estudar os sinais de cada
um deles.

- em seguida devemos fazer um quadro de sinais com os sinais estudados no
item anterior e realizar o produto entre esses sinais.

- depois devemos perceber que existem quatro possibilidades:
J-9>0,f-9g<0,f-g>0ef-g<0.

no primeiro caso devemos ter (f >0e g >0)ou (f <0eg<0)

no segundo caso (f <0eg>0)ou(f>0eg<0),

no terceiro caso (f >0eg>0)ou (f <0eg<0),

e finalmente no quarto caso (f >0e g <0)ou (f <0eg>0).

- “observe o exemplo” ...

- Obs. Apds os primeiros exemplos, sao feitos exemplos com mais de dois fatores.
- Obs. No caso de inequacgoes-quociente se procede da mesma forma, atentando-se para o

fato de que o denominador nunca podera ser nulo.

Dos livros consultados apenas os dois livros mencionados acima (“Fundamen-
tos de Matematica Elementar”, volume 1, de Gelson lezzi e Carlos Murakami, editora
Atual e “Matematica - Ensino Médio”, de Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, edi-
tora Saraiva) demonstram a resolugao de uma inequagao-produto antes da utilizagao do
aparato, chamado por todos de “quadro de sinais”, os demais livros didaticos praticamente

mostram o aparato baseando-se na expressao “observe o exemplo”.

2.2 Arbodagens tedricas encontradas

Dos livros didaticos analisados, o livro “Fundamentos de Matematica Ele-
mentar, volume 1, de Gelson lezzi e Carlos Murakami, editora Atual” e o livro “Ma-

teméatica Ensino Médio, volume 1, de Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, editora
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Saraiva”, foram escolhidos para demonstrar como o assunto (inequagoes-produto e ine-
quagoes-quociente) é tratado no ensino médio, por possuirem uma abordagem mais cui-
dadosa e completa que os demais, visto que os outros livros didaticos abordam o assunto
por essa mesma Optica, porém resumindo demais e portanto mais mostrando como se
resolve, do que explicando o que estd sendo feito. Devo, ainda ressaltar que dificilmente
as escolas de ensino médio adotam o primeiro livro mencionado acima (“Fundamentos de
Matemadtica Elementar”), ja que tal livro faz parte de uma cole¢ao com 10 volumes, e
que por questoes financeiras, as escolas adotam uma colecao de trés volumes, um para
cada série do ensino médio, ou até mesmo um volume unico para todo o ensino médio.
Na maioria das vezes essa colecao é adquirida pelas escolas para suas bibliotecas ou ad-

quiridas por professores como fonte de consulta, ja que de longe é a cole¢ao mais completa.

Segundo o livro didatico “Fundamentos de Matematica Elementar”, volume 1,
de Gelson Iezzi e Carlos Murakami, editora Atual (pagina 113-A/114-A), que é importante
ressaltar que quando trata de inequagoes-produto, anteriormente ja tratou da resolugao

de sistemas de inequacoes de grau 1:

“Sendo f(r) e g(r) duas func¢des na varidvel x, as inequagoes f(x) - g(x) > 0 ,
f(z)-g(z) <0, f(x)-g(z) >0 e f(x)-g(xr) <0 sio denominadas inequagoes-

produto.”

“Vejamos por exemplo, como determinamos o conjunto-solucao S da inequagado

f(x)-g(x) > 0.7

“De acordo com a regra de sinais do produto de niumeros reais, um numero xo €
solugdo da inequacdo se, e somente se, f(xg) e g(xy), nao nulos, tem o mesmo

stnal.”

o Assim, sao possiveis dois casos:
1°) f(z) >0eg(x) >0
Se S, e Sy sao respectivamente, os conjuntos-solucoes dessas inequagoes entao, SN
Sy € 0 conjunto-solucao do sistema.
2°) f(x) < 0eg(x) <0 SeSs e Sy sao respectivamente, os conjuntos-solugoes dessas

inequacoes entao, Sz NSy € o conjunto-solucao do sistema.

s,

e “Dai concluimos que o conjunto-solu¢ao do produto f(x)-g(x) >0 é
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(S1NSy)U(S3NSy) .7

e “Raciocinio andlogo para a inequagdo f(z)-g(x) <0 .”

Logo apés faz-se um exemplo no qual é apresentado o quadro de sinais.

Depois do quadro de sinais e de se fazer dois exemplos, o primeiro envolvendo
o sinal (>), e o segundo envolvendo o sinal (<), ambos em rala¢do a 0, tem-se na pagina

116-A:

o “A inequagao f(x) - g(x) > 0 tem por conjunto-solugao S a reuniao do conjunto-
solugao Sy da inequagao f(z) - g(z) > 0 com o conjunto-solu¢ao Sy da equagao

fx)-g(z) =0.”

Mais alguns exercicios. Apds esses exercicios, na pagina 120-A, temos:
f(x)
9(x)

< 0 sao denominadas inequagoes-quociente.”

>O,—x<0

o “Sendo f(x) e g(x) duas fungdes na varidvel z, as inequagoes

1@ g, 16

glx) = glx)
o “Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de niumeros reais
sao andlogas, podemos, entao, construir o quadro-quociente de modo andlogo ao

quadro-produto, observando o fato de que o denominador de uma fracdo ndo pode

ser nulo.”

E com mais uma bateria de exercicios o assunto é encerrado.

Segundo o livro didatico “Matemética Ensino Médio, de Katia Cristina Stocco
Smole e Maria Ignez Diniz, editora Saraiva, volume 1”7 (paginas 122 e 123), sendo f e ¢

funcoes reais de variavel real:

e “Denominamos inequacao-produto a cada uma das sequintes inequagoes.

fl@)-g(x) >0, flz)-g(x) <0 flz)-g(x) 20  flz)-g(x) <0

o “Denominamos inequacao-quociente a cada uma das sequintes inequagoes.

f@ @, fa) L @)

g(x) g(x) g(x) ~ g(x)

e “Devemos lembrar que, sendo a e b dois numeros reais quaisquer, valem as sequintes

relagoes numa desigualdade:
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b >0, apenas se a >0eb>0o0ua<0eb<0
>0, apenas sea>0eb>0o0ua<0eb<0
-b <0, apenas se a <0eb>0o0ua>0eb<0

<0, apenas sea<0eb>0o0ua>0eb<0

e e & e 8

-b=0, apenas se a=0,o0ub=0,0oua=0eb=0."

e “Para resolvermos uma inequagdo-produto (ou uma inequacao-quociente), estuda-
mos o sinal de cada fator (ou o sinal do numerador e do denominador) e organiza-
mos um quadro de sinais para o produto (ou quociente), escolhendo como resposta

0s valores de x que satisfazem o sinal da inequacgao.”

Apoés essa abordagem sao apresentados alguns exercicios resolvidos, e depois com uma

bateria de exercicios o assunto é encerrado.

Abaixo fago cinco exemplos/exercicios resolvidos exemplificando o que pode

ser encontrado nos livros didaticos do ensino médio.

Exemplo 2.2.1. (22 — 5)(10 — 3z) > 0 (Colecao Temas e Metas, volume 1, Antonio dos
Santos Machado editora Atual 2* edi¢ao pagina 83)

Primeiro devemos estudar o sinal das fungoes envolvidas.

- + 5,
=/ 52 X 10/3 %" X
Agora montamos o quadro de sinais:
512 10/3
+
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Como estamos querendo os intervalos onde f - g > 0 , temos como solucao

S={reRj<zr<}

x R
Exemplo 2.2.2. o > 0 (“Matematica Uma nova abordagem versao trigonometria”,

volume 1, José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, FTD, pagina 184)

Primeiro devemos estudar o sinal das fungoes envolvidas.

Agora montamos o quadro de sinais, lembrando que a fungao que se encontra

no denominador nao pode dar zero:

1 3

et

+
- |+

g
+

+L-
I o
g |

Como estamos querendo o ou os intervalos onde i > 0, temos como solugao
S={zeR;z<louz>3}

2 + 1
Exemplo 2.2.3. 41’ i 1 < 1 (Cole¢ao Temas e Metas, volume 1, Antonio dos Santos

Machado editora Atual 2* edi¢ao pagina 85)

Primeiro devemos colocé-la na forma de inequacao-quociente, deixando “zero” no segundo

membro:

2x+1<1<:>2x—|—1 1<0<:>2x+1—4x+1<0<:>—2x—|—2<0
4r — 1 qr — 1 4o — 1 4o — 1

Agora facamos f(z) = =22+ 2 e g(z) =4z — 1 . Temos:
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¥ ¥

N

N e

1/4 1
-1 - 1+

g(x) | + - |—

fafg® )| - | +

|

f(x)
g9(z)

Exemplo 2.2.4. (2 — 2z — 3)(—2* — 3z + 4) > 0 (Matemética Uma nova abordagem

Como queremos <0, o conjunto-solugao ¢ { r e Rlz < fouz >1}.

versao trigonometria, volume 1, José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, FTD, pa-

gina 218)

Primeiro devemos estudar o sinal das fungoes envolvidas.

A AR

Agora montamos o quadro de sinais:

4 1 1 3
+ - =1+
f * S
g
= +|=|+|=
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Como estamos querendo o ou os intervalos onde f-g > 0, temos como solucao

S={rzeR;-4d<zx<loul<z<3}

Sp——

Exemplo 2.2.5. ’ 3 < 0 (questao retirada de uma das minhas listas de exercicios)
x

Primeiro devemos estudar o sinal das fungoes envolvidas.

Agora montamos o quadro de sinais, novamente, lembrando que a fungao que

se encontra no denominador nao pode dar zero:

-3 -1 2
=+ + | - | 4
f | @ L
_ +J+‘+
g -
IR
i *—o—
g | I |

Como estamos querendo o, ou, os intervalos onde = < 0, temos como solugao

S={zrzeRr<-3ou —1<zx<2}

Apenas dois dos livros consultados, o livro: “Matematica Uma nova aborda-
gem, volume 1, de, José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, editora FTD” e o livro:
“Fundamentos de Matematica Elementar, volume 1, de Gelson Iezzi e Carlos Murakami,
editora Atual”, tratam particularmente dos casos em que (ax + b)" > 0, (ax +b)" < 0
, (ax +b)" > 0 e (ax +b)" <0 comn € N* | no caso desse tltimo, esse conceito fica
estendido para outras fungoes, nao apenas funcao afim. Abaixo transcrevo parte do livro

“Fundamentos de Matematica Elementar”, novamente por ser o mais completo. (pagina

117-A/118-A)
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e Dentre as inequacoes produto, sao importantes as inequacoes:

(f@))™ >0, (f(x)" <0, (f(x)">0ce (f(x)" <0, onden € N* .

e Para resolvermos estas inequacoes, vamos lembrar duas propriedades das poténcias
de base real e expoente inteiro:

12) “toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da base”, isto é

a1 >0sa>0

"M =0sa=0

"< 0sa<0 neN

2%) “toda poténcia de base real e expoente par é um nimero real nao negativo “, isto
é

a®" >0,Ya € R,Vn € N

o Assim sendo, temos as sequintes equivaléncias:

f(z) >0 sen éimpar
f(z) #0 sen épar

(f(z))" >0 &

(f(a 0 f(z) <0 sen éimpar
"< 0&

Az eR  sen épar

Ve € D(f) sen épar

f(z) <0 sen éimpar

(f(a >O<:>{ se n é impar

f(z)=0 sen épar
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3 Proposta

3.1 Fundamentacao Teodrica

Nessa secao serd feita a fundamentacao matemaética da proposta, onde cuida-
dosamente iremos embasar todas as conclusoes que utilizaremos para a implementacao
do método nessa dissertacao. Comecaremos definindo corpo, anel, corpo algebricamente
fechado, polinomios com coeficientes em um corpo, antes de falarmos em raizes, sinal da
funcao, multiplicidade de uma raiz e etc. Usaremos conclusdes do Teorema Fundamental

da Algebra, Teorema do Valor Intermedidrio, e outras, para fundamentar tais conclusoes.

Definigao 3.1.1. Seja K um conjunto com duas operagoes (+) e (-) , chamadas de

adicao e multiplicacao, respectivamente, onde K possui:

Elemento neutro. Se as operacoes de adigao e multiplicacao possuirem elemen-

tos neutros em K, isto é: na adigao, a + 0 = a , e na multiplicagao, a -1 = a.

Simétrico. Se para todo elemento a pertencente a K, existir um simétrico a’,

ou seja, para todo elemento a de K, existe d/, tal que a + a’ = 0.

Inverso. Se para todo elemento a de K'\{0} , existir um tnico inverso, ou seja,
para a # 0 pertencente a K, existe a’ , tal que a-a’ = 1. Diremos que K é um corpo,
se estas operagoes possuirem as seguintes propriedades: Comutatividade. Se para todo
elemento a e b de K, as operacoes de adicao e multiplicacao forem comutativas, ou seja:
a+b=b+aea-b=b-a. Associatividade. Se para todo elemento a, b e ¢ de K, pudermos
sempre fazer a + (b+¢) = (a 4+ b) + ¢, para a adigdo, e a- (b-¢) = (a-b) - ¢ , para a
multiplicagao. Distributividade. Se para todo elemento a, b e ¢ de K, pudermos sempre

fazer: a- (b+c¢)=a-b+a-c

Logo, o conjunto dos nimeros reais R, o conjunto dos nimeros complexos C
e o conjunto dos nimeros racionais QQ, sao exemplos da estrutura algébrica denominada

Corpo.

Definigao 3.1.2. Caso as operagoes (+) e (-) de K possuirem todas as propriedades

que determinam que K é um corpo, a nao ser, ocasionalmente, o fato de possuir inverso,
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dizemos que K é um ANEL.

Caso o anel K, possua a propriedade: Va,b € K,a-b =0 = a = 0 ou
b =0, K é dito um dominio de integridade. Portanto o conjunto dos nimeros inteiros
Z, o conjunto dos nimeros racionais Q, o conjunto dos niimeros reais R e o conjunto dos

numeros complexos C, sao dominios de integridade, por exemplo.

Definicao 3.1.3. Sejam n, j € N (estamos considerando 0 € N), a; € K e 27, onde

0 1

0 < j5 < n, ex um simbolo nao pertencente a K, de modo que z" = 1 e ' = z.

Chamaremos de polinomio f(x) com coeficientes em K, a expressao formal do tipo:

n

Z a;z’
5=0
Nessa expressao os elementos a; sao chamados de coeficientes do polinomio
f(x), as parcelas a;z’, de termos e os termos a;z’, tais que a; # 0, de monomios de
grau j do polinémio f(z). O coeficiente ag , é chamado de termo constante ou termo
independente de z . O polinémio f(z) = ag é chamado de polinémio constante (no caso
do polinomio constante em que ay = 0 , este serd chamado de polinomio nulo e podera
ser escrito como: f(z) = 0+ 0z + ...+ 02" , qualquer que seja n € N. Em particular

estaremos mais interessados nos polinomios com coeficientes reais.

n

Definicao 3.1.4. Sendo Zajxj , como na definicdo acima, diremos que f(z) possui
=0

grau p, quando p for o maior expoente j da base x existente em f(z), onde a; # 0.

Esse coeficiente a; serd entao denominado coeficiente lider do polinomio. E quanto a p
escreve-se p = gr(f(x)). Quando o coeficiente lider é igual a 1, o polindémio receberd a

denominacao de polinomio monico.

Definigao 3.1.5. Dizemos que a € C é uma raiz do polinomio com coeficientes reais f(x)
, quando (z — «) dividir f(x), ou seja, quando existir o polinémio g(x) com coeficientes

em C, tal que f(x) = (z — «) - ¢(x) sem que necessariamente g(«) = 0.

Definicao 3.1.6. Dizemos que a € C, é uma raiz de multiplicidade m do polinomio com

™1 nao dividir f(z) , ou

coeficientes reais f(x) , quando (x — )™ dividir f(z) e (x — «)
seja, quando existir o polindémio f(x) com coeficientes em C, tal que f(z) = (z—a)™-q(x)
onde g(a) # 0 . Sendo assim, dizemos que «a é uma raiz simples de f(z), se m =1, e

uma raiz multipla, se m > 2.
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Definicao 3.1.7. Um corpo K é denominado um algébricamente fechado quando todo

polindomio nao constante com coeficientes em K tem uma raiz em K.

Teorema 3.1.1. (Teorema Fundamental da Algebm) Todo polinéomio nao constante com

coeficientes complexos possui uma raiz complexa.l

A demonstragao desse Teorema pode ser encontrada no livro “Polinomios e
Equagoes Algébricas (Colegago PROFMAT)”, de Abramo Hefez e Maria Liucia Torres
Villela, paginas 190, 191 e 192, 1* edigao (Sociedade Brasileira de Matematica).

Corolario 3.1.1. Sejam K wum corpo algebricamente fechado e f(x) em Klz]|, onde

gr(f(x)) > 1. Podemos afirmar que existem [31, fa, ..., B, € K, nao necessariamente dis-

tintos, e a € K\{0} tais que: f(x) =a(x — B1)(z — Pa)...(x — 5,).1

Isso pode ser concluido pelo fato de que o Teorema Fundamental da Algebra
nos garante que o conjunto dos nimeros complexos C ¢ algebricamente fechado. E também

importante perceber que o conjunto dos niimeros reais R nao é algebricamente fechado.

Observacao: O simbolo Klz] serd utilizado para designar um anel de po-

lindomios com coeficientes no corpo K.

Teorema 3.1.2. Todo polinomio f(x) com coeficientes complexos e grau n > 1 se es-
creve, de maneira unica, a menos da ordem dos fatores, como: f(x) = a(x — B1)" (z —
Ba)7 ... (x—Ps)" , onde v € C\{0} € o coeficiente lider de f(x), 51, Pa ..., Bs, sdo nimeros

complexos distintos e r1,ry...,75 Sao inteiros positivos tais que r1 +ro + ... +1rs =n.M

Mais detalhes desse Teorema podem ser encontrados no livro ’Polinémios e
Equacoes Algébricas (Colecao PROFMAT)’, de Abramo Hefez e Maria Liicia Torres Vil-

lela, pagina 133, 1* edigdo (Sociedade Brasileira de Matematica).

Proposicao 3.1.1. Seja K um dominio de integridade e seja f(z) em K[z]\{0}. Se f(x)

tem grau n, entao f(x) tem no mdrimo n raizes em K.M

Observar que o numero de raizes de f(x) serda n se K for um corpo algebrica-
mente fechado e podera ser menor que n, se K nao for um corpo algebricamente fechado

(isso é decorrente do Teorema Fundamental da Algebra).
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Maiores informacoes sobre esse teorema estao no livro: "Polinomios e Equacoes
Algébricas (Colecao PROFMAT)’, de Abramo Hefez e Maria Licia Torres Villela, pagina
130, 1* edigao (Sociedade Brasileira de Matemética).

Definigao 3.1.8. Seja K um corpo e f(x) um polinémio de grau n pertencente a K|z].
Dizemos que f(z) é redutivel em K[x] se, somente se, existem polinémios g(z) e h(x) em
K|[z] , de graus nio necessariamente distintos m e p, respectivamente, tais que f(x) =
g(x) - h(x) , com 0 < m,p < n . Caso contrario o polinémio f(z) é dito irredutivel em

K[z]. 1

Proposicao 3.1.2. Todo polinomio f(x) de grau 1 € irredutivel. B

Isso ocorre porque nao se consegue decompor f(x) pertencente ao anel K|z],
em fatores g(x) e h(x), também pertencentes a K|[z|, de modo que os graus m e p,

respectivamente, de g(x) e h(zx), satisfacam a desigualdade 0 < m,p < 1.

Teorema 3.1.3. Todo polinomio f(x) € Clx] que possuir gr(f(x)) > 1 € redutivel.

Demonstracao: Vimos anteriormente que todo polinomio de grau 1 é irredutivel, porém
quando o grau é maior que 1, o teorema fundamental da algebra permite-nos afirmar
que o polinémio f(x) € Clz| possui uma raiz (31, pois C é um corpo algebricamente
fechado. Assim f(z) pode ser escrito: f(z) = a(x — p1)(x — B2)...(x — B,), fazendo
q(z) = a(x — B2)...(x — B,), podemos escrever f(x) = q(z)(x — 51), e assim sendo
gr(q(z))+1=gr(f(x)) =n > 2, portanto temos que gr(q(x))+1 = n, logo gr(q(x)) < n.
Como gr(q(z)) +1 > 2, entéo gr(q(z)) > 1. Portanto: 0 < gr(g(x)),1 < n, mostrando
que f(x) € Clz] é redutivel.0]

Teorema 3.1.4. Um polinomio f(x) = az® + bx + ¢, com A = b* — dac < 0 em R[z]

possut duas raizes compleras e nao reais, conjugadas.

Demonstragao: De fato, como A < 0 (A = b? — 4ac é chamado de discriminante de

—btVA _ —bti
2a - 2

V(A)(=1) = £V/A - \/=1. Agora, fazendo o nimero real v/—A = d, temos as raizes

. . s’ . . _ __b ﬂ _ __b _ ﬂ .
imagindrias e conjugadas ¥y = 37 + 5 e x2 = 5, — 5-. Fazendo a contrapartida, se

f(z)), temos que z = V=2  Percebe-se que assim podemos escrever porque
a

A =b* —4dac > 0, entdo f(r) = ax?® + bz + ¢ possuird duas raizes reais, r; = 5—;’ + % e
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Corolério 3.1.2. Um polinomio f(x) = ax®+ bz + ¢, com A = b* —4dac < 0 € irredutivel

em R|x].

Demonstragao: De fato, isso ocorre porque se f(x) = az*+br+c, com A = b*—4ac < 0,
fosse redutivel, seria divisivel por um polinomio de grau 1, digamos dz + e , com d # 0,

fazendo com que f(x) possua a raiz real —, o que contradiz o fato de A = b — 4ac < 0.0

Definigao 3.1.9. Seja o polindémio f(z) = a,z" + a,_12" ' + ... + ag com coeficientes
em C. O polinémio f(z) = @,2" + @, 12" ' + ... + @, onde @; é o conjugado de a;, para

j=0,1,...,n, é definido como o polinémio conjugado de f(x).

Proposicao 3.1.3. Sejam f(x),g(z),h(z) € Clz]. A conjugacao possui as segquintes

propriedades:

1. Se f(x) = g(x) + h(x), entdo f(z) = g(x) + h(z)
2. Se f(x) = g(x) - h(z), entdo f(z) = g(z) - h(x)

3. f(x) = f(z) se, e somente se, f(z) € R|z]

J. Se BeC, entio F(B) = ()M
Essa proposigao esta detalhadas no livro: "Polinomios e Equagoes Algébricas
(Colecago PROFMAT)’, de Abramo Hefez e Maria Licia Torres Villela, pagina 138, 1*

edi¢do (Sociedade Brasileira de Matemadtica).

Teorema 3.1.5. As raizes complexas nao reais de f(x) € Rlx] ocorrem aos pares conju-

gados.

Demonstracao: Primeiro deve-se observar que sendo o € C uma raiz de multiplicidade
m de g(x) € C[z], podemos afirmar que g(x) = (x—a)™-q(x), com g(«) # 0 e assim sendo
da proposicao 3.1.3, G(z) = (z — @)™ - G(z). Agora observando que g(@) = g(a) # 0 = 0,
fica mostrado que em g(z) ndo tem mais raizes @ além das m, presentes em (xr — @)™.
Logo fica estabelecido que g(z) possui a raiz @ de multiplicidade m. Portanto seja agora
f(z) € R[z] e B € C\R, uma raiz de f(x) com multiplicidade m. Da conclusdo acima 3 é
uma raiz também de multiplicidade m do polinémio f(z). Porém como f(z) € R[], temos
que necessariamente f(x) = f(x) e assim temos que 3 com multiplicidade m, também §é
raiz de f(z), o que nos permite dizer que as raizes complexas nao reais ocorrem aos pares

conjugados.]
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Com isso também podemos concluir que todo polindmio de grau impar com

coeficientes reais tem que possuir, pelo menos, uma raiz real.

Teorema 3.1.6. Polinémios maonicos irredutiveis em R[z] sdo da forma x—a ou da forma

22 +bx +c, onde A =b* —4c < 0.

Demonstracao: De fato, como ja visto, temos que os polinémios de grau 1, cuja raiz
pertence a K sao irredutiveis em qualquer corpo K. Vimos também que quando A =
b — 4c < 0, o polindmio monico f(z) = x? + bx + ¢, ndo possui raizes reais, e assim sendo

é irredutivel em R[z]. Caso contrério temos dois casos:

e CASO 1: f(x) = 2 +bx+c, onde A = b*> —4c > 0, como também j4 visto, possuiréd
duas raizes reais x; e xs, e assim sendo é divisivel por x —x; e x — x5, pois como visto
na defini¢do 3.1.8, terfamos g(x) = x — xy e h(x) = x — x5, e assim sendo f(z) seria
redutivel em Rx], pois terfamos f(x),g(x), h(z) € R[z|, onde f(x) = g(z) - h(x)
com 0 < gr(g(x)), gr(h(z)) < gr(f(z)).

e CASO 2: f(z) € R[z] e gr(f(z)) > 2. Seja a € C uma raiz de f(z), temos duas

situacoes a averiguar:

1. Se a € R, entao x — « divide f(z) em R[], e sendo assim, f(x) seria redutivel
em R|x].
2. Se a € C\R, entao do teorema 3.1.5, podemos afirmar que @ # « sdo raizes de
f(z), logo (r —@)(x — «) divide f(z) em R[z]. A confirmar que os coeficientes
de (z — a@)(z — a) sdo reais. De fato, observar que (z — @)(z — a) = 22 — (a +
a)r + aa = 2?2 — 2Re(a) - x + |af?.0
Teorema 3.1.7. Todo polinémio f(x) com coeficientes reais e grau n > 1 se escreve de

modo unico, como produto uma constante e polinémios monicos irredutiveis em Rzx], a

menos da ordem dos fatores.

Demonstragcao: Dos teoremas 3.1.6 e 3.1.2, temos que:

fl@)=ax=5)" - (= Bs)"™ - (pa (@)™ - (pu()™,

onde a € R\{0} é o coeficiente lider de f(z), p1,[fa,...,Bs sdo suas raizes reais dis-
tintas, pr(x) = 2? 4+ bpxr + ¢ sdo polinomios distintos com coeficientes reais tais que
(bg)? — 4cp < 0 para todo k = 1,2,...,t e ry,...,r5,my,...,m; € N, sdo tais que

4. +rs+2(m+ .o+ my) =n0
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Definicao 3.1.10. Dado um conjunto K, representamos por K x K o produto cartesiano

de K com ele préprio. Uma operagao (x) em K é por definicao apenas uma fungao:

x-: KIxK — K

(a,b) — axb

n
Seja entdao K = R, e a fungao polinomial de coeficientes reais f(z) = Z ajxj ,
7=0

(como na defini¢ao 3.1.3) Observe que cada elemento x do dominio, corresponde a uma
unica imagem f(z), e que a diferenga entre polinémio de coeficientes reais e fungao poli-

nomial é apenas conceitual.

Teorema 3.1.8. Toda fun¢ao polinomial é continua e lim f(x) possui o mesmo sinal
r—+00

do coeficiente lider.

Demonstragdo: De fato, para todo o € R temos: f(zq) = o,

lim f(z) = yo
274)1’0_
e
lim f(z)=yo
Z—>:EO+

Assim sendo, vemos que f(x) é continua. Agora vamos mostrar que lim f(z) possui o
T—+00

mesmo sinal do coeficiente lider:

n l.n—l

. -1 .
lim (a,z"+a,_12" " +.. . +ag) = lim z,(a,—+a,_1-
T—r+00 T——+00 xrn xn

1
+...+ag-—) = lim (a,z")
xn

T—>+00

Portanto podemos concluir que lim f(x), é sempre:
T—>+00

e positivo, se a, > 0;
e negativo, se a, < 0.0J

Definigao 3.1.11. O sinal da fung¢ao f(x) para a abscissa x é:
e positivo, se f(z) >0
e negativo, se f(z) <0

e nulo ou zero, se f(x) =0
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Defini¢ao 3.1.12. Os zeros reais de uma fung¢ao (também chamados raizes da fungao)
sao os valores de z, pertencentes ao dominio da fun¢ao D C R, que tornam f(z) = 0. No

caso das fungoes polinomiais sao as raizes reais do polinomio.

Proposicao 3.1.4. Seja f(x) uma fungdo nao identicamente nula e continua. O sinal

da func¢ao pode sofrer alteracoes apenas nos zeros reais da funcao.

Demonstragdo: Seja f(x) uma fungao continua nao nula. Se f ndo possuir zeros reais,
f nunca muda de sinal, pois para que ocorra a mudanga de sinais, no caso da mudanca
acontecer do sinal positivo para o negativo, os valores de f precisam vir decrescendo,
passar pelo zero, para depois sim assumir valores negativos (lembrando que um nimero
complexo nao real nao pode ser nulo, nem tao pouco ser positivo ou negativo, portanto
quando dizemos que os valores estao decrescendo, estamos pensando em uma reta real,
que no caso é o eixo das ordenadas), e no caso da mudanca acontecer do sinal negativo
para o positivo, os valores de f precisam vir crescendo, passar pelo zero, para depois
assunir valores positivos, pois como f é continua, nao tem como haver a inversao de sinais
sem essa funcao assumir o valor zero, isso somente seria possivel com uma descontinuidade
em f. Observe que, mesmo a funcao que tangencia o eixo das abscissas, tem seu sinal
alterado no ponto de tangencia, que é o zero da funcao, pois nesse ponto a fungao nao

teria sinal, seria nula.ll

Proposicao 3.1.5. Seja p a maior raiz real da fungao polinomial f(x). Entao todo x no

intervalo (p, +00) C R, terd o mesmo sinal do coeficiente lider de f(zx).

Demonstragdo: Pela Proposicao 3.1.4 sabemos que lim f(x) possui o mesmo sinal
r—+00

do coeficiente lider. Tal sinal nao sofre alteracdo apdés a maior raiz real de f(x), ou seja,

considerando p a maior raiz real de f(z) o sinal de f(z) serd igual ao sinal do coeficiente

lider de f(z) para todo = > p.O0

Teorema 3.1.9. Seja o um zero real de uma fungdo polinomial f(z). Temos entao, dois

casos distintos, que ocorrerao devido a paridade de c:

1. Se a multiplicidade de « for par, entao existe uma vizinhan¢a de o na qual f(x)

possui sinais iquais a direita e a esquerda de .

2. Se a multiplicidade de o for impar, entdo existe uma vizinhanga de o na qual f(z)

possui sinais contrdrios a direita e a esquerda de c.



3.1 Fundamentacao Tedrica 26

Demonstracao: Para provar isso vamos considerar « sendo uma raiz real do polinomio

m

f(z) € R[z], com multiplicidade m. Logo teremos entao que f(x) = (r —a)™-¢(x) , com

q(a) # 0 e m € N. Sendo assim temos dois casos a considerar:

1. Caso 1: m é par. Logo m = 2n, onde n € N, e podemos ter ¢(«) > 0 ou g(a) < 0.

e ¢(a) > 0, portanto

lim f(z) = lim (z — a)* - q(x) > 0,

T—Qa T—a

visto que
lim (z — a)®" > 0;
Tr—a
e
lim f(z) = lim (z — a)*" - q(z) > 0,
z—at z—at
visto que

lim (z — a)* > 0.

z—at

Portanto quando g(«) > 0 e m é par, temos uma vizinhanga de «a, cuja direita
e esquerda de a fazem com que f(z) possua o mesmo sinal, no caso, positivo.
)* - q(r) < 0, visto que lim (z — a)*" > 0;

e ¢(a) < 0,portanto lim f(x) = lim (z — «
T—o Tr—a T—o

e lim f(r) = lim (z —a)* - q(z) <0, visto que lim (x — a)** > 0. Portanto
z—at z—at z—at
quando g(a) < 0 e m é par, temos uma vizinhanga de «a, cuja direita e esquerda

de «a fazem com que f(x) possua o mesmo sinal, no caso, negativo.

2. Caso 2: m é impar. Logo m = 2n + 1, onde n € N, e podemos ter ¢(a) > 0 ou

q(a) < 0.
e ¢(a) > 0, portanto

lim f(z) = lim (z — a)*"* . q(z) <0,

T—o T—o
visto que
lim (z — a)** <0
T—o
e
lim f(z) = lim (z —a)*™ . q(z) >0,
z—at z—at
visto que

lim (z — a)?"*! > 0.
z—at
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Portanto quando ¢(a) > 0 e m é fmpar, temos uma vizinhanga de «, cuja

direita e esquerda de « fazem com que f(x) possua sinais contrarios.

e ¢(a) <0, portanto

lim f(z) = lim (z — a)** - q(z) > 0,

T—a T—a

visto que
lim (z — a)*"* <0
T—o
e
lim f(z) = lim (z —a)*"*! . ¢(z) <0,
z—at z—at
visto que

lim (z — a)*"*! > 0.
z—at

Portanto quando ¢(a) < 0 e m é fmpar, temos uma vizinhanga de «, cuja

direita e esquerda de « fazem com que f(x) possua sinais contrarios.[]

Obs.: Esse teorema, mais a proposicao 3.1.5, sao a espinha dorsal do método

de resolucao de inequagoes-produto e inequacoes-quociente, que aqui venho propor.

Observe que as raizes nao reais de uma fungao polinomial f(z) € R[z] ndo cau-
sam impacto algum no estudo do sinal de f(x). De fato, as raizes nao reais do polinémio
f(z) € R[z], como visto no Teorema 3.1.5, ocorrem em pares conjugados, e nao constituem
zeros reais da funcao. No teorema 3.1.7, vimos que todo polinémio f(z) € R|x], é escrito
na forma fatorada de modo tinico a nao ser pela ordem de seus fatores monicos e de seu co-
eficiente lider, lembrando que esses fatores sao: o coeficiente lider, os polindomios monicos
de grau 1 e/ou os polinomios de grau 2 do tipo f(x) = 22 + bx + ¢ onde o discriminante ¢
negativo. Devemos também observar o fato desses polinomios de grau 2 e discriminante
negativo, possuirem sempre sinal positivo, independente do valor atribuido a abscissa x
(basta calcularmos f'(x) = 2x + b e f"(z) = 2, e perceber que sendo a derivada segunda
igual a 2, o gréfico de f possuira concavidade para cima, e da derivada primeira, que para
T < _71’, f € decrescente, que para z < _7”, f € crescente, fazendo com que o ponto de

—b

abscissa x = = seja um minimo local; portanto o valor minimo de f ¢é f (_7") =

—b2+4c
4

como A = b? —4¢ < 0, temos que —b®> + 4c > 0, e com isso: que para todo x € R,

f(z) é positiva). Portanto os polindmios monicos de grau 2 sao sempre positivos. Sendo

assim, o estudo do sinal de f(z) = a(z — 1) -...- (x = B)" - (p1(2z))™) SO (ps(z))™,
+ + +
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onde os indices de [ e p sao numeros naturais positivos e consecutivos, sera feito por

g(x) =alz—G1)" - ...« (x — Bs)".

3.2 Procedimento para resolucao de inequacoes poli-

nomiais

Resolugao da inequagao polinomial f(z) < 0, f(z) >0, f(x) < 0ou f(x) >0,
quando f(z) € Rz].
Como acabamos de ver, o sinal de uma func@o polinomial f(z) € Rz], escrita na forma

fatorada, como

fl@) =ale=B)" - (2= B)" - (pa(@)™ - (i)™,

e o sinal de f(x) poderd ser estudado, pela funcao

glx)=alz—05)" ... (x— Bs)".

Sendo assim para f(z) <0, f(z) >0, f(z) <0e f(x) > 0, devemos ter, respectivamente,
alx —[)" (= Bg)™ <0,

alx—[)" (=)™ >0,

ale—=P0)" (=) <0

alr—p)" (= Bg)" > 0.

Essas inequacgoes sao chamadas de inequacoes-produto, cuja resolugao, usando-se as con-

clusoes anteriores, podera ser feita da seguinte maneira:

e Numa reta real, marcarmos todas as raizes reais do polinémio f(z), tomando o
cuidado de observar a multiplicidade de cada uma dessas raizes. Sendo eq,...,e¢q,
uma sequeéncia crescente feita com [, ..., 3;, onde cada e;, com j € Ne 1l < j <s,
serd marcado como fechado quando f(z) < 0ou f(z) > 0 e aberto quando f(z) <0
ou f(z) > 0, visto que no primeiro caso queremos também na solugao os valores que

anulam a funcao f e no segundo caso nao. Observar a figura abaixo:
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quando fix) =0 ou fix)< 0 quando f{x) > 0 ou f{x) <0
¢ ® * 0 O
e e, g e, € ... ¢

e Da Proposigao 3.1.5, podemos concluir que o sinal de f(z) para x > e, é igual ao

sinal do coeficiente lider a.

e Do Teorema 3.1.9, temos que o sinal na vizinhanca de cada uma dessas raizes de-
pendera da multiplicidade de cada raiz, ou seja, da paridade de ry,...,rs, como ja
temos o sinal da funcao quando x > ez, podemos vir colocando da direita para a
esquerda da reta real os sinais de cada intervalo compreendido entre as raizes reais,
tomando-se o cuidado de manter na esquerda de uma raiz o sinal que estava a sua
direita quando a multiplicidade dessa raiz for par e trocando o sinal quando a mul-
tiplicidade dessa raiz for impar, até terminarmos a reta. Dessa forma temos nessa
reta o estudo do sinal da funcao f e sendo assim podemos responder os intervalos

que satisfazem a inequacao proposta.

3.3 Resolugao de inequacoes-produto e inequacoes-

quociente

3.3.1 Inequacoes-produto

Como vimos no Teorema 3.1.7, todo polinomio f(z) € R[z], pode ser escrito
de maneira unica a nao ser pela ordem de seus fatores monicos irredutiveis. Também
vimos na se¢ao 3.2, que podemos resolver inequagoes envolvendo o polinomio f(z), citado

acima, analisando o coeficiente lider e os fatores que compoem f(z).

Sabemos que sendo R um corpo, que a inequagao do tipo f(x) <0, f(z) > 0,
f(z) < 0ou f(x) > 0 pode ser resolvida da mesma forma quando os fatores que compoem
f(x) ndo sdo monicos e irredutiveis, afinal a inequa¢do é a mesma, com o0s mesmos ze-

ros, mesmo coeficiente lider e mesmo comportamento grafico, apenas foi escrita de forma
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diferente. Portanto ao aplicarmos o método proposto numa inequacao-produto, nao é
necessario que os fatores sejam monicos e irredutiveis, pois trata-se do estudo do sinal da

mesma funcao f.

O maior cuidado a ser tomado, é com o coeficiente lider de f(x), que pode
estar fatorado e distribuido entre os fatores que compéem f(z). Porém como nao nos
interessa o valor numérico do coeficiente lider, nos interessa apenas o seu sinal, fica facil

estabelecé-lo fazendo-se o produto dos sinais dos coeficientes lideres dos fatores.

Por exemplo: seja o polindmio
flw) = =362 (z + 17 (x = 1)*(w = 3)(w + 2z +4)(a* +4),

cujo coeficiente lider ¢ igual a —36 e as raizes reais sao 0, —1, 1, 3 ,—2 e —4, onde a raiz
—1 possui multiplicidade 2 e a raiz 1 possui multiplicidade 3; as demais raizes possuem
multiplicidade 1. Logo quando x > 3, f assume o valor do coeficiente lider (negativo), daf
em diante basta seguir o passo a passo mencionado na se¢ao 3.2, que teremos o estudo do

sinal de f. Porém o mesmo polinomio poderia ser apresentado, por exemplo, como:
f(z) = (32 + 62)(1 — 2*)(z + 1)(—62* — 24)(22* — 8z + 6)(—2* — 32 — 4),

observe que agora temos seis fatores: o primeiro fator (3z% + 6x) possui 0 e —2 como
raizes e coeficiente lider igual a 3 (positivo), o segundo fator (1 — x?) possui —1 e 1 como
raizes e coeficiente lider igual a —1 (negativo), o terceiro fator (z 4+ 1) possui —1 como
raiz e coeficiente lider igual a 1 (positivo), o quarto fator (—6z% — 24) nao possui raizes
reais e possui coeficiente lider igual a —6 (negativo), o quinto fator (2z* — 8x + 6) possui
3 e 1 como raizes e coeficiente lider igual a 2, e finalmente o sexto fator (—z? — 3z + 4)
que possui —4 e 1 como raizes e coeficiente lider igual a —1 (negativo).

Ou seja, temos as mesmas raizes com as mesmas multiplicidades mencionadas anterior-
mente. E basta multiplicarmos os coeficientes lideres de cada fator, que teremos —36
como resultado, porém nao é necessario o valor do coeficiente lider, precisamos apenas do

seu sinal, para que possamos ter o sinal de f, quando x > 3.

Abaixo, temos um exemplo capaz de explorar de forma satisfatoria o que até
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aqui foi exposto. Resolvendo a inequacgao-produto:

(2 —2)(2* — 27+ 3)(2z — 6)(4 — 2*)(x — 3) < 0.

Primeiro teremos que calcular as raizes reais de cada fator.
Sendo assim, temos, * = 2 no primeiro fator, que o segundo fator nao possui raizes re-
ais, * = 3 no terceiro fator, x = +2 no quarto fator, e x = 3 no quinto e iltimo fator.
Portanto as raizes sao —2, 2 e 3 onde —2 possui multiplicidade 1 e as demais possuem

multiplicidade 2.

O sinal do coeficiente lider é o produto entre os sinais dos coeficientes lideres

dos fatores: (2 — ) (v* — 22 + 3) (22 — 6) (4 — 2*) (z — 3), portanto o coeficiente lider é
—— T —————— T —

- + - - +
positivo e assim sendo quando z > 3 o polinémio é positivo.

Agora basta colocarmos as raizes em ordem crescente, marcar os intervalos
como fechados, pois queremos os valores de x menores ou iguais a zero, e nos atentarmos

que 2 e 3 sao raizes duplas, portanto sua vizinhancga possui sinais iguais, que teremos:

Solugdo: S = (—o0, — 2] U{2,3}

Observe como, usando-se o método vigente em nossas escolas a mesma ine-

quagao seria resolvida. Resolvendo:
(2 —2)(z* — 20 +3)(22 — 6)(4 — 2*)(x — 3) <0,
Devemos observar, que todo zero real da fungao
flx)=(2—2)(2* =22+ 3)(2x — 6)(4 — 2°)(x — 3)

pertence a solucao da inequagao, pois queremos que o polinomio seja menor ou igual a zero.

Primeiro teriamos que estudar o sinal da funcao que cada fator representa:
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e A(x) =2 — z, é uma fungdo de grau 1, possui como grafico uma reta decrescente e

zero da funcao x = 2, e assim sendo, o estudo do seu sinal sera:

e B(z) = 2?—2x+3, é uma fungao de grau 2, possui como grafico uma pardbola com
concavidade para cima e nao possui raiz real, e assim sendo, o estudo do seu sinal

sera:

e ((x) = 2x — 6, é uma fungao de grau 1, possui como grafico uma reta crescente e

zero da funcao x = 3, e assim sendo, o estudo do seu sinal sera:

e D(z) = 4 — 22, é uma fungao de grau 2, possui como grafico uma parabola com

concavidade para baixo e raizes -2 e 2 , e assim sendo, o estudo do seu sinal sera:

e F(x) =2 — 3, éuma fungao de grau 1, possui como grafico uma reta crescente e

zero da fungao x = 3, e assim sendo, o estudo do seu sinal sera:
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+

e Depois fazemos o quadro de sinais, comparando os resultados encontrados anterior-
mente, para que possamos definir o, ou, os intervalos que fazem com que a fungao

seja nao positiva, visto que a inequacao propoe que f(z) < 0:

-2 2 3

+ -+ ‘ - -
A

-+ + + +
B

- - - +
C L

- + _ _
D » 9

- _ - +
E

- P I n

ABCDE * ’

Observando a iltima linha do quadro de sinais, teremos a solucao, ou seja, os

intervalos que fazem com que f(z), seja ndo negativa. Portanto, temos como solugao

o conjunto: S = (—oo, — 2] U{2,3}.

3.3.2 Inequacoes-quociente

Sejam os polinémios f(z) € R[z] e g(z) € R[z], onde g(x) # 0. As inequagdes:
<

M < 0, M > 0, f_x) 0 e M > 0, sao ditas inequagoes-
g(x) g(2) g(x) g(x)
quociente.

x x
M <O0e & > 0, temos que ter o cuidado adicional de nao
9(x) g(x)
incluirmos na solugao os valores de x que anulam o denominador, ou seja, nao devemos in-

Obs. Nas inequacgoes

cluir na solugao os zeros da fungao g(z), o restante da resolucao das inequagoes-quociente

¢ identico a resolucao das inequacgoes-produto. Pois sabemos que:

e se f(z) > 0eg(x) >0, o0produto f(x)-g(z) serd positivo, e a divisao % também.

e se f(x) >0eg(x) <0,0produto f(x)-g(z) serd negativo, e a divisao % também.
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e se f(z) <0eg(x)>0,0produto f(x)-g(x) serd negativo, e a divisao % também.

e se f(z) <0eg(x) <0, oproduto f(x)-g(z) serd positivo, e a divisao % também.

Portanto a tnica diferenga é o fato de que quando f(z) = 0 ou g(x) = 0 o produto
f(z) - g(x) serd nulo, porém a divisao % s6 serd nula quando f(x) = 0, visto que o

denominador de uma fracao nao pode ser igual a zero.
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4 Aplicacao do método no ensino médio e
suas vantagens

Como sabemos, nao podemos em salas de aula do ensino médio, fundamentar
esse tipo de resolucao de inequagoes-produto e inequagoes-quociente, utilizando termos
como limites, por exemplo, mas podemos fazer outro tipo de abordagem para explicar a
esse aluno o que estamos fazendo. Para isso temos que o aluno tenha como pré-requisito
o conhecimento de funcao constante e das fungoes polinomiais do 1° e 2° graus. Por isso
creio ser essencial que no momento da introducao dessa proposta, se faca uma revisao
rapida sobre tais assuntos, e que nessa revisao sejam inseridas consideracoes e conclusoes
necessarias para que algumas conjecturas sejam feitas de modo satisfatério e assim sendo,
possamos fazer uma boa argumentacao do que vamos propor como método de resolugao

das inequacoes-produto e inequacoes-quociente.

4.1 Sugestao (passo a passo)

A seguir, fago um passo a passo, que vao proporcionar a realizacao de algumas conjecturas
necessarias para que o aluno tenha compreensao do que estd fazendo, e assim possa

usufruir dessa resolucao mais rapida.

e PRIMEIRO PASSO: Recordar algumas conclusoes sobre fungoes, como: o zero da

[N

funcao, o que significa dizer que em determinado intervalo ou valor a fungao

[

positiva ou negativa e o que significa que em determinado intervalo a funcao
crescente, decrescente ou constante. Para essa revisao ser rapida e eficiente, acredito
que uma boa estratégia seria o professor apresentar a turma o grafico de uma funcao
qualquer, porém é interessante que essa funcao seja rica em intervalos positivos e
negativos, zeros da funcao e etc, para que essa revisao possa ser bem explorada
(lembrar que esses contetdos ja foram estudados, inclusive em um espaco de tempo
nao muito distante, e que por isso, provavelmente faz parte da memoria recente
desse aluno, o que com certeza facilita muito). A seguir, deixo uma sugestao de

grafico e de perguntas:
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1. Esse grafico pode representar uma funcao? Em que dominio?
2. Qual é o conjunto imagem dessa fungao?

3. Quais sao os zeros dessa fungao?

4. Quais os intervalos nos quais essa funcao é positiva?

5. Quais os intervalos nos quais essa funcao é crescente?

6. Quais os intervalos nos quais essa funcao é constante?

7. Quais os intervalos nos quais essa funcao é negativa?

8. Quais os intervalos nos quais essa funcao é decrescente?

e SEGUNDO PASSO: Devemos lembrar ao aluno que fungdes constantes f(z) = a,
com excecao do caso a = 0, nao possuem zero da funcao e terd sempre o mesmo
sinal, ou seja, se a > 0, entdo f(x) > 0, mas se a < 0, entdo f(z) < 0; nesse
momento é bom lembrar ao aluno que o grafico de uma fungdo constante é uma
reta paralela ao eixo das abscissas intersectando o eixo das ordenadas em y = a;
em outras palavras, devemos frisar para o aluno que em uma funcao constante onde
a # 0 se a for positivo, a funcao serd sempre positiva, e se a for negativo, a fungao
serd sempre negativa; salientando portanto que mesmo que o valor de z fique muito

grande essa funcao manterda o sinal de a.
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por maior que x
possa ser o valor de
¥ permaneceri o
mesmo, sendo assim
A Y ~ - HY
- a funcio manteri o
a sinal da constante a
X X
i

e TERCEIRO PASSO: Devemos lembrar ao aluno que funcoes polinomiais do pri-

meiro grau, possuem sempre apenas um zero da funcao e que seu grafico sempre

serd uma reta inclinada (se a > 0, a reta serd crescente, e se a < 0, a reta serd de-

crescente, sendo a o coeficiente angular da reta, também chamado taxa de variagao.

E importante ressaltar que nesse momento estamos recordando os aspetos de uma

funcao afim que nos interessa para a resolucao de inequagoes-produto e inequagoes-

quociente, mas que o assunto, fun¢ao afim, nao fica resumido a isso), portanto fica

facil compreender, pelo tipo de grafico, que o zero da funcao é o valor de x que faz

com que a funcao mude de sinal.

Observar que quando a> 0,
se x for maior que k. v sera
sempre positivo, mas se x
for menor que k, v serd
sempre negativo.

Observar que quando o< 0,
se x for mator que k. ¥ sera
sempre ﬂfgﬂﬂ\'ﬂ: mas Se X
for menor de k, v serd
sempre positivo.

Y ™Y

AN

/ x
/ lote que em uma funcio afim

o zero da funcio sempre faz
com que a funcio mude de
sinal
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Il‘IFIC'.Il:bser'.'ar que quando a = 0, s;
x fica extremamente grande a
funcio sera sempre poistiva,
pois os pontos dessa reta terdo
ordenadas cada vez maiores,
porém quando g < 0, se x fica
extremamente grande a funcio
serd sempre negativa, pois os
pontos dessa reta terio
ordenadas cada vez menores.

e QUARTO PASSO: Devemos lembrar ao aluno (mais uma vez, devo ressaltar que
nesse momento serao abordados apenas os aspectos ue nos interessam para resolucao
de inequacoes, mas que o assunto funcao quadratica nao deve se resumir a apenas
isso) que fungoes polinomiais do segundo grau, sempre possuem gréafico no formato
de parébolas, porém podem possuir ou nao zero(s) da func¢ao (caso o discriminante
(|Delta) seja menor, maior ou igual a zero), lembrar também que numa fungao
quadrética escrita da forma f(z) = ax® + bx + ¢, o sinal do coeficiente do termo de
maior grau (a) determina a concavidade da pardbola e que f(r) = ax? + bx + ¢ é
equivalente a f(z) = a(z — z1)(x — x2), (onde 1 e x5, quando reais, sdo os zeros da

func¢do). Sendo assim temos:

fix) =0, terd duas
raizes reais distmtas,
ou seja, duas raizes
simples

bei_ZﬂX} podera ser escrita

Ax)=alx - Jrl)(x - xl“}
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flx) =0, terd duas
raires reais e iguais,
ou Seja, wna raiz
dupla

Obs_: fix) podera ser escrita

fix) = alx - kf

x) < 0, a fimcdo
nio posswird zero da
c3o

Observar entao que em todos os seis casos, se x assume valores extremamente gran-
des a fungao terd o mesmo sinal de a (observar os gréficos), ou seja, que para valores
de x extremamente grandes a funcao serd positiva se a > 0 e serd negativa se a < 0.

Devemos observar também que quando:

— (A < 0) a fungao sempre terd o mesmo sinal de a.
— (A > 0) a fungao muda de sinal na vizinhanga dos zeros da fungao.

— (A =0) a fungao nao muda de sinal na vizinhanga do zero da funcao.

QUINTO PASSO: Recordar que quando resolvemos a’ , com a real e b natural, temos
que o resultado so6 sera igual a zero quando a = 0, que serd sempre positivo quando b
for par, e que quando b for impar, o sinal de a® serd igual ao sinal de a. Logo, que por
conta disso a resolugao de inequagdes do tipo (z—k)" > 0, (z—k)" <0, (z—k)" >0

e (z — k)" <0, pode ser feita com essas consideragoes (importante resolver com os
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alunos alguns exemplos, geralmente ficam emplogados quando percebem que teriam
como dar a solucao, sem célculo algum, as inequagoes (x — 3)% > 0, (z — 3)? < 0,
(r —5)% <0, ou a equacido (z — 1)? = 0, sem que seja preciso realizar produtos
notéveis). Devemos mostrar também ao aluno que como f(z) = a(x — k) é uma
fungao afim, cujo unico zero da fungao é o ntimero k, que apesar de f(x) = a(x—k)",
nao ser uma funcao afim, também é uma funcao, cujo unico zero da funcao é k

(lembrar ao aluno que a(x — k)" = a(x —k)(x —k)-...- (z — k). E que, assim

N

N
n-vezes

sendo, podemos afirmar que:

— se n for par, f(z) = a(x — k)", serd igual a zero apenas se x = k, com x
diferente do zero da fungao, f(z) sempre possuird o sinal de a, ou seja, que
o zero da funcao k faz com que a vizinhanca de k, exceto k possua o mesmo
sinal.
(O termo “vizinhanga” aqui utilizado, apesar de se referir ao mesmo visto no
calculo, deverd ser utilizado apenas como um idéia de proximidade, visto que
tais conceitos aqui nao cabem, mas que por outro lado, introduz a idéia de que

existe uma vizinhanga nao mensuravel a esquerda e a direita de k).

— se n for impar, f(z) = a(x — k)", serd igual a zero apenas se x = k, possuird
sinal contrario de a se, e somente se, < k e possuird o mesmo sinal de a se, e
somente se x > k, ou seja, o comportamento do sinal da funcao f(z) = a(z—k)"
serd idéntico ao comportamento do sinal da funcdo afim f(z) = a(z — k), e
assim sendo, o zero da funcao k, faz com que a vizinhanca de k, exceto k,

possua sinais contrarios.

e SEXTO PASSO: Lembrar que

flz)=alx—k)"=a(z—k)(x—k)-...- (z —k),

N J
-~

com n elementos

portanto, sendo k£ um ntmero real, temos que n representa a quantidade de zeros
reais da fungao f(x) = a(z — k)", e n serd denominada, a multiplicidade da raiz k.
Dai podemos concluir que:

— sendo n um ndmero par, a vizinhanca de k possuird o mesmo sinal.

— sendo n um numero impar, a vizinhanca de k£ possuira sinais contrarios.
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Com isso podemos concluir, analisando em conjuntamente as conclusoes menciona-

das na revisao acima, o seguinte:

1. Numa funcao polinomial de grau g, onde 0 < g < 2, quando z é extremamente
grande, a funcao terd o sinal do coeficiente de maior grau da fungao, e sé
sofrera alteracao quando os valores de x alcancarem o maior zero real dessa
funcao (lembrar ao aluno que o zero da func¢ao anula a fungao, portanto esse
zero da funcao altera o valor da funcdo, mesmo que no em torno desse zero
da fungao os sinais sejam iguais); chamar a atengdo do aluno que isso nao se
aplica para a funcao f(x) = 0, inclusive cabe salientar a esse aluno que essa
funcao nao possui grau zero.

Obs.: No ensino médio nao esta prevista a resolucao de inequagoes envolvendo
funcoes polinomiais com grau maior que 2, porém aparecendo alguma, teremos
que fatorar esse polinomio em polindémios de grau 1 e/ou 2. Apenas devo
salientar que fatorar um polinomio, nem sempre é uma tarefa simples e muitas
vezes sao necessarios conhecimentos mais avancados, o que nao é o foco nesse
momento, mas mesmo assim creio que, em momento posterior, vale salientar

algumas fatoracoes simples.

2. Numa fung¢ao polinomial de grau n, um zero real da funcao com multiplicidade
impar, muda o sinal da func¢do (valores muito préximos desse zero da funcao
vindos pela esquerda ou pela direita, possuem sinais diferentes), mas um zero
real da fun¢do com multiplicidade par ndo muda o sinal da funcao, (valores
muito préximos desse zero da funcao vindos pela esquerda ou pela direita,
possuem o mesmo sinal) a nao ser no préprio zero da fungao, que é nulo.

Por exemplo: Sejam x1, xo, 3, T4, T5 € xg, zeros reais de uma determinada
funcao f, marcados na reta real abaixo. Obervar que x5, T3, T4 € xg, possuem

multiplicidade impar, enquanto que z; e x5, possuem multiplicidade par.

Essas duas conclusoes bastam para que possamos propor um outro método para

resolucao das inequagoes polinomiais que tanto aparecem no aprendizado da algebra
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do ensino médio, que sao inequagoes que propoem o produto, a divisao ou ambos

de polinomios cujos graus 0; 1 e 2.

e SETIMO E ULTIMO PASSO: Resolver algumas inequagoes-produto com os alunos

do seguinte modo:

1. Esclarecer ao aluno que aquele produto apresentado significa uma funcao, e
que devemos na solucao ter os valores de x que fazem com que aquela fungao
tenha tal comportamento (menor que zero, maior que zero, menor ou igual a

zero, ou, maior ou igual a zero).

2. Calcular todos os valores reais que anulam cada fator (importante que tra-
balhemos primeiro apenas inequagoes-produto) e observar quantas vezes cada
valor ocorreu, para que possamos concluir a paridade da multiplicidade de cada
raiz real, o que é crucial para a resolugao da inequagao, como visto em (2) do

sexto passo.
3. Marcar numa reta real esses valores (que sdo os zeros reais da fungao).

4. Usando a conclusdao 1 (um) do sexto passo, inserir o sinal do intervalo da
extremidade direita da reta real, tal sinal serd obtido fazendo-se o produto

entre os sinais dos coeficientes lideres de cada fator.

5. Usando a conclusao (2) do sexto passo, inserir (da direita para a esquerda) os
sinais que a fungao admite nos intervalos delimitados pelos zeros da funcao que

foram marcados.

6. Observar que quando a inequagao usa as desigualdades (menor ou igual a zero,
ou, maior ou igual a zero), queremos também os valores que anulam a funcao
(por conta disso os zeros da fungao pertencem a solugao da inequagio), porém
se a inequagao usa as desigualdades (menor que zero, ou, maior que zero) os
zeros da fungao nao fazem parte da solugao da inequagao; na pratica marcamos
uma bolinha fechada para indicar que o zero da funcao pertence a solucao da
inequagao quando os sinais sao (< ou >), e marcamos uma bolinha aberta para
indicar que o zero da funcao nao pertence a solucao da inequacao quando os

sinais sdo (< ou >).

7. Marcamos o(s) intervalo(s) que correspondem ao sinal da desigualdade presente

na inequacao.
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Apos resolver alguns exemplos de inequagoes produto, salientar ao aluno que
f(x)
g(x)

como também nao existe diferenga entre resolver a inequacgao f(z) - g(z) > 0 e a ine-
f(z)

g(x)
a divisdo. Porém que devemos ter cuidado quando as desigualdades sao do tipo (< ou

nao existe diferenca entre resolver a inequagao f(x) - g(x) < 0 e a inequagao < 0,

quacao > (), visto que a regra de sinais que rege a multiplicacao é a mesma que rege

>), pois nao devemos esquecer que o denominador de uma fragao tem que ser diferente
de zero, e portanto, que os valores que anulam o denominador (os zeros da fun¢ao que

compdem esse denominador), ndo podem constar na solu¢ao da inequagdo, ou seja, as

1) o f@)

< 0e ——= >0, terdo sempre g(x) # 0, de resto suas resolugoes serao,
9(x) g(x)

respectivamente, idénticas a f(z) - g(x) <0e f(z)- g(xz) > 0.

inequagoes
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5 Aplicacao do método de resolucao de
inequacoes

Venho aplicando ao longo desses 1ltimos dois anos, esse método para resolucao
de inequacoes, e tenho tido uma avaliacao muito positiva. A seguir, alguns depoimentos
de alunos da terceira série do ensino médio do IFRJ (Campus Arraial do Cabo), que
aprenderam a resolver equacoes polinomiais pelo método utilizado nos livros didaticos
na primeira série do ensino médio (e vieram utilizando esse mesmo método de resolugao
durante todo o ensino médio, quando deparavam-se com tais inequagoes). Por se tratar
de uma turma pequena (terceira série do curso técnico de informética, onde muitos ja
prestaram vestibular e passaram, e também por ser o meés de janeiro, no IFRJ, tivemos
aula em janeiro de 2016, calenddrio de reposicao de aulas por conta da greve), havia na

turma apenas sete alunos.

Para recolher tais depoimentos, fiz uma revisao de como aprenderam, na pri-
meira série do ensino médio, resolver uma inequacao-produto e uma inequacgao-quociente.
Apoés essa revisao cada aluno recebeu uma folha contendo quatro inequacoes. As ine-

quacgoes foram as seguintes:

o (x+2)(z2—-9)>0
4—x
o ——— <
x24+3r—4 7
. (z —3)(2* + 1)(—2* + 3x)
(—2? + 4z — 4)(z — 2)
(x —1)(x? —2x 4 3)

>0

O tempo médio para essa tarefa foi de 20 minutos. Depois recolhi a tarefa e
a seguir apresentei o método de resolucao proposto nessa dissertagao, seguindo o passo
a passo mencionado nesse trabalho. Apds apresentar o método, distribui uma folha con-
tendo as mesmas quatro inequacoes, porém fora de ordem, o tempo médio para a tarefa

passou a ser de 8 minutos. Na corregao observei que na primeira tarefa (onde fizeram pelo
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método vigente nos livros didaticos) apenas quatro alunos acertaram as quatro inequacoes,
na segunda tarefa (onde fizeram pelo método proposto nesse trabalho) esse nimero su-
biu para seis. Depois propus que escolhessem o método e resolvessem duas inequagcoes

(z—2)*@B—z)*(4—-2)'<0e 7;%}?;3&5?:3)?;2) > 0). Cem por cento da turma preferiu

o método proposto por essa dissertacao. Pedi entao, que, se preferissem anonimamente,

tecessem comentarios sobre o método proposto. Copio abaixo alguns desses comentarios.

“Bu achei o método diferente do tradicional, muito mais prdtico, onde os cdlculos fo-

ram simplificados, diminuindo a possibilidade de erros.”

“Bu achei que o novo método é muito interessante e muito mais simples. Com certeza
pode ajudar e facilitar a vido dos estudantes, principalmente os que tem dificuldades de

aprendizado.”

“Considero o método proposto mais prdtico, e bem elaborado, uma vez que seque métodos

de comprovacao plausiveis, dessa forma obtendo resultados satisfatorios.”

“Achei util, visto que o método original se mostra mais longo e rebuscado, apresentando
dificuldades para a resolucdo. O método novo aumenta as chances de acerto, dada a maior

praticidade de sua aplicacao.”

“Achei o método muito interessante e util principalmente para estudantes que, para fazer

uma prova de vestibular por exemplo, precisam de tempo.”
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6 Consideracoes finais

Como dito antes, esta monografia, visa o professor que atua no ensino bésico
médio e tem como objetivo principal apresentar um método para resolucao de inequagoes,
com énfase nas inequacoes-produto e inequagoes-quociente, que além de diminuir o tempo
de resolucao e demandar menos espaco fisico para a mesma, acrescenta informagoes re-
levantes do comportamento do estudo de fungoes polinomiais, diminuindo a repeticao
mecanica e ampliando o conhecimento do aluno do ensino médio, sem com isso apresentar
uma dificuldade maior para o aprendizado do tépico e consequentemente da matemaética.
Durante alguns anos, apresento aos alunos das turmas em que leciono/lecionei esse método
(apds a apresentagao do método vigente nos livros didéticos, pois sei que a grande maioria
dos meus alunos prestarao prova para concursos, principalmente vestibular, e tal método
nao seria aceito por ser desconhecido), obtendo sempre uma avaliagdo muito positiva,
até hoje em um universo de pelo menos 600 alunos, apenas 2 alunos, disseram preferir o
método anterior, inclusive na maioria das vezes, me foi relatado que quando se deparas-
sem com uma prova discursiva, fariam um rascunho com o método aqui proposto, para

confirmarem o resultado obtido no método tradicional.
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