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Resumo

O presente tema aborda uma proposta metodoldgica para a inser¢ao dos conceitos bdsicos
da Geometria Hiperbdlica no ensino das Geometrias ndo euclidianas na Educa¢do Bésica por
meio da utilizac@o de softwares de geometria dindmica como instrumento na constru¢ao e apro-
priacdo de novos conceitos geométricos, em especifico, do Geogebra. Apresenta-se um resgate
histérico sobre o surgimento e desenvolvimento das Geometrias ndo euclidianas, mostrando a
problematizacdo que envolveu o quinto postulado de Euclides. Sob as consideragdes tedricas da
Geometria Hiperbdlica faz-se a proposta de ensino, que constitui-se de sequéncias diddticas que
buscam explorar os conceitos e propriedades da Geometria Hiperbdlica no “Disco de Poincaré”,

comparando-a e confrontando-a com a Geometria Euclidiana.

Palavras-chave: Geometrias ndo euclidianas, geometria hiperbdlica, geometria dindmica
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Introducao

Caracterizando-se como um objeto de uso sociocultural € um componente importante na
constru¢do da cidadania e avanco da humanidade, que se desenvolveu a partir da observagao e
do estudo da natureza e seus fendmenos, o conhecimento matematico possibilita a investigacao,
a representacdo e a comprovacao de fendmenos por meio de uma linguagem particular, permi-
tindo transformar e interpretar a realidade através de seus codigos e regras. Como componente
curricular obrigatério do nicleo comum no Ensino Médio, conforme as Diretrizes Curriculares
Nacionais do Ensino Médio - DCNEM [19], a Matematica tem como objetivo proporcionar aos
estudantes a apropriacdo da linguagem, a constru¢do de conceitos, a relagcdo com as demais areas
do conhecimento, no qual a aprendizagem matematica contribui na construcao de competéncias
tais como: capacidade de resolver situagcdes-problema, de investigar, argumentar, entender feno-
menos, expressar-se simbolicamente, tomar decisdes e elaborar propostas.

Neste contexto, o estudo dos conceitos geométricos constitui-se essencial no curriculo de
Matematica na Educacdo Bdsica ao permitir o desenvolvimento de um tipo de pensamento que
permite compreender, descrever e representar o mundo em que vive de forma organizada. Dentre
0s quatro tipos especificos de pensamentos ou raciocinios que a Matematica permite desenvolver
configura-se a visdo geométrica espacial, mais utilizado no aprendizado da geometria e suas
aplicagdes, que diz respeito a habilidade de construir representacdes mentais a partir da interacao
com 0s objetos e com 0s movimentos no espaco fisico [16].

Para Pais [36], o conhecimento geométrico constitui-se de trés aspectos epistemoldgicos,
a saber: o intuitivo, o experimental e o tedrico. O objetivo do ensino da geometria € chegar
ao seu aspecto tedrico, entendido como conceito geométrico. Mas, nesse processo, a intui¢ao
e a experimentacdo desempenham papéis fundamentais, sendo que a intui¢ao é uma forma de
conhecimento imediato que estd sempre disponivel no espirito das pessoas e cuja explicitagdo
nao requer uma deducao racional guiada por sequéncia légica de argumentos deduzidos uns dos

outros. Dentre as justificativas apontadas pelos Parametros Curriculares Nacionais [12] para o
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ensino de outras geometrias no curriculo escolar estd o desenvolvimento de habilidades de visua-
lizagdo, desenho, argumentacao ldgica, utilizacdo de propriedades geométricas na representacao
e visualizacdo das partes do mundo que o cerca, tendo em vista que a Matematica ndo evolui
de forma linear, mas sofre rupturas e mudanca de paradigmas no seu processo de legitimacao,
superando a visdo de uma tUnica geometria para a aceitacdo de uma "pluralidade de modelos
geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar a realidade do espaco fisico"[12].
Além disso, € necessdrio propiciar a compreensdo da natureza da Matematica, em especifico da
Geometria, que a partir de verdades aceitas sdo deduzidas novas verdades.

Apesar de sua importancia, a geometria ndo é um dos assuntos tratados com énfase na Edu-
cacdo Basica, tendo em vista que a ma formagdo dos profissionais da educacdo repercute em
um ensino de geometria que se prioriza a aplicacdo de férmulas e comprovacao de proprieda-
des em detrimento do desenvolvimento da argumentacdo dedutiva como parte do processo de
construcao desse conhecimento.

Diante desse contexto e com o objetivo de contribuir com novas perspectivas para o ensino de
Matemitica, em especial da Geometria, na Educacdo Bdsica, é que se propde o presente estudo,
que traz ao educador a proposta de ensino das geometrias nao euclidianas, restringindo-se a Geo-
metria Hiperbdlica, que possam servir de apoio didético para o ensino da Geometria Hiperbdlica
em ambiente informatizado. O modelo escolhido a ser trabalhado € o plano de Poincaré conhe-
cido como "Disco de Poincaré", pelo fato de poder ser construido e visualizado com softwares de
geometria dindmica, neste caso o Geogebra, um software livre que pode ser implantado nas es-
colas da rede publica de educacdo. Nas sequéncias de atividades propde-se explorar as relacdes
entre as geometrias hiperbdlica e euclidiana por meio da manipulacdo dos entes geométricos no
plano euclidiano e hiperbdlico, do modo a desenvolver aspectos como: experimentacoes, intui-
cdo e inferéncia de resultados, constru¢do de enunciados formais de resultados e justificativas
formais.

O estudo estrutura-se da forma descrita a seguir. No primeiro capitulo traga-se um panorama
histoérico a fim de mostrar o desenvolvimento da geometria euclidiana e as discussdes do quinto
postulado de Euclides que deram origem as novas geometrias. No segundo capitulo descreve-se
os aportes tedricos axiomdticos que dao suporte a Geometria Hiperbdlica. No terceiro capitulo
trata-se da proposta de ensino, no qual concebe-se uma sequéncia de atividades a serem explo-
radas num ambiente de geometria dindmica os conceitos e propriedades bdsicas do mundo eu-

clidiano e hiperbdlico de forma comparativa. Espera-se que, através desse trabalho, ampliem-se
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possibilidades de ensino das geometrias para os professores de matematica da Educagao Bésica,
ao mesmo tempo em que se propiciem oportunidades para novas discussdes metodoldgicas e a

instrumentalizacio de processos educativos mais construtivos para todos os envolvidos.
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Capitulo 1

Aspectos Historiograficos das Geometrias
Nao-euclidianas

1.1 Surgimento das Geometrias

O desenvolvimento de diversos conhecimentos empiricos de carater geométrico dd-se com
a acdo humana na natureza ao longo dos tempos, em paralelo a diversas sociedades. Com a
invencdo da agricultura, um dos marcos histéricos por volta de 9000 a.C, o homem revoluciona
seu modo de viver fazendo-o a organizar-se socialmente no planejamento das terras e cultivo de
frutos. No Antigo Egito, surgem as necessidades praticas de demarcagdo de terras com maior
precisdo de espaco devido as inundagdes do rio Nilo, daf ser esta uma das referéncias por muitos
historiadores da origem da Geometria. A origem etimoldgica do termo Geometria vem do grego:
medida da terra. Os arquitetos e construtores primitivos construiam conceitos matematicos ao
resolverem problemas de maneira pratica sem se preocupar com formalidades, sendo assim que
a Matematica comegou, por experimentacdo, inducao e raciocinios [23].

A tomada de consciéncia progressiva da dimensao do espago enquanto fator econdmico ndao
foi o tnico incentivo ao estudo da Geometria, conforme expde Bivar [9]. A observacdo dos
fendmenos periddicos naturais, as fases da Lua, o ciclo anual do Sol com a sucessdo de esta-
coes, o cardter ciclico das variacdes climaticas, a sucessdo de dias e noites, o ciclo anual do Sol
que regula as estagdes do ano, a variagdao da posicdo do Sol, a estruturacdo dos calendarios, a
construcdo de templos e locais sagrados, permitiram ao homem desenvolver medidas de tempo,
observar regularidades e fazer previsdes acerca dos movimentos observados. Assim, pode-se di-
zer que “‘a matematica primitiva originou-se em certas areas do Oriente Antigo primordialmente
como uma ciéncia pratica para assistir a atividades ligadas a agricultura e a engenharia.” [22,

p.57]



Reconhecida como um corpo de conhecimentos social e politicamente construidos ao longo
da histéria, a Geometria enquanto drea da Matemadtica desenvolve-se primeiramente intuitiva-
mente a partir da acdo humana na natureza e nas sociedades. Embora sua origem tenha sido
creditada aos egipcios, pelo historiador grego Her6todo - pai da Histéria (séc. V a.C), outras
civilizagdes (sumérios, babilonicos, hindus e chineses) ja utilizavam os conhecimentos geomé-
tricos vinculados com os problemas praticos. De acordo com Garbi [23], os documentos histori-
cos egipcios que chegaram até nds datam de aproximadamente 2220 a.C, ja os tabletes sumérios
datam em cerca de 3.500 a.C, no qual ja utilizavam registros numéricos. As descobertas feitas
no Oriente Antigo, segundo Eves [22], pouco se tém conhecimento, principalmente porque os
primitivos chineses e indianos usavam como material de escrita materiais pereciveis, como casca
de arvore e bambu, ao contrério dos babilonicos e egipcios, que registravam em tdbulas de argila
cozida, em pedras e, papiros.

As escolas sumérias acumularam e propagaram conhecimentos matemdticos com a invengao
da escrita, que deixaram como heranga aos babilonios apds suas terras serem conquistadas por
outros povos. Familiarizados com problemas de mensuracdo pratica, infere-se que os babil6-
nios (2000-1600 a.C) tinham conhecimento de regras para o cdlculo da area de algumas figuras
planas (retangulo, tridngulos retangulo e isdsceles, trapézio retangulo), do volume de um parale-
lepipedo, e do comprimento aproximado de uma circunferéncia. Consideravam o comprimento
da circunferéncia como aproximadamente o triplo de seu didmetro, no qual usavam o valor 3%
como estimativa para w. Dentre os conhecimentos deixados pelos babilonios registrados em
tabletes, também estdo as “trincas pitagoricas”, registrados no Plimpton 322, produzido entre
1900 a.C e 1600 a.C. A divisao da circunferéncia em 360 partes iguais também deve-se aos
babildnios, que tiveram como marca principal na constru¢do de conhecimentos geométricos o
carater algébrico [22].

Os egipcios (1800 a.C), de acordo com o papiro de Rhind (1950 a.C), tiveram a aproximacao
para o valorde m = 3, 1604. No papiro de Ahmes, ensina-se como calcular a drea do circulo com
uma boa aproximacao por meio da drea de poligonos. Nem sempre os egipcios obtinham éxito
em suas conclusdes. Por outro lado, eles pensaram que uma férmula para a 4rea de retangulos
poderia ser aplicada para qualquer quadrilatero. Segundo Garbi [23], o Papiro de Moscou foi
um dos mais importantes documentos matematicos deixados pelos egipcios, escrito por volta
de 1850 a.C, no qual sdo apresentados e resolvidos problemas de Algebra e Geometria. Neste

documento destacou-se um efeito notdvel que foi a “férmula” (receita verbal) correta para o
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volume do tronco de uma piramide quadrada [22].

Ha registros de conhecimentos matematicos desenvolvidos na China por meio de observa-
coes e dedugdes por volta de 1200 a.C, como o mais antigo quadrado magico. No livro Suan-
Ching encontra-se uma demonstracdo para o que hoje chama-se de teorema de Pitdgoras, por
volta do século XII a.C. [23].

Os babil6nios também eram muito avangados em aritmética e algebra, assim como os egip-
cios, tendo como marca principal o cardter algébrico na Geometria. Dentre os conhecimentos
matematicos que eles dominavam, Eves [22] cita: a utilizacdo de regras para obtensdo das dreas
de figuras planas e volume de sélidos geométricos, o teorema de Pitdgoras, a divisdo da circun-
feréncia em 360 partes iguais, a utilizacdo de medidas para grandes distancias como a milha
babildnica, dentre outros.

As contribui¢des dos feitos egipcios, da engenhosidade dos babilonios e outras civilizagdes,
forneceram aos gregos um arcabouco de conhecimentos concretos que foram sendo estudados
e aperfeicoados no decorrer dos anos. Deduzir casos conhecidos e aplicar conhecimentos her-
dadas de outros povos foi o embrido da matemaética grega, conforme argumenta Montoito [30].
Para os gregos, comecando com o comerciante Tales de Mileto (658- 548 a.C), as declaragdes
geométricas estabelecidas pelo raciocinio dedutivo eram melhores que as de tentativa e erro. Ta-
les estava familiarizado com os célculos transmitidos pelos egipcios e babilonios. Famoso por
ter previsto o eclipse do Sol em 585 a.C, desenvolveu a primeira geometria l16gica demonstrativa,
fazendo nascer uma esfera de racionalismo, conforme narra Eves [22]. Em sua visita ao Egito,
Tales buscou explicacdes tedricas e calculou a altura das pirdmides por meio da semelhanga de
triangulos. O desenvolvimento harmonioso de teoremas e provas era caracteristica da matema-
tica grega, indo além do seu cardter pritico. Para Platdo, a “matematica era concebida como
um conhecimento importante nao pelo seu valor pratico, mas por sua capacidade de despertar o
pensamento do Homem.” [34, p.18]

A sistematizacao iniciada por Tales foi continuada ao longo dos préximos dois séculos por
Pitdgoras (580-500 a.C) e seus discipulos. Pitdgoras, considerado por seus contemporaneos
como um profeta religioso, pregou a imortalidade da alma e da reencarnacdo, organizando uma
irmandade de crentes que tinha seus proprios ritos, seguindo uma dieta vegetariana. Os pita-
goricos diferenciavam-se de outras seitas religiosas por acreditarem que a elevacdo da alma e a
unido com Deus eram alcangadas pelo estudo da musica e da matemdtica. Na misica, Pitdgo-

ras calculou as propor¢des corretas dos intervalos harmoénicos. Na matemadtica, ele ensinou as
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propriedades misteriosas e maravilhosas dos niimeros.

Dessa forma, a escola pitagdrica formada por aristocratas foi responsavel pelo “estabeleci-
mento da matematica como uma disciplina racional” [11, p.64]. Acredita-se que os pitagéricos
foram os primeiros a produzirem demonstracdes razoavelmente rigorosas. O famoso “Teorema
de Pitdgoras” nao foi descoberto por Pitdgoras, mas sim foi demonstrado por ele, tendo em vista
que ja havia registro da utilizacdo do teorema pelos babilonios [22]. Os pitagoricos ficaram
muito chocados quando descobriram comprimentos irracionais, como a V2. No Livro VII dos
Elementos de Euclides, fala-se sobre a teoria dos nimeros ensinada na escola pitagérica. Uma
vez que os pitagéricos ndo consideraram /2 um nimero, eles transformaram a dlgebra na forma
geométrica, a fim de representar /2 e outros comprimentos irracionais por segmentos (1/2 por
uma diagonal do quadrado de lado unitdrio). Dentre as notdveis descobertas dos pitagéricos
pode-se também citar o estudo cientifico das escalas musicais, no qual relacionava intervalos
musicais com razdes numéricas [22]. Os pitagoricos nunca foram capazes de desenvolver uma
teoria das propor¢des que também era vélido para comprimentos irracionais. Posteriormente foi
alcancado por Eudoxus, cuja teoria foi incorporada no Livro V dos Elementos de Euclides. Garbi
[23] destaca a concepgdo pitagérica da Matematica como abstrata e ideal, porém percebida no
mundo fisico.

No século IV a.C, viu-se o surgimento da academia de Platdo, um centro de estudos de fi-
losofia, matematica, e ciéncias naturais (fundada cerca de 387 a.C). Dessa academia provieram
pesquisadores e discipulos, como Eudoxo de Cnido (408-355 a.C), célebre matematico e astro-
nomo. Para Platdo, o universo de ideias € mais importante do que o mundo material dos sentidos,
sendo este ultimo apenas uma sombra do primeiro. A crenga de que o estudo da matemaética de-
senvolve o raciocinio légico vem de Platdo, no qual “a matemadtica trataria apenas de objetos do
mundo das ideias, e o trabalho do matemadtico seria o de “descobrir” as relagdes ja existentes
entre os objetos do mundo ideal” [37]. Enquanto a Pitdgoras fora atribuido por tornar a mate-
maética uma disciplina liberal, a Platdo por té-la tornada parte do curriculo para a educagdo de
homens do estado [11]. Além do mais, Platao “frisou que o raciocinio usado na geometria nao se
refere as figuras visiveis desenhadas, mas as ideias absolutas que elas representam” [11, p.79].
Platdo foi citado repetidamente pela prova da irracionalidade do comprimento da diagonal de
um quadrado unitdrio como uma ilustragdo do método de demonstragdo indireta (reducdo ao ab-
surdo). A questdo € que essa irracionalidade de comprimento nunca poderia ter sido descoberta

por medicdes fisicas, que incluem sempre um pequeno erro de margem experimental. Na visao
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de Bicudo [8], o fil6sofo Platio contribuiu para o desenvolvimento da Geometria, sendo que suas
contribui¢des estdo mais na melhora do método, ao transformar a légica intuitiva distinguindo
as definicdes de postulados e axiomas.

Um dos primeiros sistemas axiomaticos para a Geometria foi desenvolvido por volta de 430
a.C, por Hipdcrites de Chios, que viveu em Atenas como mercador e dedicando-se ao estudo e
ensino de geometria. Da sua obra restou apenas um fragmento que descreve sobre a quadratura
de lunas, figuras geométricas planas limitadas por dois arcos circulares, que fora copiado por
Simplicio (por volta de 520 a.C) da obra History of mathematics, de Eudemo. Para Boyer e
Merzbach [11], sua obra indica a habilidade que os matemaéticos atenienses de sua época tinham
em transformar dreas em propor¢des. Outras tentativas de compilar o conhecimento cientifico
da época deu-se por Leon, que continha uma quantidade maior de proposi¢des do que a obra de
Hipdcrates, e por Tetdio da Magnésia, na primeira metade do século IV. Esses autores foram os
precursores do trabalho Elementos, titulo comumente dado aos tratados gregos de matemaética

[30].

1.2 Os Elementos de Euclides

Neste ambiente filosofico de distin¢do entre a idealidade e a realidade aparece na Antigui-
dade, na fase alexandrina da cultura grega, Euclides, um jovem que provavelmente foi discipulo
de Platao. Oriundo de Atenas, Euclides foi convidado para liderar o departamento de mate-
matica na grande “biblioteca de Alexandria” [1]. Tratava-se de uma institui¢do cujos objetivos
assemelham-se aos das universidades atuais, criada por Ptolomeu (306 a.C) quando comecou a
governar o Egito. Neste cendrio, oportunizou-se os debates e exibi¢des dos gregos que comega-
ram a ser registrados em textos escritos. [22]

Cerca de 300 a.C, Euclides sistematizou o tratamento definitivo da geometria grega e da
teoria dos nimeros na obra Os Elementos, tendo como objetivo organizar a transmissao € a con-
servagao dos conhecimentos adquiridos [30]. A obra € constituida por 13 volumes, por meio de
conceitos primitivos e intuitivos (o ponto, a reta, o plano) e hipoteses basicas (verdades bésicas
ou postulados), como o fundamental Postulado das Paralelas. O livro contém 465 proposi-
coes, além de defini¢cdes, postulados e axiomas distribuidos nos 13 livros que dao légica ao
conhecimento da matematica grega. As versdes que restaram da obra de Euclides derivam de

manuscritos, revisdes, reconstituicdes ou comentdrios feitas por Theon da Alexandria no séc.



IV d.C, por Frangois Peyrard encontradas no Vaticano no comecgo do séc. XIX, e por Proclo no
séc. IV [42]. Foram impressas mais de mil edi¢des dos Elementos desde a primeira impressao.
Em 1428, feita do latim por Campunus, de Veneza. Em 1572, tem-se uma tradugdo latina feita a
partir do grego por Commandino, derivando daf outras edi¢cdes inglesas, no qual teve como pre-
cursora a traducao feita por Billingsley em 1570. A primeira traduc¢io para o portugués deu-se
por Irineu Bicudo, em 2009, lancada pela editora Unesp. O autor introduz a tradu¢do dizendo:
“Se com Homero a lingua grega alcangou perfeicao, atinge com Euclides a precisao”.

A obra-prima de Euclides foi construida sobre as experiéncias e os resultados de seus ante-
cessores em séculos anteriores: sobre os pitagodricos (livros de [ a IV, VII, e IX), Archytas (Livro
VIII), Eudoxus (Livros V, VI e XII) e Theaetetus (Livros X e XIII). Alguns tracos do esforco
de Euclides de apresentar a geometria permaneceram, sendo ele um dos autores mais lidos na
humanidade. Mais do que compilar conhecimentos matemaéticos, Euclides foi responsdvel por
deixar registrado uma nova forma de pensar matemadtica, “tal foi o €xito dos seus Elementos no
resumir, corrigir, dar base s6lida e ampliar os resultados até entdo conhecidos que apagou quase
que completamente, os rastros dos que o procederam” [8, p.83]. Sua abordagem de geometria
tem dominado o ensino da Matematica hd mais de dois mil anos ao estabelecer um padrao 16gico-
expositivo como um edificio que se apoia em bases muito rigidas garantindo sua solidez [23].
Além disso, o método axiomatico utilizado por Euclides € o prot6tipo para toda matematica que
hoje chamamos de “matemdtica pura”. E pura, no sentido de que ndo h4 experimentos fisicos
que precisam ser realizados para verificar se as declaracdes sdo vélidas. Acredita-se que sua obra
representa a “culminacdo dos esforcos de organizagdo e rigorizacdo desta ciéncia [sugerindo-se]
que a obra possa ter sido escrita com vistas a dar a matemaética a organizacao requerida pelo
entdo novo ideal de ciéncia” [42]. Desta forma, serviu como modelo de raciocinar e demonstrar
resultados e verdades matemadticas aceitas para os matematicos de todas as épocas [29].

Os Elementos de Euclides ndo incluem aplicacdes praticas. Naturalmente, a geometria de
Euclides teve um nimero enorme de aplicacdes para os problemas praticos de engenharia, mas
nao sd@o mencionados nos Elementos. A obra admirada pelos matematicos e filésofos de todos
os paises e de todos os tempos, pela pureza do estilo geométrico e pela concisdo luminosa da
forma, tornou-se modelo l6gico para todas as ciéncias fisicas pelo rigor das demonstragcdes e
pela maneira como s@o postas as bases da Geometria em conceitos fundamentais, apresentados
sob 0 nome de defini¢des, axiomas e postulados. Nesta mesma obra aparece, sob forma geo-

métrica, a origem da Algebra, com a resolugio das equagdes do segundo grau. E bem sabido

6



que os antigos matematicos gregos, tendo a nocao de grandeza incomensurdvel, mas nao tendo
a nocao correspondente de nimero irracional, constituiram a Matemdtica sob forma geométrica,
considerando em vez de niimeros, segmentos de reta, para assim abrangerem nas suas teorias as
grandezas comensurdveis, e portanto os ndmeros racionais e as grandezas incomensuraveis [40].

De maneira original ou ndo, o mérito dos Elementos estd em apresentar a geometria de uma
maneira sistemaética, dedutiva e com base em um nimero reduzido de principios explicitamente
admitidos de antemao. Os temas distribuidos em cada livro, de acordo com a descri¢do de Vaz
[42] em sua tese de doutorado, sd@o: geometria retilinea plana cuja figura central € o tridngulo (li-
vro I), aplicacdo de areas com dlgebra contendo também generalizagdes do teorema de Pitagoras
(livro II), circulo e suas propriedades (livro III), problemas de inscri¢do e circunscri¢do de figu-
ras no circulo (livro IV), introducdo da teoria das proporcdes (livro V), aplicacdes na geometria
(livro V1), teoria dos nimeros (livros VIL VIILIX), grandezas incomensurdveis ou irracionais
( livro X), geometria espacial, inscricdo dos cinco sélidos platonicos em esferas. (livros XI,
XII, XIII). Desta forma, Euclides deu, ao contetido diversificado, a genialidade de organizacdo
e uniformidade [42].

Sobre as historias contadas por Euclides, Alves e Filho [1] relatam que quando Euclides foi
questionado se havia conhecimento mais curto para a geometria, ele teria respondido que “ndo
h4 estradas reais na Geometria”. Outra atitude de Euclides ao ser indagado por um aluno sobre
a utilidade da disciplina foi mandar dar-lhe uma moeda para que tivesse algum ganho com o que
estava aprendendo, o que serve como aplicagdo persistente entre muitos matemadticos: estuda-se
matemadtica para seu proprio bem, pela sua beleza intrinseca e elegancia. Surpreendentemente,
a matemadtica pura, muitas vezes acaba por ter aplica¢des jamais sonhadas por seus criadores.
Além disso, as partes da matemdtica que nao tenham sido “aplicadas” também sdo importantes
para a sociedade, seja como a estética funciona comparédvel a musica e a arte ou, como contri-
bui¢des para a expansao das capacidades humanas.

Euclides comeca seu livro apresentando 23 defini¢cdes, que segundo Vaz [42] introduz uma

espécie de vocabuldrio basico. Tem-se algumas das defini¢des abaixo traduzidas por [8]:
1. Ponto € aquilo que de nada € parte.
2. Linha é comprimento sem largura.

3. E extremidades de uma linha sdo pontos.



10.

15.

16.

17.

. E linha reta € a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma.

. E superficie € aquilo que tem somente comprimento e largura.

E extremidade de uma superficie sdo retas.

. Superficie plana € a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

. E angulo plano € a inclinagao, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam e nao estao

postas sobre uma reta.

E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, fagca os angulos adjacentes iguais,
cada um dos angulos € reto, e a reta que se alteou € chamada uma perpendicular aquela

sobre a qual se alteou.

Circulo € uma figura plana contida por uma linha, em relacdo a qual todas as retas que a

encontram, a partir de um ponto dos pontos no interior da figura, sdo iguais entre si.
E o ponto € chamado centro do circulo.

Paralelas sdo retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas ilimitadamente em

cada um dos lados, em nenhum se encontram.

Em seguida, Euclides introduziu os postulados e os axiomas. Atualmente ndo se faz distin¢do

entre os termos, porém para os gregos havia. Um dos significados para diferencid-los pelos gre-

gos € descrito por Alves e Filho [1], no qual entende-se que axioma € uma suposi¢do 6bvia e

aceitdvel enquanto postulado é uma suposicio peculiar da ci€ncia em estudo que nio € neces-

sariamente Obvia e aceitdvel. De maneira geral,“os conceitos ndo definidos sdo chamados de

conceitos ou termos derivados. As proposicoes admitidas sem demonstragdo sao ditas axiomas,

e as demais, demonstradas, teoremas” [8, p.82]. Com conceitos primitivos, conceitos derivados,

axiomas e teoremas compoe-se essa arquitetura matematica legada dos gregos e civilizacdes

anteriores, que faz com que um matematico debruce-se em definir e demonstrar.

As nog¢des comuns dos Elementos dizem:

1.

2.

3.

As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.
E, caso sejam adicionadas coisas iguais as coisas iguais, os todos sdo iguais.

E, caso de iguais serem subtraidas iguais, as restantes sio iguais.
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4. E, caso de iguais serem adicionadas a desiguais, os todos sdo desiguais.
5. E, os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.

6. E, as metades da mesma coisa sdo iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra s3o iguais entre si.

8. E o todo € maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.

Santal6 [39] destaca que a sétima nogdo trata-se da congruéncia de figuras, trazendo a ideia
implicita do movimento de sobreposicdo que se deve fazer de uma figura sobre a outra para
verificar a igualdade. Uma quantidade minima, porém suficiente para construir a geometria,

consistem Os postulados de Euclides, que dizem:
1. Fique postulado tragcar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-

se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Apesar de Euclides ndo mencionar o uso da régua e compasso, Eves [22] comenta que as
primeiras proposicdes do Livro I s@o problemas de constru¢do geométrica, como por exemplo
realizar a transferéncia de uma reta em determinada posi¢do a outra posi¢do. Apds realizar as
defini¢des, Euclides organizou os resultados obtidos de forma coerente, generalizando resultados
por meio das demonstragdes, que consiste em mostrar que um teorema € consequéncia logica de
postulados ou axiomas que sdo tomados como verdades.

As demonstracdes apresentadas nos Elementos estavam por meio de prosa, dividindo-se em
enunciado do problema, exposi¢dao da figura a ser tratada, especificacdo da propriedade a ser

demonstrada, constru¢des necessdrias por meio dos postulados, prova e conclusdo, ndo havendo



diferenciacdo entre uma inferéncia e uma proposicao condicional [42]. Um axioma deveria ser
tdo simples e intuitivamente 6bvio que ninguém poderia duvidar de sua validade. Para que um
axioma seja considerado bom, Alves e Filho [1] descrevem as seguintes propriedades: com-
pletude, consisténcia, independéncia, categdrico. A independéncia significa que nenhum dos
axiomas € uma consequéncia dos outros, sendo um dos fatores que levaram ao questionamento
plausivel do quinto postulado de Euclides, no qual varios mateméticos comec¢am a acreditar que
o quinto postulado poderia ser deduzido dos quatro primeiros ou ser substituido por outro. Por
dois mil anos os matemaéticos tentaram fazé-lo derivar os outros quatro postulados ou substitui-
lo por outro postulado mais evidente. Os postulados substitutos, alegadamente mais evidentes,
acabaram por ser logicamente equivalente ao postulado das paralelas, de modo que nada foi
adquirido pela substituicao.

Os Elementos tornaram-se referéncia nos estudos de matematica na Europa na Idade Média,
com os jesuitas a partir do século XV, permanecendo com as mudangas na Fisica, na mecanica
de Galileu, com a gravitacdo de Newton e com as transformagdes nas diversas ciéncias como
a Biologia, a Quimica, a Fisiologia, dentre outras. Com Descartes, a geometria euclidiana ser-
viu como exemplo para validar seu método cientifico, haja vista que seu método pautava-se nas
regras: “ndo aceitar como verdadeiro nada que ndo tivesse antes passado pelo crivo da razdo; di-
vidir tudo o que parecesse complexo em tantas quantas fossem as partes mais simples possiveis;
(...) e depois de feita essa decomposicdo, ela deveria ser ordenada” [29, p.108].

Descartes escreve que quando imagina um tridngulo, apesar de ndo conseguir visualizd-lo
em nenhum lugar do mundo fora dos seus pensamentos, ndo deixa, entretanto, de acreditar em
uma certa natureza ou forma, ou esséncia determinada por tridngulo, pelo fato de que se pode
demonstrar diversas propriedades desses tridangulos, tais como, que a soma dos trés angulos é
igual a 180 graus. Observa-se assim, sua visdo euclidiana de mundo ao tragar uma analogia
entre os conhecimentos matemadticos e a prova da existéncia de Deus [30].

Ao fazer um percurso pelo pensamento grego, pelo racionalismo de Descartes, pelo Empi-
rismo de Hume e pelo Criticismo de Kant, Montoito e Garnica [29] argumentam que a geometria
euclidiana para esses filosofos foi necessaria para a compreensao de mundo, servindo como pa-

rametro para se atingir a verdade.
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1.3 O enigmatico Quinto Postulado

Os méritos de Euclides foram alvos de diversos tipos de criticas devido as insatisfacdes com
relac@o aos conceitos, a escolha dos principios, aos métodos de demonstracao, dentre outros. A
descoberta das geometrias nao euclidianas foi consequéncia positiva das criticas que levaram a
expansdo da geometria euclidiana. As primeiras criticas, de acordo com Vaz [42], s@o encon-
tradas nos comentdrios escritos pelos matemdticos Heron, Porfirio, Pappus, Simplicio, Proclus
(410-485), Apoldnio, Theon de Alexandria. Essas criticas referiam-se principalmente as de-
finicdes de Euclides, que muitas vezes estavam equivocadas e, assim novas alternativas eram
apresentadas. Destaca-se a defini¢do de retas paralelas, tendo em vista que na defini¢ao de Eu-
clides ndo mencionava a caracteristica de equidistancia. Theon de Alexandria foi “o primeiro a
reeditar o texto euclidiano, alterou muito do seu conteido com vistas a torna-lo mais claro”[42,
p.81] devido aos desacordos quanto as formulagdes de alguns principios e demonstragdes. Ao
longo do séc. XX, a apresentacdo axiomdtica euclidiana passou por outras reconstru¢des, com
Pash e Hilbert ganhou um cardter mais abstrato, no qual as primeiras defini¢des estabelecidas por
Euclides sdo vistas como intiteis e sdo tomadas como nog¢des primitivas. As definicdes de ponto,
e reta sdo consideradas apenas explanacodes informais de significados, tendo em vista que sdo
consideradas ideias primitivas. Os postulados sdo enunciados nas novas versoes com afirmagdes
de existéncia e unicidade.

Nenhuma das defini¢des ou postulados gerou tanta polémica quanto o Quinto Postulado.
Observa-se ao sondar o livro I dos Elementos, que o quinto postulado néo foi utilizado na prova
de qualquer uma das 26 primeiras proposi¢des do livro I, sendo que continuam sendo validas
na exclusdo ou troca do quinto postulado [5]. As versdes que foram apresentadas diferentes
da formulacdo de Euclides geraram mais polémicas. Quanto a isso, Vaz [42] diz que a versao
mais justa e mais conhecida foi apresentada por Jonh Playfair: “Por um ponto externo a uma
reta passa apenas uma paralela”. De acordo com os estudiosos modernos, essa versdo muda o
carater do postulado, introduz a paralela como unica, criando uma geometria de cardter mais
tedrico sem necessitar de diagramas. Outras versdes alternativas para o postulado das paralelas

que foram lancadas, sendo chamadas de substitutos, de acordo com Eves [21] foram:

1) Ha pelo menos um tridngulo cuja soma dos angulos internos € igual a um

angulo raso.

2) Existe um par de triangulos semelhantes e ndo congruentes.
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3) Existe um par de retas igualmente distantes uma da outra em todos os pontos.
4) Por trés pontos nao colineares pode-se tracar uma circunferéncia.

5) Por qualquer ponto no interior de um angulo menor que 60° pode-se sempre

tragcar uma reta que intercepta ambos os lados do angulo.
Para verificar se uma proposicdo P é um substituto do quinto postulado, Barbosa [5] sugere:
1°) E preciso saber se P é uma proposicdo da Geometria Euclidiana;

2°) Demonstrar que, na teoria desenvolvida os quatro primeiros postulados e mais P, pode-se

provar o quinto postulado de Euclides como uma proposicdo.

Desde a formulacao por Euclides do Postulado das Paralelas, dentre os comentadores e
criticos que tentaram demonstrd-lo a partir dos axiomas anteriores estdo: Ptolomeu (87-165),
Proclus (410-485 a.C), Nasiradin (1201-1274), John Wallis (1616-1703), Gerolamo Saccheri
(1667-1733), John H.Lambert ( 1728-1777), Adrien M. Legendre (1752- 1733), Louis Bertrand
(1731-1812) e Carl F. Gauss (1777-1855).

Ptolomeu escreveu um livro apresentando uma prova para o quinto postulado, assumindo que
o paralelismo acarreta a congruéncia de figuras, conforme narrou Proclus. Proclus (410-485)
foi um historiador, fildsofo e matematico que deixou relatos sobre a Geometria grega, no qual
encontra-se os relatos das tentativas de prova do quinto postulado [4]. Proclus também prop0s
uma demonstra¢@o para o quinto postulado, tentando provar que se uma reta intersecta outra reta
pertencente a um par de paralelas, necessariamente intersecta a outra, assumindo que a distancia
entre duas paralelas pode variar. Nenhum deles obteve €xito nesta tentativa. Alves [1] salienta
que as primeiras notas criticas que chegaram a Europa relativa ao quinto postulado de Euclides
apareceram nos séculos XVI e XVII, com a traducdo dos comentdarios de Proclus. Inumeréveis
tentativas foram feitas para provar o quinto postulado por meio da redefinicao de retas paralelas,
conforme expde Barbosa [4]. Os matematicos europeus que fizeram criticas em seus trabalhos
ao quinto postulado assumindo a ideia de retas paralelas com a ideia de equidistantes foram:
Federico Comandico(1509-1575, Italia), Chistopher S. Clavio(1537-1612, Alemanha). Pietro
A. Cataldi (1548-1626, Itdlia), G. A. Boreli (1608-1679, Itdlia), Giordano Vitale ( 1633- 1711,

Italia).
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1.4 Tentativas de demonstracao do Quinto Postulado

1.4.1 Girolamo Saccheri

Jesuita italiano que ensinava retdrica, filosofia e teologia na universidade de Milao, Girolamo
Saccheri (1667-1733) tentou obter uma contradi¢do, substituindo o quinto postulado por um
enunciado equivalente a sua negacdo, com o método de reducdo ao absurdo [22]. Em seu livro
“Euclides de toda imperfeicao” (Euclides ab amni naevo vindicatus) publicado no ano da sua
morte, em 1733, Saccheri utiliza as primeiras 28 proposi¢cdes de Euclides, que ndo dependiam
do 5° postulado, para estudar um quadrilatero ABC'D (figura 1.1) e demonstrar o postulado
das paralelas. No quadrilditero ABC'D, os angulos A e B sio retos, os lados AD e BC' sdo
congruentes.

Ao tracar as diagonais do quadrildtero e utilizar teoremas de congruéncia, provou que os
angulos dos vértices do topo C' e D eram congruentes e dai ele contemplou trés hipéteses para
os angulos dos vértices do “topo” C' e D: os dngulos seriam agudos, obtusos, ou retos. Eliminou
a hipétese dos angulos serem obtusos e agudos, provando muitos resultados que vieram a se

tornar teoremas classicos das Geometrias nao euclidianas.

Figura 1.1: Quadrilatero de Saccheri

C

Fonte: a autora

Segundo Boyer e Merzbach [11], ele permitiu que seu preconceito interferisse em sua logica
por estar convencido que a Geometria Euclidiana era a tinica vdlida. Alves e Filho [1] destacam

as seguintes conclusdes de Saccheri:

e Se uma hipétese € verdadeira para um quadrilatero de Saccheri entdo ela é verdadeira para

todos os quadriléteros.
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e Nas hipéteses consideradas, a soma das medidas dos angulos é menor, maior ou igual a

180°.

e Duas retas coplanares ou t€m uma perpendicular comum, ou se encontram em um ponto,

ou sdo assintoticas.

Apesar da importancia do trabalho de Saccheri, seus contemporaneos ndo o reconheceram como

tal, sendo lembrado apenas por Eugénio Beltrami em 1889 [22].

1.4.2 Johann Heinrich Lambert

Johann H. Lambert (1728-1777), um suico alemao, seguiu 0 mesmo caminho de demonstra-
cdo de Saccheri, apds 33 anos da publicacdo de Saccheri, todavia ndo caiu no mesmo erro de
pensar que teria provado o postulado. Ao prosseguir o que Saccheri estava tentando demonstrar,
Lambert adota um quadrildtero com trés angulos retos (metade de um quadrildtero de Saccheri),
e considera as hipdteses para o quarto angulo: ser agudo, reto ou obtuso. Dessa forma, mostrou

99 ¢

que a soma dos angulos de um triangulo seria “menor que”, “igual a” ou “maior que” 180° (fi-

gura 1.2). Também demonstrou que, o quanto a soma excede ou € menor que 180° € proporcional

a area do triangulo [22].

Figura 1.2: Quadrilatero de Lambert

D
C

Fonte: a autora

Lambert inferiu que, sobre uma superficie esférica a soma dos angulos de um tridngulo é
maior que 180° e, seria possivel encontrar uma superficie em que a soma fosse menor que 180°,
sem no entanto determind-la. Sua hipétese, sobre a existéncia de uma superficie esférica com
raio imagindrio para o dngulo agudo, foi confirmada em 1868, por Eugénio Beltrami, porém

uma superficie de curvatura negativa gerada pela rotacdo de uma tractriz ! sobre seu eixo [11].

'0 estudo da tractriz, inicia-se com o questionamento de Claude Perrault 2 Leibniz sobre a curva que o seu
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Figura 1.3: Tractriz € a curva que uma particula descreve num plano horizontal, ao ser arrastada
por uma outra particula que se move em linha reta, sendo a distancia entre as duas sempre
constante.

z=t—tgh(t)
1 0<t<100
Y= Cosh (t)

Fonte: figura construida no software Geogebra

Figura 1.4: Maneira de representar uma tractriz

(a) alocomotiva L estd ligada ao rel6gio W (b) Quando a locomotiva comeca a puxar, o caminho
feito pelo rel6gio é uma tractriz

Fonte: Kasner, E.; Newnan J. [32]

Figura 1.5: A tractriz €, também, uma curva que € perpendicular a uma familia de circulos iguais,
com seus centros sobre uma linha.

Fonte: Kasner, E.; Newnan J. [32]

relégio de bolso, preso por uma corrente, descrevia quando o “bolso” se deslocava em linha reta. Ao ser estudada
por Isaac Newton demonstrou-se que o comprimento dos segmentos da tangente a curva delimitada pelos pontos de
tangéncia e pelo eixo das abscissas era constante, sendo glesignada por curva equitangencial. A expressdo “tractriz”
foi designada por Christien Huygens (1692), que do latim “trahere” designa puxar, arrastar. [38]. Assim, tractriz
¢é definida como a trajetéria de um objeto, comegando com um deslocamento horizontal, quando € arrastado por



Além de suas preocupacdes em provar o postulado de Euclides, Lambert escreveu sobre ge-
ometria descritiva, cartografia, l6gica, filosofia, e cosmografia, destacando-se por diversas con-
tribui¢des na constru¢do do conhecimento da Matemadtica, como por exemplo, ter apresentado

uma das primeiras demonstracdes de que 7 € irracional.

1.4.3 Adrien- Marie Legendre

Legendre (1752-1833) caiu no mesmo erro dos matemadticos anteriores ao tentar realizar a
demonstracao do postulado, no entanto, destacou-se pela elegincia nas provas e pela publicacdo
de um livro didético e acessivel, Eléments de Géométrie. Como hipétese, considerou que a soma
dos angulos internos de um tridngulo poderia ser menor que, igual ou maior que 180°. Dessa
forma, “assumindo tacitamente a infinitude da reta, foi capaz de eliminar a terceira hipdtese,

mas, apesar de vdarias tentativas, ndo conseguiu descartar-se da primeira”. [22, p.541]

1.5 Pioneiros das Geometrias nao euclidianas

No século XIX, outros matematicos dedicaram-se a resolver o enigma do “Postulado das
Paralelas”, dentre estes menciona-se Gauss, Lagrange, D’ Alembert, Wachter, Schweikart, Far-
kas Bolyai e seu filho Janos Bolyai, até que conclusdes como a proposta em Eves [22] fossem

elaboradas:

a geometria desenvolvida a partir de uma cole¢ido de axiomas compreendendo um
conjunto béasico acrescido da hipdtese do angulo agudo € tdo consistente quanto
a geometria euclidiana desenvolvida a partir do mesmo conjunto bésico acrescido
da “hipétese do angulo reto”, isto €, o postulado das paralelas € independente dos

demais postulados e devido a isso ndo pode ser deduzido dos demais. [22, p.541]

Na busca de comprovar este fato, neste momento da histéria, a contribuicdo dos varios ma-
tematicos que se empenharam em procurar contradi¢des na hipétese do angulo agudo foram

importantes para o surgimento de outras Geometrias.

1.5.1 Carl Fridrich Gauss

Assim como seus antecessores, Gauss esfor¢ou-se para demonstrar o “Quinto Postulado” a
partir dos quatro primeiros. Ao convencer-se que tal demonstracdo nio era possivel, abando-

nou a tentativa e comegou a extrair consequéncias da negacao do postulado. De acordo com
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Bonola[10] os documentos que comprovam seus trabalhos na investigacdo do ‘“Postulado das
Paralelas” sdo as cartas enviadas a W. Bolay, Olbers, Schumacher, Gerling, Taurinus e Bessel,
e suas notas pessoais, ndo havendo publica¢des. Desta forma, Gauss foi um dos primeiros a
visualizar uma Geometria independente do “Quinto Postulado” e a desenvolver uma série de re-
sultados da Geometria Hiperbdlica, reconhecendo assim uma geometria diferente da euclidiana,
nas quais usou os termos : Anti-Euclidean, Astral Geometry, e Non-Euclidean, registrados em

cartas enviadas a Wachter, Schweikart, Schumacher (1831) e F. A. Taurinus (1824).

1.5.2 Ferdinand Karl Schweikart

Schweikart (1780-1859) desenvolvou uma geometria independente, em 1818, registrada em
um memorando enviado a Gauss sobre suas descobertas, no qual fala que havia dois tipos de
geometria, a Strict Sense ( euclidiana) e a Astral Geometry. Gauss respondeu-o, parabenizando-
o pela “Altral Geometry”, e acrescentou resultados para a drea de triangulos. Infelizmente, as

investigagdes de Schweikart também nao foram publicadas [10].

1.5.3 Franz Adolf Taurinus

Influenciado por seu tio Schweikart e por Gauss, Taurinus (1794-1874) retoma suas investi-
gacoes sobre o “Quinto Postulado” apds também fracassar na tentativa de prova-lo, em 1824. Em
1825, Taurinus publica Theorie der Parallellinien, um tratado sobre a geometria ndo-euclidiana,
semelhante aos trabalhos de Saccheri e Lambert, no qual assume a “hipétese do angulo agudo™.
No ano seguinte, publicou “Geometriae Prima Elementa”, desenvolvendo férmulas e teoremas

de trigonometria na geometria esférica.

1.5.4 Nicolas Ivanovich Lobachewsky

Nicolas Ivonovich Lobachevsky (1793-1856), matematico russo que dedicou grande parte
da sua vida na universidade de Kazan, na qual foi aluno, professor e reitor. Revolucionou a ge-
ometria pelo tratamento que deu a negacdo do quinto postulado, precedendo as geometrias nao
euclidianas e mostrando que a geometria euclidiana nao era a ciéncia absoluta. Assim, mostrara-
se que o quinto postulado € independente dos demais e, a sua negacdo teria muitas consequén-
cias, desenvolvendo assim a Geometria Hiperbolica, denominada por ele de “Pangeometria” ou

”Geometria Imagindria”.
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Em 1829, di-se o marco das geometrias ndo euclidianas com a publicac¢do do artigo “So-
bre os principios da Geometria” de Lobachevsky. O novo postulado dizia que: por um ponto
exterior a uma reta dada passam pelo menos duas paralelas. Lobachevsky ndo via uma apli-
cacdo no espaco fisico dessa geometria, chamando-a de imaginéria. Para ele, “n@o ha ramo na
matematica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um dia ser aplicado aos fendmenos do
mundo real”. Lobachevsky escreveu também os trabalhos: Novos Fundamentos da Matema-
tica em russo (1835-1838), Investigacdes geométricas sobre a Teoria das Paralelas em alemao
(1840), e Pangeometria(1855) em francés e russo. Seus trabalhos foram elogiados por Gauss,
que o recomendou a Sociedade Cientifica de Gottingen, em 1842. Do fruto do seu trabalho,

Lobachevsky foi chamado de “Copérnico da Geometria” [22].

1.5.5 Janos Bolyai

Farkas Bolyai (1775-1856), amigo hingaro de Gauss, professor provinciano de matemética
que passou toda sua vida tentando demonstrar o “Postulado das Paralelas”. Frustrado, ao saber
que seu filho Janos Bolyai (1802-1860) também estava nessa batalha pediu-o por meio de uma
carta que ele desistisse. N@o atendendo a solicitacdo de seu pai, em 1829, ele chegou as mesmas
conclusdes que Lobachevsky, desenvolvendo a “Ciéncia absoluta do espaco”. Seu pai ao receber
os manuscritos das suas descobertas, publicou com o titulo em latim “Tentamen” (1829), porém
sO apareceu em 1832. A falta de reconhecimento do trabalho de Jonas Bolyai por Gauss € a
publicacdo do trabalho de Lobachevsky, em 1840, fez com que Bolyai deixasse de publicar.

Bonola [10], descreve os resultados mais importantes encontrados no trabalho de Jonas Bolyai:

1. a defini¢do de retas paralelas e as propriedades independentes desenvolvidas

do “Postulado de Euclides”;
2. acircunferéncia e esfera de raios infinitos;
3. ademonstragdo de férmulas da trigonometria esférica;

4. a aplicac@do em célculo de dreas e volumes na trigonometria plana ndo-

euclidiana.

1.6 O Surgimento de outras Geometrias

Retomando a anélise do quinto postulado de Euclides, observa-se que a formulacao de Eucli-

des e a mais usual de Playfair sdo consideradas equivalentes, porém a de Playfair continha uma
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cldusula de unicidade que ndo poderia ser deduzida da de Euclides. A formulac¢do de Euclides
estabelece uma relacdo entre a interseccao entre duas retas e a magnitude dos angulos que elas
formam com uma terceira. J4 a de Playfair estabelece que por um ponto externo passa apenas
uma paralela a uma reta dada (chamado de postulado das paralelas). Desta forma, a negacao do

postulado pode ser feita de duas maneiras:

1°) estabelecendo que ha retas que obedecem as relagdes de magnitude entre os angulos men-

cionados, mas que nao se encontram;
2°) estabelecendo que por tal ponto externo:

a) ndo passa nenhuma paralela a reta dada;

b) passam vdrias

Figura 1.6: Representacdo do Postulado das Paralelas no plano euclidiano (a) e no plano hiper-
bdlico (b)

(@ r//s () r//s,v//p.r//a

Fonte: a autora

A primeira é uma maneira de negar mais diretamente a formulacao euclidiana, ja a segunda
a formulagdo de Playfair. A versao alternativa adotada pela geometria hiperbodlica é a 1° e a 2°b.
A geometria eliptica, criada por Riemann, adota a 2°a, no qual assegura que duas retas sempre

se encontrardo, nao existindo paralelas.
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O modelo? usual da geometria eliptica é a superficie esférica, sobre a qual entende-se reta em
termos de circulos maximos>. Portanto, em uma esfera, a circunferéncia maxima corresponde
a linha reta do plano, sendo a menor distancia entre dois pontos. Desta forma, as retas ndo sio

univocamente determinadas por dois pontos quaisquer e ndo sao prolongadas indefinidamente.

Figura 1.7: Representagdo de geodésicas (retas) na Geometria Eliptica

Fonte: Kasner, E.; Newnan J.[32]

Figura 1.8: Interseccdo de geodésicas na Geometria Eliptica

Fonte: a autora

Em qualquer superficie, uma curva que represente a menor distancia entre dois pontos €
chamada de Geodésica daquela superficie [32]. Assim, em uma esfera, observa-se que um

par de geodésicas (circulos maximos) sempre intersectam-se em dois pontos (Figura 1.8), ndo

Modelo: esquema tedrico de um sistema ou realidade complexa; resultado do processo de criar uma repre-
sentacdo abstrata, conceitual, grafica ou visual para analisar, descrever, explicar, simular, e prever fendmenos ou
processos.

3Um plano que passa pelo centro da esfera corta a circunferéncia em um circulo maximo.
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existindo retas paralelas, ou seja, retas que nao possuem ponto em comum. Dai, na geometria
esférica, por um ponto exterior a uma reta ndo podemos tracar nenhuma paralela a esta reta. Ao
aproximarmos a superficie terrestre a uma superficie esférica, as retas seriam os meridianos que
intersectam-se nos polos.

Na geometria de Lobachevsky, a geometria hiperbdlica, a paralela ndo € unica. Assim, a
geometria hiperbdlica diferencia-se da euclidiana e da eliptica, pela quantidade de retas paralelas
por um ponto.

Em lugar de Geometria abre-se caminho para as Geometrias. A necessidade de visualizar um
espaco onde seria possivel outras geometrias e a estratégia utilizada para provar a consisténcia
dessas geometrias consistiu na obten¢do de modelos, na geometria euclidiana, de modo a satisfa-
zer os axiomas das novas geometrias. Nessa drdua tarefa dedicaram-se os mateméaticos Eugénio
Beltrami (1835-1900, Itdlia), Arthur Cayley (1821-1895, Inglaterra), Feliz Klein( 1849-1925,
Alemanha) e Henri Poincaré (1854-1912, Franca) e G.F.B. Riemann (1826-1866, Alemanha).
Estes apresentaram trabalhos que fornecem demonstragdes da consisténcia do angulo agudo.

Beltrami mostrou que o modelo disponivel para a geometria de Lobachevsky é uma pseu-
doesfera, superficie gerada pela revolu¢do de um tractriz em torno de sua assintota. Feliz Klein
contribuiu na geometria ndo-euclidiana com os nomes “geometria eliptica” e “geometria hiper-
boélica”, para as hipéteses do angulo obtuso e do angulo agudo e, com a proposta de um modelo
simples como alternativa ao de Beltrami. Também mostrou que as diferentes geometrias podem
ser vistas como partes da geometria projetiva, sendo que, o que as diferencia € o conceito de
congruéncia.

Em se tratando de superficies, as geodésicas de uma superficie sdo determinadas por sua
curvatura. Ao considerarmos a superficie de uma esfera, pode-se definir a curvatura como o
inverso do quadrado do seu raio. Assim, quanto menor o raio, maior a curvatura e vice-versa.
Aumentando o limite do raio infinitamente, tem-se uma superficie plana com curvatura nula. Ao
considerarmos uma superficie hiperbdlica, tal como uma superficie como uma sela, tem-se uma
curvatura negativa.

Educado em condi¢des modestas, porém com boa instru¢do em Berlim e Gotting, Riemann
propds uma visao geral da geometria como um estudo de variedades de qualquer nimero de di-
mensdes em qualquer tipo de espaco. Para ele a geometria “nem sequer deveria necessariamente
tratar de pontos ou retas do espago no sentido ordindrio, mas de conjuntos de n-uplas ordenadas

que sdo combinadas segundo certas regras” [11, p.336]. Riemann mostrou que a soma dos an-
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Figura 1.9: Modelos  euclidiano  (a), esférico (b) e hiperbdlico  (c).

Fonte: (Disponivel em: http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php)

gulos maior que dois retos se dd numa superficie esférica. O trabalho de Riemann unifica toda
a geometria, sendo a euclidiana e a de Lobachevsky casos particulares. Dessa forma, contribui
grandemente para muitos ramos da fisica tedrica, dentre as quais a teoria da relatividade, no qual

considera-se o espaco curvo.

Figura 1.10: Triangulo na superficie esférica

e

"V

Fonte: (Disponivel em:http://weather.org/singer/chapt02.htm)

Por conta das inovacdes pelas quais passou a geometria, os matemadticos Pasch (1843-1931)
em 1882, Veronese, Pieri, David Hilbert (1862 - 1943), George David Birkhoff (1864-1944),
Edward G. Begle dedicaram-se a reconstruir a geometria euclidiana. O conjunto de postulados
devem ser consistentes e completos, ou melhor, um postulado nao pode contradizer o outro e
deve haver um tnica geometria que satisfaca o sistema de postulados estabelecidos. A priori, as

nog¢des de espaco, plano, reta e ponto devem ser indefinidas. As teorias axiomdticas modernas
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rejeitam diagramas nas provas euclidianas, caracterizando-se por relacionar entidades de forma
abstrata com procedimentos meramente 16gicos.

A partir da retomada historiogréfica dos avancos das Geometrias, percebe-se que a inser-
cdo de contetdos provenientes das diversas Geometrias constitui-se uma rica oportunidade para
contribuir e ampliar os conhecimentos geométricos voltados a formagao de alunos da Educagao
Bésica sob diversas abordagens. O desenvolvimento do conhecimento geométrico faz-se neces-
sério para a compreensdo e construcdo de modelos que interpretem questdes da Matemadtica e
de outras dareas do conhecimento, conforme expde os Parametros Curriculares Nacionais para
o Ensino Médio ao ressaltar que “perceber as relacdes entre as representagdes planas nos dese-
nhos, mapas e na tela do computador com os objetivos que lhes deram origem, conceber novas
formas planas ou espaciais e suas propriedades a partir dessas representacdes sao essenciais para
a leitura do mundo através dos olhos das outras ciéncias”[12, p.44].

No préximo capitulo elencar-se-4 as defini¢des e os resultados bdsicos envolvidos na cons-
trucdo da Geometria Hiperbdlica, tendo como objetivo apropriar-se dos conceitos elementares
da Geometria Hiperbdlica por meio da mobiliza¢ao de conhecimentos apreendidos da geometria
euclidiana, os quais serdo utilizados para as sequéncias de atividades propostas para o ensino na

Educacgdo Bésica da geometria no plano de Poincaré por meio da geometria dinamica.
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Capitulo 2

Geometria Hiperbdlica

Historicamente sabe-se que diversos matematicos tentaram demonstrar o quinto postulado, o
“Postulado das Paralelas”, conforme ja foi mencionado. Dessas tentativas infrutiferas levou-se a
independéncia desse postulado dos demais, ou seja, sua negacio levou a gerar outras geometrias
consistentes de forma axiomatica. Busca-se neste capitulo apresentar os principais conceitos,
defini¢des e teoremas referentes a Geometria Hiperbdlica além dos conceitos preliminares da
Geometria Euclidiana, tendo como referéncia os trabalhos de Euclides (traduzido por Bicudo
[8]), Arcari [3], Greenberg [25], Souza [20], Barbosa [4], Andrade [2] e Hilbert [27]. As de-
monstracdes que ndo forem apresentadas ou detalhadas no trabalho, assim como outros teoremas
das Geometria Hiperbdlica, podem ser encontradas no trabalhos dos autores citados acima.

Como dito por Farkas Bolyai: “Muitas coisas t€ém uma época na qual elas sdo descobertas
em varios lugares a0 mesmo tempo, assim como as violetas aparecem por todos os lados na
primavera”’[10, p.99]. Os matematicos Lobachevisky e Janos Bolay desenvolveram indepen-
dentemente a Geometria Hiperbdlica, conforme fora contextualizado anteriormente, embora,
construgdes explicitas sem publicacdes ja haviam sido obtidas por Saccheri, Lambert e Gauss.
A honra da descoberta coube a Lobachewsky por ser o primeiro a publicar. De acordo com
Boyer [11], em 1829 deu-se a publicagdo do primeiro trabalho de Lobachewsky, em russo, sobre
a gemetria ndo euclidiana, no Kasan Bulletin, atraindo pouca atencdo do publico. A préxima
publicacdo deu-se em alemao, intitulada ““ Investigacdes Geométricas da Teoria das Paralelas”.
Por fim, publicou seu trabalho em francés, em 1855, com o titulo Pangeometria.

A etimologia da palavra hipérbole estd relacionada a excesso, na geometria hiperbdlica o
nimero de retas paralelas a uma reta dada por um ponto excede a quantidade da geometria
euclidiana (uma), justificando assim o nome dado a Geometria Hiperbdlica pelo matemético

Felix Klein em 1871. A Geometria Hiperbolica caracteriza-se por admitir todos os postulados



de Euclides com excecao do quinto, que foi substituido pelo Postulado de Lobachewsky:

“Por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, podem ser tracadas pelo menos

duas retas distintas que ndo encontram a reta dada.”

De modo semelhante a Geometria Euclidiana, tem-se que ponto, reta, € plano sdo conceitos
primitivos na Geometria Hiperbdlica, ou melhor, indefiniveis. Lembrando, que em sua obra

“Os Elementos”, Euclides definiu esses conceitos. As relagdes primitivas coincidem no sentido

2 (3

euclidiano, a saber: “estar entre”, “estar em”, e “congruentes”. Assim, tem-se que o sistema

axiomadtico da Geometria Hiperbdlica € composto pelo Postulado de Lobachewsky e pelos quatro

primeiros grupos de axiomas de Hilbert, a saber:

(1) Axiomas de Incidéncia

(i1)) Axiomas de Ordem
(iii)) Axiomas de Congruéncia
(iv) Axiomas de Continuidade

Axiomas de Incidéncia:

I 1. Dados quaisquer dois pontos A e B, existe uma tinica reta que os contém.
12. Sobre uma reta, existem pelo menos dois pontos.
13. Existem pelo menos trés pontos que ndo pertencem a uma mesma reta.

Axiomas de Ordem:
Os axiomas de ordem descrevem uma ordem de sequéncia dos pontos sobre uma reta, sendo

utilizado a nogdo de estar entre para descrevé-la.
O 1. Para quaisquer trés pontos distintos colineares, apenas um deles estd entre os outros dois.

02. Se A, B, e C sdo pontos, tais que C' estd entre A e B, entdo estes trés pontos sdo distintos,

colineares, e C estd entre A e B.

O 3. Dados dois pontos distintos, A e B, existem um ponto C entre A e B e um ponto D, tal

que B estd entre A e D.
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0 4.

Sejam, A, B e C trés pontos ndo colineares e seja a uma reta no plano ABC, que ndo
passa por nenhum dos pontos. Entdo, se a reta a corta o segmento AB, cortard também

os segmentos BC ou AC.

Axiomas de Congruéncia:

Garantem a possibilidade para medida de distincia entre pontos em certas construgoes.

ClL

C2.

C3.

C4.

C5s.

Se A e B sdo dois pontos distintos de uma reta l e A’ é outro ponto sobre l', ndo necessari-
amente distinta de |, entdo é sempre possivel encontrar um ponto B em I’ ( um dado lado

da reta), tais que os segmentos AB e A'B’ sejam congruentes. Em simbolos, AB = A'B’

Se os segmentos A'B’ e A" B" sdo congruentes com o mesmo segmento AB, também o

segmento A' B’ é congruente com o segmento A" B".

Sejam AB e BC dois segmentos da reta r que tenham somente B como ponto comum, e

por outro lado A'B’ e B'C" dois segmentos de uma outra reta s que tenham somente B’

como ponto comum: se AB = A'B' e BC = B'C" entido AC = A'C".

Sejam dados um dngulo Z(h, k), uma reta o’ e um dos lados determinados por a/, e repre-
sentemos por h’ uma semirreta de a' que parte de O’ : existe, entdo, uma vinica semirreta k'
tal que o dangulo Z(h, k) seja congruente ou igual ao angulo Z (I, k'); utilizando simbo-
los: Z(h, k) = Z(WK'), tal que por sua vez todos os pontos interiores do dngulo Z(h'k")

estdo situados no lado dado em relagdo a’. Todo dngulo é congruente consigo mesmo.

Dados dois tridngulos ABC e A’B’C’, se as congruéncias AB = A'B', AC = A'C' sdo

vdlidas, entdo, tem-se sempre, também, que / BAC = LA'B'C

Axiomas de Continuidade

Garantem a possibilidade para medida de distincia entre pontos em certas construgdes.

Il

I2.

Se AB e CD sdo segmentos quaisquer, entdo existe um niimero natural n, tal que n
segmentos congruentes a C'D construidos continuamente a partir de A sobre a semi-reta

AB, conterd o ponto B.

Se uma circunferéncia c tem um ponto no interior e um ponto no exterior de outra circun-

feréncia ¢, entdo as duas circunferéncias se cortam em dois pontos.
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13. Se uma extremidade de um segmento de reta estd no interior de uma circunferéncia e a

outra extremidade no exterior, entdo o segmento corta a circunferéncia em um ponto.

2.1 Modelos

Para representar ou interpretar os conceitos primitivos em relagdo aos axiomas foi necessario
desenvolver modelos que provam a consisténcia das geometrias. O plano euclidiano € um mo-
delo para o sistema axiomético de Euclides, tendo em vista que nele pode-se representar os entes
primitivos e validar propriedades de tal modo que os axiomas passam a ser afirmacgdes aceitas
como verdadeiras.

Lobachevsky, apesar de ser um dos idealizadores da Geometria Hiperbdlica, ndo conseguiu
uma representaciao para essa geometria no espaco euclidiano. Riemann e Ferdinand Minding
(1806-1885) haviam buscado superficies de curvatura negativa, porém nao relacionaram com a
Geometria Hiperbdlica. Beltrami foi quem conseguiu realizar essa tarefa, posteriormente Klein
e Poincaré. Para a representacdo do plano hiperbdlico, Beltrami utilizou uma superficie tridi-
mensional chamada de pseudoesfera (figura 2.1). Neste plano, as retas eram as geodésicas desta
superficie. Segundo Coutinho [14], o modelo de Beltrami contraria o segundo postulado de Eu-
clides, pois muitas geodésicas ndo poderiam ser prolongadas além da aresta que a pseudoesfera

possui.

Figura 2.1: Pseudoesfera de Beltrami

Z

Fonte: Zuning [33]

Sendo este modelo de dificil interpretagdo, o matematico Feliz Klein prop6s outro modelo no
plano euclidiano, no qual o plano € interpretado como o interior de um circulo. Neste modelo,

0s pontos estdo no interior circulo, os pontos da circunferéncia (fronteira) sdo os pontos do
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infinito e as cordas sdo as “retas” (que possuem dois pontos ao infinito). Para satisfazer os
postulados de Lobachevsky, “é preciso que as retas tenham uma extensdo infinita dentro de
uma 4drea finita”. Para isso, introduz-se uma unidade de medida varidvel, ou seja, seu tamanho
diminui na propor¢do que se aproxima da fronteira do plano (circunferéncia). Dessa forma, a
extensdo de uma reta torna-se infinita. Observa-se, neste modelo (figura 2.2), que dado uma reta
e um ponto P fora dela, existem infinitas retas paralelas a primeira reta, pois elas ndo t€ém ponto

€m comum com esta.

Figura 2.2: Retas hiperbdlicas paralelas no modelo de Felix Klein

)

A

Fonte: a autora

Outro modelo, o “Disco de Poincaré”, foi criado pelo matemdtico Jules Henri Poincaré
(1854- 1912) para representar a Geometria Hiperbdlica em duas dimensdes, no qual vamos apre-
sentar mais detalhes a seguir, tendo em vista que a proposta de ensino € feita neste modelo. Neste
modelo, o plano hiperbdlico € definido a partir da regido limitada por uma circunferéncia, a re-
presentacao das retas sdo arcos de circunferéncias perpendiculares ao circulo, que representa o
plano hiperbdlico, chamado de “Disco” (figura 2.3). Os pontos internos a esta circunferéncia sao
denominados pontos do plano hiperbdlico (ou ordindrios), os pontos que pertencem a circun-
feréncia de pontos ideais, tendo em vista que sao idealizados no “infinito”, e a circunferéncia é

dita horizonte hiperbolico.
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Figura 2.3: Representagdo de retas hiperbodlicas no “Disco de Poincaré

Fonte: a autora

2.2 Conceitos Preliminares

O estudo da geometria hiperbdlica sobre o Disco de Poincaré requer a retomada de algu-

mas defini¢des, proposicdes e construgdes geométricas no plano euclidiano que serdo realizadas

499

a seguir. Para a compreensao das retas hiperbdlicas no “Disco de Poincaré” apresenta-se a
constru¢do de circunferéncias ortogonais e consequentemente os teoremas que fundamentam a

construgao.

2.2.1 Circunferéncias Ortogonais

Para a constru¢ao de circunferéncias ortogonais primeiramente descreve-se a constru¢ao do

inverso de um ponto P em relacdo a uma circunferéncia «y (figura 2.4):
e Construa uma circunferéncia de centro O;
e Marque um ponto P no interior da circunferéncia tragada;

Construa uma semirreta O7>’ de origem O e passando por P;

e Trace uma reta perpendicular a semirreta 0?7 passando por P e intersectando a circunfe-

réncia em @);
e Trace uma reta perpendicular ao raio OQ) em (), que intersectard a semirreta O ?7 em P’

A transformacéo que associa o ponto P ao ponto P’ é denominada de “Inversdo”. Na cons-

trucdo descrita acima, a inversao estd definida para um ponto do interior da circunferéncia. Caso
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o ponto P esteja sobre a circunferéncia, tem-se que P = P’. Se P estiver fora da circunferéncia,

o inverso € um ponto no interior da circunferéncia.

Figura 2.4: Constru¢do do inverso de um ponto

Fonte: a autora

Definicao 1 Seja P um ponto euclidiano qualquer e considere uma circunferéncia vy de raio r

e centro O. O inverso de P em relagdo a vy é um tnico ponto P’ que pertence a semirreta O—})7
tal que (OP) - (OP') = r*.

De fato, como os tridngulos retangulos O PQ) e OQ P’ sdo semelhantes, por possuirem trés an-

_ 0Q _ OoP _ r
= == Como OQ = r, segue que =~ = iz

gulos congruentes, tem-se que

OP-OP' =r-r =12

QIS
3

€ portanto,

Para tragar uma circunferéncia ortogonal a y basta construir uma circunferéncia ¢ com centro

em P’ e raio P'() (figura 2.5).

Figura 2.5: Circunferéncias ortogonais

<

Fonte: a autora

Definicao 2 (Circunferéncias Ortogonais) Sejam as circunferéncias vy e 6, elas sdo ortogonais
se seus raios sdo perpendiculares nos pontos de intersecdo de v e 0.
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Proposicao 1 (Poténcia de um ponto) Seja um ponto P, exterior ou interior a uma circunfe-
réncia 6, se duas retas por P interceptam 6 em pares de pontos (A, B) e (C, D), respectiva-
mente, entdo:

PA-PB=PC-PD
Demonstragdo: O ponto P pode estar no (i) interior ou (ii) exterior da circunferéncia ¢:

1) De acordo com a figura 2.6, observa-se que os angulos DAP e DC B subtendem o mesmo
arco Z/DE, logo sdo congruentes. Os angulos APD e CPB sio opostos pelos vértice, dessa

forma congruentes. Dai, os tridngulos A pp ¢ Appc sdo semelhantes pelo caso AAA

(angulo, angulo, angulo). Consequentemente, pode-se afirmar que LA — PD 4y melhor,

B’
PA-PB=PC-PD.

v
Q
v

i1) De modo andlogo, mostra-se para o caso do ponto estar no exterior da circunferéncia.

Figura 2.6: Poténcia de um ponto

Fonte: a autora

Proposicao 2 Seja um ponto P do plano euclidiano e vy uma circunferéncia de centro O e raio
r, tal que, P ndo pertenca ay e P # O. Os pontos P e P’ sdo inversos a circunferéncia -y se, e
somente se, qualquer circunferéncia que passa por P e P' é ortogonal a .

Demonstracdo

i) =) Considera-se P’ o inverso de P em relagdo a circunferéncia -y que tem centro no ponto
O (figura 2.7), e § uma circunferéncia arbitraria que passa por P e P’ e que tem centro em
O'. O ponto T é uma das intersecdes entre 7 e /3, ¢ M é o ponto médio do segmento PP,
Deseja-se provar que 7y € ortogonal a 3, sendo necessario mostrar que as retas b? e W

sdo perpendiculares, ou melhor, que o tridngulo Arpo € retingulo em 7.
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Figura 2.7: Apoio para demonstragdo: circunferéncias ortogonais

Fonte: a autora

Ora, os segmentos PO’ e P'()’ sao congruentes, pois os pontos P e P’ pertencem a mesma
circunferéncia (3, daf o tridngulo Appp: € isésceles. Sendo M o ponto médio de PF’, os
segmentos PP’ e O'M sido perpendiculares. Portanto, o tridngulo Ao/, € retingulo em

M:

00" = O'M + OM" 2.1)

Sendo M o ponto médio de PF:

PP =MP+MP =2-MP (2.2)
OP =0OP+ PP =0P+2-MP (2.3)
Segue de (2.3) que:
;=5
MP:% (2.4)
OP' —OP
OM:OP—l—MP:OP—l—T (2.5)
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OM =

OM w (2.6)

Como o tridngulo Ao/ p € retangulo em M tem-se:

—_ 2
[
O'P'=OM +MP' = OM =0P - MP =0P - (M) 2.7)

2
Segue de (2.4) e (2.7):
_, . —_— 2
oM =0P — (g) = 2.8)
2 2
-2 —— 2-0OP"-OP—(OF P
o —op 4 290 4(0 +OP) (2.9)
Fazendo (2.6) e (2.9) em (2.1) tem-se:
;- B -2 2 = = 2
___, 2.0P-0P—(OP" +0P") 2.0P.-0P+ (0P" +0P")
= OP + +
4 4
Por fim,
00" =O0P° +0P -OP (2.11)

Por hipétese, P e P’ sdo inversos em relacdo a v e 7' € um ponto de intersecdo entre ~y e

5, entdao

OP -OP = OT"
OP=0T

Segue da hipétese e de (2.11):

00" =0T +0T" (2.12)

Verifica-se que o tridngulo Ao € retingulo em 7" ao satisfazer o Teorema de Pitagoras,
B ¢ 077 sio perpend reunferéncias 7 ¢
consequentemente e O'T sdo perpendiculares e as circunferéncias v e § s@o ortogo-

nais.
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Figura 2.8: Apoio para demonstragdo: v e 3 sdo ortogonais nos pontos T e U

§

Fonte: a autora

ii) <) Agora vamos provar que, se uma circunferéncia 5 passando por P corta vy ortogo-
nalmente, entdo [ passa por P’. De fato, considera-se que as circunferéncias (3 e v sdo
ortogonais (figura 2.8), sendo que [ corta v nos pontos 7' e U. Seja O7>’ uma semirreta

que corta 3 nos pontos P e P’, tem-se por poténcia de ponto em relagdo a circunferéncia

vque OP -OP' =0T 2, consequentemente P’ € o inverso de P em relagdo a .

2.3 Geometria no Disco de Poincaré

No estudo da Geometria Hiperbdlica sobre o “Disco de Poincaré” vamos fixar um disco D,
ou seja, uma circunferéncia euclidiana D. O plano hiperbdlico é a regido convexa D’ delimitada
por essa circunferéncia. Os pontos hiperbdlicos sdo os pontos que estdo sobre essa regidao D’ os
pontos que pertencem a circunferéncia D sdo denominados de pontos ideais, tendo em vista que
sdo idealizados no infinito. O local dos pontos ideais pode ser referido como “horizonte”.

Considerando-se dois pontos A e B em uma circunferéncia, traga-se uma reta que passa pelos
pontos A e B, que separa o plano em dois semiplanos, denominados de arcos determinados pelos
pontos A e B. Caso os pontos A e B estejam nas extremidades de um didmetro, estes arcos sao
denominados de semicircunferéncias [5].

Para definir reta hiperbdlica (geodésica), primeiramente foi necessdrio definir circunferén-
cias ortogonais. Assim, define-se reta hiperbdlica (h-reta) como: arcos de circunferéncias D',
ortogonais a D, contidas no plano hiperbdlico e cordas que passam pelo centro de D (figura
2.9).

O célculo da distancia hiperbdlica entre dois pontos A e B é feita determinando-se primei-
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Figura 2.9: Reta hiperbdlica AB - arco ortogonal ao Disco

Fonte: a autora

ramente a reta hiperbdlica que passa pelos pontos A e B (figura 2.10), e em seguida, os pontos

C' e D que estdo na borda do disco de Poincaré. Poincaré definiu a distancia hiperbélica como:

d(A, B) = In ‘ (;;g/%) ‘

Figura 2.10: Razdes no célculo de distancias hiperbdlicas

Fonte: a autora

Como as medidas de AC, BC, AD e BD correspondem as medidas de segmentos euclidia-

nos, € possivel fazer as observacoes:

e Quando o ponto A tende ao ponto C' (aproxima-se do horizonte) tem-se que a distancia

AC/AD

BD/BC também tende a zero. Portanto,

AC tende a zero. Assim, o numerador da razao
a d(A, B) tende ao infinito. Analogamente, 0 mesmo ocorre quando o ponto B tende ao

ponto D.
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e Quando o ponto B tende ao ponto A tem-se que a distancia BC tende a medida de AC.

AC/AD
BD/BC

AC/AD

Assim, a razdo BD/BC

tende a um. Portanto, a expressao In ‘( )‘ tende a zero,
ou melhor, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende a zero. Analogamente, o

mesmo ocorre quando o ponto A tende ao ponto B.

2.4 Paralelismo no Plano Hiperbolico

A partir dos axiomas da Geometria Neutra, geometria elementar na qual admitem-se como
verdadeiros os axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia e continuidade, pode-se criar outras
Geometrias adicionando mais axiomas. Para a Geometria Hiperbdlica, adiciona-se o “Axioma
das Paralelas” e a partir dai desenvolvem-se os teoremas. A seguir apresentam-se os axiomas da
Geometria Hiperbdlica, algumas definicdes e teoremas. Na Geometria euclidiana, o fato de uma
reta ndo interceptar a outra indica que elas sdo paralelas. Na geometria hiperbdlica, hd outras
nomenclaturas para as retas que nao cruzam a reta dada, como “ultraparalelas”, “hiperparalelas”,

99 ¢ 29 ¢

“superparalelas”, “paralelas assintoticas”, “paralelas divergentes” [25].
Definicao 3 Define-se o dngulo hiperbolico formado por duas retas hiperbolicas como sendo o

angulo (euclidiano) formado pelas semirretas euclidianas tangentes aos arcos (retas hiperboli-
cas) no ponto de intersecgdo (figura 2.11) [25].

Figura 2.11: Angulo entre duas retas hiperbdlicas

Fonte: a autora

Definicao 4 Seja r uma reta, Z, um dos pontos ideais de r e P € D' um ponto ndo incidente a
r. Dizemos que uma reta s é paralela a v no ponto P em diregdo a Z, ser Ns = ()

Definiciio 5 (Angulo de Paralelismo) Seja r e s retas paralelas no ponto P em dire¢do Z,
seja t uma reta perpendicular a r que passa por P, o dangulo formado por t e s no ponto P é
chamado de “angulo de paralelismo” em relacdo a P.
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Figura 2.12: Retas s; e s, paralelas a  no ponto P e angulo de paralelismo ¢

Observe, na figura 2.12, que as retas hiperbdlicas s; e so passam pelo ponto P e incidem
sobre os pontos ideais de r formando o angulo de paralelismo com a reta perpendicular a reta
dada r, sendo assim denominadas de retas paralelas assintoticas. Na geometria euclidiana, o
angulo de paralelismo é 7, jd na hiperbdlica este dngulo foi definido por Lobachevsky por 7 (),
sendo que })i_{r(l) m(f) = S e gli_{(r)lo 7(6) = 0. Desta forma, quanto menor o valor de ¢, o plano
hiperbdlico se assemelha ao euclidiano.

Definicao 6 Uma reta hiperbdlica r é ultraparalela a reta hiperbolica s no ponto P se r incide
em P, ndo intercepta s e ndo tem ponto ideal em comum com a reta s.

Figura 2.13: Retas ultraparalelas

Fonte: a autora

Na figura 2.14, areta s ndo intercepta a reta r e forma com a reta perpendicular a » um angulo

maior que o angulo de paralelismo, sendo denominada de ultraparalelas ou paralela divergente.
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Ja areta s; ndo € paralela a reta r pois a intercepta. A reta s, encontra-se no limite entre as retas

que interceptam e as que nao interceptam a reta r, portanto, na terminologia de Lobachevsky,

elas sdo paralelas.

Figura 2.14: Retas hiperbdlicas

Locmmmmm———

-

~ao

Fonte: a autora

Proposicao 3 Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente a r. Entdo existem infinitas retas
paralelas a r.
Demonstracdo:

De fato, as retas s e s’ passam por P e ndo intersectam r de acordo com o Postulado de Loba-
chewsky. Deste modo, as retas s e s’ dividem o plano hiperbdlico em quatro regides angulares,
conforme mostra a figura 2.15.

Seja ) o pé da perpendicular baixada de P a reta r. Consideremos os angulos « e /3 de
vértice comum P formados pelas retas s e @ e; s e 1@, respectivamente. Seja IR um ponto
em umas das regides angulares, tal que o angulo v = RPQ esteja contido na regido angular
formado pelo dngulo [ mas ndo esteja contido na regido angular «, conforme mostra a figura
2.16.

Seja areta s” que passa por P e R. Logo, s” # s, s” # &, s” estd contida nas regides opostas
pelo vértice que ndo contém r. Tem-se que s” N7 = (.

De fato, caso s” N r = A, terfamos um tridngulo Apg4 e:

i) s entra em Apgs por P. Tem-se que s N1 QA # () pelo axioma de Pash, logo uma

contradigao.
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Figura 2.16: Apoio para demonstracao - infinidade de paralelas

ii) ¢’ entra em Apgy por P. Tem-se que s’ N QA # () pelo axioma de Pash, logo uma

contradicao.

De (i) e (ii), conclui-se que s” N r = (). Observa-se que ha infinitos pontos R que podem ser

escolhidos, consequentemente ha infinitas retas s que passam por P e ndo intersectam 7.

Proposicao 4 Seja r uma reta qualquer e P um ponto fora desta reta. Existe uma tnica reta
assintotica em cada sentido em relacdo a reta r que passa por P.

Demonstracdo:

Dados a reta r, o ponto P nao pertencente a r, as retas paralelas assintéticas, s e s', respec-
tivamente a direita e esquerda da reta r pelo ponto P. Vamos supor que exista, além de s, outra
reta paralela assintdtica p a reta r por P. Seja ¢ a reta perpendicular a r que passa pelo ponto P.

Seja () a intersecdo de t com 7. Tem-se as seguintes situagoes:
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Figura 2.17: Apoio para demonstracdo: retas assintoticas

i) areta p estd no interior do angulo s P(): neste caso, a reta ¢ interceptaria r, ou seja, g seria

secante a r (figura 2.17);

il) areta s estd no interior do angulo pP(Q): neste caso, a reta s seria secante a reta r, o que é

contradi¢@o a hipdtese.

De (i) e (ii) conclui-se que s € tinica. De modo equivalente ocorre no outro sentido da reta
. / 7z z st
(esquerda), concluindo-se que a reta s’ também € tnica.

Proposicao S As retas paralelas assintdticas sy e Sy a reta v formam dngulos congruentes agu-
dos com a perpendicular baixada de P a reta r.

Sejam as retas s e ' paralelas assintdticas a reta  por P, os angulos de paralelismo, X ]562 e

Y PQ, de PQ com r, sendo PQ_Lr (figura 2.18).

Figura 2.18: Apoio para demonstracdo: angulo de paralelismo

Queremos mostrar que Y PQ = X PQ.

1) Vamos supor que YPQ > X PQ. Traga-se PR de modo que R]f’Q =X ]5Q. Tem-se
que YPQ > RPQ, logo PR esté no interior de Y P(). Sendo assim, PR ndo € paralela

40



ar por P, pois t € paralela assint6tica e PR estd abaixo dela. Vamos prolongar PR até

intersectar a reta 7 no ponto .S.

Seja 7" um ponto em 7 tal que QS = QT e tracemos PT. Observa-se que os tridngulos
Apsqg e Aprg sdo congruentes pelo caso LAL (lado, angulo, lado), pois QS = QT
(construgdo), PQS = PQT (retos) e PT é comum. Consequentemente, QPR = Q]ST
e XPQ = QPT. Chega-se a uma contradicdo, pois XPQ > QPT. Logo, X PQ ndo é
maior que X PQ.

ii) Ao supor que YPQ < XPQ chega-se de maneira semelhante ao item (i) que Y PQ ndo é

menor que X PQ.

Concluir-se de (i) e (i1) que os angulos de paralelismo ( YPQ e X PQ) sdo congruentes. O

proximo passo € demonstrar que os angulos X pQ e Yf’Q sdo agudos:

iii) Supondo que os angulos X PQ) e Y PQ) sdo retos, teriamos que as retas s e ¢ seriam uma

Unica reta, porém elas sao distintas. Assim, os angulos ndo sao retos.

iv) Supondo que os angulos X PQ e YPQ sdo obtusos. Vamos tracar a reta PF' tal que
angulo I PQ seja reto. Tem-se que X PQ > FPQe PF passara pelo interior do dngulo
X 1562, logo PF intercepta a reta r. Todavia, PF' € paralela a reta r por P, contradizendo

a hipétese. Logo X PQ e Y PQ nio sdo obtusos.

De (i) e (ii) conclui-se que os angulos X ISQ e YI5Q sao agudos.

Proposicao 6 Sejam m reta paralela a n passando por um ponto P e em um determinado sen-
tido. Entdo, a reta m é paralela a n nesse mesmo sentido por qualquer de seus pontos.

Demonstragdo:

Sejam as retas m (passa pelos pontos A e B) e n, de modo que m é paralela a n pelo ponto
P a direita (figura 2.19). Considere R um ponto qualquer de m. Deve-se mostrar que a reta
m € também uma das paralelas a reta n passando por R e que € paralela a direita. Para isso,

consideram-se 0s casos:

1) Neste caso, o ponto [? estd no lado do ponto P que fica na dire¢@o do paralelismo. Traca-se
PQ e RS perpendiculares a reta n. Deve-se mostrar que toda reta que passa por R e entra
no angulo SRB corta a reta n. Seja RT' um segmento de uma das tais retas. Considera-se

no segmento R7' um ponto qualquer U e traga-se PU e R(). Pelo paralelismo no ponto
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Figura 2.19: Paralelismo em um sentido- apoio para demonstracao

P, tem-se que a reta PU deve cortar n em um ponto M e, pelo axioma de Pasch, deve
cortar n em um ponto N. Usando o axioma de Pasch, conclui-se que RU, se prolongado,

também cortard o lado QM do tridngulo Agn s, como queria-se chegar.

ii) Neste caso, se ponto R estd no lado do ponto P oposto ao paralelismo, a demonstracao é

semelhante a anterior.

Proposicao 7 Se s é paralela a r, entdo r é paralela a s.

Figura 2.20: Paralelismo - apoio para demonstracao

Demonstracdo:

Sejam as retas s (passa pelos pontos A e B) e r (passa pelos pontos C' e D), conforme a figura
2.20. Seja um ponto P pertencente ao segmento AB. Supde-se que s seja paralela 4 r passando
por um ponto P a direita. Vamos tragar uma reta perpendicular P() a r e () R perpendicular a s.
O ponto R ficard a direita do ponto P, caso contrdrio o tridngulo Apgp teria dois angulos ndo

agudos, contradizendo o teorema do angulo externo.
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Deve-se mostrar que a reta r € paralela a reta s passando pelo ponto (), ou seja, temos que
mostrar que toda reta que passa pelo ponto () e divide o dngulo RQD intersecta a reta s. Seja
uma dessas retas que intersecta o angulo RQD e seja £ um dos pontos dentro deste angulo.
Trace a perpendicular PF a esta reta. O ponto F' pertence a semirreta de origem () passando
por . Na semirreta ]@ marque um ponto G, tal que PG = PF. Observa-se que o ponto
G ¢ @, pois PF < PQ, PF é cateto e PG ¢é hipotenusa do tridngulo retangulo A prq. Trace
uma perpendicular GH ao segmento P() e construa um angulo GPI congruente ao angulo
F PB. Denota-se por .J o ponto onde a semirreta ﬁ corta a reta 7. A semirreta C?)[ deve cortar
PJ em algum ponto K, pois corta o lado P() do tridngulo A pg s e ndo corta ().J. Seja um ponto
L na semirreta P tal que PL = PK. Trace F L. Os tridngulos Apc € Appy, sdo congruentes
e, dai PFL = PGK = 90°. Logo, os pontos (), F', E/, L sdo colineares. Conclui-se que a

semirreta () ﬁ corta a reta s, como queria-se demonstrar.

Proposicao 8 Se s e r sdo paralelas a m num determinado sentido, entdo s é paralela a r.

Figura 2.21: Paralelismo na Geometria Hiperbdlica

Demonstracdo:

Para a demonstracao, considera-se os seguintes casos:

i) Neste caso, considera-se a terceira reta m entre as retas r e s (figura 2.22). Seja uma reta
qualquer r, que passa por A e B, e uma reta s que passa por C' e D, de modo que 7 e s
estejam na mesma dire¢cdo e sejam paralelas a reta m, que passa por £ e F'. Supde-se que
o segmento AC' seja perpendicular a C'D. Considere uma reta que passe pelos pontos A e

H, com H no interior do angulo CAB. Como r é paralela a s, esta corta a reta que passa
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pelos pontos £ e F' em algum ponto /. Trace o segmento C'I. Sabe-se, pela proposicio
anterior, que a reta que passa por I e F' € paralela a reta que passa por C' e D, o que prova

que r é paralela a s.

m

Figura 2.22: Propriedade transitiva do paralelismo- apoio para demonstracao

ii) Neste caso, considera-se que as retas r € s estdo do mesmo lado em relacdo a reta m.
Supde-se que s seja a reta que esteja entre as outras duas. Considere um ponto P € r, e
uma reta s’ passando por P paralela a m’ na mesma dire¢do de paralelismo. De acordo
com o item (i) provado, s’ é paralela a m. como r também é paralela a m e o paralelismo
de r e s’ é na mesma dire¢do, conclui-se que ' = r, ja que a paralela em uma direcédo é
unica. Consequentemente 7 € paralela a s.

Definicao 7 Dizemos que duas semirretas s| e sy sdo paralelas se suas retas suportes assim o
forem. Indica-se por s1//ss.

E importante observar que no plano hiperbélico tem-se os pontos ideais, que ndo sio pontos
do plano hiperbdlico, e os pontos ordinarios, que sdo os pontos pertencentes ao plano hiperbé-
lico.

Definicao 8 (Triangulos Generalizados) Sejam:

i) A e B pontos ordindrios e Z, ponto ideal do plano hiperbdlico. Denomina-se tridngulo
generalizado (ou tridngulo com um vértice ideal ou tridngulos 6megas) a figura geomé-
trica formada pelas semirretas AZ,, BZ, e AB.

ii) A um ponto ordindrio e Zy e Zy pontos ideais do plano hiperbdlico. Denomina-se tri-
dngulo generalizado (ou tridngulo com um vértice ideal ou tridngulos émegas) a figura
geométrica AZ Zy

iii) Zy, Zy e Z3 pontos ideais do plano hiperbdlico. Denomina-se triangulo generalizado (ou
triangulo com um vértice ideal ou triangulos 6megas) a figura geométrica 2, 2o 723

Definicao 9 Um quadrildtero de Saccheri é um quadrildtero no qual dois de seus lados opostos
sdo congruentes e perpendiculares a um outro seu lado, chamado base. O lado oposto a base é
chamado de topo.
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Figura 2.23: Triangulos Generalizados

Proposicao 9 A reta que une os pontos médios do topo e da base de um quadrildtero de Saccheri
é perpendicular a ambos e os dngulos do topo sdo congruentes;

A
/ ~

Figura 2.24: Quadrilatero de Saccheri- apoio para demonstracdo

Demonstragdo:
Seja ABC'D um quadrildtero de Saccheri (figura 2.24), sendo AB a base e K e L os pontos

médios, respectivamente de AB e DC.

i) Primeiramente demonstrar-se-a que os angulos do topo sdao congruentes (D = (): ao

tracar os segmentos K L, CK e DK, observa-se que os tridngulos A px € Agck sdo
congruentes, pois AK = BK (hipétese); A= BeAD = BC. Dai, CK = DK ¢
ADK = BCK. Os tridngulos Acger, e Apgr, também sdo congruentes, pois CK = DK;
CL = DL (hipétese) e K L é comum. Consequentemente, /X DL = KCL. Tem-se que
m(ADK) 4+ m(KDL) = m(BCK) +m(KCL),logo ADC = BCD.

ii) Demonstrar-se-d que K L é perpendicular a base AB (K L1 AB):
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— Tem-se que DKL = CKLe ABK = BKC;

— Como m(AKD) + m(DKL) = m(CKL) + m(BKC), segue que m(AKL) =
m(Bf( (); Os angulos AKL e BKL sio congruentes e suplementares, logo sdo
retose KL 1 AB.

iii) De modo semelhante, demonstra-se que K L é perpendicular ao topo C'D. Partindo-se da
congruéncia dos tridngulos Agi e Apkr prova-se que os angulos CKL e DKL sio

congruentes e retos.
Definicao 10 Um quadrildtero de Lambert é um quadrildtero com trés dngulos internos retos.

Proposicao 10 O dngulo ndo reto de um quadrildtero de Lambert é agudo.

Demonstracdo

Seja ABC'D um quadriltero de Lambert com A = B = C' = 90° (figura 2.25).

Figura 2.25: Quadrildtero de Lambert- apoio para demonstracao

Seja £ € 1@ e I' e Cﬁ de tal modo que FA = AB e FC = CD, como mostra a
figura. Observa-se que EBDF' € um quadrilatero de Saccheri, pois E =90°e FE = DB
por congruéncia de tridngulos. Dai, D < 90°, como foi demonstrado anteriormente.

Proposicao 11 Seja um quadrildtero ABC'D, com os dngulos A e B retos e AD < BC, entdo
tem-se que D > C.

Demonstragdo:
Seja D’ um ponto sobre o segmento CB tal que AD = BD’, conforme mostra a figura 2.26.
Tem-se que os dngulos « e [ sdo congruentes, pois o quadrilatero ABD D’ é de Saccheri.

Pelo teorema do angulo externo tem-se que: > v =>a >y =>a+0 >y = D>C.
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Figura 2.27: Angulos e lados em um quadrildtero hiperbélico- apoio para demonstragio

Proposicao 12 Seja um quadrildtero ABCD (figura 2.27), com A e B retos e C < D, entdo
tem-se que BC > AD.

Demonstracdo:

Vamos supor os seguintes casos:

i) Se AD = BC: o quadrilitero ABC D seria de Saccheri, e consequentemente C = D,

gerando contradicdo.

iiy AD > BC (figura 2.28): seja o ponto ¢’ € AD de tal forma que AC" = BC. Tem-se
que o quadrilatero ABC'D € de Saccheri, logo o« = 3. Pelo teorema do angulo externo,
tem-se o > ~. Consequentemente, 5>v =+ > v = C>D (Contradicao).

De 1) e i1), chega-se a conclusio que BC > AD.
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Figura 2.28: Quadrildtero hiperbdlico- apoio para demonstragao

Proposicao 13 Seja um quadrildtero ABCD de Lambert, com os dngulos A, B e C retos,
tem-se que os lados adjacentes ao angulo agudo D sdo maiores do que seus respectivos lados
0poStos.

Demonstragdo

Considerando um quadrilatero ABC' D de Lambert com os angulos retos A, BeCeo angulo

agudo D (figura 2.29). Queremos provar que BC' < AD e AB < C'D. Vamos considerar os

Casos:

i) Supondo que BC =~ AD, ABCD é um quadrildtero de Saccheri, daf os angulos C' e D
sdo congruentes € agudos. Tem-se uma contradig@o, pois o angulo Céretoeo angulo D

é agudo. Logo BC nio é congruente a AD.

ii) Supondo que BC' > AD, tem-se que C <D, gerando uma contradi¢do, pois C éreto e
D ¢ agudo. Logo BC ndo é maior que AD.
De (i) e (ii), tem-se que BC' < AD. Analogamente, prova-se que AB < CD.
Definicao 11 Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um ponto fixo
denominado centro, que estd inteiramente contido no plano hiperbdlico.

Definicao 12 Feixe de retas na geometria hiperbdlica:

i) feixe de retas paralelas: constituido de todas as retas do plano perpendiculares a uma
mesma reta.

ii) feixe de retas ndo secantes: constituido por todas as retas do plano paralelas entre si no
mesmo sentido.

48



Figura 2.29: Relacdes no quadrilatero de Lambert- apoio para demonstragido

Figura 2.30: Hipercirculo - pontos equidistantes da linha base do feixe

Definicao 13 Hipercirculo é a trajetoria ortogonal de um feixe de retas paralelas com uma
perpendicular comum, sendo o lugar geométrico dos pontos equidistantes a linha base do feixe,
que estdo do mesmo lado em relacdo a ela.

Definicao 14 Horocirculo ou curva limitante, é a trajetoria ortogonal de um feixe de retas com
vértice num ponto ideal, sendo o lugar geométrico dos pontos equidistantes do ponto ideal O.

Observa-se que o horocirculo (figura 2.31) é determinado por um ponto Z; ideal, que é o
centro localizado no infinito, € um ponto ordinério (no interior do disco hiperbélico). No “Disco

de Poincaré”, o horocirculo possui a forma de uma circunferéncia euclidiana tangente a borda.

Proposicao 14 A soma dos dngulos internos de um tridngulo A ypc € menor que 180°.

Demonstragdo:

Seja o tridngulo hiperbélico A 45 (figura 2.32), D e E os pontos médios de AB e AC,

respectivamente.
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Figura 2.31: Horocirculo

Vamos fazer as construcdes: tragca-se o segmento D E; traca-se pelo ponto B uma reta per-

pendicular a reta D E que a intercepta no ponto F'; traga-se pelo ponto C' uma reta perpendicular

areta DE que a intercepta em G.

Figura 2.32: Soma dos angulos do tridngulo - apoio para demonstracdao

Observa-se que o quadrildtero GFBC é um quadrilatero de Saccheri de base FG. Como

m(FBC) +m(GCB) é igual a medida dos angulos internos do tridngulo A 4, e m(FBC) <
90° e m(GCB) < 90°, chega-se a conclusio que m(FBC) + m(GCB) < 180°, ou melhor, a
soma dos angulos internos de um triangulo hiperbolico é menor que 180°.

Definicao 15 A deficiéncia de um tridngulo qualquer ABC ¢ a diferénca entre 180° e a soma
das medidas dos seus dngulos internos.

Proposicao 15 A soma dos dngulos internos de um quadrildtero ABC' D é menor que 360°.

Demonstragdo:
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Dado um quadrilatero ABC'D (figura 2.33), trace a diagonal AC e considere os tridngulos
Aapce € Axop- A soma dos angulos internos de cada um desses tridngulos é menor que 180°,
como fora mostrado anteriormente. Assumindo que no quadrilatero ABC D, a semirreta 1@ esta
entre AB e AD e a semirreta C A estd entre O e C?, entio m(BAC)+m(CAD) = m(BAD)
e m(ACB) + m(ACD) = m(BCD). Somando os seis angulos, chega-se que a soma dos
angulos do quadrilatero ABC'D é menor que 360°.

Figura 2.33: Soma dos angulos do quadrilatero hiperbdlico - apoio para demonstracao

Proposicao 16 Se dois triangulos sdo semelhantes, entdo, sdo congruentes.

Demonstracdo:
Vamos provar por contradi¢do, assumindo que os tridngulos A 4pc € A 4/p/¢r sd0 semelhan-
tes, porém ndo congruentes (figura 2.34), significando que seus angulos correspondentes sao

congruentes, mas seus lados correspondentes, ndo. Sem perda de generalidade, supde-se que

AB > A/B"e AC > A'C’. Assim, pode-se encontrar o ponto B” em AB e o ponto C" em AC
de modo que AB” = A’B'e AC" = A'C". Entio, pelo caso lado, lado, lado (LAL), o tridngulo

Ay prer € congruente ao tridngulo A qpren. Dal, AB"C" =~ B'e AC"B" = ('. Assim, os
segmentos BC e B”C" sdo paralelos e o quadrilitero BB”C"C é convexo e tem a soma de seus
angulos igual a 360°, o que contradiz o teorema da soma dos angulos internos de um quadrilatero
hiperbdlico. Portanto, tridngulos semelhantes sdo congruentes na geometria hiperbdlica.
Observa-se que na geometria hiperbdlica nao existem tridngulos semelhantes ndo congruen-

tes, ou seja, € impossivel ampliar ou reduzir um tridngulo sem distor¢ao.

Proposicao 17 A medida de um dngulo externo de um triangulo é maior que a soma das medi-
das dos dngulos internos ndo adjacentes a ele.

Proposicao 18 Duas retas que ndo se interceptam apresentam uma unica perpendicular em
comum.
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Figura 2.34: Triangulos semelhantes sdo congruentes - apoio para demonstracao

Demonstracdo:

Sejam as retas m e n que nio se interceptam. Considera-se dois pontos quaisquer A e B
que pertencam a reta n, e por estes pontos traga-se os segmentos AC' e BD perpendiculares
a m. Caso, AC = BD, tem-se que o quadrilitero ACDB é um quadrilatero de Saccheri.
Consequentemente, m e n possuem uma perpendicular comum. Caso, AC nio for congruente a
BD, vamos supor que AC' > BD. Vamos denotar por Z; o ponto ideal da semirreta 1@ .Seja K
um ponto pertencente & AC' de modo que EC > BD, e H um ponto qualquer na semirreta @
fora do segmento C'D. Com o ponto F' no quadrilatero AC'D B constréi-se os angulos CEF e

DBZ, congruentes.

? /
L
Figura 2.35: Perpendicular tnica a retas paralelas- apoio para demonstracao

Para mostrar que a semirreta ﬁ intercepta n, considera-se as semirretas C'Z; e DZ; que
estdo dentro dos angulos ACH e BDH, respectivamente. Desde que ACH > BDH (teorema
do angulo externo), pode-se tracar uma reta C'.J, penetrando no angulo ACZy, tal que H CJ=

HDZ,, que interceptara a reta n em um ponto J.
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Da andlise das informacdes obtidas das figuras F'EC'J e JBDZ; deduz-se que as semirretas
ﬁ e Cﬁ sdo paralelas. Consequentemente, ﬁ intercepta a reta n» em um ponto K situado
entre Ae J.

Traca-se o segmento K L perpendicular a reta m. Na semirreta B—Zl> , marca-se um ponto M
tal que M B = EK. Na semirreta ITI-)[ , marca-se um ponto N tal que ND = CL. Traga-se
MN. Por congruéncia de tridngulos verifica-se que os quadrildteros K LC e BM N D sao
congruentes. Consequentemente, M N é perpendicular am e M N = K L. Portanto, K LM N ¢é
um quadrildtero de Saccheri e o resultado se segue.

Para provar a unicidade, basta observar que, caso existissem duas retas perpendiculares as
duas retas, teria-se um quadrildtero com quatro angulos retos, o que, € impossivel na geometria
hiperbdlica [4].

Ap6s o resgate dos principais resultados da geometria hiperbolica, serd apresentada no pro-
ximo capitulo a possibilidade de insercao desses resultados aos alunos do ensino bdsico, por
meio da aplicacdo de sequéncias didaticas a serem desenvolvidas com a utilizacdo do software

Geogebra.
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Capitulo 3

Possibilidades Didaticas no Ensino das
Geometrias

Propde-se neste capitulo, uma andlise das possibilidades da inser¢do das Geometrias Nao-
Euclidianas no curriculo do Ensino Médio. Desta forma, apresenta-se sequéncias didéticas para
que o professor do Ensino Médio possa desenvolver os conceitos das Geometrias num ambiente
de Geometria Dindmica. Entende-se por sequéncia diddtica como “um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizac@o de certos objetos educacionais, que tém
um principio € um fim conhecido tanto pelos professores como pelos estudantes™ [45]. As
atividades propostas tem como finalidade habituar o educando as novas geometrias, neste caso a
geometria hiperbdlica e relacioni-la com a geometria euclidiana.

A proposta diddtica, que constitui-se de sequéncias didaticas dos conceitos basicos da ge-
ometria hiperbdlica, foi aplicada por meio de uma oficina a vinte professores de matematica
previamente inscritos. Os participantes atuam na rede estadual de ensino do estado do Amapa
no ensino da disciplina de matemadtica na educagdo bdsica. Nesta oficina foram apresentados
os conceitos basicos das geometrias euclidiana e hiperbdlica por meio da utilizacdo do software
Geogebra.

A coleta de informacao durante a oficina consistiu na aplicagdo de questionarios semiestru-
turados para o pré e o pds teste e, na observacao dos participantes no decorrer da realiza¢io das
atividades solicitadas. Os participantes foram convidados a responder questiondrios que tinham
por intuito diagnosticar os conhecimentos prévios acerca do tema a ser desenvolvido, no qual
expressaram suas opinides por meio de questdes abertas e fechadas. Apresentou-se a probleméa-
tica do trabalho por meio da contextualizacdo histérica do desenvolvimento das geometrias nao

euclidianas e do ensino da geometria na educacao basica. Os axiomas de Euclides, os conceitos



elementares da Geometria Hiperbdlica e os modelos hiperbdlicos foram os tépicos discutidos
neste primeiro momento. A condug¢do da oficina deu-se por meio da metodologia de resolucdo
de problemas, na qual os participantes ao desenvolverem as sequéncias didaticas no ambiente do
software Geogebra construiram suposicdes, resgataram conhecimentos e por fim formalizaram
os conhecimentos. As primeiras atividades aplicadas (especificadas a seguir no decorrer do tra-
balho) oportunizaram aos participantes a familiriazacdo com as ferramentas do software, tendo
em vista que indicaram no pré-teste que nao tinham experi€éncia com o programa e que durante
as suas formagdes nao tiveram contato com as geometrias nao euclidianas.

As sequéncias didaticas traziam questionamentos preliminares a exposi¢ao dos conceitos e
propriedades da geometria hiperbdlica para a verificagdo das estratégias e argumentos utiliza-
dos na solucao dos problemas apresentados. Apds a realizacdo de cada atividade verificava-se
e fazia-se a socializacdo dos resultados obtidos. A utilizacdo do software geogebra foi fun-
damental nas constru¢des geométricas, no teste de hipdteses, na visualizagdo das propriedades
geométricas, auxiliando na elaboragdo e aquisi¢do do conhecimento, proporcionando momentos
de experimentagdo e conjecturas. Verificou-se no término das atividades que as aquisicoes das
defini¢Oes e propriedades basicas da geometria hiperbdlica quando comparadas as da geometria
euclidiana deu-se de forma satisfatdria, levando os participantes a reflexdo quanto ao ensino das
geometrias na Educacdo Basica. Observou-se que tanto o conhecimento das geometrias nao eu-
clidianas quanto a utiliza¢ao do software utilizado, nao faziam parte da pratica pedagdgica dos
participantes.

Para a realizacdo das sequéncias diddticas no software Geogebra utilizando o modelo hiper-
bélico “Disco de Poincaré” € necessdrio criar as ferramentas hiperbdlicas, ou baixar o pacote
das ferramentas, disponivel no site “ www.geogebra.org/m/7005”. As justificativas em utilizar
o software Geogebra dé-se principalmente por ser um “software livre”, de facil manipulacio,
interacdo e visualizacdo das propriedades das geometrias. Outra alternativa, € a utilizacdo do
software Cinderella, software de constru¢des geométricas que oferece “régua e compasso”, ja
apresenta versdo gratuita no site: www.cinderella.de/tiki-index.php. A vantagem do software
Cinderella é que apresenta as interfaces para trabalhar nas geometrias euclidianas, hiperbdlica
e esférica. A seguir, serd apresentado a proposta diddtica que foi utilizada na oficina com a

utilizagdo das ferramentas hiperbolicas disponivel no software Geogebra.
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3.1 Explorando as nocoes basicas das Geometrias Euclidiana
e Hiperbodlica

Ao introduzir os conceitos basicos da Geometria Hiperbdlica € fundamental o resgate dos
conhecimentos prévios da geometria euclidiana. Dessa forma, as atividades que seguem buscam
primeiramente a sondagem dos conhecimentos prévios, a problematizacao com as propriedades
da geometria hiperbdlica e, a interacdo com o software a ser utilizado, neste caso, o Geogebra.
Ao realizar as atividades no Geogebra, no plano euclidiano, desmarque a op¢ao “eixos” no menu
exibir. Para testar as propriedades no plano hiperbdlico no Geogebra, utilize as ferramentas do

menu hiperbdlico e faca as atividades no “Disco de Poincaré” construido.

3.1.1 Conceitos geométricos primitivos

Intencoes Educativas: sondar os conhecimentos prévios e, familiarizar o educando com

construgdes elementares num ambiente de Geometria Dinamica.

a) Crie pontos, movimente-0s, renomei-os, mude a cor € a espessura; Para isso, selecione a

opcao “Ponto”(Janela 2) no Geogebra.

b) E possivel conceituar o que é um ponto? Na geometria hiperbdlica, ponto é um conceito

primitivo?

Consideracoes: o proposito desta atividade é enfocar que em ambas as geometrias, ponto €
um conceito primitivo. Além do mais, permitir o manuseio e a interagao das ferramentas que o
software disponibiliza. Deve-se salientar que, no plano hiperbdlico, os pontos que estdo repre-

sentados na borda do Disco de Poincaré, estdao no infinito.

3.1.2 Segmento de Reta e Reta

Intencoes Educativas: visualizar a representagdo geométrica de segmento de reta e reta na
geometria euclidiana e na geometria hiperbdlica;

Problematizacdo: Qual € o caminho mais curto entre dois pontos?

a) No plano euclidiano, marque dois pontos. Para isso, selecione a op¢ao “Ponto” (Janela
2) no Geogebra. O Geogebra nomeard os pontos como A e B, caso queira renomed-los

clique com o botdo direito do mouse e escolha a opcao “Renomear”. Selecione a op¢ao
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“Segmento” (Janela 3) e clique sobre os pontos A e B. Movimente os pontos e, utilize a
ferramenta ““ Distancia, comprimento ou perimetro” (Janela 8) para medir a distancia entre

estes pontos. Como se nomeia o objeto geométrico construido?

b) Repita o procedimento no plano hiperbdlico. Para isso, utilize a ferramenta “Hyperbolic
Segment”. Apds construir o segmento hiperbdlico, mova as extremidades do segmento e

descreva em que locais do “Disco de Poincaré”, ele assemelha-se ao segmento euclidiano.

c¢) Trace retas nos planos euclidiano e hiperbdlico. Para isso, utilize a op¢ao “Reta” (3*janela)
e a op¢ao “ Hyperbolic Line” no menu hiperbdlico. Na geometria hiperbdlica, as retas sao

infinitas?

Figura 3.1: Retas e segmentos de retas hiperbdlicas

d) Dados os pontos A e B no plano hiperbdlico, trace uma reta que passe pelos pontos da-
dos. Sobre a reta marque os pontos C e D. Utilize a op¢do “ponto em objeto” (2% janela).

Verifique a distancia entre os pontos, utilizando a ferramenta hiperbdlica “Hyperbolic Dis-

tance”. Mova os pontos sobre a reta, de tal forma que as distancias AB, BC' e C'D sejam
proximas. Observe se os comprimentos aparentemente parecem ter 0 mesmo compri-
mento. Imagine, se uma criatura fosse orientada a caminhar no sentido da fronteira do
disco com passos de igual comprimento, para um observador do lado de fora qual seria a

impressao quanto ao tamanho dos passos? Registre suas observacoes.

Consideracgoes: na geometria hiperbdlica, um segmento de reta é definido como um arco
de circunferéncia que € ortogonal a circunferéncia do disco (Figura 3.1). Deve-se atentar que as

retas no disco hiperbdlico ndo sao finitas, pois o limite do disco hiperbdlico representa o infinito.
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Isto significa que, se uma criatura for orientada no sentido da fronteira do disco com passos de
mesmo comprimento, para um observador do lado de fora iria parecer que os passos estavam
ficando progressivamente mais curtos. As distincias no plano hiperbdlico sdo distorcidas para
quem visualiza com olhar euclidiano, ou seja, os segmentos possuem 0 mesmo comprimento
hiperbdlico apesar de parecem diferentes. Observa-se também que, quando o segmento estd
mais longe do centro do disco ele parece mais curvado e, quando se aproxima do centro torna-
se aparentemente ao segmento euclidiano (Figura 3.2). Espera-se que o educando manipule os
elementos geométricos, explore as diferengas entre segmento de reta e reta quanto a finitude e
limitabilidade e, por fim formalize os conceitos ao estabelecer as semelhancas e diferencas nas

geometrias estudadas.

nw>‘
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Figura 3.2: Distincias no Disco de Poincaré

3.1.3 Retas hiperbdlicas

Intencao Educativa: visualizar a quantidade de retas que passam por um ponto nas geome-
trias euclidiana e hiperbdlica.

Problematizacoes:

e Dado um ponto A, quantas retas passam por ele?

e Dados dois pontos A e B, quantas retas distintas é possivel tracar passando por A e B?
Sequéncia Didatica:

a) Marque um ponto A, em ambos os modelos de geometria, e verifique quantas retas podem

ser tragadas passando pelo ponto A.

b) Agora, marque dois pontos A e B, sendo A distinto de B, trace retas distintas que passem
por A e B. Visualize as retas tragadas nos modelos euclidiano e hiperbélico. A quantidade

de retas tracadas € igual?
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Figura 3.4: Reta hiperbdlica passando por dois pontos dados

Consideracoes: deve-se verificar que em ambas as geometrias, por um ponto passam infini-
tas retas, e por dois pontos distintos A e B é possivel tragar apenas uma reta, conforme mostram

as figuras 3.3 ¢ 3.4.

3.1.4 Paralelismo

Intencoes Educativas: analisar a quantidade de pontos que duas retas distintas podem ter
em comum;

Problematizacao: dadas duas retas distintas, quantos pontos elas podem ter em comum?

a) No plano euclidiano, construa duas retas distintas a e b. Selecione a op¢ao “Reta” (Janela
3) no Geogebra. Clique em dois pontos no plano e estard definida a reta a e, em seguida,
construa a reta b da mesma forma. Movimente os pontos que definem cada reta e, verifique
quantos pontos as retas podem ter em comum. Utilizando a opcao “Intersecdo de Dois

objetos” (Janela 2) € possivel determinar a intersecao das retas.

b) Repita o procedimento no plano hiperbdlico. Para isso, utilize a ferramenta “Hyperbolic

Line” no menu hiperbdlico. A intersecao das retas é feita de modo semelhantes ao plano
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euclidiano (Janela 2). Mova as retas hiperbdlicas e observe se as retas podem interceptar-

se em mais de um ponto.

Figura 3.5: Ponto em comum de retas hiperbodlicas

Consideracoes: na geometria hiperbdlica, assim como na euclidiana, duas retas distintas
podem interceptar-se em no maximo um ponto ou ndo terem ponto em comum (figura 3.5). Na
formalizacdo, pode-se apresentar a proposi¢ao: “duas retas distintas ou ndo se intersectam ou

se intersectam em um unico ponto”[5].

3.1.5 Construcao de retas paralelas

Problematizacio: Como construir duas retas que ndo se intersectam?
Intencao Educativa: verificar se o “Postulado das Paralelas” é valido na Geometria Hiper-
bolica.

Sequéncia Didatica:

a) Construa uma reta a no plano euclidiano (selecione a op¢do “Reta” na janela 3). Marque
no plano um ponto C' que ndo esteja sobre a reta a. Construa uma reta b paralela a reta a
passando por C. Para isso, pode-se utilizar a op¢ao “Reta Paralela” (Janela 4) ou, utilizar
a construcdo geométrica que serd descrita a seguir. Analise quantas retas paralelas podem

ser tragadas por A.

b) Vamos realizar a mesma constru¢do no “Disco de Poincaré”. De modo semelhante, cons-
trua uma reta p no plano hiperbodlico (Menu hiperbdlico, escolha “Hyperbolic Line””). Em
seguida, marque um ponto P no interior do Disco e trace retas paralelas a reta p passando
por P. Ha quantas possibilidades de construcao? O “Postulado das Paralelas” de Euclides

¢ valido na Geometria Hiperbodlica?
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Figura 3.6: Construcao de retas paralelas passando por um ponto externo A

Construcao Geométrica:
No plano euclidiano, pode-se utilizar a sequéncia abaixo para a constru¢do de retas paralelas

(figura 3.6):

e Construa uma reta definida pelos pontos A e B. Selecione a opcao “Reta” (Janela 3), clique

sobre os dois pontos na area de trabalho para construir a reta.

e Trace uma circunferéncia com centro em A, passando por B (raio AB). Selecione a opgdo
“Circulo dados centro e um de seus Pontos” (Janela 6), clique sobre o ponto A e depois

em B.
e Trace uma circunferéncia com centro em B e passando por A.

e Marque um ponto C sobre a circunferéncia centrada em A. Selecione a op¢ao “Ponto em

Objeto” (Janela 2) e clique sobre a circunferéncia com centro em A.

e Trace uma circunferéncia com centro C' e raio AC. Selecione a op¢ao “Circulo dados

centro e um de seus Pontos” (Janela 6), clique sobre o ponto A e depois em C.

e Marque o ponto D, intersecdo das circunferéncias centradas em C e B. Selecione a op¢ao

“Intersecao de dois objetos” (Janela 2), clique sobre as duas circunferéncias.
e Trace a reta que passa pelos pontos C e D (Janela 3).

e Verifique que a reta que passa pelos pontos C e D € a reta procurada. Para visualizar,

movimente os pontos e analise a posi¢do entre as retas;
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e Observe que, o poligono CABD € um losango (as trés circunferéncias construidas pos-

suem o mesmo raio), dai seus lados opostos sdo paralelos.

Figura 3.7: Infinitas retas hiperbdlicas passando por um ponto A

Consideracoes: Nas geometrias euclidiana e hiperbdlica, o conceito de retas paralelas é o
mesmo, define-se que duas retas sdo paralelas quando ndo possuem ponto em comum. Deve-
se retomar o conceito de retas paralelas na atividade e, verificar que o “Quinto Postulado” de
Euclides nio é valido na Geometria Hiperbélica. E possivel observar que por um ponto exterior
a uma reta hiperbodlica passam infinitas retas paralelas (Figura 3.7). A partir desta atividade é

possivel fazer o resgate histérico das Geometrias ndo-euclidianas.

3.1.6 Angulos

Problematizacao:

Qual a relacdo que pode-se estabelecer entre as medidas de angulos opostos pelo vértice na
Geometria Hiperbodlica?

Intencao Educativa: verificar se os angulos opostos pelo vértice sdo congruentes € se 0s
angulos adjacentes sao suplementares, nas Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica;

Sequéncia Didatica:

No plano euclidiano, trace duas retas que se interceptam, ou seja, concorrentes. Para isso:

(i) Marque um ponto qualquer, digamos O (Janela 2). Utilizando a opc¢ao “Reta” (Janela 3),

construa duas retas que passem por O, ponto de interse¢do das retas.

(i1) Determine a medida dos angulos formados entre as retas concorrentes. Para isso, utilize

a opcdo “Angulo” (Janela 8) do menu de ferramenta do Geogebra. Ao medir os angulos
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formados entre as retas sugere-se marcar pontos sobre as retas (op¢ao “Ponto em objeto”
na janela 2) e usar a ferramenta “angulo”, clicando em trés pontos que estejam sobre as
semirretas que definem cada angulo. Caso a medida do angulo que aparecer ndo for a

desejada, deve-se alterar o sentido da selecdo dos pontos.

(iii)) Movimente as retas e verifique se a medida dos angulos opostos pelo vértice sdo congru-

entes.

(iv) O que pode-se concluir com relagdo aos angulos opostos pelo vértice formados por um

par de retas concorrentes no plano euclidiano?

Figura 3.8: Angulos opostos pelo vértice no plano euclidiano

(v) No disco de Poincaré, marque um ponto O e construa duas retas concorrentes a e b hiper-

bdlicas no ponto O (menu hiperbdlico, opcao “Hiperbolic Line”).

(vi) Meca os pares de angulos adjacentes e os pares de angulos opostos pelo vértice. Lem-
brando que, para medir um dngulo no Disco hiperbdlico deve-se utilizar no menu hiperbo-
lico a opcdo “Angle” e selecionar trés pontos que definem o angulo. Marque pontos sobre

as retas tracadas utilizando a opc¢ao “Ponto em objeto”’(Janela 2).

Consideracoes: Deve-se verificar que os angulos opostos pelo vértices sdo congruentes em
ambas as geometrias. Quanto aos angulos adjacentes, é possivel observar que na Geometria

Hiperbdlica eles sdo suplementares.
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AOB = DOC

AOC = DOB

Figura 3.9: Angulos opostos pelo vértice no plano hiperbélico

3.1.7 Construcao geométrica de retas perpendiculares

Problematizacdo: Dada uma reta qualquer e um ponto P fora desta reta, quantas retas
perpendiculares a esta reta, passando por P, podem ser tracadas?
Intencao Educativa: construir retas perpendiculares nos planos euclidiano e hiperbdlico;

Sequéncia Didatica:

a) Trace uma reta a no plano euclidiano. Marque um ponto P, de modo de P seja exterior
a reta a. Construa uma reta perpendicular a reta a passando pelo ponto P. Para isso,
pode-se utilizar a op¢do “reta perpendicular” (Janela 4) e selecionar o ponto P e a reta a.
Utilizando a opg¢ao “angulo” (Janela 8) seleciona-se as retas no sentido anti-horario para
confirmar a medida do angulo reto entre as retas. Caso opte-se pela constru¢do geométrica
com régua e compasso utilizando o Geogebra, pode-se utilizar uma das descrigdes que

seguem.

Construcao Geométrica - Dado um ponto P, construir uma reta perpendicular a uma

reta r dada:

e Construa uma reta r. Selecione a op¢do “Reta” (Janela 3) e clique duas vezes sobre a
area de trabalho. Aconselha-se ocultar os pontos utilizados para a construcio da reta
r (clicar com o botdo direito do mouse sobre os pontos e desmarcar a op¢ao “Exibir

objeto”).
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Marque um ponto P que ndo pertenca a reta r. Selecione a op¢ao “Ponto” (Janela 2)

e clique sobre a drea de trabalho.

Construa uma circunferéncia centrada em P com um raio qualquer cortando a reta r.
Selecione a op¢ao “Circulo dados centro e raio” (Janela 6), clique sobre o ponto P e
digite uma medida x qualquer para o raio, de maneira que a circunferéncia intercepte

aretar.

Marque as interse¢des da circunferéncia com a reta r, digamos os pontos A e B.
Selecione a opg¢do “Intersec¢do de Objetos” (Janela 2) e clique sobre a circunferéncia

e a reta. Caso necessdrio, renomei 0s pontos.
Construa uma circunferéncia com centro em A e mesmo raio com medida z.
Construa uma circunferéncia com centro em B e mesmo raio com medida z.

Determine o ponto de interse¢io das circunferéncias centradas em A e B, digamos
o ponto () . Selecione a opcdo “Intersecdo de dois objetos” (Janela 2) e clique sobre

as circunferéncias (renomear o ponto, caso necessario).

Construa a reta que passa pelos pontos P e (). Selecione a op¢do “Reta” (Janela 3) e

clique sobre os pontos P e ().

Movimente as retas e mega o angulo entre elas. Selecione a op¢do “Angulo” na janela
8, e clique sobre as retas. Verifica-se que a reta P() é perpendicular a reta r (figura

3.10).

E importante a compreensao da construcdo geométrica, dai a importancia em justifica-la

[43]. Ao construir a primeira circunferéncia centrada em P tem-se que PA = PB. Ao

construir as circunferéncias centradas em A e em B garante-se que QA = (QB. Observe

que os pontos P e () pertencem a mediatriz do segmento AB passando pelo seu ponto

médio, pois equidistam de A e B.

Construcao Geométrica - retas perpendiculares:

e Construa uma reta a pelos pontos A e B. Para isso selecione a op¢do “Ponto” (Janela
2) e marque os pontos A e B. Selecione a op¢do “Reta” (Janela 3) e clique sobre os

pontos A e B.
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Figura 3.10: Reta perpendicular a uma reta  dada por um ponto P

e Construa uma circunferéncia centrada em A, passando por B. Selecione a opgao
“Circulo dados centro e um de seus Pontos” (Janela 6), clique sobre o ponto A e

depois em B.
e Construa, da mesma forma, uma circunferéncia centrada em B, passando por A.

e Marque as intersecdes das duas circunferéncias tragadas, obtendo os pontos C' e D.
Selecione a op¢ao “Intersecao de dois objetos” (Janela 2) e clique sobre as circunfe-

réncias.
e Trace uma reta que passa pelos pontos C' e D. (Janela 3, op¢do “Reta”)
e Marque a intersecdo das duas retas.

e Movimente as retas e mega o angulo entre as retas.

Figura 3.11: Construcdo geométrica de retas perpendiculares

b) Trace uma reta hiperbdlica p no “Disco de Poincaré” e marque um ponto A que nio per-
tenca a reta p. Pode-se construir uma reta ¢ perpendicular a reta p pelo ponto A? Caso
seja possivel, quantas perpendiculares podem ser tracadas? Para fazer a construcio utilize

as ferramentas hiperbdlicas.
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Figura 3.12: Reta hiperbdlica perpendicular passando por A

Consideracoes: em ambas as geometrias, apenas uma reta perpendicular pode ser tracada

por um ponto externo a reta dada (Figuras 3.10, 3.11 e 3.12).

3.1.8 Angulos formados por retas paralelas interceptadas por uma trans-
versal

Problematizacao:
A relacdo entre as medidas dos angulos formados por duas retas paralelas interceptadas por uma
transversal na geometria euclidiana é védlida na Geometria hiperbdlica?

Intencao Educativa: analisar a relacdo entre as medidas dos angulos formados por duas
retas interceptadas por uma transversal;

Sequéncia Didatica:
a) Construa um par de retas paralelas interceptadas por uma transversal no plano euclidiano:

e Marque dois pontos A e B sobre o plano (Janela 2). Em seguida trace uma reta a
(Janela 3) que passa pelos pontos A e B. Marque um ponto C, externo a reta a,
e pelo ponto C' trace uma reta b paralela a reta a (Janela 4). Por fim, trace uma
reta ¢ transversal as retas paralelas a e b, selecionando a opcdo “Reta” (Janela 3) e

selecionando os pontos A e C.

e Para medir os angulos formados entre as retas no Geogebra deve-se selecionar no
sentido anti-hordrio trés pontos que estdo localizados sobre as semirretas que definem
o angulo, sendo um deles o vértice do angulo. Dessa forma, para ndo haver confusio
nas medidas dos angulos, marque pontos sobre as retas (op¢cao “Ponto em Objeto”

na Janela 2) para seleciond-los na medi¢ao dos angulos. (Figura 3.13)
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e Apds medir os angulos, estabeleca quais sdo os angulos congruentes e quais sao
suplementares. Meca as amplitudes dos dngulos e verifique quais relagdes podem

ser estabelecidas.

Figura 3.13: Retas paralelas interceptadas por uma transversal

b) De modo semelhante, trace duas retas hiperbdlicas p e ¢ paralelas no “Disco de Poin-
caré” interceptadas por uma transversal. Neste caso, deve-se utilizar no Geogebra, o menu
hiperbdlico. Meca os angulos formados entre as retas hiperbdlicas e verifique se as rela-
coes estabelecidas entre os angulos, na Geometria euclidiana, sdo validas na Geometria

hiperbdlica.

FOG =104.99°
HAC =127.98°
\ IAH =5202°
‘,‘ ACF=75.01°

Figura 3.14: Retas hiperbdlicas paralelas interceptadas por uma transversal

¢) Na Geometria Euclidiana, se uma reta transversal a duas retas paralelas for perpendicular
a uma das duas, entdo é perpendicular a outra. Pode-se afirmar que na Geometria Hiper-

bélica € vdlido o enunciado acima? Construa duas retas paralelas no plano hiperbdlico.
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Trace uma reta perpendicular a uma das retas e verifique se ela também € perpendicular a

outra.

BAC =90°

MDA=123°
AEF =90°

Figura 3.15: Retas hiperbdlicas paralelas interceptadas por uma transversal perpendicularmente

d) Quando duas retas sdo cortadas por uma reta transversal no plano euclidiano, se formarem
angulos correspondentes congruentes entdo sdo paralelas. Investigue se 0 mesmo € vélido

no plano hiperbdlico.

’ F S\ BAC =90°

\ AEF =g0°

Figura 3.16: Angulos correspondentes iguais nas retas hiperbélicas paralelas

Consideracoes: observa-se que na Geometria Hiperbdlica, em geral:

e 0s angulos correspondentes nem sempre sao congruentes (Figura 3.14);
e 0s angulos alternos nem sempre sdo congruentes;
e 0s angulos colaterais nem sempre sao suplementares;

e as retas paralelas nao sdo equidistantes;
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e quanto ao item (c), observa-se que em alguns casos a reta transversal de uma das
retas paralelas ndo intercepta a outra. Caso intercepte as duas, se for perpendicular
a primeira reta, nem sempre serd perpendicular a segunda reta. Portanto, o teorema

ndo € valido no plano hiperbdlico (Figura 3.15).

e quanto a item (d), deve-se verificar que se os angulos correspondentes forem congru-

entes entdo, as retas sao paralelas no plano hiperbdlico (Figura 3.16).

3.1.9 Paralelismo

Problematizacao:

Se duas retas sdo paralelas a uma terceira entao, elas sao paralelas entre si?

Intencao Educativa: analisar se duas retas paralelas a uma terceira sao paralelas entre si em
ambas as geometrias;

Sequéncia Didatica:

a) Vamos construir duas retas paralelas a uma terceira reta do seguinte modo:

e Construa uma reta a no plano euclidiano (Janela 3).
e Marque um ponto P no plano, que ndo pertenca a reta a (Janela 2).

e Trace uma reta b paralela a reta a passando pelo ponto P (Selecione a op¢ao “Reta

paralela” na janela 4 e clique no ponto P e em seguida na reta a.

e Marque um ponto () sobre o plano euclidiano, de modo que ndo pertenca as retas a

e b tracadas.
e Trace uma reta c paralela a reta a passando pelo ponto ().

e Asretas b e c s@o paralelas entre si?

Figura 3.17: Retas paralelas a uma terceira no plano euclidiano
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b) De modo semelhante, construa duas retas b e ¢ paralelas a uma terceira a no plano hiper-

bolico e, verifique se as retas a e c sdo paralelas entre si.

(a) Retas hiperbélicas paralelas  (b) Retas hiperbdlicas ndo paralelas
a terceira

Consideracoes: almeja-se chegar a conclusdo que no plano euclidiano, se duas retas sdo
paralelas a uma mesma reta, entao elas sao paralelas entre si. No plano hiperbdlico, no entanto,
€ possivel que duas retas paralelas a uma terceira reta sejam paralelas ou ndo. Observa-se na
figura 3.18(a) que as retas hiperbdlicas ¢ e b sdo paralelas a reta a e sdo paralelas entre si,
enquanto que na figura 3.18(b) que as retas hiperbdlicas b e ¢ sdo ambas paralelas a reta a e ndo

sao paralelas entre si.

3.1.10 Circunferéncias Hiperbdlicas

Problematizacao:
O que ocorre com a circunferéncia hiperbdlica quando seu centro se aproxima da borda do
“Disco de Poincaré”?

Intencao Educativa: construir circunferéncias nos planos euclidiano e hiperbolico;

Sequéncia Didatica:

a) O terceiro postulado de Euclides afirma que uma circunferéncia pode ser tragcada com
qualquer centro e qualquer raio. Construa circunferéncias no plano euclidiano de acordo
com a definicdo. Selecione a opc¢do “Ponto” (Janela 2) e clique em um ponto da janela de
construgdo para criar o ponto A. Selecione a op¢ao “Segmento definido por dois pontos”
(Janela 3) e clique no ponto A e em outro lugar na janela de construg¢do para criar o
segmento AB. Selecione a opgdo “circulo definido pelo centro e um de seus pontos”

(Janela 6) e clique no ponto A e no ponto B. Assim construiu-se uma circunferéncia de
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raio AB. Mova os pontos A ou B para alterar a posicao e raio da circunferéncia construida.

Defina com suas palavras o que € circunferéncia.

b) Construa varias circunferéncias no plano hiperbélico com raio unitario, de modo que os
centros das circunferéncias estejam localizadas em pontos distintos. Para isso, utilize a
ferramenta hiperbdlica “Hyperbolic circle w given radius”. Apds selecionar a ferramenta,
clique em um ponto qualquer no disco hiperbdlico e digite “1”” ao aparecer a janela solici-
tando a medida do raio. Observe o comportamento das circunferéncias ao mové-las sobre

o plano hiperbdlico.

Figura 3.18: Circunferéncias hiperbdlicas com raio unitdrio

¢) Dados os pontos A e B no plano hiperbélico, construa uma circunferéncia com centro em
A e raio AB. Sobre a circunferéncia construida, marque um ponto C. Verifique qual € a
distancia do ponto C ao centro da circunferéncia. Mova o ponto C sobre a circunferéncia

e verifique se essa distancia é conservada.

Consideracoes: Deve-se enfatizar que as distancias euclidianas nao sdo conservadas na ge-
ometria hiperbdlica. Todos os pontos da circunferéncia estdo a mesma distancia do centro no
plano hiperbdlico. Observa-se que o centro da circunferéncia euclidiana difere da euclidiana. Ao
mover as circunferéncias o educando deve perceber que as circunferéncias hiperbdlicas, apesar

de terem o mesmo raio, aparentam ter tamanhos diferentes, como pode ser visto na figura 3.18.
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3.2 Triangulos
3.2.1 Triangulo Equilatero

Problematizacao:
E possivel construir um tridngulo equiltero no plano hiperbélico?

Intenciao Educativa: apresentar a constru¢do geométrica de um tridngulo equildtero no
plano hiperbdlico;

Sequéncia Didatica:

Vamos construir tridngulos equildteros nos planos euclidiano e hiperbdlico seguindo o ro-

teiro:
e Marque dois pontos A e B;

e Construa uma circunferéncia com centro em A, passando por B (Selecione a op¢ao “Cir-

culo dados centro e um de seus pontos” na janela 6).
e Construa uma circunferéncia com centro em B, passando por A.

e Marque o ponto C', uma das interse¢des das circunferéncias (Selecione a op¢ao “Intersecao

de dois objetos” na janela 2 e clique sobre as circunferéncias).

e Trace os segmentos AB, AD e BD.
e Como classifica-se o triangulo ABC construido quanto a medida dos lados e angulos?

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, verifique se as medidas dos lados e an-
gulos do tridngulo sdo congruentes. Para isso, utilize as ferramentas do menu hiperbdlico

no Geogebra.

Consideracoes: o procedimento de construc¢do € valido para a construcao de tridngulos equi-
lateros no plano hiperbdlico. Observe, que o tridngulo equildtero possui todos os lados e dngulos
congruentes, porém diferentemente da geometria euclidiana, a medida dos angulos variam (fi-

gura 3.19).

3.2.2 Triangulo Isésceles

Problematizacao:

As propriedades do triangulo isosceles sdo validas na Geometria Hiperbdlica?
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Figura 3.19: Triangulo equilatero hiperbdlico

Intencao Educativa: utilizar os procedimentos de constru¢ao geométrica euclidiana do tri-
angulo isosceles no Disco de Poincaré, retomar as propriedades do tridngulo isdscels na geome-
tria euclidiana e verificar se os mesmos sdo vdlidos na Geometria Hiperbdlica;

Sequéncia Didatica:

Vamos utilizar os procedimentos para construir tridngulos isdsceles nos planos euclidiano e

hiperbdlico:
e Marque dois pontos, digamos A e B;

e Trace o segmento AB, que serd a base do tridngulo isdsceles (selecione a opgdo “Seg-

mento” na Janela 3 e clique duas vezes na édrea de trabalho);
e Trace a reta mediatriz do lado AB (pode-se utilizar a op¢do “Mediatriz” na Janela 4);

e Marque o ponto C' sobre a mediatriz (selecione a op¢ao “Ponto em Objeto” na Janela 2 e

clique sobre a mediatriz);

e Trace os segmentos AB, ADe BD.
e Como classifica-se o tridngulo ABC construido quanto a medida dos lados e angulos?
e Mova o ponto C' sobre a mediatriz e, verifique se o tridngulo ABC ¢ isdsceles.

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, verifique se as medidas dos lados e an-
gulos do tridngulo sdo congruentes. Para isso, utilize as ferramentas do menu hiperbdlico

no Geogebra.
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Figura 3.20: Triangulo isdsceles hiperbdlico

Consideracoes: o educando verificard que um triangulo isésceles possui os angulos da base
congruentes e, dois lados com medidas congruentes, apesar de no plano hiperbdlico sua aparén-

cia ser diferente (figura 3.20).

3.2.3 Triangulo Retangulo

Problematizacao:

Como construir um tridngulo retangulo no plano hiperbdlico?

Intencao Educativa: utilizar os procedimentos de constru¢do geométrica euclidiana do tri-
angulo retangulo no Disco de Poincaré, retomar as propriedades do tridngulo retangulo na geo-
metria euclidiana e verificar se os mesmos sdo vélidos na Geometria Hiperbdlica;

Sequéncia Didatica:

Vamos utilizar os procedimentos descritos abaixo para construir tridngulos retangulos nos

planos euclidiano e hiperbdlico:

e Marque dois pontos, digamos A e B;

Construa o segmento AB;

Construa uma circunferéncia centrada em A, passando por B.

Construa uma circunferéncia centrada em B, passando por A;

Marque os pontos C' e D, pontos de interse¢@o das circunferéncias tragadas.
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e Construa o segmento C D;

e Marque o ponto E, intersecdo dos segmentos hiperbélicos CD e AB;

e Marque um ponto F sobre o segmento C'E;

e Construa o poligono AF E;

e Meca o angulo AEF do tridngulo AEF.

e Esconda os objetos que foram utilizados na constru¢io, com exce¢do do tridngulo AEF';

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, verifique se o tridngulo ABC construido
€ retangulo, movimente-o no plano hiperbdlico analisando sua aparéncia. Para isso, utilize

as ferramentas do menu hiperbdlico no Geogebra.

Figura 3.21: Triangulo retangulo hiperbdlico

Consideracoes: deve-se observar um tridngulo retangulo hiperbdlico, que possui um angulo

reto, apesar de, no plano hiperbdlico sua aparéncia ser diferente (figura 3.21).

3.2.4 Soma dos angulos internos do triangulo

Problematizacao:
A soma dos angulos internos de um triangulo na superficie hiperbodlica € 180°?

Intencao Educativa: deduzir a soma dos angulos internos de um tridngulo euclidiano qual-
quer e verificar se 0 mesmo € valido para um tridngulo hiperbdlico qualquer;

Sequéncia Didatica:

Utilize a sequéncia abaixo, nos planos euclidiano e hiperbdlico, a fim de comparar os resul-

tados:
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e Construa um tridngulo ABC": no plano euclidiano, selecione a opgao “Poligono” (Janela
5). Clique em trés lugares distintos para criar os vértices do tridngulo e na quarta vez no

ponto inicial para fechar o poligono.

e Meca os angulos internos do tridngulo. Para isso, selecione a op¢io “Angulo” (Janela 8).
Clique sobre as retas adjacentes ao angulo para que seja mostrado a medida do angulo
interno. Caso o programa mostre a medida do angulo externo, altere a ordem de selecio
das retas, ou clique com o botdo direito do mouse em cima do angulo, selecione a opcao

“Propriedades” e desmarque a op¢ao “Permite angulos maiores que 180°”.

e Digite no campo de entrada: a + (3 + v (utilizando as letras gregas ao lado do comando).
Aperte a tecla “ENTER”. Observe que devera aparecer no campo de Objetos Independen-

tes uma varidvel igual a 180°.
e Selecione a op¢do “Mover” (Janela 1) e movimente os vértices do triangulo.
e O que pode-se observar quanto a soma dos angulos internos de um tridngulo euclidiano?

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, construa o tridngulo ABC com segmentos
hiperbdlicos e, utilize as ferramentas do menu hiperbdlico para realizar a medida dos

angulos.

e Mova os vértices do triangulo sobre o plano hiperbdlico e analise a soma dos angulos

internos. Como deve ser o tridngulo para que a soma dos angulos aproxime-se de 180°?

79°

50° 51°

Figura 3.22: Soma dos angulos internos do tridngulo
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Consideracoes: verifica-se que a soma dos angulos internos de um tridngulo euclidiano é
180°, enquanto que na Geometria Hiperbolica o mesmo ndo € vdlido, sendo a soma menor que
180° (figura 3.22). A soma se aproxima de 180° quando o tridngulo aproxima-se do centro do

“Disco de Poincaré”. Pode-se desenvolver a demonstragcao no plano euclidiano:

e Construa um tridngulo qualquer AABC;
e Trace as retas suportes dos lados dos tridngulos;
e Construa uma reta paralela ao segmento BC' passando pelo vértice A;

e Para auxiliar na medi¢do dos angulos, marque os pontos D e E na reta paralela tracada,

de modo que o ponto A esteja entre D e E;
e Meca os angulos internos do tridngulo ABC, e os angulos BAD e CAE;

e Compare as medidas dos pares de angulos BAD com ABC, CAE com BC A; Observe
que os pares de angulos sdo alternos internos em relacio as retas paralelas tragadas, logo

sdo congruentes;

e Observe que ABC + BCA+ CAB = BAD + CAE + CAB = 180°, como queriamos
(figura 3.23).

Figura 3.23: Demonstracdo da soma dos angulos internos do tridngulo
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3.2.5 Angulos externos do tridngulo

Problematizacao:
Em um triangulo euclidiano, a medida do angulo externo € igual a soma dos outros dois angulos
internos nao adjacentes a ele. Em um tridngulo hiperbdlico ocorre 0 mesmo?

Intencdo Educativa: verificar se a propriedade do angulo externo a um tridngulo € valido
no plano hiperbdlico.
Sequéncia Didatica:

Primeiramente, vamos retomar a propriedade no plano euclidiano e, em seguida, testar nos

triangulos hiperbdlicos:

e Construa um tridngulo ABC" no plano euclidiano, selecione a op¢ao “Poligono” (Janela
5). Clique em trés lugares distintos para criar os vértices do tridngulo e na quarta vez no

ponto inicial para fechar o poligono.

e Prolongue um dos lados do tridngulo, digamos BC. Construa uma semirreta que passa

pelos pontos B e C'. Selecione a op¢do “Semirreta” (Janela 3) e clique nos pontos B e C.

e Meca os angulos internos do tridngulo ABC'; Meca também o angulo externo do angulo
C'. Para isso, selecione a op¢do “Angulo” (Janela 8). Clique sobre as retas adjacentes ao

angulo para que seja mostrado a medida do angulo interno.

e Digite no campo de entrada: o + 3 = (utilizando as letras gregas ao lado do comando).
Aperte a tecla “ENTER”. Observe que devera aparecer no campo de Objetos Independen-

tes uma varidvel igual a soma dos angulos internos A e B.

e Selecione a opcao “Mover” (Janela 1) e movimente os vértices do tridngulo, analisando a
relacdo da soma das medidas dos angulos internos A ¢ B com a medida do angulo externo

C.

e O que pode-se concluir em relacdo a soma dos angulos internos nao adjacentes a um

angulo externo?

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, construa o triangulo ABC com segmentos
hiperbdlicos e, utilize as ferramentas do menu hiperbdlico para realizar a medida dos

angulos.
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e Mova os vértices do triangulo sobre o plano hiperbdlico e analise se a propriedade do

angulo externo € vélida.

LA+ /B = 130.3°

Figura 3.24: Angulo externo de um tridngulo

Consideracoes: verifica-se que a propriedade do angulo externo sé € vélida na geometria
euclidiana (figura 3.24). Pode-se desenvolver a constru¢ao geométrica no plano euclidiano para

demonstrar a propriedade do angulo externo:

e Construa um tridngulo qualquer AABC (figura 3.25).

e Prolongue um dos lados do tridngulo, digamos BC'. Construa uma semirreta que passa

pelos pontos B e C'. Selecione a op¢ao “Semirreta” (Janela 3) e clique nos pontos B e C.
e Sobre a semirreta tragada, marque um ponto D de modo que C fique entre B e D.
e Construa uma reta paralela ao segmento AB passando pelo vértice C.

e Marque um ponto E sobre a reta paralela tragada, de modo que a semirreta C'E divida o

angulo AC'D em dois angulos, ACE e ECD.
e Meca os Angulos internos do tridngulo CBA, BAC, e os angulos ACE e ECD.
e Observe que os angulos ECD e CBA sio congruentes, pois sao correspondentes.

e Observe que os angulos ACE e BAC sio congruentes, pois sdo alternos internos.

e Dai, chega-se que ACD = ACE + ECD = BAC + C'BA, como queriamos.
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Figura 3.25: Demonstragao da propriedade de um angulo externo ao tridngulo

3.3 Pontos Notaveis do Tridngulo

Problematizacao:
Quais pontos notdveis é possivel construir em um triangulo hiperbélico?
Intencao Educativa: construir os pontos notdveis nos tridangulos euclidiano e hiperbdlico;

Sequéncia Didatica:
a) Baricentro

e Construa um tridangulo ABC. Selecione a op¢ao “Poligono” (Janela 5), clique em trés
lugares distintos para criar os vértices do triangulo ABC e uma quarta vez no ponto

inicial para fechar o triangulo;

e Determine o ponto médio de cada lado do tridngulo. Selecione a op¢ao “Ponto Mé-
dio” (Janela 2) e clique sobre os pontos A e B para marcar o ponto médio D do
lado AB e, assim sucessivamente marque os pontos £ e F' sobre os lados BCe AC,

re spectivamente;

e Construa a mediana relativa ao lado AB do tridngulo. Selecione a opg¢do “Seg-

mento”’(Janela 3) e crie o segmento com extremidades no ponto D e no vértice C'.

e Construa a mediana relativa ao lado BC' do tridngulo. Selecione a opcdo “Seg-

mento”’(Janela 3) e crie o segmento com extremidades no ponto F e no vértice A.

e Construa a mediana relativa ao lado AC' do tridngulo. Selecione a opg¢do “Seg-

mento"(Janela 3) e crie o segmento com extremidades no ponto B e no vértice F'.
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e Marque o ponto de interse¢ao das trés medianas. Selecione a opcao “Intersecdo de

dois objetos” (Janela 2) e crie o ponto G. Como denomina-se o ponto G?

e Mova os vértices do triangulo e verifique qual € a relacdo entre as medidas dos pares

de segmentos AG com GE, BG com GF, CG com GGD. Mega estes segmentos ¢
registre suas conclusdes.

e Ao repetir o procedimento no plano hiperbdlico, verifique se as relagdes verificadas
no plano euclidiano sdo validas no plano hiperbdlico. Para isso, utilize as ferramentas

do menu hiperbdlico no Geogebra.

Figura 3.26: Baricentro de um tridngulo

b) Incentro

e Construa um triangulo ABC. Selecione a op¢ao “Poligono” (Janela 5), clique em trés
lugares distintos para criar os vértices do triangulo ABC e uma quarta vez no ponto

inicial para fechar o triangulo;

e Selecione a op¢do “Bissetriz” (Janela 4) e crie as bissetrizes de dois angulos internos

do triangulo.

e Marque a interse¢do [ das bissetrizes. (Selecione a opcao “Intersecdo de Obje-

tos”’(Janela 2);

e Construa a bissetriz do outro angulo interno do tridngulo. Observe que ela passa pelo

ponto [;
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e Marque as interse¢cdes entre cada bissetriz com o respectivo lado do tridangulo. Em
seguida, selecione a op¢do “Segmento” e ligue o vértice A com o ponto de interse-
cdo entre a reta bissetriz e o lado oposto do vértice A, ou seja, crie os segmentos
AG,BE,CF,

e Esconda as bissetrizes, selecionando a op¢ao “Esconder/exibir objeto” (Janela 11) e

clicando em todas as retas.

e Construa uma reta perpendicular ao lado AB passando por I. Selecione a opgio

“Reta perpendicular” (Janela 4);
e Marque o ponto 7', intersec¢do da reta perpendicular com o lado AB;

e Construa uma circunferéncia com centro em / e passando pelo ponto 7'. Selecione a

op¢ao “Circunferéncia definida pelo centro e um de seus pontos”(Janela 6);

e Esconda a reta perpendicular, e obtenha a intersec¢do da circunferéncia com os outros

lados do triangulo;

e Mova os vértices do tridngulo e, verifique se a circunferéncia fica inscrita no trian-

gulo. Como denomina-se o ponto /?

e Analogamente, utilizando as ferramentas hiperbdlicas, verifique se é possivel cons-

truir uma circunferéncia inscrita em um triangulo hiperbdlico.

Figura 3.27: Incentro de um tridngulo

¢) Circuncentro
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e Construa um triangulo ABC. Selecione a op¢ao “Poligono” (Janela 5), clique em trés
lugares distintos para criar os vértices do tridngulo ABC e uma quarta vez no ponto

inicial para fechar o triangulo.

e Selecione a opcao “Mediatriz” (Janela 4) e crie as mediatrizes de dois lados do tri-

angulo. Como pode-se definir mediatriz?

e Marque a intersecdo )M das mediatrizes. Selecione a opc¢do “Intersdo de Objetos”

(Janela 2).

e Construa a mediatriz do outro lado do tridngulo. Observe que ela passa pelo ponto

M.

e Esconda as mediatrizes, selecionando a opc¢do “Esconder/exibir objeto” (Janela 11)

e clicando em todas as mediatrizes.

e Construa uma circunferéncia com centro em M e passando pelo ponto A. Selecione
a op¢ao “Circunferéncia definida pelo centro e um de seus pontos” (Janela 6). A

circunferéncia passa pelos pontos B e C'?

e Observe que M € o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Como

denomina-se o ponto M ?

e Meca os angulos do tridngulo e, mova os vértices do tridngulo ABC'. Quando o ponto

M (circuncentro) serd interno, externo ou estard sobre um dos lados do triangulo?
e Analogamente, utilizando as ferramentas hiperbdlicas, verifique se é possivel cons-
truir uma circunferéncia circunscrita a um triangulo hiperbdlico.

d) Reta de Simson

e Construa um triangulo ABC.

e Determine o circuncentro do tridngulo ABC'.

e Construa a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.
e Marque um ponto P sobre a circunferéncia.

e Construa uma reta perpendicular ao lado AB do triangulo, passando pelo ponto P.
Para isso, selecione a opcao “Reta perpendicular” (Janela 4), clique no ponto P e no
segmento AB. De modo semelhante, construa retas perpendiculares aos lados BC' e

AC passando pelo ponto P.
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Figura 3.28: Localizacdo dos circuncentros nos tridngulos

e Marque os pontos de interse¢do de cada reta construida com o respectivo lado per-
pendicular. Por exemplo, ao selecionar a op¢do “Intersecdo de objetos” (Janela 2),

clique sobre o segmento de reta AB e sobre a reta perpendicular a AB construida.

e Selecione a op¢do “Reta” e clique em dois pontos de intersecdo criados anterior-
mente. Observe que os trés pontos sdo colineares. Esta reta ¢ denominada “Reta de

Simson”.

e Mova os vértices do tridngulo e verifique a posi¢cdo da reta de Simson.

e Analogamente, utilizando as ferramentas hiperbdlicas, verifique se é possivel cons-
truir a reta de Simson no plano hiperbélico.

e) Ortocentro

e Construa um tridngulo ABC. Selecione a op¢do “Poligono” (Janela 5), clique em trés
lugares distintos para criar os vértices do triangulo ABC e uma quarta vez no ponto

inicial para fechar o triangulo;

e Selecione a op¢do “Reta perpendicular’(Janela 4), construa uma reta perpendicular

ao lado AB passando por C, uma reta perpendicular ao lado AC' passando por B,
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Figura 3.29: Reta de Simson

uma reta perpendicular ao lado BC' passando pelo vértice A. Como denominam-se

estes segmentos?

e Marque a interse¢do O das alturas do tridngulo (selecione a op¢do “Intersido de Ob-

jetos” na Janela 2). Como denomina-se o ponto de intersecao das alturas?

e Verifique a medida dos dngulos internos do tridngulo, e de cada angulo formado entre
os lados com as alturas tracadas. Mova os vértices do tridngulo e analise a medida
dos angulos e a posicao do ortocentro.

e Ao analisar a posic¢do do ortocentro no tridngulo ABC), responda:

(a) Como classifica-se o tridngulo, cujo ortocentro estd no interior do tridangulo?

(b) Como classifica-se o tridngulo, cujo ortocentro estd no exterior do tridngulo?

(c) Como classifica-se o tridngulo, cujo ortocentro coincide com um dos vértices do
triangulo?

e Analogamente, utilizando as ferramentas hiperbdlicas, verifique se é possivel encon-

trar o ortocentro em um tridngulo hiperbdlico.

f) Reta de Euler
Vamos construir em um mesmo tridngulo ABC' os pontos notdveis: baricentro (G), cir-
cuncentro (H) e ortocentro (O):
e Construa um triangulo ABC.

e Construa os trés pontos notaveis no tridngulo ABC'": baricentro (G), circuncentro (H)

e o ortocentro (O);
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Figura 3.30: Localizac¢do dos ortocentros nos triangulos

e Movimente os vértices do tridngulo e verifique se os pontos notdveis estardo sempre

alinhados. Construa uma reta que passe pelos pontos notaveis.
e Meca os comprimentos dos segmentos GH e GO. O que pode-se concluir?
e Meca os comprimentos dos lados do tridngulo ABC' e responda:

(a) Qual € o tipo de tridngulo em que os trés pontos notaveis sdo coincidentes?

(b) Qual € a posicao do ortocentro e do circuncentro quando o tridngulo € retingulo?

(c) Qual € a posicao do ortocentro e do circuncentro quando o tridngulo € acutan-
gulo?

(d) Qual € a posicdo do ortocentro e do circuncentro quando o tridngulo € obtusan-

gulo?

e Analogamente, utilizando as ferramentas hiperbdlicas, verifique se é possivel cons-

truir a reta de Euler em um tridngulo hiperbdlico.

Consideracoes: verifica-se que na Geometria hiperbdlica ndo é possivel construir a reta de
Euler (figura 3.31), pois o baricentro, o circuncentro e o ortocentro ndo estdo alinhados como na

geometria euclidiana.
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Baricentro - G !
Ortocentro- O H
Circuncentro-H

Figura 3.31: Reta de Euler

3.3.1 Quadrilateros

Problematizacao:
Quais quadrilateros € possivel construir no plano hiperbélico?
Intencao Educativa: construir os quadrildteros especiais no plano hiperbdlico;

Sequéncia Didatica:
a) Quadrilateros de Saccheri e Lambert

e No plano hiperbdlico, marque dois pontos A e B.

e Utilizando o menu hiperbdlico, construa uma reta hiperbdlica que passa pelos pontos

Ae B.

e Construa uma reta a perpendicular ao segmento hiperbdlico A B passando pelo ponto

A (opgdo “Hyperbolic Perpendicular at point” no menu hiperb6lico).
e Construa uma reta b perpendicular ao segmento hiperbélico AB passando por B.
e Construa a reta mediatriz relativa ao segmento AB.
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