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RESUMO

GUNELLA, M.. Equacoes de diferencas — dinAmica cobweb e ajustes adaptativos. 2017.
75 f. Dissertacao (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Quando um capital € alugado ou investido, uma parte age como o credor € 0 outro como o
mutudrio. O credor € o proprietdrio do capital e, como prémio, o0 mutudrio paga juros ao credor
para o uso do capital do credor. Por exemplo, quando o dinheiro € depositado em uma conta
poupanga, o depositante é o credor e o banco é o mutudrio. Este fendmeno gera uma dinamica,
este € o tema principal desta dissertacdo. Consideramos alguns modelos classicos sob o ponto
de vista das equagdes de diferencgas, com énfase no estudo da existéncia de um equilibrio bem

como as condi¢des especiais para a sua estabilidade de solugdes.

Palavras-chave: Equacdo de diferengas, ponto de equilibrio, diagrama cobweb, estabilidade,

juros.






ABSTRACT

GUNELLA, M.. Equacoes de diferencas — dinAmica cobweb e ajustes adaptativos. 2017.
75 f. Dissertacao (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

When capital is rented or invested, one part acts as the lender and the other one as the borrower.
The lender is the owner of the capital, and, as prize, the borrower pays interest to the lender for
the use of the lender’s capital. For example, when money is deposited in a savings account, the
depositor is the lender and the bank is the borrower. This phenomenon generates a dynamic, this
is the main theme of this dissertation. We consider some classical models from the point of view
of the difference equations, with emphasis on the study of the existence of an equilibrium as well

the special conditions for its stability of solutions.

Key-words: Difference equations, equilibrium point, cobweb diagram, stability, interest.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Por vaidade ou por necessidade o Homem, desde os tempos do Homem das Cavernas,
ndo exita em mostrar seu fascinio pelas formas cientificas. Sao muitas as evidéncias de expe-
rimentagdes cientificas e aqui podemos nomear um dos mais famosos que € o experimento
altamente relevante, que em Grego nomeia-se Geometrin, Geo: Terra, Metrin: Medida Medir
Terra. Podemos nos arriscar e entender que fazer ciéncia € levar ao 6timo a sensibilidade de ob-
servar e descrever fendmenos naturais. Como ciéncia, a Matematica nos oferece ideias suficientes
para propormos um estudo de problemas desafiadores que foram e ainda sdo fascinantes, seja
pelo prazer que tais problemas oferecem a quem os resolve, seja pela relevante importancia que
faz aflorar a elegincia e a precisdo Matematica nas interpretacdes de muitos destes fendmenos
naturais. A Matemadtica discreta nos permite partir da observacao de certos fendmenos, processos
ou sistemas e buscar leis de recorréncia que os governam e dao origem aos modelos matemdticos.
Com tais modelos, espera-se representar com fidedignidade as principais carateriticas das varia-
coOes causadas sobre um objeto real. Se de um lado o modelo dever ser suficientemente detalhado
para captar os elementos essenciais do problema, de outro lado, ele deve conter dificuldade e
complexidade que permita uma solucao relativamente compreensivel. No estudo, a abordagem
do problema envolve as vdrias fases, defini¢do do problema, construcdo do modelo, resolucao
e implementacdo da solugdo. Nesta dissertacdo, apresentamos um estudo de estruturas que
consiste no desenvolvimento de métodos cientificos de sistemas relativamente complexos, com
a finalidade de prever, comparar e escolher estratégias para tomar, em linguagem econdmica e

com a precisdo da matematica, decisdes eficientes.

E verdade que o valor nominal de uma unidade de moeda é constante, mas também §é
verdade que a quantidade de um determinado bem que um consumidor consegue adquirir com
uma unidade de moeda varia com o passar do tempo. No amago da aparente ingenuidade deste
fendmeno agem as tais forcas econdomicas que causam variagdes, algumas vezes incontrolaveis,
apesar de permitir que modelos matematicos as represente com a precisdo desejada. Muitas

vezes, a dificuldade em apresentar modelos eficientes em tempo continuo para compreender
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com a precisdo desejada a dindmica causada por tais forcas econémicas nos insere no espagco
da Matematica discreta. Nosso interesse com este estudo € observar estruturas matematicas
em processos ou sistemas que governam fendomenos causados por certas forcas econémicas e
manipular elementos ou ferramentas que nos facam compreender e em certa medida controlar as
acoOes das tais for¢as. Todo ajuste econdmico envolve-se em custos, riscos e beneficios. Escolher a
estratégia adequada pode significar envolver-se com problemas de alta complexidade. Esperamos
que esta dissertacao seja eficiente ao por luz em solucdes relativamente simples e que beneficiem

o Homem no exercicio de escolha ao preferir certas necessidades em favor de suas vaidades.

Se por conveniéncia ou por necessidade as medidas em um experimento forem tomadas
em instantes de tempo isolados, poderemos dizer que o tempo € discreto e consequentemente o
processo de coleta de dados da origem a um sistema discreto. Neste caso, as a¢Oes das forcas que
agem sobre os objetos envolvidos no sistema, somente podem ser observadas em um conjunto
discreto de tempo e, assim, as leis que governam o sistema também devem ser consideradas em
um conjunto discreto de tempo. Como vemos € grande a dificuldade para abordar e modelar um
experimento com esta natureza e com as técnicas das equagdes diferenciais. Esta dificuldade

pode ser amenizada com as técnicas das equacdes de diferencas finitas.

No segundo capitulo, abordamos formas de recorréncias relativamente simples, com foco
nas técnicas de atualizagdo discreta de valores cuja combinacdo do pagamento e prémio pelas
duas partes envolvidas na operagdo é governada por juros compostos. Para descrever a passagem
de pagamento discreto de juros para pagamentos de juros continuos, usamos técnicas de limite,

as mesmas desenvolvidas pelo matemaético suico Leonhard Euler.

No terceiro capitulo, apresentamos técnicas para as equacdes de diferencas finitas lineares
visando abordar o problema de resgate de uma divida quando as partes envolvidas na operagao
combinam um sistema de amortizacdo constante (SAC) ou um sistema de presta¢des constantes
(tabela Price).

No quarto capitulo, apresentamos técnicas para as equacdes de diferenca finitas ndo
lineares visando abordar certos problemas cldssicos como o caso da equacao logistica. Também
consideramos um problema recorrente em um mercado competitivo com pretensdes de ser
eficiente na governanga da cadeia produtiva de bens e servicos usando técnicas de ajuste de
producdo com ajustamento adaptativo, que nds consideramos um sistema que observa as acoes
reciprocas entre formagao de expectativas e dinaimica macroecondmica. Apresentamos uma
descri¢do da dindmica macroecondmica usando derivadas Schwarziana e descrevemos um
conjunto de estabilidade no espago de parametros, que contém o conjunto equivalente apresentado
em (SIEG; YOKOO, 2000).

No quinto capitulo, apresentamos uma proposta diddtica com objetivo de descrever

alguns modelos que sdo muito utilizados no mercado.
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CAPITULO

PROGRESSOES E RECORRENCIAS

Definicdo 1. Uma sequéncia numérica é uma fungdo y: N — R e indicamos y(n) = x, ou
(%) nen-

n(n+1).

Exemplo 1. Seja y: N — R dada por y(n) = >

Definicao 2. Seja f uma funcdo e a um ponto no dominio de f ou extremidade de um dos
intervalos que compde o dominio de f, dizemos que f tem limite L em a se para todo € > 0

dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy

O<|x—al<e=|f(x)—L|<e.

Logo, li_r}nf(x) =L & paraV e > 0,30 > 0talque, paratodox € Df, 0 < [x—a| < € =
If(x)—L| <e.

Definicdo 3. i) Uma sequéncia é limitada se existirem M,N € R tal que N < y(n) < M, para
todo n € N.

ii) Uma sequéncia é ndo decrescente se para todo m,n € N com n < m, tem-se y(n) < y(m).
iii) Uma sequéncia é ndo crescente se para todo m,n € N com n < m, tem-se y(n) > y(m).
iiii) Uma sequéncia é convergente se existir o limite lim y(n).
n—yoo

n

Exemplo 2. Seja y: N — R dada por y(n) = wE
n

E ficil ver que 0 < y(n) < 1 e y(m) < y(n) para todo m < n e m,n € N. Temos também
é

que lim 7y, = 1. Assim, ¥(n) é uma sequéncia limitada, ndo decrescente e convergente. |
n—-yoo
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Definicao 4. Dados ¢ € Re f: A C R — R, recorréncia é o processo que consiste em estabelecer
propriedades dos termos de uma sequéncia a partir das propriedades dos termos anteriores, ou
seja

Xnt1 = f(xn)- (2.1)

A equacdo

Xpt+1 = f(x,) onde xp = 2.2)

€ denominada problema do valor inicial.

Como exemplo de recorréncia, temos as progressodes aritméticas e as progressdes geomé-

tricas.

Definicao 5. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais, na qual a
diferenca entre qualquer termo dessa sequéncia € o termo anterior € uma constante que é

denominada razdo da progressao aritmética.

Lema 1. Dada uma progressdo aritmética de razdo r, entdo a, = aj; + (n— 1)r.

Prova

Por defini¢do de PA temos

a = ai+r
a3 = ar+r=a;+2r
ay = az+r=a;+3r
(2.3)
apy = ap_1+r

Somando as equacdes encontramos :

a+ay+ag+...‘+a,=a+r+ay+r+azy+r+...+a,—1+r

Adicionando —(ay +r+a3+r+as+r—+...+a,—1 +r) aambos os membros obtemos

ap=ay1+r+r+r+r+..+r.

n—1 termos
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Entao,

an=ar+(n—1)r (2.4)

Podemos fazer a prova de (2.4) por indugdo. Consideremos a propriedade P(n) : a, =
ay+(n—1)r,

i) P(1) é verdadeira, pois a; + (1 —1)r =aj.

ii) Suponhamos, por hipétese, que P(n) seja verdadeira para algum n > 1. Temos que provar

que P(n+ 1) também ¢é verdadeira, ou seja, a; + (n+1—1)r = a,41.

Usando o principio de indugéo, de que a, = a; + (n+ 1)r, temos

anpr=a1+m—r+r=a1+(n—14+1)r=a;+nr

Isto mostra que a propriedade também € verdadeira para n+ 1. Segue do principio de

inducdo que a, = a; + (n—1)r paratodon > 1. [

Lema 2. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (a,), de razdo r é igual a

(a1 +au)n

(2.5)

Prova

Seja (a,) uma PA. Somando os n primeiros termos teremos

S, =a1+a+az+...+a,_>+a,_1 +a,.
Trocando a ordem das parcelas encontramos
S, =a1+a,+ar+a,—1+az+...+a,-».
Dai,
28, = (a1 +an)+ (a2 +ay—1)+ (a3 +an—2)+ ...+ (ap—1 +a2) + (an + ay).
Observamos que os termo em cada parénteses sdo dois a dois iguais, Logo
ayt+a,=a+a+n—1)r=2a+n—1)r

ar+ap_1=(@+Q2-1)r)+(a+n-2)r)=2a1+(n—1)r

as+ay2= (a1 +@B-1)r)+ (a1 +{n—-3)r)=2a1+(n—1)r.
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Portanto, 2S,, = (a; + a,)n e (2.5) estd provado.

(ay +ap)n

Vamos provar (2.5) por indugio. Consideremos a propriedade P(n) : S, = > ,

i) P(1) é verdadeira, pois S| = M =ay.
ii) Suponhamos, por hipétese, que P(n) seja verdadeira para algum n > 1. Temos que provar
1
que P(n+ 1) também € verdadeira, ou seja, que S, = (@ +an+21)(n +1) ,
ay+ap)n
Sn—l—l :Sn+an+l — %4_61”_‘_1 —

(a1 +an)n+2a,11  nay+nfay+ (n—1)r] +2(ay +nr)

2 2

~ 2a1(n+1)4+nr(n—142)  (n+1)2a1+nr)  (n+1)(a1+ap1)
B 2 B 2 B 2 '

Isto mosta que a propriedade € verdadeira para n+ 1. Segue do principio de indugdo que

(2.5) é verdadeiro para todo n > 1. [ |

Definicao 6. Uma progressdo geométrica € uma sequéncia de nimeros reais, onde o quociente
entre um termo qualquer dessa sequéncia e o termo anterior é constante g que ¢ denominado

razao da progressao geométrica.

1 2 4
Exemplo 3. A sequécia de nimeros racionais 515 157 € uma progressao geométrica de
. 2
razdo g = —.
173

Lema 3. Em uma progressio geométrica de razio ¢, com g # 0, se o primeiro termo a; for ndo

nulo, o n—ésimo termo da progressio geométrica a,, serd dado por a, = a;q" !,

Prova

Pela defini¢cdo de progressdao geométrica temos
a = da1.4q

ay = ax.q

(2.6)

a, = ap—1.4.
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Multiplicando todas as (n — 1) igualdades e em seguinda dividindo ambos os membros por

a.az.aq.....a,—1, obtemos o termo geral da progressao geométrica, que ¢ dado por

an=a1.q" . 2.7

Prova de (2.7) por indugio. Consideremos propriedade P(n) : a, = a;q" ",

i) P(1) é verdadeira pois, ajg'~! = a;.

ii) Suponhamos, por hipétese, que P(n) seja verdadeira para algum n > 1. Temos que provar

que a propriedade também é verdadeira para n+ 1, ou seja, que a,+| = aiq".

n—1 n
ap+1 = apqd = ap+1 = a1 .q q=a.q .

Isto mostra que a propriedade é verdadeira para n+ 1. Segue do principio de indugdo que
a, =a1q"~ ! paratodon > 1. [ |

Exemplo 4. Thomas Robert Malthus foi um economista inglés do século XVIII, que desenvolveu
um modelo matematico para calcular o crescimento demografico de uma populagdo. A hipdtese
de Malthus diz que a populacao humana cresce em progressao geométrica e a producao de
alimentos cresce em progressdao aritmética. Suponha que em uma determinada regido com
400000 habitantes apresenta um crescimento populacional a uma taxa de 1,8% ao ano, quanto

serd a populagdo nessa regido apds 5 anos?

Resolucao

Como a taxa de crescimento é 1,8% ao ano, segue da defini¢ao (6) que essa populacao

cresce em progressao geométrica.

Segue do lema 3 que, aps 5, anos a populagdo dessa regido serd as = 400000.(1, 018)5 e
429587 habitantes. L

Lema 4. A soma S, dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de razdo g # 1

¢ dada por

(2.8)

Prova

Vemos facilmente que a soma S,, dos n termos da progressao geométrica é dada por

S, =a1+a+az+...+a,_>+a,_1 +a,.

Multiplicando ambos os membros por g e usando (2.6), teremos
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q.S,1 =q.a1tqa+qa3+..+q.a,-2+q.a,-1+q.a,

=apta3+..+ay—2+ta,—1+a,+q.a,.

1

Segue que ¢.S, — S, = g.a, —a;. Como a, = a;.q" ", entdo q.a, = a;.q". Assim, ¢.S, — S, =

ar.q" —a.

Agora fatorando S, teremos

Spn-(g—1)=a1.4" —ay.

Portanto, (2.8) vale.

n
—1
Prova por inducdo de (2.8). Vamos considerar a propriedade P(n) : S, = al.q—l,
q —
q' -1
i) P(1) é verdadeira pois, S| = a;. T = aj.
q R
ii) Suponhamos, por hipétese, que P(n) seja verdadeira para algum n > 1. Temos que provar
n+l 1
que P(n) também é verdadeira para n+ 1, ou seja, que S, 1 = aj S
q —
Somando a, | a ambos os termos de (2.8) encontramos
"1 a1q" —a;+a1q"(g—1
Sn+1=Sn+ an+1 :al-q +apy1 = 9 1 <q )
q—1 q—1
al(q”—l—q"“—q"—l) qn+1_1
= =a|——.
q—1 Vg1

Isto mostra que P(n) é verdadeira para n+ 1. Segue do principio de indugdo que P(n) é
verdadeira para todo n > 1. [ |

ai
_q.

Teorema 1. Seg € Re |g| < 1,entdo lim ¢"=0¢e lim S, =
n—yoo n—yoo 1

Prova

Se g =0, entdo lim ¢" = 0 e os resultados sdo imediatos. Agora vamos analisar o caso
n—soo

1
q # 0. Dado g € R, ndo nulo, seja h = — — 1, em que & € positivo. Logo, para todo € > 0, existe

| 4] | 1
€ N,ng > — tal que, para n > ng, temos nh > — isto é, — < €. Como |¢" — 0| = <
10 S L0 = gy AU, para it = o " nh "= 01= Ty

1
< -
14+nh nh

, entdo, para n > ng, |¢" — 0| < € e segue o resultado.
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Segue do lema 4 que a soma S, dos termos de uma progressao geométrica finita de razdo
q é dada por (2.8). Se a progressdo geométrica tiver uma quantidade infinita de termos, ou seja,

para n — oo a soma de todos os termos € dada pelo limite lim §,,. Assim,
n—eo

lim Sn = lim aj. =da. o =dai. .
n—soo n—soo 1—gq 1—¢g 1—gq

Portanto, a soma dos termos de uma progressdo geométrica com uma quantidade infinita

de termos € dada por
ai

Iim §,, = .
n—oo 1— q

Exemplo 5. Mostre que o valor da soma 0,3 40,03 +0,003 4 ... sendo a quantidade de parcelas

infinita € igual a 3

Resolucao
0,340,03+40,003 + ) + ) + ) + ... portanto devemos calcular a soma dos
oo &= — = — V u
TR 10" 100 1000 " 7P
termos de uma progressdo geométrica de razdo g = T eay = 1o Entao
> 3
0,3 10 5 3 1
lim S, = a4 = 10 10 2 _ - [
n—eo 1—gq 1_i 1_i 9 9 3
10 10 10

Exemplo 6. O preco de um determinado apartamento € valorizado em 10% ao ano. Sendo P,
o valor do apartamento no n—ésimo, ou seja, P, = P,_1 +0,10.P,_1, isto € no n—ésimo ano o
custo do apartamento serd o valor de P,_ acrescido de 10% de valorizag¢ao que é 0,10.P,_;. No
(n+ 1)—ésimo ano teremos P, = P, +0,10.P,, ou P4y = P,—1 +0,10.B,_; +0,10.(P,— +
0,10.P,_1).

Assim, a razao de aumento é

Pn:Pnfl‘*'O»lOPnfl

Py —Py—1 =0,10P,;

M:Qlo

n—1
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2.1 Problema dos Juros Compostos

Definicao 7. Juro é o prémio que se obtém quando se empresta um bem por um determinado
periodo. O valor unitario da moeda estd associado a quantidade de unidades de bens que uma
unidade de moeda € capaz de adquirir no mercado. (ver (HIRSCHEFELD, 2013) (MURTEIRA,
2013)).

Suponhamos que a quantidade c( de capital € investida por um investidor a taxa de juros
de r% por periodo. A parte que toma o investimento combina com o investidor que ao final de

um periodo, cq serd atualizada para c¢; com essa regra

ae _ r, ouseja,c; =co(l+r). (2.9)

o
i) Supondo que o investidor sinta-se satisfeito com o negdcio, este procedimento poderd se
repetir n periodos posteriores, mas com a regra (2.9) combinada, teremos entdo

c|1= Co(l +r)

=co(1 2
Cz. COF +7) (2.10)

cn=co(l+r)"

Neste caso ¢, € o valor atualizado de ¢ ao final de n periodos e com os juros compondo o

valor investido por periodo.

1) Suponhamos que as duas partes, investidor e tomador, fagam um outro acordo. Os juros
serdo atualizados m-vezes por periodo, mas com a regra (2.9). Isto altera o valor ¢, dado

em (2.10). Os novos célculos serdao dados por

r r r
C11 ZCo(1+—>, 61226‘11<1+—>, Clm=C1(m_1)<1+—)
m m m

2 2 A2
021=61m<1+£> ; 622=Cz1(1+%> ;oo C2m:C2(m71)<1+Z>

(2.11)
r m r m r m
Cnl :C(n—l)m(l"f’%) ) CnZZCnl<l+%> y Cnm:cl(m—l)<1+%) .

Usando (2.10), uma anélise de (2.11) mostra que
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r\m 7\ 2m 7\ nm
clm:co<1+—> CZm:co(1+—> cnmzco(l—l——) .
m m m

Pode-se ver facilmente que se a taxa de juros aplicada for um numero real r, o valor
atualizado com juros compostos m vezes por periodo (m € N), ao final de n periodos (n € N)

serd dado por

min
cn(m):co[<1+£> } . 2.12)
Entdo, o valor atualizado é uma fun¢do ¢ : N — R dado por (2.12).

Definicao 8. Se cp unidades de capital for investido no instante #y) = 0 em uma carteira, dizemos

que os juros compde o valor ¢( instantaneamente se existir lim ¢, (m) onde c¢,(m) é dado por
m—soo

(2.12).

Para aplicarmos aa defingdo 8 a um caso particular, é necessdrio calcular o lim ¢, (m)
m—oo

onde ¢, (m) é dado por (2.12) e para isto vamos nos envolver com algumas propriedades de certas

sequéncias.
Lema5. SeneNen>1,entao 2" < (n+1)!.

Prova

Vamos fazer a prova por induc@o. Consideremos a seguinte propriedade: P(n) : 2" <
(n+1)!,
i) P(1) é verdadeira pois 2! < (1+1)! =2.

ii) Suponhamos, por hipétese, que P(n) seja verdadeira para algum n > 1. Temos que provar

que P(n) também é verdadeira para n+ 1 , ou seja, que 2"+ < (n+2)!.

Como os dois membros da desigualdade 2" < (n+ 1)! sdo positivos, mutiplicando os dois

membros por (n+2) teremos
2"(n+2) < (n+1)!(n+2)=(n+2)!.

Logo,
2l <2 42" =21 (n42) < (n+2)!

Isto mosta que P(n+ 1) é verdadeira. Segue do principio de inducéo que 2" < (n+1)!
paratodon > 1. [

1\7n
Teorema 2. A sequéncia (a,) = (1 + —) é convergente.
n
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Prova

Primeiramente vamos provar que a sequéncia (a,) é crescente e que existe L > 0 tal que

a, < Lparatodon > 1.

Pelo bindmio de Newton temos

(1+%)” = (g)H (Y)n_lﬁ (Z)n—ler (Z)n%++ (Z)nin

entao
1+ n! n! 1 n n! 1 n n! 1
an = - — —=F —
" (n—1)!"n 2. (n—2)!"n? 3. (n—3)!"n n!(n—n)! n"
Assim,
B nn—1) 1 nmn-1).(n-2) 1 1
an = 1+l—|—n—2.§+ 3 §++E (2.13)

n(n—1) n(n—1).(n—2) 1

,...,— SA0 mMenores
nn

Observamos que cada um dos termos

n2 > n3

que um e

n.(n—1)

1 n(n—1).n-2) 1 1
n2 2!

1 r_1
<2 3 31 <3P

Assim teremos,

1, 11 1
an=(14+=)" <1+ 14 ook gt

1
< — paratodon > 1.

Segue do Lema 5 que it 1)l =

o I NN SR L R
OO = 20 (14 2)1 =227t = 20 1

IN

I, 1 1 1 1
anZ(l—{—Z) < 1—|—1+§+?+§+...+F

1
Mas 1+ 3 + ) + 3 +...+ o + ... € uma progressdao geométrica de razdo g = % com

soma

Portanto,

an=(14+-)"<3 paratodon > 1.
n
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Agora vamos demonstrar que (a,) é crescente. Sejam m,n € N, 0 < n < m. Temos que

mostrar que a, < a,,. Como n < m, % > % el— % <1- % Assim,

—1 —1
P R
n m
—1 —1 —1
Temos ainda que 1 — zl—n(n2 )’1_m(m—2)e
n m
mm—1)m—-2) mm—1m-2 1 2
w0
nn—1)(n—2) nn—1n-2 1 2
== —(1—-)(1-5).
Assim,
1 2 1 2
1—)(1-) < (1—-—)(1-2).
a-Hu-3<a-ha-2

Comparando, podemos concluir que

(1 +%)” <(1 +%)’".

Portanto, sequéncia (a,) é crescente. Como (a,) é limitada superiormente, o limite existe e

1
e= lim (1+-)"€R,

n—y+oo n

Provemos através do proximo lema, que o valor deste limite é o Nimero de Euler.

1\n
Lema 6. Se n € N, entdo lim <1 + —> =e.
n

n—s—oo

Prova

Fazendo n = —(1+t¢),t > 0, teremos
I\
1— A7t (m) t+1, 41,
1 = i =( / )-( " ).
(1———) ()
(1 111

1 1 (
— }’l: R — _(1+t):
(1+n) (1 l-l-t)

Podemos verificar facilmente que se n — —oo, t — +o0. Portanto,

I 1i+1
lim (1+-)" = tim (2.2

) =e
n——oo n =+ f t
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A E C D

n__ |(AH1/n))*n| ¢ ((t+1)/t)r(t+1)

Pa L2 P2

1 2 1 4
10| 2,59374246 10 2,853116706
100| 2,704813829 100 2,731861968

1000] 2,716923932 1000 2,719640856
10000 2,718145927 10000 2,718417741
8 100000| 2,718268237 100000 2,718295420
S | 1000000( 2,718280469| 1000000 2, 718283187

=] h un

"
u

Figura 1 — Nimero de Euler

. . I\~ .
Na tabela abaixo usamos o excel para aproximar <1 + —) com n variando de 1 a

n
1000000.

Em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler, € denominado ao nimero e € R,
o numero de Euler. Apresentamos aqui uma aproximacao de e até a vigésima casa decimal
e~ 2,71828182845904523536.

Em seguida definimos a fun¢@o f : R — R dada por f(x) = ¢*, chamada fungdo expo-

nencial na base e, e usamos o geogebra para apresentar o grafico de f.

Figura 2 — Fung¢@o exponencial de base e.
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1
Para o célculo de lim ¢, (m), também ser4 utilizado que lim (1 +h)h = e, a saber:

o 1
Primeiramente, vamos fazer n = W

1
- 1
e Observamos que se h — 01, n — o0, logo lim (1+h)h = lim (14 —)" =e.
h—07 n—o0 n

1
- 1
e Observamos também que se h —> 07, n — —oo, logo lim (1+h)2 = lim (14+-)"=e.
h—0~ n——eo' 11

1
Como os limites laterais sdo iguais %ir% (14 h)z =e. [
4>

Agora estamos em condi¢des de aplicarmos a defini¢ao 8 para calcular o li_r)n cp(m) onde
N—o0
cp(m) é dado por (2.12). A definigdo 8 diz que se m — oo, 0 valor ¢ € atualizado instantaneamente.

Vamos usar teorema 2 para calcular o limite da definicdo 8. Segue de (2.12) que
.m rom

(14 )" = [+ -y = (14 )

Entao,

r r m r
li =cp. li 1+—=)""=li J(14+—=)"7" = cp. i 14—
im ca(m) = co. lim [(14 )77 = lim eo [(1+ 2% = co. tim [(14 1)

m—oo m—oo

m
Como — =
-

2

SR

§|\|»—

co. 1im [(1+ —)%]"" = co. lim [(1+—)

n.r
M—yoo m M—yoo m ™.

r
Fazendo — =t segue do teorema 2 que
m

. L )
co.tlgr?o[(1+;)t]n. — co.e".
|

Observacao 1. Se uma quantidade de capital ¢y for composta instantaneamente ou continua-
mente a uma taxa de juro de r% ao ano, em cada periodo de tempo 7, o valor atualizado € dado

por

cp, = cp.e™. (2.14)
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Exemplo 7. (Regra de Ouro)

Um capital foi aplicado a uma taxa de juros de 8% ao ano com capitalizacdo continua.

Depois de quanto tempo o capital aplicado ird dobrar o seu valor?

Resolucao.

Sabemos que no regime de capitalizacio continua P, = Py.¢'’ e queremos que P, =

0.084 — 2 Para resolvermos o problema,

2.Py. Substituindo temos 2.Py = Py.e"%8, ou seja e
basta aplicarmos o logaritmo neperiano em ambos os membros da equagio. Ine®%8? = [n2.
Utilizando as propriedades dos logaritmos, temos 0,08¢.Ine = In2. Lembre-se que Ine = 1.

portanto 0,08t = /n2. Consultando uma régua de calculo logaritmica temos que In2 tem o valor

0,7
aproximado de 0,7. Entdo ¢ ~ O,W ~ 8,75 anos. Ou seja, 8 anos € 9 meses. |
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CAPITULO

RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

Defini¢do 9. Dados a,b,{ € R uma equagéo de de recorréncia linear de primeira ordem, com

condicao inicial xg € a equagao dada por

Xp+1 = ax, +bonde xog=7_. (3.1)

Uma equagdo linear de primeira ordem € denominada homogénea de primeira ordem
quando ndo possui termo independente ou seja b = 0 e denominada ndo homogénea se b # 0.
Observamos que a equagdo (3.1) € um caso particular da equacgao (2.2) se escolhermos em (2.2)
f(x) =ax+b.

Exemplo 8. O problema de juros simples pode ser considerado como uma sequéncia em que
a situacao atual estabelece uma relacdo com a situacao anterior com a finalidade de atualizar
quantidades. Suponhamos que uma quantidade de moeda seja investida por um periodo. Ao final

deste periodo, a quantidade de moeda sera acrescentado o prémio.

Suponha que uma quantidade de moeda seja investida por um periodo. Ao final deste
periodo, a quantidade de moeda serd acrescentado o prémio J. Podemos formular tal problema
como

Xppl =X +J
Em que x, é o valor € a quantidade de moeda no estdgio n e J € o juro combinado entre as partes.

Exemplo 9. A sequéncia (x,) dos nimeros pares pode ser definida através da recorréncia

Xp+1 =xp,+2 onde n>1,e xg=2.
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Observamos que a solu¢@o de uma recorréncia s6 € definida quando conhecemos o(s) pri-
meiro(s) termo(s). No exemplo acima, se for dado um x| = 2 teriamos a sequéncia 2,4,6,8, 10, ...,
mas se a equacao de recorréncia x,41 = x, + 2 tivesse, por exemplo, valor inical xo = 5 terifamos a
sequéncia 5,7,9,11,13,.... Observamos que se ndo fosse informado o primeiro termo da equacgdo
de recorréncia, ela determinaria uma progressao aritmética de razdo 2 e nio a sequéncia dos

numeros pares.

3.1 Solucao Geral e Solucao Particular de Uma equacao

de Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Consideremos a equagdo de recorréncia

Xpt1 —3x, =0 neN.

Se u, = 3" e substituirmos u, na equagao de recorréncia acima teremos, para todo n € N,

Upy1 —3uy, =30 =330 = 3l _ 304D —

Logo, (u,) satisfaz a equagdo de recorréncia acima, portanto, (u,) é uma solug¢do para
a equacao x| — 3x, = 0. Observamos que as sequéncias x, = 4.3".x, =7.3" e x,, = —19.3"
também sao solugdes de x;,+1 — 3x, = 0. Ou seja, podemos ver que dado ¢ € R, toda sequéncia

(x,) dada por
x, =c3"
¢ uma solucao de x,;1 —3x, = 0.

Logo, para obtermos uma solucao particular, € necessério determinar o valor da constante
¢. Supondo ¢ = —2 terfamos (x,) com x, = —2-3" com n € N, uma solugdo particular da

recorréncia.

Solugdo geral é uma sequéncia que satisfaz a equacao. Solugao particular € uma solugao

que satisfaz um valor inicial.

Observacdo 2. Se as fun¢des u,v: N — R com u(n) = u,, v(n) = v, forem solugdes de

Xpy1—ax, =0, (3.2)

entdo para todo o, 3 € R a funcdo o : N — R, dada por ®(n) = @, = au, + Bv, serd solugio
de (3.2), pois
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= Q(up+1 —aup) + By —avy) = 0.

Segue da observacdo (2) que se V € o conjunto das solug¢des da equacdo (3.1), entdo o conjunto

das solucdes da equagdo (3.1) com b = 0 é um subespaco do espaco vetorial V

Lema 7. Dados a,c € R, a solucdo geral da equacdo

Xn+1 —AXp = C, (3.3)
¢ dada por
n—1
xn:a”xo+cZak, neN (3.4)
k=0
Prova

Vamos encontrar a solucdo geral para a equacao linear ndao homogénea (3.3).Podemos ver

facilmente que

X1 =axop+c
Xy = ax; +c = a(xg+c)+c=a*xg+ac+c
X3 :ax2+c:a3xo—|—azc+ac—|—c

x4:ax3+c:a4xo+a3c—l—a2c+ac+c

n—1
X, = a'xg —I—cZak.
k=0

Vamos mostrar por inducao que (3.4) € solugdo de (3.3).
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n
Xpp1 =" xg —l—cZak
k=0

=d"xg+c(l+atay+..+a" ' +a")

=a(a"xp) +c+alc(l+a+ay+..+a" 1))

n—1
= a(a”xo-i-cz d)+c
k=0
=ax, +c.
|
e Segue do lema 7 que a solucdo para a equacao x,| = ax, € dada por
x, =a".xg,n € N. 3.5

Teorema 3. Dadas (a,) e (c,), com n € N, sequéncias de nimeros reais, a equagdo de diferenca

linear de primeira ordem

Xptl = ApXp+cp, com X9 =Yg, n€N 3.6)
tem como solugdo
n—1 n—1 , n—1
yn=<Hak>yo+Z< I Clj)Ck, neN (3.7)
k=0 k=0 " j=k+1

Prova

Vamos mostrar que a equacao (3.7) satisfaz a equagdo (3.6) com a condi¢ao inicial
X0 = 0.

Provando por indugdo temos
n n n
Ynt1 = (Hak>yo+ Z ( H aj>ck
k=0 k=0 " j=k+1

Observamos que

n n n n—1 n

Z( [1 a.i)ckz IT ajcn+2( I1 aj>ck

k=0 " j=k+1 Jj=k+1 k=0 " j=k+1
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n—1 n—1
=cu+ Z ( H aj)ck:cn+an Z < H aj)ck
k=0 " j=k+1 k=0 " j=k+1
Utilizando o resultado acima encontramos
Yn+1 = an(Hak>y0+cn+an Z ( H a])
k=0 " j=k+1
Logo,
Yn+1 = ApYn + Cn.
Entao (3.7) € solucdo de (3.6).
e Segue do teorema 3 que a solugdo geral para a equacao x, | = a,x, é dada por
Xn = A(p_1)d(n—2)---A0%0, 1 € N. (3.8)
Teorema 4. Dados yo € R e a equacdo de recorrécia
yl‘+1+ayl:b> tENa (39)
coma,b € Rea=#0,asequéncia (y,) definida por
b b
—t ! —a)!, sea# —1
= Taa 00— (=9) 7ok (3.10)
yo + bt, sea=—1.
€ solucdo unica de (3.9) com condig¢do inicial yy.
Demonstracao
E suficiente aplicar o teorema 3 e a prova estd concluida. [

Agora vamos analisar o comportamento das solucdes de (3.9) quando t — +oo

(a) Quandoa = —1.

A solugio é a sequéncia (y;) em que y; = yo+ bt com ¢ € N e podemos observar facilmente

que

4o,  seb>0;
,Am v =19 Yo, seb=0;
—oo,  se b <O.
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Observamos, também, que:

I se b=0, y; = yp e a sucessao € limitada,
II se b > 0, a sucessdo € monodtona crescente,
IIT se b < 0, a sucessdo € decrescente.

(b) Quando a # —1.

b
Vamos considerar o = Tra Entao podemos reescrever (3.10) como
a

yi =0+ (yo—a)(—a)’,t €N. (3.11)

E assim, é facil ver que se yg = &, entdo a sucessao € constante e y; = & para todo ¢ € N.

Se yo # o, entdo o comportamento de (y,) dependerd do comportamento de (—a)’.

N _ _—
tgrgoo( a)) =0,e|—al<louseja —1<a<]l. (3.12)

Paraocasoa < —1,

i —a) = +oo
temos hrgw( a)! = Hoo. (3.13)
Paraocasoa >1
temos lim (—a)’ ndo existe. (3.14)
t—>+oo

Vamos analisar a convergéncia de (3.11).

1. Se —1 <a < 1, segue de (3.12) que a solug¢do converge para &, pois

. . . . . t — .
Jim ye= lim o+ (o —a)(—a)] =0

2. Se a < —1, entdo segue de (3.13) que

se yo < o, entdo lim y, = —oo

Yo ’ p +°oyl‘ )

se yo > o, entdo lim y, = +oo.
t—Foo

3. Sea > 1, aprova é trivial.
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Para completar o estudo, vamos analisar a monotocidade e a limitacdo de (3.11). Ob-
servamos que se —1 <a <0, —a >0, entdo y,1; —y, = (—a)' (yo—a)(—a—1), (—a)) >0e
(—a—1) < 0. Assim, se

Yo < @, entdo (y;) € mondtona crescente e como yg < y; < @, y; € limitada superiormente;
Yo > &, entdo (y;) é mondtona decrescente e como yg < y; < «, € limitada inferiormente.

Mas se 0 < a < 1, entdo (—a)t tem comportamento oscilatério, mas € limitado. Podemos

ver que o mesmo acontece com y;. Se a < —1, entdo (—a)’ >0e (—a—1) > 0. Assim, se
yo < o, entdo (y;) € monétona decrescente e limitada;
Yo > @, entdo (y;) ¢ monétona crescente e ilimitada.

Observamos que se a = 1, entdo (—a)" oscila, mas é limitada. O mesmo acontece com y,

que oscila, pois yo > y; > 2a —yp. Se a > 1, entdo (—a)" oscila e |y;| —> oo se t — oo,

As informagdes descritas acima, estdo resumidas na tabela abaixo.

a b Yo Rel. y;, o Comportamento da sucessdo y
—1 b=0 Vi = Yo constante
—1 b>0 Vi > Yo cresc. divergente para oo
—1 b<0 e <)o decresc. divergente para —oo
a+# —1 Y= | yy=0Q =Y constante
—1<a<0 yo< o <o cresc. limitada e convergente para o
—1<a<0 Yo > o Vi>o decresc. limitada e convergente para o
O<ax<l1 Yo 7# O oscilatoria, limitada e convergente para o
a<—1 <o nw<a decresc., ilimitada e divergente para —oo
a<-—1 Yo > o yi>o cresc. ilimitada e divergente para 4o
a=1 Yo7# O oscilatdria, limitada e divergente
a>1 Yo # O oscilatoria, ilimitada e divergente

Exemplo 10. Consideremos um empréstimo com uma taxa de juros i ao més. Seja cg o valor
inicial do empréstimo, p, o pagamento efetuado a cada final de més e ¢, o saldo devedor apds
o n—ésimo pagamento. Entdo o saldo devedor apds n + 1 pagamentos é dado pela equacdo de

recorréncia

cnr1 = (1+i)ep — pau- (3.15)

Resolucao

Pelo teorema (3) a solucdo de (3.15) é



42 Capitulo 3. Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

n—1

cn=(14+7)"co— Y (1+i)"*p.
k=0

Supondo que todas as parcelas desse empréstimo sejam iguais a p, ou seja, p, = p para todo n.

Segue do teorema 3

IS

&= (1+i)'co— (14" = DE.

Ao final do resgate da divida ou do N-ésimo periodo teremos cy = 0, o que nos dd o valor de

cada parcela que é

. rq(0)

= s (3.16)

No exemplo acima, usamos um valor fixo para a taxa de juros e o nimero de prestagdes.
Vamos usar dois sistemas bastante conhecidos no mercado, a tabela Price que resulta em

prestacdes constantes, e a tabela SAC, que resulta em amortiza¢do constante.

Exemplo 11. Consideremos um empréstimo no valor de 12000 a ser pago com uma taxa de

juros composto de 1,4% ao més e em 10 prestacdes mensais.

Vamos abordar duas formas de resolver o exemplo.

e Primeiramente, vamos supor que todas as 10 prestagdes possuem o0 mesmo valor.

Utilizando (3.7) e (3.16), encontramos o valor de cada prestacao que € dado por

_rq(0) _ 0,014.12000
S 1—(14r)N  1—(140,014)-10

= 1294, 43,

Agora temos que calcular o valor dos juros mensais, o saldo devedor e a amortizacdo.

Primeiramente, devemos calcular o valor do juro para a primeira parcela. Para isto, € sufi-
ciente calcular 0,014.12000 = 168 (os fatores do primeiro membro s3o 0s juros mensais e

o valor do empréstimo). Logo, teremos um saldo atualizado de 12168.

Para encontrar o valor da amortizacgdo, € suficiente calcularmos a diferenca entre a prestacao
e os juros, isto €, 1126,33 — 168,00 = 958, 33. O saldo devedor € a diferenca entre o que

foi amortizado e o saldo devedor inicial.

A tabela abaixo, que representa as transagdes efetuadas nas 10 parcelas, € denominada
Tabela Price. A Tabela Price é um sistema de amortizagcdo francés muito utilizado em
financiamentos e empréstimos no mercado brasileiro. Na Tabela Price, as prestacdes sao

constantes. Observe:
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A E C D E F G

Parcelas Saldo Devedor Inicial | Juros |Saldo Atualizado | Amortizagio| Prestagdo | Saldo Devedor

2 1 12000,00 163,00 12168,00 1126,33) 1254,33 10873,67
3 2 10873,67| 152,23 11025,90 1142,10| 1294,33 9731,57
4 3 9731,57 136,24 9867,81 1158,09) 1254,33 8573,48
5 4 8573,48 120,03 2693,51 1174,30 1294,33 7399,18
6 3 7395,18 103,59 7502,77 1190,74) 1254,33 6208,44
7 6 6208,44 6,92 6295,36 1207,41 1294,33 5001,03
& 7 5001,03 70,01 5071,04 1224,32] 1254,33 3776,71
g 8 3776,71 52,87 3829,59 1241,46 1294,33 2535,26
10 9 2535,26 35,49 2570,75 1258,84) 1254,33 1276,42
1 10 1276,42 17,87 1294,29 1276,46 1294,33 0,00

Figura 3 — Tabela Price.

e Agora, vamos analisar o mesmo problema onde a amortiza¢do € constante, para isso,
utilizamos a tabela SAC, sistema de amortizacdo constante. Para encontrar o valor da
amortizagdo € suficiente dividirmos o valor da divida pelo total de parcelas ou seja, o valor

fixo da amortizacao sera de
12000

=1200.
10

Para encontrarmos o valor dos juros de cada periodo, é suficiente multiplicar o saldo
devedor, ou seja, o saldo inicial do periodo menos a amortizacdo do mesmo periodo, pela
taxa de juro. O valor da parcela de cada periodo sera igual ao valor da amortizagdo mais

os juros do periodo que estao apresentados na tabela.

A B C D E F G

Parcelas Saldo Devedor Inicial | Juros |Saldo Atualizado | Amortizacdo | Prestacdo |Saldo Devedor

2 1 12000,00 165,00 12168,00 1200,00) 1368,00 10800,00
3 7] 12000,00| 151,20 12151,20 1200,00 1351,20 9600,00
4 3 12000,00 134,40 12134,40 1200,00) 133440 8400,00
& 4 12000,00 117,60 12117,60 1200,00) 1317,60 7200,00
[ 5 12000,00 100,80 12100,80 1200,00) 1300,80 6000,00
s 6 12000,00 84,00 12084,00 1200,00| 1284,00 4300,00
8 . 12000,00 67,20 12067,20 1200,00) 1267,20 3600,00
g 8 12000,00 50,40 12050,40 1200,00 1250,40 2400,00
10 9 12000,00 33,60 12033,60 1200,00) 1233,60 1200,00
1 10 12000,00 16,80 12016,80 1200,00 1216,80 0,00

Figura 4 — Tabela Sac.

Observamos que, a partir do quinto periodo, as prestacdes na tabela SAC tornam-se

menores que as correspondentes prestacdes na tabela Price .

No grafico a seguir apresentamos o valor da prestacao decrescendo em fun¢do do periodo

(tabela Sac) e o valor da prestacdo constante em todos os periodos (tabela Price).
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Figura 5 — Tabela Sac x Tabela Price

Observamos também, que na tabela SAC, o saldo devedor diminui de forma linear, diferente
da tabela Price aonde as primeiras prestagdes possuem um menor impacto na redug¢do do

saldo devedor em relacdo a tabela SAC.
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CAPITULO

EQUACOES DE DIFERENCAS

Definicao 10. Dada uma fun¢do f : R — R, definimos sistema dindmico discreto de primeira
ordem como sendo um sequéncia de nimeros reais denotadas por (x,), paran =0,1,2,3, ..., tal

que, cada nimero apds o primeiro € relacionado ao anterior através da equagao

Xntl = f(xn);
e arelacdo x,+1 —x, = h(x,) é chamada equacdo de diferenga de primeira ordem.

Definicao 11. Dada uma fungdo f : D, (f) C R — R,onde f(Dy,(f)) C Du(f), definimos um
sistema dinamico discreto de ordem m (m € N) como sendo uma sequéncia de niimeros reais

denotados por (x,), paran =1,2,3.4, ..., tal que
Xntm = f(x(n+m—l)x(n+m—2)7 ---,xn>
ou seja, 0 termo Xy, depende dos termos anteriores X, Xn-+1,X, 4 (m—1)-

As equagdes de diferencas sdo equagdes que expressam relagdes entre mudangas de

varidveis em periodos determinados e por essa razdo sdo denominadas de equagdes discretas.

Podemos considerar um capital investido que no inicio de um certo periodo esse capital
seja C,, e que no periodo posterior o capital € acrescido de uma quantidade p,,. Portanto, o capital
C,, € modificado pelo juro, mais uma quantidade de capital p,. Entdo no inicio do periodo n+ 1
a quantia C(,,; 1) serd dada por

Cot1 = (1410).Cp+ pp.

Defini¢do 12. Dada f: A C R — R, com f(A) C A, uma equagio de diferencga de primeira
ordem € a equacdo dada por

Xn+1 :f(xn)7 neN 4.1)
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Dado xp € A podemos encontrar uma solug@o para a equagdo (4.1) através de uma

iteracdo a partir do ponto inicial xo da seguinte forma:
F2(x0) = F(f (x0)), £ (x0) = F(f((x0))), -~

Usaremos a notacio f(xo) para indicar a primeira iteracio, f2(xo) a segunda, f>(xo) a

terceira, e assim sucessivamente. Fazendo n interagdes teremos a sequéncia
2 3
x0, f(x0), f~(x0), f7 (x0), .., /" (x0)
onde, f"(x,) é a n—ésima iteragdo de x.

Definicao 13. A 6rbita de xp € A € o conjunto de todas as iteracdes de xp, ou seja { /" (xg) : n > 0}

que indicamos como O(xo).

Para melhor compreensdo apresentamos as iteragdes

x0 = f2(x0) = xo
x1 = f1(x0) = f(x0)

x2 = f2(x0) = f(f(x0))

4.2)
xXn = f*(x0) = f(f"~" (x0))
Xur1 = f" (x0) = f(f"(x0)) = f(xn)
0<x0):{x0;f(x0)7"'7f(xn)7"'}' (43)

Exemplo 12. Vamos realizar as iteracdes para f : R — R dada por f(x) = x> com xo = 2.

Resolucao

Vamos proceder como em (4.2). Dado xg = 2 teremos,
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E = (16,16)

12 14 16 18 20 Tn
Ty

Figura 6 — Iteracdes de f(x) = x> com xg = 2.

. 1 : : . .
Mas, se xq fosse igual a > a sequéncia correspondente tenderia a zero, pois ela seria dada por

1
x0 = 0,5:x1 = 0,253y = 0,0625:x3 = 0,00390625; -, = (5)"---.

2

Figura 7 — Iteracdes de f(x) = x* com xp = 0, 3.

Podemos afirmar que se xo € (0,1), f"(x0) — 0 se n — oo, ou seja
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lim " (xo) = 0.

n—oo

Observamos também que se xo ¢ [—1,1], f"(xg) — oo se n — oo. Também ¢ fécil
observar que (1) = f*(—1)=1

Podemos generalizar a ideia em relacdo a dependéncia do elemento x,, a vérios elementos
anteriores e ndo apenas ao elemento anterior. Porém nosso trabalho se ateve a equg¢des de primeira

ordem. [ |

4.1 Ponto de Equilibrio

Definicio 14. Sejam f : D, (f) CR — R com f(D,,(f)) C Dp(f), x* € Dpy(f) cmo condigdo

incial xo € R, dizemos que x* é um ponto de equilibrio para a equacéo de diferanga

X1 = f(xn) 4.4)

se f(x*) = x* para quaisquer n € Z™.

Por definicdo, se x* for um ponto de equilibrio de (4.4) entdo, a partir de x* ndo ocorrem

variacoes do estigio n para o estagio n+ 1.
Teorema 5. Um valor x* € D,,(f) é um ponto de equilibrio de x,+; = f(x,), se, e somente se,
x = f(x").

Prova

Por definicdo sabemos que se x* é um ponto de equilibrio de (4.4) entdo, x,, 1| = x,, = x*
para quaisquer n € Z* logo a sequéncia constante (x*,x*,...) é uma solugdo de x,.1 = f(x,),
pois x,11 = f(x,) = f(x*) =x*.

Vamos supor que xo = x* entado a sequéncia (x*,x*,x*,...) é solucd@o do sistema. Como

xp = x" e x,4+1 = f(x,), entdo por hipétese temos

Xn = f(xXp-1) = f(x*) =x"

Como queriamos demonstrar. |
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Exemplo 13. Vamos encontrar os pontos de equilibrio para x,, 1 = x}.

Resolucao
Para encontrar o ponto de equilibrio temos que resolver x* = f(x*) onde f(x) = x*.

Ao resolvermos a equacao acima, teremos duas solugdes que sdo pontos de equilibrio

x] =0 ex; = 1 e estdo apresentados na figura abaixo.
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Tn+1

1 A= (1,1)

Figura 8 — Ponto de equilibrio de x,1 = x}, x] =0ex} =1

. . X,
Exemplo 14. Vamos encontrar os pontos de equilibrio de x4 = _'; 7o cZr.
Xn
x * .2 o
Se f(x) = , encontramos = x" isto € x* = 0, portanto o ponto de equilibrio
x+1 x*+1

€ x* = 0 que estd apresentado na figura abaixo.

-1

-2

Figura 9 — Ponto de equilibrio de x, 11 = T x*=0.
x

Definicao 15. O ponto de equilibrio x* da equagdo (4.4) € estavel, se dado um € > 0, existir um
o tal que se |xo —x*| < 8, entdo | f"(x9) —x*| < €, para quaisquer n € N. Se x* ndo & estdvel,

entdo € chamado de instavel.
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Figura 10 — Ponto de equilibrio estavel.

Figura 11 — Ponto de equilibrio instdvel.

Definicao 16. Seja f como na defini¢do 14, dizemos que o ponto de equilibrio x* € atrator de

(x,), se existir um €0 tal que |xo — x*| < € para quaisque n € N, entdo
lim x, = x*.
n—-yoo

Se todo xg € D,,(f) for atraido por x*, dizemos que x* € atrator global.

Quando um ponto x* é estavel e atrai a 6rbita de todo xg € D,,(f), dizemos que ele é
assintoticamente estdvel, ou seja, partindo de xg, a Orbita de xy se aproxima cada vez mais da
sequéncia constante dada por x* (ver definicdo 13 ).

Figura 12 — Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
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Em um sistema dinamico afim x,,| = rx, +b com r # 1 temos que o ponto de equilibrio

x* étal que f(x*) =x" e rx* + b = x* (ver defini¢do 10). Portanto

b
1—7r

X =

Teorema 6. O ponto de equilibrio x* para uma sistema dindmico afim x,+1 = rx, + b € as-
sintoticamente estdvel se |r| < 1, ou seja lim x, = x* para todo xg. Se |r| > 1, x* é instdvel e
n—soo

|| — oo.

Prova

Observamos que

b b—rb+rb rb
X1 —x*| = |rxo+b———|=|mo+b— ———| =|rxp — | = |r||xo — x|
l—r I— 1—r
Fazendo as interacdes encontramos
on — x| = [r]"]oco — X"

Supondo |r| < 1, entdo lim |r|" =0e lim |x, —x*| = 0 e x* € assintoticamente estdvel.
n—oo n—o0
Supondo |r| > 1, entdo |r|" — e e |x, —x*| — oo, € assim x* & instavel. |

Observacao 3. O sistema dindmico considerado no teorema 6 ja foi abordado no teorema 4

como foi descrito a dindmica do sistema.

— 1
Exemplo 15. Vamos analisar a equacio x,41 = %
Resolucao
—x+1 —x*+1 —x* 1
e Como f(x) = X e calculando f(x*) = a 2+ = 2x + 3= x* encontramos o

1
ponto de equilibrio x* = 3

—x,+1

A figura representa o ponto de equilibrio da equagdo x,41 = 7
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1 —x+1
Figura 13 — Ponto de equilibrio x* = 3 de f(x) = x2+ .

Fazendo as interacdes com condicdo inicial xo = 0,5, encontramos

xo = f°(0,5)=0,5

x1 = £1(0,5) = 0,375

x2 = f2(0,375) = 0,3125
x3 = f3(0,3125) = 0,34375

x4 = 4(0,34375) = 0,328125

A figura abaixo representa a 6rbita de x( da equagédo f(x) = — (ver defini¢do 13) e é

denominada diagrama cobweb ou diagrama de teia de aranha.

x 1
) =-3+5

—x+1
Figura 14 — Diagrama cobweb do sistema x;,+1 = x2+ .
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e Para fazer o diagrama, primeiramente fazemos em um mesmo sistema de coordenadas o
grafico de f(x) =

inicial xg, que no nosso caso xop = 0,5. Em seguida tragcamos uma reta vertical por (xg,0).

e o grafico de y = x. Posteriormente, selecionamos um ponto

O ponto de interse¢do dessa reta com o grafico de f é (xo, f(x0)) = (0,5,0,375). Partimos

desse ponto com uma reta horizontal ou paralela ao eixo Ox encontramos o grafico de y =

y(x) = x obtendo o ponto (x1,x1) = (f(x0), f(x0)) = (0,375,0,375) e esse procedimento

¢ aplicado sucessivamente.

—x,+1
7 ¢

Observamos que a 6rbita de xyp em telagdo a equacdo de recorréncia x,, | =
dada por

0= {Xo,f(X()),"' 7f(xn)""}7

. s 1
que se aproxima do ponto de equilibrio x* = 3 se n —> oo,

—1 . .
Como ‘7‘ < 1, segue do teorema 6 que x* € assintoticamente estavel. Vemos que o

método cobweb nos auxilia na andlise do comportamento das 6rbitas de cada ponto. A figura
acima indica que, inicialmente, o ponto de equilibrio x* = 3 ¢ estavel, mas a confirmacgdo &
assegurada pelo teorema 6. |

Exemplo 16. Analise a 6rbita de xo = 0,4 para
—3x, 1

Supt = —5 +5,n EN. (4.5)

Resolucao.

Fazendo as iteragdes encontramos

xo = f2(0,4) = 0,4
x;1 = £1(0,4) = —0,1
x2 = f2(—0,1)=0,65
x3 = f3(0,65) = —0,475
x4 = f4(—0,475) = 1,2125
—3x*

1 1
O ponto de equilibiro da equagio (4.5) é x* = 3 pois satisfaz f(x*) = > 4+ 5= x*. A figura

N | =

abaixo representa o diagrama cobweb da equagao (4.5) com x* =
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05

-1 -05 0 Xp= o5 4 1 15 2
o\\| ' *n
-05
a - T h‘ hhhhhhh

3x 1

f) = =5 +5
. . . —3x, L 1
Figura 15 — Diagrama cobweb do sistema x,, ] = > + 3 comx™ = 5

Aparentemente, o ponto de equilibrio x* indica ser instavel, pois a teia do grafico esta se
distanciando cada vez mais do ponto (x*,x*). Segue do teorema 6 que o ponto de equilibrio x* é

instdvel pois, |_7| > 1.

4.2 Equacoes Nao Lineares

E nosso interesse analisar alguns mecanismos de ajustamento adaptativo do tipo que
aparece na literatura descrito por (HUANG, 2000; SIEG; YOKOO, 2000; KOCIC, 2001). Como
esses mecanismos adaptativos consideram acdes reciprocas entre formagdo de expectativa e
dindmica macroecondmica, eles sdo modelados por equacdes de diferencas ndo lineares. Por
esta razdo, teremos que estudar alguns casos de estabilidade ainda ndo considerados pela teoria
apresentada anteriormente.

Teorema 7. Seja x* um ponto de equilibrio da equacio (4.4), onde f: A C R — R é continua-
mente diferencidvel em x*. Entdo,

(i) se|f'(x*)| <1, entdo x* € assintoticamente estdvel;

(i) se |f'(x*)] > 1, entdo x* é instdvel.

Prova

Para provar o item (i), temos que mostrar que |f'(x*)| < 1 implica que x* é estdvel e
de atragdo. Suponhamos que |f’(x*)| < 1. Entdo existe um intervalo I = (x* — §,x* + 0) para

algum & > 0 contendo x*, tal que | f/(x)| < L < 1 para todo x € I. Se para cada intervalo aberto
1

I, = (x* — —,x*+ —) com n € N existisse um ponto x, € I, tal que |f’(x,)| > L, entéo para n
n n
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suficientemente grande terfamos que n — oo, implicaria x,, — x*. Como f’ é continua em x*,

entao
lim /() = f'(x")
mas,
L < lim | f'(x,)] = [f/(x")| < L

T n—oo
que é uma contradi¢@o e isto prova a nossa afirmacdo. Seja xo € I. Sabemos que x| = f(xp),
entdo |x; —x*| = | f(xp) —x*|. Como x* = f(x*), teremos
er = x*| = [ f(x0) — f(x7)].
Agora, segue do teorema do valor médio que existe um nimero ¢ no intervalo (a,b), tal
f(b)—f(a)
/
ue =
que f(c) P

min{xp,x*} e max{xp,x*} tal que

,ouseja, f(b)— f(a) = f'(c)(b— a). Entdo, existe um niimero o entre

ey — x| = [ f(x0) — £ (") = [ £ (00) [ Jxo — 7.

Como min{xg,x*} < ot < max{xp,x*} e x* e xo pertencem ao intervalo /, entdo o também

pertence ao intervalo 1. Assim, |f’(a)| <L < 1. Como L < 1, temos

ey = x| = | f()]|xo = x"| < Llxo — x| < |xo — x].

Assim, x; estd mais perto de x* do que x¢, logo concluimos que x| € .

Vamos concluir a prova por indugdo. Consideremos a propriedade P(n) : |x, — x*| <
L xo —x*| com x, € I.
i) Observamos que P(1) é verdadeira, pois |x; —x*| < L|xo —x*|.

ii) Suponhamos, por hipétese de indug@o, que P(n) seja verdadeira para algum n € N. Temos

que provar que P(n -+ 1) também é verdadeira, ou seja, que |x, | —x*| < L"!|xg — x*|.

Observamos que

n 1 = x| = [ (en) = f ()]

Como x, € I, pelo teorema do valor médio existe um f3 entre min{x,,x*} e max{x,,x*}

tal que

[f(en) = £ )| = £/ (B) | len — x7].
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Logo,
1 = x| = [ £ (xn) = F () = 1 (B)l]n — x| < Llxy —x"| < LL|xg —x7].

Portanto,
|xp+1 — x| < LL"|xo — x|

Isto mostra que a propriedade P, também € verdadeira para n 4 1. Segue do principio de
indugdo que |x, —x*| < L"|xp — x*| para todo n € N.

Observamos que dado um € = § > 0, entdo se |xg —x*| < 6 implica |x, —x*| < &, pois

|y —x*| < L™xp —x*| < |xo —x*| < €. Logo x* é estdvel (ver teorema 1 ).
Como L < 1, lim |x, —x*| = 0 ou lim x, = x* Logo x* ¢ asssintoticamente estavel.
n—oo n—yoo
Vamos provar (ii). Suponhamos que |f’(x*)| > L > 1. Entdo existe um intervalo I =

(x* — 7,x* 4+ 7) para algum 7y > 0 contendo x*, tal que |f’(x)| > L > 1 para todo x € I. Vamos

mostrar que existe um numero real k tal que x; ndo estd no intervalo /.

Pelo teorema do valor médio, existe um 1 com min{xp,x*} < n < max{xp,x*} tal que
ey = x| = [ f(x0) — f(x")] = |f'(m)||xo —x"]
Como 1 pertence a I, entdo f/'(n) > L > 1. Logo
ey —x"| = [/ (n)lx0 —x7| > Llxo —x"| > |xo — x|

Observamos que se x| nao estiver no intervalo /, entdo ja estd demonstrado. Se x; estiver

no intervalo /1, € possivel provar analogamente, que

ey — x*| > L?|xg — x*|. (4.6)

Assim podemos provar por indugdo que |x, —x*| > L"|xg — x*| para quaisquer n € N.

Vamos supor por hipétese que é verdade que |x, | —x*| > L"~!|xg — x*|. Logo

pn — x| = |f (n—1) = x| = [ f (xa1) = FO) [ = F () [Jn -1 —x7]

> Llx,—1 —x*| > LL" Vxg — x*| > L"|x0 — x*|.
Sabemos que o intervalo / € limitado e se n —» oo, ¥ — oo, pois L > 1, entdo para
algum k € N existe algum x; que ndo esta no intervalo /.
Como L > 1, lim |x, — x*| = oo. Portanto, x* € instavel. Segue do principio de indugdo
n—yoo

que |x, —x*| > L"|xo — x*| para todo n € N. |

Exemplo 17. Vamos analisar os pontos de equilibrio da equacgdo de diferenca ndo linear x,, | =
—2x2 4 2xp.
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Resolucao
Ao resolver a equagdo, f(x*) = — 2% 4 2x* = x*, teremos as solugdes de f(x*) = x*,

que sdo os pontos fixos x] = 0 e x; = 0,5 que sdo os pontos de equilibrio de f.

0.5 1

Figura 16 — Pontos de equilibrio xj =0ex; = 0,5

Obervamos que o diagrama cobweb indica que o ponto de equilibrio x] = 0 € instdvel e

o ponto deequilibrio x5 = 0,5 € assintoticamente estdvel.

Agora vamos utilizar o teorema 7 para analisar as indica¢des do método cobweb sobre
os pontos de equilibrio. Derivando f(x) encontramos f’(x) = —4x+ 2. Vamos analisar f/(x) nos
pontos fixos x] =0ex; =0,5.

Para x} =0, f/(0) =2 e como | f'(0)| > 1 o ponto de equilibrio x] = 0 € instdvel.

Parax} = 0,5, f/(0,5) =0¢|f(0,5)| < 1 o que confirma a indicativa do cobweb de que

o ponto x5 = 0,5 € assintoticamente estdvel. [

x
0.8 n+1

0.6

04

0.2 S >

Tp

/ 02

Figura 17 — Retas tangentes ao grafico de f(x) = —2x? 4 2x nos pontos de equilibrio x* =0 e x* = 0,5
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A linha pontilhada da figura acima representa a reta tangente de equagdo geral y = 2x ao
grafico de f(x) no ponto x = 0 e a reta tracejada € a reta tangente de equagdo y = 0,5 ao grafico

de f(x) passando no ponto x = 0, 5.

Agora vamos discutir o caso que f'(x*) = 1, em que € necesséria a avalia¢do de derivadas

de maior ordem em x*.

Teorema 8. Suponhamos que para algum ponto de equilibrio x* de (14) onde f” existe, é

continua em x*, f’(x*) = 1. Ento,

(i) se f”(x*) # 0, x* é instdvel,
(i) se f”(x*)=0e f"(x*) > 0, x* € instdvel,

(iii) se f”(x*) =0e f”(x*) <0, x* € assintoticamente estavel.
Prova

(i) Para provar (i) devemos considerar dois casos: f”(x*) < 0e f”(x*) > 0.

a) Se f”(x*) > 0, entdo o gréfico de f tem concavidade voltada para cima e existe um
y > 0 tal que f’ é crescente num intervalo I} = (x*,x* + 7). Segue dai que se x € [
entdo, x > x* e f’(x) > f'(x*) = 1 consequentemente, f’(x) > 1. Suponhamos que
exista L € R tal que f/(x) > L > 1. Agora a prova se dd de forma andloga ao item

(ii) do teorema 7 . Portanto, x* € instavel.

b) Se f”(x*) < 0, entdo o grafico f tem concavidade voltada para baixo e existe um
y > 0 tal que f’ é decrescente no intervalo I, = (x* — y,x*). Se x € I, temos, x < x*
e f'(x) > f'(x*) = 1 consequentemente, f/(x) > 1.
Suponhamos que exista L € R tal que f/(x) < L < 1 para todo x € . A prova é feita

de forma analoga a prova do teorema 7 e conclui-se que x* € instavel.

(i) Se f"(x*) =0e f”(x*) > 0 entdo existe um y > 0 tal que f” é crescente no intervalo
I = (x*,x*+ ). Logo f"(x) > f"(x*) = 0, consequentemente x > x* e f”(x) > 0 para
todo x € Is.

Supondo f'(x) > L > 1,x € I3 e para todo xo € I3, a prova se déd de forma andloga ao item
(if) do teorema 7.

(iii) Se f"(x*) <0 e f’(x*) =0, entdo existe algum & > 0 tal que a f” é decrescente no
intervalo J = (x* — §,x* 4 0).

Para qualquer x € J; = (x*,x* + §),x > x* 0 que implica /" (x) < f"(x*) =0e f"(x) <O0.
Portanto, f’(x) é decrescente no intervalo J;.
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Para qualquer x € J, = (x* — §,x%),x < x* 0 que implica f”(x) > f”(x*) =0e f"(x) > 0.

Portanto, f’(x) é crescente no intervalo J5.

Supondo f’(x) <L < 1 e tomando x( € J, a prova se da de forma andloga ao item i do
teorema 7. [ |

Para analisar o caso em que f/(x) = —1 precisamos ter uma nogao da derivada Schwarziana

de uma funcao f.

Definicfio 17. Seja uma fungdo f : R — R de classe C*. Em cada ponto x tal que f'(x) # 0,

definimos derivada Schwarziana de f no ponto x como

f/// X 3 f// X 2
f'x) 2Lf(x)
Observamos que s ex™ for ponto de equilibrio em relagdo a equagdo (4.4) e f/(x*) = —1,
3
entdo Sf(x*) = —f"(x") = S [f"(x")]*.
Teorema 9. Suponhamos que x* seja é um ponto de equilibrio de (4.1) e f'(x*) = —1, entdo,

(i) se Sf(x*) <0, x* é assintoticamente estavel;

(i) se Sf(x*) >0, x* é instavel.

Prova

Suponhamos g : R — R dada por g(y) = f(f(y)). Entdo, vamos considerar a equagao
Ynt1 =8(n)- 4.7)

Observamos que o ponto de equilibrio x* de (4.1) , também € ponto de equilibrio de (4.7) e
se o ponto x* for ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (4.7), também serd ponto de

equilibrio assintoticamente estdvel de (4.1) .

Como g(y) = f%(y), concluimos que

Por hipétese f/(x*) = —1, entdo
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&) = (FENS ) =) f/(x) =1

(") = ST (FONS ) F (&) + 1 () (x7)

=) (=D (=D + (1) (x7) =0

8" (") = [ (FOENS OO )P+ 26" (f () f () f ()
HFFENS )+ F(F ) ()

= [N O 3£ (F S ) (F X)) + () ()
= [N ) 37 () f" () f ()

+f’(f(x*))f’”(x*) — —2f”’(x*) - 3[f”(x*)]2

2P

— 2(_f///(x*) _ 2

Assim, podemos concluir que

g"(x*) =28 f(x"). (4.8)

Portanto, a estabilidade assintética do ponto x* dependera do sinal de Sf(x*), conforme

o teorema (8) . [ |

4.3 Expectativa e Ajustamento Adaptativos em Macroe-

conomia

Agora vamos analisar um mecanismo de ajustamento adaptativo do tipo (4.4) com consi-
deracdes reciprocas entre formacdo de expectativa e dinaimica macroecondmica analisadas pelos
autores em (HUANG, 2000; SIEG; YOKOO, 2000; KOCIC, 2001). Em (HUANG, 2000) Huang
considera um mecanismo de ajustamento adaptativo para uma classe de processos econdmicos,
onde as varidveis de interesse podem ser ajustadas ou controladas pelos agentes econdmicos
através de um modelo cobweb. O autor em (SIEG; YOKOO, 2000) explora propriedades dina-
micas de expectativas adaptativas como meio de estabilizar um processo econdmico ndo linear

tipo Teia de aranha, com oferta e demanda, expectativas ingénuas e ajuste de produ¢do usando a
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fungdo f de (4.4) dada abaixo por (4.9), onde 8 € a constante de elasticidade do preco e o é a

velocidade de ajuste.

o
faﬁ(p)=(1—a)p+ﬁ, com a € (0,1), B €(0,e). (4.9)
Usaremos como notagdo p* = p. Segue da defini¢éo 14 que o ponto de equilibrio de f, 4 satisfaz

F(po) = (1= @)po+ 5 = po.
Do

Dividindo ambos os membros da equagdo por pg, encontramos
(I-a)pp o B+l

=1,0u p
Po pg+1 0

(l—oc)+oc:pg“.

Entdo, f(po) = po <> po = 1. Podemos verificar diretamente que a derivada primeira e a derivada
segunda de f(p) séo dadas por

Py =1-a- 28 o i) = 4EOLD),

respectivamente. Assim, f'(po) = f'(1) = 1— a— af8. Um célculo simples mostra que | f/(po)| <

1 se

2
0<o<——. 4.10
I+ *10

Segue do teorema 7 que para 3 > 1, pg = 1 é assintoticamente estével.

2 .
Se o0 > m |f'(po)| > 1 e pelo teorema 7, pg serd instavel.
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Pr+1

' f(p) = (1 —a)p + —

2

Py

Figura 18 — Ponto pg assintoticamente estdvel para —1 < 1+ o(—1—f) < 1

flp)=(1—a)p+ o

I Pq

Po

Figura 19 — Ponto p* instdvel para 1 + o/(—1—f) < —1

Como B > 0, observamos que a desigualdade 1 — a(1+ ) > 1 ndo pode ocorrer, mas pode
ocorrer a desigualdade | —a(l1+f) < —lcomf >0ea < (0,1).

Nao podemos usar o teorema 8 nesse caso, pois se f'(po) = 1 temos
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‘O(J/,

‘ o

(B,e(B) (B) =

B=-1 R L

e

a=1 ) Instavel
Estavel

Figura 20 — Estabilidade

ou seja alpha = 0 ou B = —1; valores ndo considerados no problema, pos 3 € (0,c0) e
o € (0,1). Observamos que o caso f'(pg) = 1 ndo foi analisado em (SIEG; YOKOO, 2000).

Vamos analisar o caso em que f’(pg) = —1.

F1)=1+a(-1-p)=—1
f(1)=a(-1-p)=-2
f()=oa+aB =2.

Portanto, f'(pg) = —1 <> @+ aff = 2. Observamos que se & + o3 = 2 implica a = e

2
1+8
como « € (0,1) entdo > 1.

Para analisar este caso devemos verificar o sinal da derivada Schwarziana de f no ponto py.

A derivada terceira de f é

f"(p) = ol +£ﬁ)4(3_2 — ﬁ), comp€R,.

1
Vamos analisar uma situag@o particular em que f =3 e o = 5 Entdo 3 + 35 = 2. Assim,
1 1

P =1-(3+3.5)=~1

1
A derivada segunda e a derivada terceira quando B =3 e a = > no ponto p=1¢
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§(1+3)

_2 _
f”(l)—w—6

%(1+3).(—2—3)
() = 2 = 30,

Como f é uma funcio de classe C> no ponto pg e f(pg) # 0, entdo pela derivada Schwarziana

£ 3 (1) =30
A2

Pelo teorema 9 o ponto fixo pg = 1 € assintoticamente estavel.

Sf(po) =
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CAPITULO

PROPOSTA DIDATICA

Tendo em vista que o mercado brasileiro estd em plena expansdo, vé-se a necessidade
de abordar temas sobre finangas pessoais ou corporativas na formacao dos alunos nos periodos
do ensino fundamental e médio, para que eles possam se apropriar de conceitos da matemética

financeira em geral, aplicando-os tanto na sua vida particular como em sua futura profissdo.

Os temas apresentados a seguir mostram algumas aplicagdes voltadas para os alunos
do ensino médio. Foram utilizadas experi€éncias com os préprios alunos para que pudéssemos

analisar os topicos mais recorrentes entre 0S mesmos.

5.1 Séries Uniformes de Pagamentos

Podemos definir uma série de pagamentos uniforme como uma sucessdo de pagamentos

ou recebimentos iguais com o mesmo intervalo de tempo entre eles.

Exemplo 18. Determine o montante (a soma do capital aplicado com o juro produzido no
periodo) de uma aplicagdo financeira ao final de 4 meses com taxa de juro de 5% ao més,

sabendo que foram aplicados R$100, 00 todo final de més.

Resolucao.

O montante pode ser definido como a soma do capital aplicado mais o valor dos juros
correspondentes ao prazo da aplicacdo. Devemos calcular os juros acumulados em 3 periodos de

capitalizacdo. Para isso, vamos calcular os montantes acumulados més a més.
Ao final do 1° més, aplicamos R$100, 00, portanto temos os proprios R$100,00;

ao final do 2° més temos um montante de 100 (1,05) = 105 mais os 100 aplicados no

final do mesmo més, totalizando 205;
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ao final do 3° més temos um montante de 205.(1,05) = 215,25 mais os 100 aplicados

no final do mesmo més, totalizando 315,25;

ao final do 4° més temos um montante de 315,25(1,05) = 331 mais os 100 aplicados no

final do mesmo més, totalizando 431.

Observamos que os montantes ao final dos respectivos meses poderiam ser representados

da seguinte maneira:
final do 1° més = 100;
final do 2° més = 100.(1,05) + 100;

final do 3° més = (100.(1,05) 4 100).1,05 + 100 = 100.(1,05).(1,05) + 100.(1,05) +
100 = 100.(1,05)% + 100.(1,05)"! + 100;

final do 4° més = [100.(1,05)% 4 100.(1,05)" + 100].(1,05) 4+ 100] = 100.(1,05)3 +
100.(1,05)2 +100.(1,05)" + 100 = 431.

Observamos que o montante total Cy de uma aplicagao € calculado como Cy = Cy +C, +

C3 +Cy4 onde Cq, G, C3 e C4 sdo os montantes acumulados de cada aplicagdo.

No nosso exemplo temos Cy = 100.[(1,05)* + (1,05)* + (1,05)" + (1,05)"]. Os termos
(1,05)% + (1,05)! 4+ (1,05)° representa a soma de uma progressio geométrica de razio 1,05.

Pelo lema 4 sabemos que a soma de uma progressdao geométrica finita de n termos é dada por

q' —1
at.
1 g1
onde a; = (1,05 =1eqg=1,04n=4
Fazendo os calculos, encontramos
1,044 — 1
=100.[1.-——] =431.
€ [ 1,04—1]

Exemplo 19. Joaquim pretende fazer um empréstimo, porém, ele s6 tem condi¢des de pagar
R$200,00 por més. Qual é o valor maximo que Joaquim podera pagar de empréstimo sabendo
que € cobrado uma taxa de juros de 6% ao més e Joaquim estd disposto a quitar esse empréstimo
em 5 prestacdes mensais iguais de R$200, sendo a primeira prestagdo paga um més apds ter

efetuado o empréstimo?

Resolucao.

Primeiramente, vamos encontrar o valor presente de cada parcela. Utilizando (2.10) e

(2.11) encontramos C, = Cy.(1 + r)", logo para encontrar o valor presente de cada parcela, basta

fazermos Cy =

(I+r)"
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1° parcela = (1?82)1 = 188,67,
2° parcela = % =178;

3° parcela = (1?8(6))3 =167,92;
4° parcela = (1?8(6))4 = 158,41;
59 parcela = % = 149,45.

Para descobrir o valor total que Joaquim poderd tomar como empréstimo, basta somarmos todos

os valores encontrados, ou seja

200 200 200 200 200
(1,06)" (1,062 " (1,06)3 ' (1,06)* " (1,06)5

— 842, 45.

Portanto, Joaquim podera fazer um empréstimo no valor de R$ 842,45. |

Teorema 10. O valor de uma série uniforme A de n pagamentos iguais a P um periodo antes do
L. . .. l—(14+r)™"
primeiro pagamento com uma taxa de juro r é ignala A = p.———.
r
Prova

Assim, como no exemplo anterior, vamos trazer cada parcela a valor presente e calcular

o valor da série uniforme na data zero, ou seja

A= b + b + b +...+ b
(1Nt (1402 (L) T (T
~ s . P
Portanto, temos a soma de uma progressao geométrica finita de n termos onde a; = DL e
r
. 1
razo g = T
Utilizando (3.7) e (4) encontramos
1
1 _(_— \n
(1+r)t" 1— I
(1+7r)
Portanto,
A 1—(14+r)™"
r
[

Exemplo 20. Haline pretende comprar um produto que a vista custa R$400. Haline ird comprar
esse produto em 5 prestagdes mensais iguais sendo a primeira paga um més apds a compra. Qual

deverd ser o valor de cada parcela que Haline terd que pagar se os juros sdo de 5% ao més?
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Resolucio.

1—(1+r)™"

Sabemos pelo teorema 10 que A = P. onde A = 400,00 € o valor na data

zero, ou seja, um periodo antes do primeiro pagamentro ,n =235 é o ndmero de parcelas e r = 0,05
€ a taxa de juros. Queremos encontrar P, que sdo os valores das parcelas.

1—(1+r)™"
—

Substituido os valores em A = P. encontramos

1—(1+0,05)7>

400 = P.
00 0,05 ’

400
1—(1+0,05)73
0,05

Concluimos que cada parcela devera ser de R$92, 38. [

o que resultaem P = =92,38.

Teorema 11. O valor de uma série uniforme na época do tltimo pagamento F' € dada por

(I+r)"—1
r

F=P 5.1

onde P € o valor de cada parcelae r a taxa de juros por periodo.

Prova
Sabemos que

F=P(1+r)°+P0+n'+p.(1+r)?+P(1+r)3+...+P(1+r)" onde F é a soma
dos termos de uma progressao geométrica finita com a; = P, e razdo g = 1 +r, dai

(I+r)"—1
r )

F=P

Se A € o valor na data zero, basta tomarmos F = A.(1 +r)" e substituirmos em (10) (ver torema
I—(1+r)™"

3) para encontrar F =A.(1+r)" =P.
.

o que resulta em

(I+r)"—1
r )

F=P 5.2)

Exemplo 21. Carla ird comprar um novo celular. O vendedor ofereceu um plano com trés
parcelas mensais iguais de R$420,00 sendo a primeira parcela paga um més apds a compra.
Carla verificou seu saldo bancdrio e perguntou para o vendedor se poderia pagar a primeira
prestag@o do celular no ato da compra. O vendedor aceitou a proposta, porém informou que ndo
haveria desconto. Qual seria o valor das trés parcelas que Carla teria que dar sendo a taxa de

juros do financiamento de 2% ao més e a primeira parcela sendo paga no ato da compra?
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Resolucio.

Primeiramente, temos que calcular o valor presente da transa¢do para sabermos quanto o

ﬂ, onde P =400,
-

produto sairia com valor a vista. Pelo teorema 3 sabemos que A = P.
r=0,02 e n = 3. Fazendo os célculos encontramos

1—(140,02)73

A = 420.
0,02

= 1211,23.

Agora que sabemos o valor total do produto na data presente, devemos calcular o valor da

parcelas P para o valor total de 1211,23

Seja F = 1211,23, queremos encontrar o valor de P, que € o valor de cada parcela, logo
1211,230 = P4 P.(1+0,02)! +- P.(1+0,02)?

1211,23 = P[(1 4 (1+0,02)" + (1 40,02)?)]
B 1211,23
C141,02)1 +(1,02)2

= 411,74

Portanto, cada parcela paga por Carla serd de R$411,74. [

5.2 Maple e Excel

Em muitas situagdes os cdlculos em matemadtica financeira se tornam bem trabalhosos
quando o periodo de capitalizac¢do € longo, como por exemplo, uma série de pagamentos de 36

prestacOes iguais. Um recurso muito interessante para esse tipo de cdlculo € o excel.

O excel possui muitas ferramentas que podem auxiliar nos cdlculos e na anélise de

determinada situagcdo. Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 22. Lais pretende comprar um automovel. O vendedor ofereceu a opgao de parcelar
o valor deste veiculo em 12 prestagdes iguais de R$870,00 com uma taxa de juros de 2,5% ao

més. Quanto ela teria que pagar por esse automodvel, se optasse por compra-lo a vista?

Resolucao.

Utilizando (10), encontramos

1—(140,025)"12

A = 870.
0,025

Para resolvermos esse problema, teriamos que calcular 0 que seria bem traba-

1
1,02512
lhoso, até mesmo em uma calculadora sem a tecla x.

Neste caso, poderiamos recorrer a alguns programas computacionais comuns que podem
fazer os respectivos calculos e auxiliar na resolu¢do e compreensdo do problema. O excel nos

fornece vérias ferramentas para esse tipo de problema.
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D17 % frx | =SOMA(DS:D16)
A ] C D

)
4 | Parcelas Célculos Valor Juros

] 12 E?D}rl{ 1,025) 848,.7805] 21,21951
6 22 E?D,f{ 1,025)~2 828,0785| 41,92148
[ 32 E?DI{I,DZS}"‘B 807.8815| 62,11851
a 42 E?D,f{ 1,025)"4 788,1771| 81,82294
g se E?DI{I,DZS}"‘E 768,9532| 101,0468
10 62 E?D,f{l,DEE}"‘ﬂ 750,1983| 119,8017

1 72 E?Df{l,DZS}"‘? 731.9008| 138,0992
12 22 E?D,f{l,DEE}"‘E 714,0495( 155,9505
13 92 E?DI{I,DZS}"‘EI 696,6337| 173,3663
14 102 SFD,-’{I,DZE}“ID 679,.6426| 190,3574
15 112 E?DI{I,DZE}“II 663,066 206,934
16 122 8?0,-“{1,025}“12 646,8936] 223,1064
17| Total |870%(1-(1,0252-12))/0,025 | 8924,255| 1515,745]
18

Figura 21 — Calculo de valor presente através do excel

Observamos que a tabela esta representando os juros pagos em cada prestacio e o valor de
cada parcela trazida a valor presente. A célula C17 do excel € o somatério das prestacdes trazidas

ao valor presente e a célula C17 e a somatdria dos juros acumulados, ou seja 1515,74 — 8924, 25.

Observamos também, que o excel nao demonstra os célculos, ele apenas resolve deter-
minada expressdo com a vantagem que podemos escrevé-la em uma das células e em seguida

arrastd-la para as demais que os cdlculos sdo feitos automaticamente.

Para problemas mais complicados, podemos utilizar o maple, que é um programa de

célculo, nos fornecendo algumas resolugdes ou simplificacdes de equagdes e funcoes.

Vamos voltar ao problema e resolvé-lo com a utiliza¢ ao do maple.
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D2BSS LBl S5¢ ETEFX

| sStart.mw €3 Sem bitulo (2) €3

¥ Favoritos 2N

Texto [Matemética] ([ 2D ouput

P Nuvem Maple (Desligads)

In{a) log, .(a)
log, (a) sinfa) cos{a)

£
fania)

Primeiramente, definimos a fungdo f como sendo f(n)

fim n—

Definindo 2 fung3o £

870
1.025"

870
1.025"

§48.7804878
§28.0785247

807 8814875

646.8936201)

12

870
n=11.025"

Figura 22 — Parcelas a valor presente pelo Maple

= 870 € posteriormente
~ oo °P

calculamos f(1), f(2) e f(3). Para calcularmos a soma das 12 parcelas trazidas a valor presente

utilizamos o comando sum para a representa¢do da somatdria € o comando Sum para os calculos
da somatdria de f(1) até f(12).

LZ2Bsd LR S¢ HTEFXE

@ =

n1'ose o B 2 [F G |

W Favoritos | &
Lb Muvem Maple (Desligada) J
W Expressdo
ath a—»5h ab
L2 & Ja
h
“\.'{T al Jeal

(i)

& In(a) log,,(a)

log, (a) sin(a) cos(a)

4
»

Start.mw €3 Sem titulo (2) €3

*Sem titulo (3) €3 maple como usar.mw £3

*Sem bitulo (6) €3 Bz L e

[Texto] Matematica l': C Ten

thih

D@y BIU

T
¥ | | Times New Roman

870
1.025"

Sum

n=1 ._12]

simplify Sum(370/(1.023"m.n=1 .. 12)

12

870
n=11.025"

12
870 [ Z 8—0.02,469261259n]
n=1

8924253200

Figura 23 — Definindo uma funcéo f no Maple

Antes de ser calculado o valor da somatéria, o maple faz uma simplificacdo que nos

fornece para o cdlculo uma aproximacao para a constante de Euler e que € 2,718281828....
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1—(1+0,025)"12
Poderfamos ter definido a fun¢do f como sendo f(n) = 870. ( 3_0’2 5 ) e poste-

riormente calcular f(n).

¥ Favoritos ~ : Skart.mw 3 Sem bikulo (2) €3 *Sem bitulo (3) €3 maple como usar.mw €3 *Sem bitulo (6) €3 L e
Texto |Matemética| ( C 2o math '_;' ( Times New Roman V:' (12 Vj;' B U == Q] = EE

P> Nuver Maple (Desligado)

o, 870.(1 — (1.0257%))

2 =
R e [ 0.025
a+b a—»>b ab 370 (1_1025_,4)
o o :
- 2 0.025
f12)
e al W 8924 255200
el -n
¢ In(a) logpy(a) simplify 870.(1— (1.025)) 0_5215025 ) ]
log, (a) sin(a) cos(a) 3480000000 — 34800.00000 o 02469261239 5
. Grifica 2D 34800.00000-34800.00000%expi- 2469261259%-11)
tan(a) { ] a
h n
a, fla) f(aDb) 6000
o . 4000
f=a—y
f=lab)—z e
0 | x x<a -10 -5 # 5 10
Jx b n
L =olliax=a 5 an
n n
: d . -6000
>r 1Ir ol 8000
i=k i=k 2 i
b "
J;‘ dr I_;‘ dr 34800.00000 — 3480000000 ¢~ 0-02469261258-12
892425520

a

Figura 24 — Calculando f(n)
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