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Resumo

No campo da matemética aplicada o estudo de métodos numeéricos tem sua
relevada importancia e apresenta uma vasta variedade. Neste trabalho serao estudados
quatro destes métodos: Bisseccao, Newton, Secante e Monte Carlo. Os trés primeiros
sao métodos estudados na disciplina de Calculo Numérico, normalmente ministrado
nas graduagoes das Ciéncias Exatas; o objetivo deles é o calculo de raizes de funcoes
reais; eles trabalham através de sequéncias recorrentes que convergem para as raizes
exatas. Uma das aplicacoes do quarto método é o calculo da &rea sob uma curva,
utilizando, para isso, niimeros aleatorios. Em cada método estudaremos a motivacao
seguida de sua comprovada eficicia. Como veremos, sao muitas as areas que necessitam
de métodos, como os aqui estudados, para resolucao de problemas; as engenharias, a
Quimica, a Fisica e a Biologia sao apenas algumas delas. A fim de demonstrar a
importancia dos quatro métodos apresentaremos situacoes em que podem ser aplicados.
Demonstrada a necessidade e eficiéncia de todos os métodos, podemos compreendé-los
como uma excelente alternativa para resolucao de problemas na area da matemética
aplicada, principalmente quando os métodos convencionais de resolucao nao conseguem
desempenhar papel satisfatorio. Devemos enfatizar, ainda, a importancia do uso de

softwares e programas computacionais para melhor desempenho dos métodos.

Palavras-chave

Métodos numeéricos; Bisseccao; Newton; Secante; Monte Carlo.



Abstract

In the field of applied mathematics, the study of numerical methods has its
relief importance and it shows a vast variety. In this word will be study four these
methods: Bisection, Newton, Secant and Monte Carlo. The first three are methods
studied in Numerical Calculus discipline, normally given in graduation from Exact
Science; their goal is the calculation of real functions roots; they work through recurrent
sequence converge the exact roots. Omne of the applications of the fourth method
is the calculation of the area under a curve, using, for this, random numbers. In
each method we will study the motivation followed of their effectiveness. As we will
see, there are many areas that need methods, as studied here, for solving problems;
the engineering, Chemistry, Physics and Biology are just some of them. In order to
demonstrate the importance of the four methods we will present situations that can be
applied. Demonstrated the need and effectiveness of all methods, we can understand
them as an excellent alternative to solving problems in mathematics applied area,
especially when conventional resolution methods cannot play a satisfactory role. We
must emphasize, also, the importance of using software and computer programs to

better performance of the methods.

Keywords

Numerical methods, Bisection, Newton, Secant, Monte Carlo.
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1 Introducao

O estudo de funcoes esta presente em diversas areas, principalmente das
Ciéncias Exatas. Por mais que muitos pensem que ele se concentre apenas na Ma-
temética, as Engenharias, a Quimica, a Biologia e diversas outras areas se deparam
frequentemente com situagoes em que é preciso o conhecimento do comportamento
dessas funcoes; tais como sua continuidade, suas derivadas, seu grafico etc. Neste tra-
balho, vamos analisar alguns desses pontos, mas enfatizando o estudo dos zeros das
funcgoes reais e o célculo da area sob curvas.

Para alcancarmos esse objetivo, quatro métodos serao tratados: Bisseccao,
Newton, Secante e Monte Carlo; os trés primeiros sao métodos iterativos que estimam
a raiz de funcoes reais. Sao métodos que nao fornecem a raiz exata de determinada
funcao, mas sim uma aproximacao da mesma, de acordo com uma precisao pré esta-
belecida. Ja o ultimo método é um método probabilistico que, entre outras coisas,
estima uma aproximacao para a area abaixo do gréafico de fung¢oes em um determinado
intervalo, ou seja, fornece uma aproximagao para a integral definida de funcoes reais.

Os métodos que utilizaremos para encontrar zeros de funcoes reais sao mé-
todos praticos e que através de sequéncias recorrentes convergem para a raiz da funcao.
Os métodos, porém, exigem que sejam satisfeitos alguns critérios para que a conver-
géncia ocorra, por isso a escolha do melhor método vai sempre depender da fun¢ao que
se quer estudar.

Por outro lado, o método que utilizaremos para calcular a area abaixo da
curva do grafico de fungoes é um método estocastico, que se utiliza de nimeros alea-
torios. A resolucao de integrais muitas vezes é um tanto quanto complicada e as vezes
impossivel de ser feita pelos métodos convencionais; veremos entao que a utilizacao do
método de Monte Carlo facilita esses calculos. Assim como os demais métodos, o de
Monte Carlo, por utilizar nimeros aleatorios, apresenta uma, estimativa do valor que
se procura e nao um valor exato, mas como vamos ver adiante ele é bastante eficiente.

Antes de comecarmos a apresentar os métodos é importante salientar que
a utilizacdo de computadores é de grande valia para a melhor eficiéncia dos métodos,
primeiro pela quantidade de célculos a serem feitos, segundo pela rapidez e menor
probabilidade de haver erros. Os programas utilizados sao bastante simples e podem
ser facilmente manuseados por qualquer pessoa que tenha acesso a tecnologia. O que
serd observado é que mesmo com pouca experiéncia no uso de softwares é possivel que

tenhamos excelentes resultados e produtividade.
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Este trabalho foi dividido em sete capitulos; os seis primeiros tratam dos
métodos que calculam zeros de funcgoes reais, enquanto o tltimo trata do método que
utilizaremos para calcular integrais definidas e outras aplica¢oes. Para iniciarmos os
estudos, o capitulo um trata dos conceitos iniciais e necessarios para o estudo dos
capitulos posteriores; além de introduzir de forma geral como que se trabalha com os
métodos da Bisseccao, de Newton e da Secante, que serao estudados nos capitulos dois,
trés e quatro, respectivamente. A seguir, o quinto capitulo vai tratar de comparar os
trés métodos, apresentando exemplos que serao resolvidos por esses trés. Logo apos,
o capitulo seis trabalha com as aplicacoes desses métodos, ou seja, é constituido por
situagoes que estudantes e profissionais de diversas areas se deparam continuamente, e
que, necessitam do conhecimento de métodos iterativos para a resolucao de problemas.
Finalmente, o capitulo sete trata do Método de Monte Carlo, um método estocastico
que é uma excelente forma de calcular a area sob uma curva.

Os capitulos de um a cinco foram baseados em cinco grandes bibliografias
sobre Célculo Numérico: [2], [3], [5], [9] e [10] e que foram as leituras essenciais para a
elaboracao destes capitulos. Os cinco textos abordam tanto aspectos teoricos quanto
praticos dos métodos iterativos, apresentando conceitos e resultados imprescindiveis
para o estudo dos métodos. Para a elaboracao do capitulo seis, além das fontes citadas,
ainda foram utilizados os trabalhos de [6], [7] e [12]. Para encerrarmos o trabalho, o
tltimo capitulo foi baseado nas seguintes fontes: [I], [4], [8] e [11].

O objetivo deste trabalho nao é mostrar formas e formulas prontas para
resolucao de problemas, mas sim apresentar alternativas altamente eficazes, que sao
de grande valia para encontrar raizes de funcoes reais e célculo de integrais definidas,

como veremos nos capitulos a seguir.
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2 Raiz ou Zero de uma Funcao Real

Comumente em problemas das Ciéncias Exatas, como a Fisica e a Enge-
nharia, sao encontradas situacoes que necessitam da resolucao de equacgoes do tipo
f(z) = 0. Essa solugao procurada é chamada de raiz ou zero da fun¢ao f(x), que pode
ser real ou complexa.

Em funcgoes polinomiais de 12 e 22 graus e até alguns casos de 32 e 42 graus,
os zeros da funcao podem ser facilmente encontrados; o mesmo acontece em algumas
funcoes mais simples, que possuem métodos de resolucao facilmente compreendidos até
por alunos do ensino bésico, como é o caso de f(x) = cos(z). A dificuldade se concentra,
dessa forma, em fun¢oes polinomiais com grau superior a trés e a maioria das outras
funcoes, as mais complexas, onde podemos citar f(z) = e** — sen (x). Nesse tltimo
caso nao existe um método para achar a solucao exata, mas métodos que trazem uma
aproximacao desses valores; em alguns casos essa aproximacao pode ser tao proxima
da solucao exata quanto se deseja.

Para um melhor entendimento dos métodos que serao trabalhados, devemos
subdividi-los em duas etapas, a primeira etapa consiste no isolamento de raizes, ou seja,
na determinagao de um menor intervalo real possivel, onde podemos localizar uma raiz
da funcao estudada, e a segunda etapa consiste no refinamento, ou seja, é a etapa que,
através do intervalo determinado na etapa 1, se constroi uma sequéncia de valores que
tende a convergir para a raiz da funcao.

Para um melhor entendimento dos métodos que serao trabalhados, devevos
subdividi-los em duas etapas, que serao estudadas logo mais: Etapa 1: Isolamento de
raizes; Etapa 2: Refinamento.

Nas proximas secoes serao apresentadas e detalhadas cada uma dessas eta-

pas, como veremos adiante.

2.1 Isolamento de Raizes

O objetivo principal da Etapa 1 é localizar com a melhor precisao possivel
as raizes de determinada func¢ao, ou seja, o menor intervalo possivel em que podemos
encontrar seus zeros. Durante essa etapa usamos com frequéncia os seguintes resulta-

dos:

Teorema 1. (Bolzano): Seja f(x) uma fungao continua definida no intervalo [a,b.

Se f(a)- f(b) <0, entdo existe pelo menos um c € |a,b] tal que f(c) = 0.

15



Este teorema é um caso particular do Teorema do Valor Intermediario. O

qual enunciamos a seguir.

Teorema 2. (Valor Intermedidrio): Seja f(x) uma fun¢ao continua no intervalo [a,b].
Se eriste d € R, tal que f(a) < d < f(b), entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Para obter o Teorema de Bolzano basta tomarmos d = 0. Vale observar
que usando as mesmas hipoteses do Teorema 1, se f’(z) existir e preservar o sinal no
intervalo (a,b) entao ¢ € [a,b] é tnico.

Dada uma func¢ao real f(z), uma maneira de localizarmos um intervalo que
contenha uma raiz de f(z) é atribuir valores a fungio e analisar o comportamento da

funcao em relacao ao sinal, como veremos no exemplo a seguir:

Exemplo 1. Seja f : RT — R dada por f(x) = /x — be *. Vamos determinar suas

raizes.

Comecemos construindo uma tabela atribuindo valores a x e observando o

sinal de f(x).

z 01|23

fle)| = | — |+ |+

Como observamos na tabela acima f(1) - f(2) < 0, o que pelo Teorema 1
nos leva a concluir que o intervalo (1,2) contém uma raiz de f(z). Para sabermos se

essa raiz é Unica precisamos analisar o sinal de

f(z) = L+5e_“” >0, Vo >0
2Vx

Ou seja, f'(x) possui sinal constante em todo o seu dominio, e consequen-
temente no intervalo (1,2). Que por sua vez possui uma tdnica raiz.

Uma maneira mais clara de visualizar as raizes de uma func¢ao é analisando
o seu grafico, uma vez que os zeros de uma funcao sao representados pelas abscissas
dos pontos que interceptam o eixo OX. O estudo do grafico de uma funcao é de fun-
damental importancia para se obter melhores aproximacoes para as raizes das fungoes
desejadas. O sucesso da Etapa 2 depende da precisao da Etapa 1.

Existem vérios os processos para a obtencao do esboc¢o do grafico de uma

funcao, mas é necessario, acima de tudo o estudo detalhado acerca do comportamento

16



dessa funcao, o que engloba: o seu dominio, seus pontos de continuidade, seus intervalos
de crescimento e decrescimento, seus pontos de maximo e minimo, sua concavidade,
seus pontos de inflexao e suas assintotas.

Existem varias formas de se tracar o grafico de uma funcao. Alguns deles

Sao:

1. Nas funcoes cujo grafico ja é conhecido, basta esboca-lo e localizar os pontos em

que a curva intercepta o eixo OX;

2. Em algumas fungbes pode-se obter uma equacao equivalente, de forma que f(z) =
0 < g(x) = h(x). Esboca-se o grafico das fungoes g(z) e h(z), em um mesmo
plano cartesiano, e localiza-se os pontos de intersecao dos dois graficos, sao eles

as raizes de f(z);

3. Utiliza-se o recurso de softwares mateméaticos, como GeoGebra, Graph para o

esboco do grafico e localizagao das raizes da funcao.

E importante ressaltar que em alguns casos nio é possivel localizar as raizes
exatas da funcao, mas sim uma aproximacao das mesmas, ou seja, um intervalo em
que elas se encontram. Quanto melhor a aproximacao encontrada melhor a precisao
da raiz, que serd calculada através dos métodos iterativos que serao apresentados na

Etapa 2. Analisaremos a seguir o grafico de algumas fungoes:

Exemplo 2. Seja f : (0,00) = R dada por f(x) = Inx, vamos determinar suas raizes:

o
N
S
o]
[ee]

Figura 1: Gréfico de f(z) =Inz
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O gréfico de f(z) intercepta o eixo OX em um unico ponto, possuindo,

assim, uma tnica raiz. Como f(z) = 0 quando = = 1, entdo a raiz de f(z) é z = 1.

Exemplo 3. Seja f : R — R dada por f(x) = 23 — 9z + 3, vamos determinar suas

raizes.
Nesta caso, o processo mais facil para localizar a raiz de f(x) é utilizando
0 processo 2; temos entao:
fx)=2*-92+3=02"=927-3

Temos assim, g(x) = 2% e h(z) = 92 — 3. Desenhamos o grafico dessas duas

funcoes e localizamos os pontos onde as duas se interceptam:

Figura 2: Interse¢ao de g(z) = 23 e h(z) = 9z — 3

A figura acima nos mostra que f(x) possui trés raizes distintas, localizadas
nos intervalos (—2,—4), (0,2) e (2,4). Podemos melhorar o resultado encontrado,

vamos esbogar abaixo o grafico de f(x) e analisar o intervalo que contém suas raizes:

18



40

-20

-40

Figura 3: Grafico de f(x) = 2® — 9z + 3
Analisando o grafico acima, podemos constatar que f(z) possui trés raizes,
uma localizada no intervalo (—4, —3), outra em (0, 1) e outra em (2, 3).

Exemplo 4. Seja f : R — R dada por f(z) = (x4 1)% — e %", Vamos determinar

suas raizes.

Chamando (z + 1) de g(x) e €>*" de h(z) temos f(z) = 0 < g(z) = h(z)

2

Figura 4: Gréfico g(x) = (z +1)* e h(z) = >
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As curvas das duas fungoes se interceptam em dois pontos, logo f(x) possui
duas raizes. Uma raiz localizada no intervalo (—2,—1) e outra no intervalo (0,1).
Conforme podemos observar na Figura [l

Encontrando o melhor intervalo possivel que possua algum zero de f(z)
partimos para a Etapa 2: refinamento das raizes, onde serao apresentados métodos
iterativos para melhor aproximacao das raizes exatas de cada funcao. Aqui apresenta-
remos trés métodos: Bisseccao, Newton e Secante.

Nos exemplos dados vimos alguns modos de determinar um intervalo que
contenha a raiz de uma funcao, seja ela por atribuicao de valores a funcao e a aplicacao
do Teorema 1, ou por esboco de graficos das funcoes ou dos graficos da intersecao de
funcoes decompostas. Encerrada a etapa 1, devemos passar a etapa 2, a de refinamento

de raizes, que estudaremos na secao a seguir.

2.2 Refinamento

Como ja dito anteriormente, o Etapa 2 depende da precisao do intervalo
encontrado na Etapa 1. Dessa forma, dado f(z) uma func¢do qualquer, se na Etapa 1
encontramos o intervalo [a, b] que possui uma raiz de f(z), na Etapa 2 a aproximagao
da raiz exata serd calculada através de métodos iterativos.

Esses métodos constroem z,, que se aproxima da raiz exata o quanto se
queira. Método iterativo é um procedimento que calcula uma sequéncia de aproxima-
coes. Quanto maior o nimero de iteracoes, melhor a aproximacao da raiz. O procedi-
mento ¢ composto por varias instrugoes, e algumas delas sao repetidas em ciclos; cada
iteracao corresponde a execucao de um ciclo de instrucoes. Dessa forma, primeiramente
fazemos os célculos iniciais com os dados que possuimos, ou seja, o intervalo encontrado
na Etapa 1, analisamos, entao, o resultado encontrado; a raiz aproximada calculada
é precisa o suficiente ou é necessario uma melhor aproximacao? Se a raiz calculada
j& satisfaz a precisao requerida, entao encerramos os célculos ali; caso contrario, os
calculos continuam sendo feitos, mas nao com os dados iniciais e sim com os resultados
que vao sendo obtidos. Mas a pergunta é: até quando é necessario repetir o método,
ou seja, o que significa encontrar uma raiz suficientemente precisa? Primeiro, para se
obter uma raiz aproximada devemos estabelecer um critério de aproximacao, ou seja,
queremos aproximar quanto da raiz exata?

Vamos considerar T como a raiz exata de uma funcdo real f(z), z; a raiz

aproximada encontrada através dos métodos iterativos e €, tal que € > 0, sendo a

20



precisao procurada, ou seja, o quanto se quer aproximar z, de T. Os métodos iterativos
trabalham buscando alcancar um critério de parada, ou seja, trabalham até que uma

das experiéncias abaixo sejas satisfeitas:
|{L‘k - <e

ou
|f(zn)| <e.

Nem sempre os métodos conseguem satisfazer as duas experiéncias simul-
taneamente, isso vai depender da funcao que se estuda, como veremos nos exemplos a

seguir.

Exemplo 5. f(z) = 2® — 32? + 32 — 0,95

0.5

-0.5 4

Figura 5: Gréfico de f(z) = 2® — 32 + 32— 0,95

Na figura acima temos um caso em que |z, — Z| < &, mas | f(zg)| > €.

1

Exemplo 6. f(z) = 03
r—=Vv,

1.9
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0.5 4

05 Tr 1 15 2

Figura 6: Gréafico de f(z) = -1,9

z—0,3

Na figura acima temos um caso em que |f(zy)| < €, mas |z, — T| > €.

2
Exemplo 7. f(x) = W -0,1
0.4
0.2+
T\\

)

0.4 0.2 0 02 o T0A 6 0.8 ]
_0_2 -

-0.4 4

2,3
Figura 7: Grafico de f(z) = % -0,1
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Na Figura [0 temos um caso em que f(x) satisfaz os dois resultados do
critério de parada.

Analisando os trés tltimos exemplos dados é facil perceber que por mais
que aproximemos da raiz exata, nem sempre podemos satisfazer os dois resultados do
critério de parada, mas desde que pelo um dos critérios sejam satisfeitos, é possivel
encontrar uma aproximacao satisfatoria do zero de qualquer funcao, isso por que o que
determina que o critério de parada seja satisfeito é o comportamento da funcao.

Como a inten¢ao dos métodos iterativos é calcular uma aproximacao da raiz
exata, utilizar o primeiro resultado |z, — Z| < €) ndo é uma boa alternativa, uma vez
que nao se conhece a raiz exata da fun¢ao. Podemos utilizar entao o segundo resultado
(|f(xk)| < €) ou usar o teste do erro relativo:

Tr1 — Tk
Erelativo = |7
Tr+1

Portando, neste trabalho, os métodos serao utilizados para calcularmos uma

aproximacao da raiz exata, com uma precisao € pré estabelecida, desde que seja satis-

feito um dos critérios abaixo:

|f(x)| < e
ou
Tpr1 — Tk <e
Lh+1

Usualmente, a precisao ¢ de magnitude € = 107, onde m é o nimero de
casas decimais corretas que se deseja que a raiz aproximada calculada tenha em relacao

a raiz exata. Nos proximos capitulos vamos estudar alguns desses métodos iterativos.
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3 Meétodo da Bisseccao

O método da bissecgao consiste basicamente na reducao do intervalo que
contém a raiz (inicialmente encontrado na Etapa 1), sempre pela metade. Para isso
usamos o Teorema de Bolzano. Ou seja, o método da bisseccao determina uma série de
intervalos [a;, b;], a partir de um intervalo previamente encontrado [a, b, que se reduz
a cada iteracao a metade do anterior. A quantidade de iteracdes necessarias é aquela
em que a amplitude do intervalo calculado é menor que a precisao £ preestabelecida.

Graficamente temos:

Figura 8: Interpretacao geométrica do Método da Bissecgao

O grafico nos permite interpretar que a partir de um intervalo previamente
encontrado [a,b] nos é possivel reduzi-lo sempre & metade, o que nos permite apro-
ximarmos cada vez mais da intersecao da curva com o eixo OX. Essa reducao de
intervalo vai ser feita até que se encontre um valor que seja tao proximo da raiz exata
o quanto se queira.

O grafico nos permite interpretar que a partir de um intervalo previamente
encontrado [a,b] nos é possivel reduzi-lo sempre & metade, o que nos permite apro-
ximarmos cada vez mais da intersecao da curva com o eixo OX. Essa reducao de
intervalo vai ser feita até que se encontre um valor que seja tao proximo da raiz exata

o quanto se queira.
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O algoritmo do método consiste em determinar um intervalo [a, b] tal que
f(a)- f(b) <0 (Etapa 1) e também a precisao € que se deseja. Se (a —b) < &, entao o
intervalo [a, b] j& é preciso. Se o intervalo ainda ndo é pequeno o suficiente, calculamos

o ponto médio de [a, b], e analisamos o que acontece.
i) Se f(x) =0, entdo z é a raiz exata de f(x);
ii) Se f(x)- f(a) < 0 entdo determinamos o novo intervalo [a, z];
iii) Se f(x)- f(a) > 0 entao determinamos o novo intervalo [z, ];

Nos casos (ii) e (iii), se o novo intervalo determinado possui amplitude me-
nor que a precisao € preestabelecida, entao o intervalo ja é o procurado, caso contrario
repetimos todo o algoritmo, até que se encontre um intervalo com amplitude menor

que . O proximo exemplo traz uma aplicacao do Método da Bisseccao.

Exemplo 8. Seja f: RT = R, definida por f(x) = +\/xr —be *. Jd determinamos que
no intervalo (1,2), f(x) possui uma raiz. Vamos estabelecer uma precisio de e = 1073

e organizar os cdlculos em uma tabela:

k a Sinal b Sinal Ty, f(zx) Erro relativo
de f(a) de f(b)

1 1 — 2 + 1,5 0,10909 -

2 1 — 1,5 + 1,25 —0, 31449 0,2

3 1,25 — 1,5 + 1,375 | —0,09159 0,09091

4 1,375 - 1,5 + 1,4375 | 0,01135 0,04348

5 1,375 — 1,4375 + 1,40625 | —0,03945 0, 02222

6 | 1,40625 — 1,4375 + 1,42188 | —0,01388 0,01099

7 | 1,42187 — 1,4375 + 1,42969 | —0,00122 0, 00546

8 | 1,42968 — 1,4375 + 1,43359 | 0,00508 0,002725

0 1,42068 | — [1,4335| + | 1,43164 | 0,00193 | 0,001364

10 | 1,42968 — 1,4316 + 1,43066 | 0,00035 0,000683
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No caso de f(x) foram necessarias 10 itera¢oes no Método da Bissecc¢ao para
conseguirmos encontrar uma raiz x = 1,430664063, que seja aproximada da raiz exata

de acordo com a precisao ¢ estabelecida.

3.1 Convergéncia

E facil perceber que dada uma funcio f(z) continua em [a, b] satisfazendo
f(a)- f(b) < 0 e aplicando o Método da Bissec¢ao, obtemos uma sequéncia de pontos
médios de intervalos que convergem para a raiz. Porém, precisamos nos aprofundar
nessa analise, afinal, por qué as sequéncias x; obtidas convergem para a raiz exata?
Podemos chamalos intervalos encontrados a cada iteracao, de (ay, by), onde k é o nii-
mero de iteracoes, e os respectivos pontos médios de ;. O método da bisseccao nos

fornece trés sequéncias:

i) {ax; k € N}: é uma sequéncia nao decrescente e limitada superiormente por b; ou
seja, existe I’ € R tal que:

lim a;, =1'.
k—o0

ii) {bx;k € N}: é uma sequéncia nao crescente e limitada inferiormente por a; ou

seja, existe [” € R tal que:

lim b, = 1",
k—o0
, .. , ay + by,
iii) {zg; k € N}: é uma sequéncia construida por: zj = —5 onde ay < xp < by,

Vk.

Como a amplitude de cada novo intervalo determinado é a metade do in-

tervalo anterior, temos:

bp—1 — a1
2

o —ago

=

by —ar =

b—a
ok
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. , b—a
lim (by —ag) = hm( o )

k—o0 k—o0
o1
=0 i
=(b—a)-0
=0

lim (by — ax) = 0= lim b, = lim ay
k—o0 k—o0 k—o0

Logo, I' =1". Seja l =1' =1", temos do item (iii) que aj < zp < b, assim:

lim b, < lim z < lim a, = [ < lim 2, < [ = lim z; = [.
k—o0 k—00 k—00 k—o0 k—o0

Precisamos provar agora que [ é a raiz de f(z), ou seja, f(I) = 0. A cada

iteracao realizada temos que f(ag) - f(br) < 0. Dessa forma,

0 > lim f(ax)f(br)
= lim f(ay) - lim f(b;)
= 7 (Jim, o) - £ (micc )
= f({)- f(1)
= [f)

Temos entdao: 0 > [f(I)]*> = 0 = f(I) = 0. Podemos concluir entdao que
dada f(z) continua em um intervalo determinado [a,b] que contenha uma raiz, entao
o Método da Bissecgao nos fornece uma sequéncia convergente de {x}, que converge

para a raiz exata de f(z).

3.2 Estimativa do Ntumero de Iteracoes

E possivel calcularmos a quantidade de iteracoes necessérias para, a par-
tir de determinado intervalo, encontramos uma raiz aproximada com uma precisao
preestabelecida. No item anterior vimos que
b—a

2k -

b, — ay =
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Como precisamos que a raiz aproximada x = b, —ays, encontrada na k-ésima
iteracao, tenha uma precisao €, obtemos:
b b—a
k— A — ok <e€
b—a

= 2k >

= log 2% > log—a
€

b
= klog2 > log—a

3
log(b—a) —loge

=k >
log 2

No caso do Exemplo ], j& poderiamos prever o niimero de iteragoes que
seriam necessarias para se calcular a raiz aproximada de f(x) = v/ —5e~* no intervalo

(1,2), com precisao € = 1073, pois

log(2 — 1) — log 103 log 1+ 31log 10
og(2—1) —log L o logl+3log

k
” log 2 log 2

=k > 9,966.

Logo, vemos que foram necessarias 10 iteracdes para obtermos x; com a
precisao que se queira.

Neste capitulo estudamos o Método da Bisseccao, como pudemos perceber
¢ um método bastante simples e que exige poucos requisitos para que, se aplicado
corretamente, converge para a solucao de funcgoes reais. Basicamente se utiliza do
Teorema de Bolzano, que vimos no Capitulo 1. Mas apesar de ser um método simples,
sua ordem de convergéncia é um tanto quanto lento, ou seja, sao necessarias um nimero
relativamente grande de iteragoes para que encontremos a raiz aproximada de uma
funcao com uma determinada precisao. No capitulo seguinte vamos estudar um novo
método iterativo, o Método de Newton, que apesar de ser um tanto mais complexo
que o da bisseccao, € um método bem mais rapido, o que reduz o nimero de iteracoes

necessarias.
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4 Método de Newton

O método de Newton é dos métodos mais conhecidos e utilizados para se
calcular a aproximacgao da raiz de uma funcao. Mas antes de iniciarmos os estudos
sobre o Método de Newton vamos estudar quais as motivagoes para o desenvolvimento

do método.

4.1 Motivacao

Uma fung¢ao f(z) continua no intervalo [a, b], que também contém uma raiz
de f(z). Podemos expressar x como = = @(z) de forma que f(¢(x)) = 0. Qualquer
solugdo de ¢(x) é chamada de ponto fixo de ¢(z). O problema agora deixa de ser
encontrar a raiz zj aproximada e passa a ser encontrar o ponto fixo de ¢(z), ou seja, a
partir de um ponto inicial z( serd gerada uma sequéncia de aproximacoes da raiz exata
pela relacdo xp11 = p(zx). Chamamos a fungdo ¢(x) de funcdo de iteragdo sempre
que ela satisfazer as condigoes aqui explicatas. A recorréncia da funcao de iteracao se

comporta da seguinte forma:

T — solugao inicial

T = 90(370)
T2 = p(r1)
Tr+1 = 90(3%);

isso se justifica pois,
f(@) =0« o) =7.

De fato, a forma geral de ¢(z) é dada por:

p(r) = v+ Alx) f (),

para qualquer A(x), de tal forma que A(Z) # 0. De f(Z) = 0 temos: ¢(7) =7+ A(T) -
0= ¢(T) =7. De p(T) =7 temos: T+ A(T)f(T) =T = f(T) =0, pois A(T) # 0.
Por exemplo as fungoes de iteragao da funcio f(z) = 2 + x — 6 = 0, sdo

P(T) =6~ 2, o) = V6~ 7, (@) = - — 1 ¢ pu(T) =

r+1
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Graficamente, encontrar uma raiz da fungdo T = ¢(), significa encontrar
a abcissa do ponto de intersec¢do entre a reta y = x e a da curva y = ¢(z). Por
isso é necessario escolher bem a funcao de iteracao, uma vez que nao é sempre que a

sequéncia gerada converge para a raiz, o que podemos observar nos exemplos abaixo.

Exemplo 9. Abaizo vamos ver uma fun¢ao de itera¢ao p(x), de modo que a sequéncia

{z1} néao converge para a raiz de f(x).

(]
fix)

}_::x

T

P I

L2 X

el

Figura 9: Interpretacao geométrica da fungao iteragao (1° caso)

Exemplo 10. Vamos ver na Figura [I0 uma fun¢ao de iteragao p(x), de modo que a

sequéncia {x} converge para a raiz de f(x).
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fx)

T

=l - _ =

Figura 10: Interpretacdo geométrica da fungao iteragio (2° caso)

Abaixo vamos estudar um teorema que apresenta condicoes suficientes para

garantir a convergéncia da sequéncia {xy}para a raiz T.

Teorema 3. Seja f(x) uma funcao qualquer tal que f(T) = 0 e seja T uma raiz isolada

em um intervalo I, de forma que I = (T — h,T+ h), onde T = ¢(T). Se
i) o(x) e ' (x) sao continuas em I;
i) | ()| <K M<1,Vzele
i) o € 1,
entdo xy, gerada de xy 1 = p(xE) converge para .

Demonstracao. Primeiro vamos provar que se o € [ = x, € I,Vk € N. Temos que

f(T) =0< T = p(T) e também x,1 = p(xy); logo,
Tiy1 — T = p(zr) — o(T).
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Como ¢(x) é continua e diferenciavel no intervalo I, entao pelo Teorema do

Valor Médio existe ¢, entre x; e T, tal que,

o(rx) — o(T)

——. Assim, ¢'(cx) (21 — T) = p(zr) — 9(T) = Tp1 — 7.
T — T

¢'(er) =
Logo, xp11 — T = ¢'(cx)(xx — T). Entao temos que Vk € N,

k1 — T = [ (cr)[[(zx — 7). (1)
Como por hipotese, |¢'(x)] < M < 1,Vx € I, entdo
|| < [(z —T)].
U

Podemos observar, que a distancia entre x;.; € T é menor que a distancia
entre x, e T, e como o intervalo I é centrado em 7, é facil concluir que se x; € I, entao
Trr1 € I,Vk € N. Agora vamos provar que lim x; = 7.

k—o0
De (I)) nos temos que |xp11 — Z| = |¢'(c)||(zr — T)|, ou seja

|71 — 7| = [ (co)l[(wo — )| < M|(z0 — )|

|22 — 7| = [¢'(c1)[[(21 = T)| < M|(21 — F)| < M?|(z0 — 7]

o, = 7] = [ (ce-1) (211 = T)] < M(zp1 = D) <+ < MF|(w — D).

Dessa forma, 0 < klim |z, — 7| < lim M*|(zg — Z)|. Como 0 < M < 1, entdo
—00

k—o0
lim M*|(xy —Z)| = 0; logo,
k—o0

0< lim |2 — 7| < 0= lim |2 — %] = 0= lim 2}, = T.
k—o0 k—o0 k—00

Concluimos que a sequéncia {xzy} converge para a raiz de f(x).
Vimos entao que o método construido até aqui garante a convergéncia da
sequéncia {z}} para a raiz . Vamos estudar a seguir a ordem de convergéncia do

método, ou seja, a velocidade com que a sequéncia converge para a raiz exata.

Definicao 1. Sejam {z} uma sequéncia que converge para T e €, = |x, — T| 0 erro
na k-ésima iteracao. Se existirem niumeros p e C, tais que p > 1 e C uma constante

€
positiva, de modo que lim e 1]
k— oo |€k|p

{zx} e C € a constante assintdtica de erro.

= C, entao p € a ordem de convergéncia da sequéncia
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Pela definicao acima, podemos perceber que quando o niimero de iteracoes
tende ao infinito, o erro da k-ésima iteracao tende a zero, isso porque se k — 00
entdo |exy1| = |e[PC; logo quanto maior o valor de p, |ex|[PC' estard mais proximo de
zero, independente do valor da constante, o que implica, imediatamente, o aumento da
velocidade de convergéncia de {x}. Portanto, se tivermos dois processos iterativos que
geram duas sequéncias convergentes para a raiz da funcao, com ordens de convergéncia
p1 € po tais que p; > po > 1, entao a sequéncia gerada pelo processo iterativo de ordem
de convergéncia p; converge mais rapidamente que a sequéncia gerada pelo processo
iterativo de ordem p,. Concluimos assim que quanto maior a ordem de convergéncia
de um método, maior a sua velocidade de convergéncia.

A seguir vamos provar que o método proposto nessa secao possui ordem de
N . . Ek+1
convergéncia linear, ou seja, lim u =C,com 0 < |C| <1
k—o00 |€k|
De fato o Teorema Bl nos traz a seguinte relagio: z5,1 —T = p(zx) — ¢(T) =
Tpy1 — T

o' (cp)(x, — T), com ¢ entre z3, e T. Assim, ———— = ¢/(¢;,). Logo,
. Ty — T
Jim ZP = Jim () = ol () = (7).
£
Portanto, klim ||k+|1| = ¢/(T) = C e como ¢'(x) satisfaz as condigoes do
—00 Ek

Teorema [3, entdo |C| < 1. Assim, o método estudado possui convergéncia linear.

O que podemos perceber é que para k suficientemente grande, o erro em
qualquer iteracao é proporcional ao erro da iteracao anterior e essa proporcionalidade
¢ dada por ¢'(Z). Dessa forma, quanto menor o méodulo de ¢'(T) mais rapida sera a
velocidade de convergéncia de um método.

Até aqui nao entramos no Método de Newton em si, apenas apresentamos
uma motivacao para ele. O objetivo do Método de Newton é acelerar a velocidade de

convergéncia do método estudado.

4.2 0O Método de Newton

Vimos que, se dada uma fun¢ao f(x), continua no intervalo [a, b], que contém
uma raiz de f(x), e tomarmos uma funcao de iteragao ¢(z) tal que f(p(z)) =0 e que
satisfaca todos os requisitos do Teorema B entao é possivel gerarmos uma sequéncia
{z}} de aproximagoes da raiz exata de f(x) através da recorréncia zy 1 = ¢(xx) que
converge para a raiz exara de f(x). Basicamente o Método de Newton consiste em

acelerar essa convergéncia.
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Como vimos, quanto menor |¢'(Z)| maior sera a velocidade de convergéncia

do método. Entao para tornar o Método é mais rapido possivel, devemos tomar ¢'(7)
0. Dessa forma, p(z) = 2 + A(x)f(z) = ¢'(x) = 1 + A'(z) + A(x)f'(x). Segue que
(@) =14+A@)f@)+AZ)f'(T) = 0=1+ A(x)f'(x), assim A(zx) = )

Ou seja, devemos tomar ¢(x) = = — ]]:,((x)) para que tenhamos ¢'(z) = 0.
x

Portanto a sequéncia que devemos tomar é

f(xx)

e R f'(fb’k)'

Graficamente, temos:

f(x)-

Figura 11: Interpretacao geométrica do Método de Newton

Temos que, dado xy, calculamos f(xy). A intersecio da reta tangente a

f(x) passando por (z, f(z))) com o eixo x, nos determina xj,;. De fato temos
tana = f'(zy) = M Dai, x, — xpy1 = /( k) . Logo, xy41 = x), — f/(xk) .
Tk = Tyl f'(@) J'(@)
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Por esse motivo, o método de Newton também é conhecido como Método
das Tangentes. O proximo exemplo mostra como tal método é utilizado para calcular

raizes de funcoes reais.

Exemplo 11. Vamos determinar as raizes da equagao f(x) = 4cosxz — e* com erro

inferior a 1072.

Inicialmente precisamos obter um valor inicial 3. A maneira mais simples

de se determinar esse valor inicial é tragando o gréfico de f(z). Podemos tomar entao

xT

h(z) = 4cosx e g(x) = e*. Como ja visto anteriormente, a interse¢io dessas duas

curvas determina a raiz de f(z).

—

Figura 12: Interseccao de g(z) = €® e h(z) = 4cosx

Vamos determinar, entdo a raiz positiva de f(z). Podemos tomar zo = 1
e considerando as informacoes abaixo, podemos completar a tabela com as iteracoes

necessarias.

f(z) =4cosx —e”

f'(z) =—4sinz —¢”

Te+1 = Tk — foi)
' f'(xy)
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Numero de iteracoes | f(zy) f(xg) | xps Erro

1 1 | —0,557 | —6,084 | 0,908 | 0,101

2 0,908 | —0,019 | —5,631 | 0,905 | 0,0033

Neste caso s6 precisamos de duas iteragoes para encontrar xo = 0,905 com
e = 0,0033 < 0,01. Portanto, o Método de Newton é um método bastante rapido e
por isso é tao utilizado.

Na proxima sessao vamos estudar a convergéncia do Método de Newton, ou
seja, vamos demonstrar que a sequéncia gerada pelo método converge para a raiz de

uma funcao real.

4.3 Convergéncia

Suponha que f(z), f'(x) e f”(z) sejam continuas em um intervalo I que

contém a raiz exata de f(z), tal que f'(T) # 0. Temos que:

@
- O - s
1710
P@P = P + £ )
)P
@)
F@P

Como f’(z) é continua em I, é possivel selecionar outro intervalo I; contido
em [ tal que f'(x) # 0. Isso é possivel uma vez que f(Z) = 0, f'(x) e f"(x) sdo

continuas. Podemos concluir, entdo que ¢(x) e ¢'(x) sdo continuas em ;. Temos,

- oy S @) : .
ainda, que ¢'(z) = PR ¢ continua em [; e satisfaz ¢'(Z) # 0. Podemos escolher
x
outro intervalo I, contido em [; de forma que para todo z € I tem-se |¢'(x)| < 1.
x
Dessa forma, se xg € I, pelo Teorema [3, o processo iterativo xy, 1 = x — ]]:,(( k)) gera
Ty,

uma sequéncia {x;} que converge para a raiz exata T.

Provamos agora que o Método de Newton realmente gera uma sequéncia
{zr} que converge para a raiz exata. Vamos ver a seguir a ordem de convergéncia do
Método.
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.~ . . . A iy . €
Definicao 2. Um método iterativo apresenta convergéncia quadrdtica se lim —~ = k.
i—o0 64

(2
Onde e; e e;11 sao tais que e; = |r; — T| e ;41 = |xip1 — T| sdo os erros cometidos a

cada iteracao e k € a chamada constante assintotica de proporcionalidade.

Teorema 4. Se f'(T) # 0, entdo o método de Newton apresenta convergéncia quadrd-

tica.

Demonstragao. Ja sabemos que x = ¢(x) = T = ¢(T) e que f'(T) = ¢'(Z). Suponha
o(z) e ¢'(x) sejam continuas em um intervalo I centrado na raiz Z. Em torno de T,

vamos desenvolver ¢(z) em série de Taylor até os membros de 2* ordem:

L@ 9E) YO,
() = (@) + T (x —7)+ T (x—7)* = p(z;) =T + T(a: —77)
. — o e ©" (&) N2
onde & estd entre xz e T. Fazendo x = z;, temos p(z;) =T + o (x; — )%, onde &
esta entre x; e T. Como x + 1 = p(z), obtemos '
"(e
Tit1 — T+ ¥ 2(5@) (sz _ —)2
niee N
= Tip1 — T 902('&) (I‘Z —5)2
N ()] _
= it — 7| ol (2 — 7)|?
"¢,
IO Ty
€itr1 _ \W”(Ei)\
e T
. I/ .
S lim S = g P
i—oo € isoco 2|

O

Portanto, o método de Newton tem convergéncia quadratica, ou seja, a
medida que as iteracoes trazem raizes aproximadas da raiz exata, o nimero de digitos
significativos corretos sao duplicados a cada iteragao. O que torna o método vantajoso
pela velocidade da convergéncia. A desvantagem do método é a quantidade de calculos

que ele exige.
Exemplo 12. Vamos determinar o valor de /2 com precisio de 10~%.

Devemos entao encontrar a raiz de f(x) = x? — 2. Podemos tomar xo = 1.

f ()
f'(zr)

Como f(z) = 22 =2, f'(x) = 2v e Tpy1 = T} — , a tabela abaixo resume o

método.

37



Nuamero de iteragoes T, f(zy) I (xy) Tyl Erro
1 1 1 9 1,5 | 0,333
2 1,5 0,25 3 1,41667 | 0,05882
3 1,41667 | 0,006953 | 2,83334 | 1,41422 | 0,00173
4 1,41422 | 0,000182 | 2,82844 | 1,41421 | 0,00001

Portanto v/2 = 1,41421.

Pudemos perceber neste capitulo o porqué do método de Newton ser um
dos métodos iterativos mais utilizados; é um método eficiente e rapido, que calcula a
raiz de fungoes reais com poucas iteracoes. Mas, pudemos perceber, também, que o
método exige que sejam satisfeitas restricoes para que a sua convergéncia seja garantida
e exige, ainda, um nimero consideravelmente grande de calculos a serem feitos. No
Capitulo seguinte vamos estudar o Método da Secante, uma modificacao do Método
de Newton, que apesar de apresentar velocidade de convergéncia menor, exige menos

célculos (como o calculo da derivada da fungao), tornando-se uma excelente alternativa

para se calcular raizes de fungoes.
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5 Método da Secante

Como foi dito anteriormente, o método de Newton tem como vantagem sua
velocidade de convergéncia, mas a necessidade de se efetuar muitos célculos, pois a
cada iteracao é necessario o calculo do valor da funcao no ponto encontrado e do valor
numérico da derivada no ponto, torna o método desvantajoso. O método da Secante
consiste em modificar o método de Newton de forma que os calculos para gerar a
sequéncia {xy} que converge para a raiz exata, sejam simplificados.

A modifica¢ao consiste entdo em aproximar a derivada f’(x) pelo quociente

xp) — f(ap_
flxy) = fwx) = fla 1), onde z;, e x_1 sao aproximagoes quaisquer de x. Ou seja,
Ty — Tk

no método de Newton usamos a inclinacao da reta tangente a curva, essa modificagao

faz com que o método da Secante use a inclinagdo da reta secante a curva f(z). No

método de Newton temos

f(xx)

Th+1 :xk_f'(xk)
_ S
TR T ) —f (@)
T —Tr—1

f(%)(ffk - $k—1)

T ) — f@e)
Trf (@) — opf(Xr1) — 2 f(2r) + 21 f (T1)

fe) — fzr1)

_ Zkalf(ﬂfk) - SL’kf(Squ)

fe) — fzr-1)

E claro ver que para o método da Secante ser utilizado é necesséario que se

tenha disponivel duas aproximacoes, para que os calculos iniciais possam ser realizados.
Graficamente, nos pontos (xy, f(xx)) e (xg_1, f(xr_1)) traca-se a reta se-

cante & f(z); a intersecgdo da reta secante com o eixo z é 0 novo ponto obtido x4 1.
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Figura 13: Interpretacao geométrica do Método da Secante

1
3 3 com precisao de 0,01.

Exemplo 13. Vamos determinar as raizes de f(x) = x
Como nao foram dados os pontos iniciais Ty e x1 € necessdario que fagamos primeiro o

grifico de f(x) para encontrarmos essas duas aprorimagées iniciais. Podemos reescre-

ver f da forma h(z) = g(x), onde g(x) = 2% e h(z) = %

No grafico abaixo vamos encontrar a intersecao das funcoes decompostas g

e h afim de encontrarmos um intervalo que contenha a raiz de f.

1
Figura 14: Intersegao de g(z) = 2 e h(x) = 3
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Analisando a Figura [I4] é facil ver que podemos tomar zo = 0 e x; = 1.

Usando o processo iterativo do método da Secante temos. f(z) = 2° — 1, e 2341 =

Jfkqf(l’k) - Ska(Jfkfl)‘ .

f) = fzr)

Na tabela a seguir vamos calcular a raiz de f(z).

Niumero de iteracoes | xp_1 Th Tkl Erro
1 0 1 0,5 1
2 1 0,5 (10,7143 0,3
3 0,5 |0,7143 | 0,8355 | 0,1451
4 0,7143 | 0,8355 | 0,7894 | 0,0584
) 0,8355 | 0,7894 | 0,7932 | 0,0048

Portanto a raiz aproximada de f(x) com precisao de 0,01 é zq = 0,7932.

Estudamos até aqui trés métodos iterativos, que possuem como objetivo
em comum o cédlculo de raizes de funcoes reais. Cada um deles apresenta as suas
vantagens e desvantagens; a escolha do melhor método a ser utilizado dependera, assim,
primeiramente da funcao que esta sendo estudada. No proximo Capitulo esses trés
métodos serao comparados, com o intuito analisar as situacoes em que o uso de cada

método é mais oportuno.
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6 Comparacao entre os Métodos

Nos capitulos anteriores foram apresentados trés métodos iterativos cuja
funcao é o calculo de raizes aproximadas de fungoes reais. Cada método apresentado
possui vantagens desvantagens, nesse capitulo serao realizados alguns testes com o
intuito de comparar os trés métodos e analisar quais deles sao mais vantajosos.

E importante ressaltar que a comparacio entre os métodos leva em con-
sideracao diversos fatores como a garantia e a velocidade de convergéncia, o esforgo
computacional, o nivel de complexidade dos calculos exigidos entre outros. Dessa
forma, entao nao basta apenas comparar a quantidade de iteracoes que cada método
precisou para estimar a raiz de uma funcao com determinada precisao, a comparacao
entre os métodos exige muito mais que isso.

Neste trabalho os célculos serao efetuados pelo software VCN- Visual Cal-
culo Numérico, desenvolvido por professores da area e que oferece mais de 100 opgoes
de calculo que podem ser utilizados, entre eles os célculos dos métodos iterativos aqui
estudados. Nele sao inseridos os dados iniciais: func¢ao, precisao, pontos iniciais, crité-
rio de parada, derivada da fungao (no caso do método de Newton) e qual método a ser
utilizado. Como dado final, o software apresenta o resultado dos calculos necessarios, o
erro e o nimero de iteracoes. Dessa forma, nao nos sera possivel avaliar o esfor¢o com-
putacional, uma vez que para isso seria necessario analisar a quantidade de operacoes
realizadas a cada iteracao, o nivel de complexidade dessas operacoes, quais as decisoes
logicas que foram tomadas, as avaliacoes que foram realizadas em relacao a funcao, o
numero de iteracoes que foram necessérias etc.

Pensando no esforco computacional, pelo menos uma ideia é possivel que
tenhamos. Sabemos, por exemplo que o método da bisseccao propoe um teste simples
de garantia de convergéncia; é preciso apenas tomar um intervalo [a, b] em que a fungao
seja continua e que se tenha f(a)- f(b) < 0. Ja os métodos de Newton e da Secante
apresentam maiores restricoes em relagao a garantia de convergéncia, mas uma vez que
satisfeitas essas restricoes, a velocidade de convergéncia é bem maior que no método
da Bisseccao.

Em relacao aos célculos exigidos em cada método, o método da bisseccao
exige céalculos bem simples a cada iteracao, a sua desvantagem estd na sua ordem de
convergéncia, ou seja, ¢ um método lento, que necessita de muitas iteracoes para que se
tenha uma aproximagao de acordo com a precisao pré-estabelecida. Os calculos exigidos

nos métodos de Newton e da Secante sao bem mais complexos, exigindo inclusive o
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calculo da derivada da funcao, que em algumas funcoes pode ser bem dificil de ser
calculado, mas apesar da complexidade o niimero de iteracoes é bem menor que no
método da bisseccgao.

Outro ponto relevante é o critério de parada, ou seja, até quando o programa,
deve executar o método. Como vimos, todos os métodos sao desenvolvidos a fim de
satisfazer pelo menos um dos critérios de parada, e dependendo do critério escolhido
pode ser necessario mais ou menos iteracoes. Levando em consideracao que o melhor
método a ser escolhido é aquele que tem a garantia de convergéncia assegurada, os
calculos mais simples e a velocidade de convergéncia maior, podemos concluir que se a
primeira derivada da funcao estudada for de facil calculo, o método de Newton é aquele
que mais traz vantagens. Caso a primeira derivada da funcao seja muito complexa, o
meétodo indicado é o método da Secante, que tem a ordem de convergéncia menor que
a ordem de convergéncia do método de Newton, mas nao ¢ tao lento quanto o método
da bisseccdo. E importante ressaltar que o primeiro ponto a ser observado é a garantia
de convergéncia do método.

Dessa forma, podemos concluir que a escolha do método vai depender muito
do estudo da funcao. Analisar o comportamento da funcao na vizinhanca de sua raiz, a
complexidade do célculo da derivada da funcao, a escolha do critério de parada, etc. A

seguir vamos determinar a raiz de algumas funcoes através dos trés métodos estudados.

Exemplo 14. Vamos determinar uma das raizes de f(x) = 5 cos(z)—3e”

de 1072,

, COM, Precisao

Para podermos determinar um intervalo que contenha uma das raizes, vamos
esbogar o grafico da fungdo. Temos que, f(x) = h(z) — g(x), onde h(z) = 5cos(x),
g(x) = 3e”. Logo, f(xz) =5cos(z) —3¢* =0 < h(x) = g(x).
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Vamos determinar, neste caso a raiz positiva de f(x), que por sua vez, esta

-

Figura 15: Intersecao de g(x) = 3e” e h(z) = 5 cos(x)

situada no intervalo [0, 1], como pode ser observado no grafico acima.

a) Método da bissecgao

k a Sinal b Sinal Tk f(zx) Erro
de f(a) de f(b) relativo

1 o n 1 ; 0,5 | -0,558251 ;

21 0 n 0,5 ] 0,25 | 0,992486 1

3| 025 n 0,5 ] 0,375 | 0,287564 | 0,333333

4] 0375 n 0,5 ; 0,4375 | -0,117422 | 0,142857

5| 0,375 + 0,4375 - 0,40625 | 0,089512 | 0,076923

6 | 0,40625 + 0,4375 - 0,421875 | -0,012840 | 0,037037

71 0,40625 + 0,421875 - 0,414062 | 0,038614 | 0,018867
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8| 0,4140625 | + | 0,421875 | - | 0,417968 | 0,012957 | 0,009345

910,41796875 | + | 0,421875 | - | 0,419921 | 0,000076 | 0,004651

Foram necessarias 9 iteragoes, para obter T = 0,419921.

b) Método de Newton
A primeira derivada de f(x), é f'(x) = —bsen(z) — 3e”.

k Ty, f(zx) f'(xr) | Erro relativo
1 0 2 -3 -
2 | 0,666667 | -1,913766 | -8,935051 1

3 | 0,452480 | -0,219793 | -6,902609 0,473361

41 0,420638 | -0,004657 | -6,610515 0,075699

5 | 0,419934 | -0,000002 | -6,604082 0,001678

Foram necessarias 5 iteracoes para obter = = 0,419933726.

¢) Método da Secante

k a f(a) b f(b) Tp f(xp) Erro relativo
1 1 -9,453333 0 2 0,268336 | 0,897706
2 0 2 0,268336 | 0,897706 | 0,486868 | -0,462628 0,448853

3 | 0,268336 | 0,897706 | 0,486868 | -0,462628 | 0,412549 | 0,048516 0,180147

41 0,486868 | -0,462628 | 0,412549 | 0,048516 | 0,419603 | 0,002178 0,016811

5 | 0,412549 | 0,048516 | 0,419603 | 0,002178 | 0,419935 | -0,000011 0,000789

Foram necessarias 5 iteragoes para obter T = 0,419935.

Exemplo 15. Vamos determinar uma das raizes de f(x) = x* — 8, com precisio de
1075,
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Esbocando o grafico encontramos:

Figura 16: Grafico de f(z) = z* — 8

Neste caso a funcao possui duas raizes, mas basta que encontremos uma,
pois a outra raiz é simétrica a primeira. Consideremos, entao, a raiz que pertence ao

intervalo [1,2].

a) Método da Bisseccao

k a Sinal b Sinal Ty f(zy) Erro relativo
de f(a) de f(b)

1] 1 ; 2 n 1,5 | -2,9375 -

2| 1,5 - 2 n 1,75 | 1,3789062 | 0,1428571

3] 15 s | o+ | 1,625 | -1,0270996 | 0,0769230

411,625 - 1,75 + 1,6875 | 0,1091461 0,0370370
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5 1,625 1,6875 | + | 1,66625 | -0,4750509 | 0,0188679
6 1,65625 1,6875 | + | 1,671875 | -0,1870469 | 0,0093457
7 | 1,671875 1,6875 | + | 1,6796875 | -0,0399836 | 0,0046511
8 | 1,6796875 1,6875 | + | 1,6835937 | 0,0343217 | 0,0023201
9 | 1,6796875 1,6835937 | + | 1,6816406 | -0,0028956 | 0,0011614
10 | 1,6816406 1,6835937 | + | 1,6826171 | 0,0156968 | 0,0005803
11 | 1,6816406 1,6826171 | + | 1,6821289 | 0,00639653 | 0,00029027
12 | 1,6816406 1,6821289 | + | 1,6818847 | 0,00174942 | 0,00014515
13 | 1,6816406 1,6818847 | + | 1,6817626 | -0,0005733 | 0,00007258
14 ] 1,6817626 1,6818847 | + | 1,6818237 | 5,88.107* | 3,63.107°
15 | 1,6817626 1,6818237 | + | 1,6817932 | 7,28.107% | 1,81.107°

Foram necessarias 15 iteracoes para obter ¥ = 1,6817932.

b) Método de Newton

A primeira derivada de f(z) é f'(x) = 423

k Tp f(xp) f(x) Erro relativo
1 2 8 32 -

2 1,75 1,37890625 21,4375 0,142857143
31 1,6856778 | 0,074177881 | 19,1594803 | 0,038158037
41 1,6818062 | 0,00025516240 | 19,0277689 | 0,0023020499
5 | 1,6817928 | 0,00000000305 | 19,027313 | 0,0000079736

Foram necessarias 5 iteragoes para obter T = 1,6817928.

¢) Método da secante
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a f(a) b f(b) Ty, f(zx) Erro

relativo

2 8 1 -7 1,466666 | -3,372720 -

1 -7 1,466666 | -3,37272 | 1,900583 | 5,048109 | 0,228307
1,900583 | 5,048109 | 1,466666 | -3,37272 | 1,640459 | -0,75794 | 0,158567
1,466666 | -3,372720 | 1,640459 | -0,75794 | 1,690836 | 0,173469 | 0,029794
1,640459 | -0,75794 | 1,690836 | 0,173469 | 1,681454 | -0,00644 | 0,005579
1,690836 | 0,173469 | 1,681454 | -0,00644 | 1,681790 | -0,00005 | 0,000199
1,681454 | -0,00644 | 1,681790 | -0,00005 | 1,681792 | 0,000000 | 0,000001

Foram necessarias 7 iteracoes para obter 7 = 1,681790.

Como pudemos perceber nesses trés exemplos, os métodos de Newton e da
Secante sao bastante vantajosos no quesito velocidade de convergéncia, porém, a cada
iteracao desses dois métodos o nivel de complexidade dos calculos que devem ser feitos
¢ bem maior que no método da bisseccao. Dessa forma, sempre que se for usar um
método iterativo para estimar a aproximacao da raiz de uma funcao, a primeira coisa
a observar é a propria funcao, sua derivada e os calculos que serao exigidos, a fim de
se optar pelo método mais apropriado, de acordo com a conveniéncia.

E importante observar, também que o esboco do grafico continua sendo
essencial, seja por qualquer método, uma vez que determina um intervalo seguro que
contém a raiz.

Com os exemplos dados, uma importante observacao é que o critério de

. . . e . anrl — Ty,
parada foi |f(x)| < e satisfeito em todos os casos, e o critério | ————| < € em
Tni1

poucos casos, logo se esse ultimo fosse o tinico critério de parada a ser satisfeito, os

métodos necessitariam de mais iteracoes. Portanto, o critério de parada escolhido é de
suma importancia para analisar cada método.
No préximo capitulo a seguir vamos estudar algumas situagoes que permi-

tem a aplicacao dos métodos numéricos em diversas areas.
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7 Aplicacoes

Como vimos, os métodos numéricos sao utilizados para estimar raizes de
funcoes reais. Encontrar zeros dessas funcoes é algo que comumente é problema para
diversas areas das Ciéncias Exatas, como a Matemaética, a Fisica, as Engenharias e
a Astronomia. Nesse ambito, os métodos iterativos sao uma excelente forma de se
resolver alguns desses problemas. Neste capitulo veremos algumas aplicacoes praticas
dos métodos iterativos estudados.

Aplicacao 1: Equacao de Kepler. A equacao abaixo, conhecida como Equacao de

Kepler, determina 6rbitas de satélites e é dada por:

M =z — Esen(x)

Onde, M é a anomalia média, = é a anomalia excéntrica e e é a excentrici-
dade orbital.

A equacao relaciona anomalias, transformando anomalias excéntricas em
médias. A sua importancia estd no fato de a equacao permitir que se relacione movi-
mentos dindmicos (anomalias médias) de um bloco estrelar e parametros geométricos
(anomalias excéntricas e excentricidades orbitais).

Sabendo que £ = 0,2e M = 0,5, vamos obter a anomalia excéntrica usando
o Método de Newton. Temos que: f(z) = x—0,2sen(z)—0.5, e f'(x) = 1-0,2cos(x) =
0.

Vamos esbocar o grafico da fungao f, afim de melhor obter zy. Sabemos
que h(z) =2 —0,5¢ g(x) = 0, 2sen(x).
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31 h(z)=xz—-0.5

Figura 17: Interse¢ao de g(z) = 0,2sen(z) e h(x) =z — 0,5

Logo, podemos tomar xo = 0. Vamos calcular a raiz da equacao de Kepler

com precisao de 1075 através do método de Newton.

k T, f(zx) 1 (xg) Erro relativo
1 0 —0,5 0,8 _
21 0,625 |0,007980 | 0,837807 1

3 10,615474 | 0,000005 | 0,8367001 0,015477

Com apenas 3 iteracoes pudemos estimar a raiz da equacao de Kepler:
T =0,615474 e |f(z)| < e = 0,000005.

Aplicacao 2: O problema das vigas. Duas vigas de madeira se ap6iam nas paredes
de um galpao, conforme a figura abaixo. As vigas tém 30 e 20 metros e o ponto de
intercessao das duas dista 8 metros do chao. Queremos determinar a largura desse

galpao.
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8m

Figura 18: Esboco do problema das vigas

Pelo Teorema de Pitdgoras e semelhanca de triangulos, encontramos as

equagoes:
a?=(—xz)*+8
v =a2°+8°
Iz
30 b
L l—x
20 a
Fazendo as substitui¢oes adequadas encontramos a seguinte equagao:
1614 414 40012 2560012
po 10 ;5 40 — — 3360 = 0.
V900 — 12 900—12 /900 —172 900 —[?
Esbocando o grafico da funcao
1614 414 640012 25600172
flx) =1"— 6! + 64l + — — 33612, obtemos

V900 — 12 900 —12 /900 — [ 900 — 2
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Figura 19: Gréfico de f(1)

14

18

Portanto, a raiz procurada estd situada no intervalo [16,17]. Neste caso,

usaremos o método da secante, isso por que a funcao estudada nao possui uma derivada

de facil célculo, para se usar o método de Newton, e pelo método da secante ter ordem

de convergéncia mais que o da bisseccao. Vamos utilizar aqui precisao de 1072. Temos

assim:
k| a f(a) b f(b) x| flxg) Erro
relativo
1|17 | 3821,28 16 901,18 | 16,19 | 92,87 -
2116 | 901,18 | 16,19 | 92,87 | 16,21 | 2,75 | 0,001352

Vemos assim, que a largura do galpao ¢ de 16,21 metros.

Aplicagao 3: Calculo de pH. O potencial hidrogenionico (pH) de solugoes diluidas

de acidos fracos pode ser obtido através da formula

[H)? + K JH")? — (K,C, + K,)[H'] — K,,K, = 0,

onde:
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pH = —log[H"]

K, = constante de dissociacao do acido
C, = concentracao molar do acido
K, = produto idnico da agua.

Alguns autores afirmam que quando o acido é muito fraco pode-se descon-

. K, . ) .
siderar o valor de ﬁ, por ser muito pequeno, logo a formula acima se torna:

[HY)? + K JH"] — K,C, = 0.

Dessa forma, vamos determinar o pH de um 4cido fraco, para o qual K, = 2,0.10"*mol /I
e C, = 1,0.10"%mol /1.

Queremos determinar a raiz da equacao:
f(z) =2+ (2,0.10™)z — 2,0.107°.

Com pH = —log(z). Na Figura 20, esbocamos o grafico de f(x):

*
0.014
/
0 —— T J
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
-0.01 4
-0.02 4

Figura 20: Grafico de f(z) = 2>+ (2,0- 107"z —2,0-107°
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Como podemos observar o valor de z encontra-se no intervalo [0;0,01].

Vamos determinar através do método da bisseccao, qual o valor de z com precisao de

1077,
k a Sinal b Sinal Tk f(zx) Erro
de f(a) de f(b) relativo
1 0 — 0,001 + 0,005 2,4.107° —
2 0 — 0,005 + 0,0025 | 4,75.107 1
3 0 — 0,0025 + 0,00125 | —1,86.1077 1
4 10,00125 — 0,0025 + 0,0018 1,89.1076 0,33333
5 | 0,00125 — 0,0018 + 0,0015 | 7,54.1077 0,2
6 | 0,00125 — 0,0015 + 0,0014 | 2,59.1077 | 0,111111
710,00125 — 0,0014 + 0,0013 | 2,95.107% | 0,0588235
Encontramos entdo x = 0,0013. Como pH = —log(x), concluimos que o

pH do acido procurado vale 2, 88.
Aplicagao 4: Matematica financeira. Uma loja de eletrodomésticos oferece dois
planos para a venda de uma televisao, cujo preco a vista & R$ 1.620,00. Sao eles:
Plano I: R$ 220,00 a vista mais 9 prestacoes mensais de R$ 265, 25.
Plano II: R$ 220,00 a vista e mais 12 prestacoes mensais de R$ 215, 22.
Qual dos dois planos é mais vantajoso para o consumidor? Para escolhermos
o plano mais vantajoso precisamos calcular em qual plano estd inserido a menor taxa
de juros. Para o calculo de financiamentos utiliza-se a formula abaixo:

SETES AN o

onde Vy é o valor financiado, j é a taxa de juros, n é o niimero de prestagoes e p é o

. Vi . .
valor das prestacoes. Podemos fazer k = Jer=1 + j, e vamos reescrever a Equagao

@) da forma:

Vi

flz) =ka"t — (1 4+ k)2 +1=0.

Dessa forma, para saber qual dos planos é mais vantajoso precisamos en-
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contrar os zeros das funcoes

fr(z) = 5,278z — 6,2782% + 1

frr(z) = 6,5052" — 7,5052% + 1.

na Figura 2] vamos esbocar o grafico das duas funcoes.

0,9 1 1,1 1,2 1,3

Figura 21: Intersecao de fr(x) e fr;(x)

E facil ver que = 1 & raiz de ambas as funcoes, e ainda é possivel verificar
que a raiz de f;(x) é maior que a raiz de f;(z), logo a taxa de juros de do plano I é
maior que a taxa de juros do plano I/, tornando o segundo plano mais vantajoso para
o consumidor. Mas vamos calcular qual o valor da taxa de juros de cada uma delas,
utilizando o método de Newton com precisao de 1073, Para o Plano I, temos a seguinte

situacao:
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T, f(zx) | f'(xx) | Erro relativo

1,1 | —0,1134 | 3,3354 -
1,1340 | 0,0922 | 9,1637 |  0,02999
1,1239 | 0,0102 | 7,1806 0, 00895
1,1225 | 0,0002 | 6,9200 0,00126

Para o Plano II temos:

Tp f(zx) f'(zx) | Erro relativo

1,1 —0,0969 | 8,4495 -
1,1115 | 0,0229 | 12,5711 0,01032
1,1096 | 0,0006 | 11,8633 0,00164

Com a precisao estabelecida pudemos encontrar para o Plano I, x = 1,1225
o que nos da j = 0,1225. Ja para o Plano II, obtemos x = 1,1096 o que nos da
j = 0,1096. O que comprovou que a analise do gréafico jA nos proporcionava: que o
plano I é o plano mais vantajoso ao consumidor por possuir a menor taxa de juros.
Aplicacao 5: Calculo da concentracao de oxigénio. Em Engenharia Ambiental

para se calcular a concentracao de oxigénio em um rio usa-se a equacao:
fz) =10 = 20(e” 2" — e 077),

Onde z é a distancia a partir do local de descarga de poluentes. Vamos calcular qual
a distancia do local de descarga de poluentes para o qual o nivel de oxigénio é o valor

5. Vamos utilizar a precisiao de 10~ Precisamos entdo resolver e equacio:
5 20(6—0,2x _ 6—0,751‘) =0

Antes de iniciar os célculos, precisamos esbogar o gréfico de f(z) = 5 —

20(670,21 _ 670,75:1:) .
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Figura 22: Gréfico de f(x) =5 —

20(e~ 0% —

670,751)

Observamos que f(x) possui duas raizes. Vamos calcular a raiz que

encontra no intervalo [0, 1], e para isso vamos utilizar o método da Bisseccao.

se

k a Sinal b Sinal T fz) Erro
de f(a) de f(b) relativo

1 0 + 1 — 0,5 0,649037

2 0,5 + 1 — 0,75 —0,818503 | 0,333333
3 0,5 + 0,75 — 0,625 —0, 134257 0,2

4 0,5 + 0,625 — 0, 5625 0,244373 | 0,111111
3 0, 5625 + 0,625 — 0,59375 | 0,051885 | 0,052631
6 | 0,59375 + 0,625 — 0,609375 | —0,041969 | 0,025641
71 0,59375 + 0,609375 — 0,601562 | 0,004761 | 0,012987
8 | 0,601562 + 0,609375 — 0,605468 | —0,018653 | 0,006451
9 | 0,601562 + 0,605468 — 0,603515 | —0,006958 | 0,003236
10 | 0,601562 + 0,603515 — 0,602539 | —0,001101 | 0,001620
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111 0,601562 | + | 0,602539 | — | 0,602050 | 0,001828 | 0,000811
121 0,601562 | + | 0,602539 | — | 0,602050 | 0,001828 | 0,000811
131 0,601562 | + | 0,602539 | — | 0,602050 | 0,001828 | 0,000811
14 1 0,601562 | + | 0,602539 | — | 0,602050 | 0,001828 | 0,000811

Portanto, para se ter a concentracao de oxigénio igual a 5 é necessario que

a distancia de despejo de poluentes seja de aproximadamente 0,602355957.

Aplicacao 6: Pressao em um cabo metalico. A pressao maxima exercida em um

cabo metalico é dada pela equacao:

onde z é o diametro do cabo dado em mm. Vamos determinar qual o tamanho do

diametro necessario de um cabo para suportar um pressao de 1,5.107*kg/mm?. Pre-

f(z) = 252% + In(x),

cisamos entao determinar a raiz da funcao:

Através do esbogo do grafico vamos determinar um intervalo seguro que

contenha a raiz

2527 + In(x) =1,5-107*

0.6

0.4+

0.2

T
-0.4

T
-0.2

-0.24

-0.4-

-0.6 1

Figura 23: Grafico de f(x) = 252 + In(z) — 1,510~
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Podemos tomar, entao o intervalo [0, 2; 0,4]. Vamos calcular a raiz da fungao

com precisao de 107° através do método de Newton.

k Tp f(xp) f(xr) Erro relativo

1 0,2 —0, 609588 15 -

210,240639 | 0,023074 | 16,187559 0, 168830

310,239214 | 3,32.107° | 16,141050 0, 005959

410,239211 | 6,87.107 ™ | 16,1409833 | 8,59.1076

Assim, o diametro procurado é de 0,239212 mm.

Neste capitulo vimos uma série de exemplos em que os métodos iterativos
podem ser utilizados. Em um contexto geral, sempre que nos depararmos com situagoes
em que é necessario estimar-se a raiz de uma funcao real, é possivel que se use os
métodos numéricos. E essas sao algumas das intimeras situagoes que estao no cotidiano

de diversas areas das ciéncias exatas.

29



8 Método de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo (MMC) é um método numérico que se utiliza
de amostragem aleatoria para a resolucao de problemas. E utilizado em diversas areas
como a Fisica, a Economia, a Geologia, a Biologia, a Matematica etc. Atualmente, ele
pode ser descrito como um método de simulacao estatistica que desenvolve simulacoes
através de niimeros aleatorios. O método é baseado em simulagoes estocésticas, ou seja,
tém origem em processos oriundos de eventos aleatorios. A principio devemos supor
que tenhamos um gerador de ntimeros aleatorios equiprovaveis. O que chamamos aqui
de niimero aleatorio deve ser entendido como o valor de uma variavel aleatéria que esta
distribuida uniformemente no intervalo (0, 1).

O método foi desenvolvido por Stanislaw Ulam em 1946, mas s6 foi forma-
lizado em 1949, no artigo “Monte Carlo Method” publicado por ele e por John Von
Neumann. O método recebeu esse nome por seus estudos estarem intimamente relaci-
onados com a aleatoriedade e com as repetidas atividades que acontecia em um cassino
em Monte Carlo.

Para se entender a ideia basica do método vamos supor que queiramos
calcular o valor da area da figura A, que estd contida dentro de um quadrado de
lado unitério, conforme a Figura 24 Suponhamos, ainda, que seja possivel distribuir
uniformemente pontos dentro desse quadrado. Seja N o numero de pontos dentro
do quadrado e N; o nimero de pontos dentro da figura A. E intuitivo que, para se
estabelecer um relacao entre a area da figura A e o nimero de pontos distribuidos,
basta fazer Wl E facil ver que quanto maior a quantidade de pontos distribuidos,

melhor a aproximacao do valor da area procurada.

.
.
® o0 0% o °*

. e o
o.‘." o o0 0:0"0 A

o

1

Figura 24: Tlustragao do Método de Monte Carlo para célculo de areas
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O exemplo dado nos permite caracterizar o MMC como uma técnica simples,
mas é importante ressaltar que para que se tenha o sucesso do método é necessario que
tenhamos uma forma confidvel de se obter nimeros aleatérios e que o método possa
ser utilizado repetidas vezes, a fim de minimizar o erro da estimativa.

Determinar areas conforme o exemplo acima é mais pratico, mas se tratando
do MMC, o célculo de areas esta relacionado com o calculo de integrais. Uma impor-
tante aplicacao do método é a transformacao de equagoes diferenciais em integrais.
Veremos entao como podemos utilizar o método para a resolucao de integrais.

Vamos calcular a integral de uma fungao real f(x) no intervalo [a,b], ou
seja, calcular a area definida pela curva, o eixo x e as retas © = a e x = b, construindo
as somas de Riemann.

A integral de f pode ser definida como:

k

b
I :/ f(x)dx = Zf(xl)Ax

i=1
Ou seja, o intervalo [a, b] pode ser dividido em intervalos menores e iguais com extremos
x; para cada novo intervalo Az, para os quais calculamos f(z;). A partir disso podemos
calcular a area do retangulo de base Ax e altura f(x;). A soma das areas de todos os
retangulos corresponde a uma aproximacio da area sob a curva. E facil ver que quanto
menor o intervalo dos x;, melhor a aproximacao do valor da 4rea procurada.

Para obtermos a variagdo Az basta subdividirmos o intervalo [a,b] em k

intervalos iguais, basta calcularmos , teremos entao:

_b—a

O ) = (b a)

i=1

I —a)E(f(x)),

Zle f () = (b
k

onde E(f(x;)) é a média dos valores de f(x;). Assim, para calcularmos a integral da
fungdo f(z) precisamos estimar a média dos valores de f(x;). A equagao foi encontrada
supondo que os pontos x; sao constantes e igualmente distribuidos ao longo do intervalo
[a, ], dessa forma, podemos desconsiderar a necessidade de se obter intervalos cons-
tantes, considerando, entao uma amostra de niimeros aleatérios de forma que estejam
igualmente distribuidos no intervalo. Concluimos assim, a possibilidade de usarmos o
método de Monte Carlo para estimar o valor da integral I.

Um impasse maior ao se utilizar o método de Monte Carlo é a necessidade

de se utilizar meios computacionais para os calculos exigidos. Pode-se dizer que o
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método é praticamente inutilizavel se a técnica empregada for exclusivamente manual.
A exigéncia de uso de meios computacionais é iniciada pela necessidade de se obter
nimeros aleatorios.

Sao muitas as técnicas que podem ser utilizadas para a obtencao de niimeros
aleatorios. No caso de uso de computadores, podemos chamar de técnica para geracao
de ntimeros pseudo-aleatorios, isso por que os nimeros gerados nao sao totalmente
aleatorios; cada numero aleatério gerado depende de uma iteracao anterior, que sao
obtidos através de relacoes matematicas recursivas que vao determinando os ntimeros
pseudo-aleatorios.

Uma técnica bastante usada para gerar niimeros aleatorios ¢ o método con-
gruencial. Este consiste em gerarmos ntimeros aleatorios através de um niimero inicial

xo a partir da relacao

Tiy1 = (ax; + ¢) mod m, (3)

onde, a, xg, ¢ e m sao inteiros nao negativos e 0 < ¢ < m — 1. Chamamos de xzg
somente, a de multiplicador, ¢ de incremento e m de mddulo. Se tivermos ¢ # 0, o
método ¢ chamado de congruencial misto, se ¢ = 0, o método ¢ chamado de congruencial
multiplicativo.

E facil perceber que a formula do método congruencial s6 permite um ni-
mero maximo de geracao de m nimeros aleatorios distintos, mas nao significa que
sempre serao gerados apenas numeros distintos. O gerador pode apresentar um ciclo
ou periodo, ou seja, a partir de um certo niimero, os nimeros gerados passam a se
repetir; por esse motivo, ao usarmos o método precisamos tomar a e m de forma que
se houver ciclos, estes sejam grandes. Analisando o método do ponto de vista pratico,
o nimero m é limitado pelo maior inteiro que pode ser representado pelo computador,
entao podemos tomar m pela quantidade do niimero total de bits das palavras que o
computador que estd sendo usado possui. Assim, podemos tomar m = 232. Para a
escolha do nimero a, de modo que o ciclo de geracao de niimeros aleatorios seja grande,
podemos tomar uma poténcia grande de um ntimero primo, por exemplo, a = 7%. En-
contrando todos os x; possiveis, os nimeros pseudo-aleatorios sao da forma w;, tais
que:

T; ,
w=—=0<i<m-1
m

Exemplo 16. Vamos gerar, através do método congruencial multiplicativo, nimeros

pseudoaleatorios em que a semente € xo = 17, a =7 e m = 100.
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Utilizando a recorréncia (3]), obtemos a seguinte sequéncia.

Note que, a partir de x4 os ntimeros passam a se repetir, formando um ciclo

de tamanho 4. Como,
Ty X

U; = =
m 100’
segue que, os nimeros aleatorios procurados sao:

ug=0,17;u; = 0,19;us = 0,33;u3 = 0,31;uy = 0,17 - - -

Outra forma de gerar nimeros aleatorios é através de planilhas eletronicas
como o Excel. Através da funcao aleatdrio() a planilha fornece nimeros aleatorios
distribuidos uniformemente entre 0 e 1. Os niimeros sao calculados a cada vez que a
planilha é solicitada. Pela maior simplicidade do uso do Excel, usaremos a planilha para
gerar numeros aleatorios e realizar os calculos necessarios para obtermos os resultados

aqui apresentados.

1
Exemplo 17. Vamos calcular a integral: / ridx.
0

Pelo método convencional, a resolucao dessa integral é:

1 13 03
/ r?der = — — — = 10,3333
0 3 3

Agora vamos resolver pelo Método de Monte Carlo:
1 k ‘
/ 22dr = (1 — O)Lﬁlkf (=)
0

Vamos aproximar essa integral utilizando 100 ntiimeros aleatorios distribui-

dos uniformemente no intervalo (0,1). Devemos seguir os passos:

1. Gerar xq, 9,23, - ,x100 distribuidos uniformemente no intervalo (0, 1);

2. Calcular f(x1), f(xo), f(x3), -, f(2100);
i f @)

3. Calcular a média da amostra gerada, ou seja =

4. Multiplicamos o resultado da etapa 3 por (1 —0).
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Utilizando o Excel para calcularmos o valor da integral, encontramos valo-
res proximos de 0,3333, mas percebemos que ao recalcularmos o programa os valores
podem variar bastante. Com algumas tentativas, podemos perceber que a maioria dos
valores oscila entre 0,27 e 0,38 (alguns valores passam desses limites, mas estao em
minoria). Essa discrepancia dos valores se da por varios motivos, mas o principal de-
les é pelo pequeno valor de niimeros aleatérios que usamos para aproximar a integral.
Para mostrar esse valor, recalcular a integral utilizando mais niimeros aleatorios, va-
mos utilizar 1.000 e 10.000 nimeros aleatorios para calcularmos a integral acima. Ao
calcularmos a integral utilizando 1.000 nimeros aleatérios encontramos valores mais
proximos ainda de 0,3333, mas dessa vez ao recalcularmos vérias vezes os niimeros
aleatorios e consequentemente as operacoes que devem ser realizadas, a maioria dos
valores encontrados oscilam entre 0,31 e 0, 35.

Repetindo o procedimento, mas com 10.000 niimeros aleatorios. Recalcu-
lando por algumas vezes o programa encontramos valores que variam, em sua maioria
entre 0,32 e 0, 34.

Gerar numeros aleatoérios e calcular as etapas acima mencionadas é um
método bastante simples, utilizarmos de mais niimeros aleatérios nao dificulta em nada
os célculos que serao realizados. Fizemos o mesmo procedimento nos trés casos, com
100, 1.000 e 10.000 ntiimeros aleatorios, em todos os trés o encontramos um valor
aproximado para a integral proposta, mas como ja tinhamos dito quanto mais ntimeros
aleatérios usarmos, melhor teremos a aproximagao. O nivel de dificuldade em gerar
10 ou 10.000 ntimeros aleatorios e realizar os calculos necessarios é o mesmo, uma vez
que quem faz tudo é a planilha eletronica. (Quanto mais niimeros usarmos, melhor
serd a aproximagao da integral, ja tinhamos dito isso na teoria, mas vimos agora como
funciona na préatica.

Podemos aferir, entao, que o MMC é bastante eficiente, e sua eficiéncia
aumenta na mesma propor¢ao em que aumentamos a quantidade de niimeros aleatorios

utilizados.
LR

Exemplo 18. Vamos calcular a z'ntegml/ e 2 dx pelo Método de Monte Carlo.
0

Vamos calcular o valor da integral utilizando 1.000 nimeros aleatorios dis-

tribuidos uniformemente no intervalo (0, 1). Para isso devemos seguir os passos:

1. Gerar xq,x9, 3, -, X100 distribuidos uniformemente no intervalo (0, 1);

22

2. Caleular f(z1), f(z2), f(23), -+, f(z1000), onde f(z;) = ez
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>t f(xi).
1000

4. Multiplicamos o resultado da etapa 3 por (1 — 0).

3. Calcular a média da amostra gerada, ou seja

Usando o Excel para realizar as etapas acima descritas encontramos valores
que variam entre 0,84 e 0, 87 (varia¢oes apresentadas sempre que o programa é recal-
culado). De fato, a estimativa do valor da integral estid correta e matematicamente
aceitavel, como vamos ver a seguir.

De acordo com [4] a variavel aleatoria z, tem distribui¢cdo normal padrao

1
V2

modo, para encontrarmos o valor da integral de f(z) podemos utilizar a tabela de

e 2 para todo z real. Desse

se sua funcdo de densidade é dada por ¢(z) =

distribui¢ao de probabilidade (também trabalhada pela autora), calcularmos P(0 <
z < 1) e multiplicarmos o valor encontrado por V.

Conforme explicado acima, o resultado encontrado é 0,8555, o que mostra,
a eficacia do Método de Monte Carlo, que estimou um valor bem proximo do real.

Diante do exemplo anterior, vimos que o MMC é bastante eficiente, e que
pode ser utilizado também no calculo de integrais mais complexas. Porém, foi facil
perceber que o método é um tanto quanto lento, ou seja, necessita de uma quantidade
muito grande de pontos para que sua convergéncia seja eficaz. A questao é: seria
possivel acelerar a convergéncia do método? No exemplo acima usamos variaveis que
estavam igualmente distribuidas no intervalo (0,1), mas e se pudéssemos “escolher”
os numeros a serem utilizados de forma que contribuam de forma mais efetiva para
o célculo da integral procurada? Essa forma de “escolher” nimeros que facilitem o
calculo da integral é chamada de amostragem por preferéncia, e seu objetivo é acelerar
a convergéncia do método de Monte Carlo. Veremos adiante como essa escolha pode

ser feita.

b
Queremos calcular I = / f(x)dx e, para isso, precisamos encontrar uma
a
b
funcao densidade p(z) tal que / p(z)dxr = 1. Podemos reescrever I da seguinte forma:
a

I = /ab f(z)dz = /ab %p(:c)d:c = /ab %dy,

onde p(z)dr = dy = y(x) = /p(:p)d:p.
Aparentemente as integrais sao iguais, mas se analisarmos melhor obtere-

mos conclusoes diferentes; o resultado serda o mesmo, mas encontrando uma funcao
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de densidade, que atenda a alguns requisitos, é possivel fazer com que a convergéncia
do método seja mais rapida. O objetivo de se encontrar uma funcao densidade de
probabilidade p(z) é mapear uma regiao de interesse. Enquanto no primeiro exemplo
usamos nimeros aleatorios que estavam uniformemente distribuidos no intervalo, a fun-
cao densidade nos permite escolher uma regiao em que os pontos sejam mais favoraveis
a resolugdo da integral. Primeiramente p(x) deve ser escolhida de modo a se compor-
tar de acordo com a fungao f(x); deve ser tdo proxima de f(z) o quanto se queira,

de modo que o integrando se aproxime de uma constante. Como dissemos acima, ela

deve ser normalizada, ou seja, p(z)dz = 1, isso para que a func¢do densidade tenha

a
probabilidade finita no intervalo de que se tem interesse, deve ser sempre positiva e

que seja facil de ser calculada.

1
Exemplo 19. Vamos resolver a integral I = / e“dr. Calculando a integral pelo
0

método convencional encontramos:

1
I= / e =el —e¥ = 1,718281828
0

Agora vamos calcular a integral via o MMC, utilizando, neste caso, a amos-
tragem por preferéncia. Para acelerarmos a convergéncia do Método de Monte Carlo
precisamos tomar uma func¢ao densidade p(z) que satisfaga as restri¢oes exigidas. Uma
fungao semelhante de f(x) = e” é sua propria expansao em série de Taylor em torno
de 0:

p(z) =1+zx.

Temos entao:

1 1 ex ( ) 1 ex
[:/ezdx:/il—i-xda::/idy
0 o (1+z) o (1+2)

T 2

Com dy = (1+;1:)da::>y:/ (1+x')daz':x+%
x? ’

Como y =z + 5 temos:

2420 -2y=0=a0=—-1+/1+2y
Sex=0=y=0
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- 3 . . .
Temos entao 0 y < 5 para isso devemos considerar apenas o sinal
positivo, logo obtemos:
; 3 e~ 1+VIF2y

©C 4
o Vitay Y

< : . 3
Devemos entao gerar nimeros aleatérios no intervalo (O, 5] calcularmos

a integral acima, conforme as instrucoes do Exemplo 19; neste caso vamos gerar 1.000

nameros aleatorios.

" . . 3
1. Gerar x1,x9, 23, -, X000 distribuidos uniformemente no intervalo (O, 3 ;

2. Calcular f(xy), f(x2), f(x3), -, f(T1000);

Sy ),

3. Calcular a média da amostra gerada, ou seja 1000

4. Multiplicamos o resultado da etapa 3 por (g - 0).

Desenvolvendo o método conforme as etapas acima, encontramos valores
entre 1,70 e 1, 73. Vemos assim, que o erro encontrado é bem menor do que do exemplo
anterior, esse fato se deve a escolha de uma regiao que mais favorecesse o célculo da
integral em questao. Com esse exemplo constatamos, mais uma vez, a eficiéncia do

método de Monte Carlo no calculo de integrais.

Exemplo 20. Vamos estimar o valor de w. Como jd sabemos, o valor de m, com 10
casas decimais €é:
m = 3,1415926536.

Para calcularmos o valor de 7 utilizando o método de Monte Carlo, vamos

analisar a Figura 25
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-1.5 - -0.5 0 0.5 L 1.5
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Figura 25: Circunferéncia unitaria inscrita em um quadrado

Temos um circulo com 1 unidade de raio centrado na origem e inscrito em
um quadrado de lado 2 unidades. Para nossos estudos vamos considerar apenas o
primeiro quadrante. Para calcularmos o valor de 7, podemos utilizar a forma mais

simples do Método de Monte Carlo. A &rea total do circulo nos ja sabemos:
A=m?=A=r.

Dessa forma, a érea abaixo da curva definida pela circunferéncia unitaria e
) . ) 7
0s eixos x e y no primeiro quadrante ¢ dada por 1
No primeiro quadrante temos uma curva dentro de um quadrado unitéario.
Vamos supor que tenhamos um dardo para atirarmos na figura do primeiro quadrante.
A érea definida acima serd dada entao pela razao entre a quantidade de dardos acer-
tados abaixo da curva (IVg) e a quantidade de dados acertados em todo o quadrado
unitario (Nrp).
Temos entao:
e NO NO
—=—=>71=4—
4  Nr Nrp

Faz-se necessario cumprir as seguintes etapas:

i) Geramos niimeros aleatorios no intervalo (0,1) que correspondam & variavel x;
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ii) Geramos ntimeros aleatorios no intervalo (0,1) que correspondam & variavel y
Teremos assim o par ordenado (x,y) que corresponde a localizagao de cada dardo

langado);

iii) Calculados /22 + y2, se esse valor for maior ou igual a 1, entdo o par ordenado
e consequentemente e o dardo estard dentro da curva a qual procuramos a area,

caso contrario o dardo esté fora da curva, mas dentro do quadrado unitario;

iv) Somamos o niimero encontramos dentro da curva, dividimos pelo numero total

de pontos e multiplicamos por 4. Esse sera o valor de procurado.

Com todo o algoritmo mostrado fica claro que a precisao do resultado vai
depender da quantidade de pontos utilizados. Neste caso vamos utilizar 1000 ntimeros
aleatorios.

Os valores encontrados oscilam em um intervalo de 3 a 3, 4, que vao sendo al-
terados a cada vez que o programa é recalculado. Matematicamente o erro do intervalo
é totalmente aceitavel. Estamos utilizando um método embasado em probabilidades,
a partir disso, encontrar resultados com menos de 5% de erro é bastante satisfatorio.
Vemos, assim, a eficiéncia do método ao estimarmos o valor de 7.

Com todos os exemplos apresentados, pudemos perceber a eficiéncia do Mé-
todo de Monte Carlo. Em todos os exemplos os niimeros aleatorios foram gerados pelo
Excel, assim como todos os calculos necessarios. Utilizar o Excel para esses exemplos
¢ consideravelmente simples, nao necessitando de muito conhecimento em programas e
softwares; estes tltimos existem e sao de bastante eficiéncia, mas exigem que o leitor
tenha um conhecimento a mais sobre programagcao.

Apresentamos, neste capitulo, apenas uma ideia simplificada do método, as
suas aplicacoes vao muito além disso. Nosso intuito aqui é mostrar mais um método
numeérico que nos permite realizar calculos que sao imprescindiveis a qualquer estudante

da area de exatas.
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9 Conclusao

Os temas abordados nesse trabalho sao de extrema importancia para diver-
sas areas. Como foi apresentado sao vérias as situacoes em que estudantes e profissio-
nais, principalmente das Ciéncias Exatas, se deparam com situacoes em que precisam
saber utilizar alguns métodos que permitam determinar os zeros de uma funcao ou
calcular a area abaixo de uma curva. Neste trabalho abordamos quatro métodos prati-
cos que permitem a resolucao de alguns problemas que envolvem funcoes. Os métodos
iterativos da Bisseccao, de Newton e da Secante permitem determinar uma estimativa
de raizes de fungoes, enquanto o método de Monte Carlo permite o célculo da area sob
uma curva. Calcular raizes e areas é algo imprescindivel para quem lida com situacoes
que envolvem funcoes, e nesse contexto o conhecimento de métodos como os que foram
apresentados neste trabalho sao de suma importancia.

Pudemos perceber a eficiéncia de todos os métodos estudados, mas é impor-
tante salientar que sao métodos que praticamente necessitam da utilizacao de softwares
e de computadores, uma vez que necessitam de muitos calculos e comparagoes. O uso
de tecnologias se faz necessario a partir do momento em que precisamos tracar o gréafico
de funcgoes. Funcoes mais simples permitem céalculos e desenho de graficos manuais,
mas sao excecoes, como pudemos observar no decorrer do trabalho.

Um relevante ponto é o uso dos métodos no ensino basico. O estudo de
demonstragoes da maior parte dos teoremas e resultados no ensino bésico ja é bem
pouco usual, uma vez que é desinteressante ao aluno (muitas vezes esses alunos ne-
cessitam de conhecimentos além do que esta sendo buscado). Dessa forma, trabalhar
os métodos estudados com alunos do ensino bésico seria um trabalho mais superficial,
sem demonstragoes e provas, mas nem por isso desinteressante e desmotivador. Dos
métodos trabalhados, os mais indicados para serem usados sao os métodos da bisseccao
e de Monte Carlo, por serem métodos mais simples e exigirem menos aprofundamento
que nos demais. No contexto, os métodos de Newton e da Secante sao menos indicados
por apresentarem uma dificuldade bem maior, além disso, a derivada de funcoes nao
faz parte dos contetidos programéticos para o ensino basico.

O professor possui uma infinidade de formas de utilizar os métodos em
sala de aula, os métodos indicados sao bem interessantes e permitem inclusive que
os alunos possam entender toda a metodologia utilizada, sem se prender a férmulas.
Basta, entao que os professores tenham interesse em realizar aulas diferenciadas e que

busquem material para isso. Dois exemplos, que foram tratados ao longo do trabalho,
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sao bem interessantes para serem trabalhados, como o calculo de v/2 e de 7.

Como pudemos perceber, nao existe um tinico método que resolva a todos
os problemas; o que apresentamos neste trabalho foram alternativas que o leitor pode
escolher dependendo de sua necessidade. Os métodos convencionais para encontrar
raizes de funcoes reais e de resolucao de integrais definidas, muitas vezes podem ser
dificilmente aplicados em algumas situacoes, neste ambito, o uso de métodos numéricos

praticos, como os estudados, apresentam ainda maior importancia.
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