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Resumo

O objetivo desta monografia é fazer um estudo detalhado sobre relagoes. Para tanto,
forneceremos algumas defini¢oes. Para o desenvolvimento deste foram abordados temas como
relacoes bindrias, relagoes de equivaléncia e relagoes de ordem. No desenvolvimento deste
veremos formas de representar as relacoes dando destaque a representagao na forma de Grafos.
E finalizamos o trabalho com a Ordenacao Topoldgica na conclusao de algumas tarefas de

um projeto.

Palavras Chaves: Relacoes Binaria, de Equivaléncia e de Ordem.



Abstract

The purpose of this monograph is to make a detailed study about studying of rela-
tions. So, we will provide some definitions. Developing this Themes like binary relations,
equivalence relations and order relations. At the same we will show ways to represent rela-
tions highlighting the representation in the form of graphs. And we will finish the job with

Topological Ordering in completing some tasks of a project.

Key words: Relations: Binary, Equivalence and Order.
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Introducao

Esta monografia tem por objetivo principal fazer uma abordagem do estudo das relagoes
mostrando que o mesmo pode ser aplicado no Ensino Médio, pois no desenvolvimento deste
trabalho procuramos utilizar uma linguagem mais simples. E para a sua compreensao se faz
necessario que o leitor ja tenha prévio conhecimento de conceitos basicos de pares ordenados,

produto cartesiano e matrizes.
O trabalho foi dividido em trés capitulos.

O primeiro capitulo contém definicoes de Relacoes algumas classificacoes com destaque
para as relagoes binarias, relacoes em um conjunto, relagoes na forma de funcoes, suas pro-

priedades e formas de representa-las: como a forma matricial e o uso de grafos.

No segundo capitulo, fizemos um estudo das relagoes de equivaléncia, ja que a mesma pode
ser relacioanda com algums conteidos que sao abordados no Ensino Fundamental, como na
semelhanca de triangulos, na Geometria Euclidiana com o paralelismo entre retas e no estudo

da Aritmética nas congruéncias modulo m. E finalizando definimos as classes de equivaléncia.

O ultimo capitulo, contém a parte essencial desta monografia, descreve a relagao de ordem
fazendo o estudo da ordem parcial dando suas defini¢oes, suas respresentagao através do Dia-
grama de Hasse, descrevendo o que é um reticulado e a importancia da ordenacgao topoldgica
no desenvolvimento de um projeto com a ordem total das tarefas a serem execultadas na

conclusao de um projeto.



Capitulo 1

Relacoes

No dia a dia nos deparamos com varias situagoes “em que uma coisa depende da outra”
ou “estda em fungao de outra”, também é comum abrirmos jornais ou revistas e encontramos
graficos sobre os mais variados assuntos, mostrando a dependéncia entre os fatores de estudo,

essa dependeéncia existente entre duas grandezas é conhecida como Relacao.

Ao relacionarmos espaco em funcao do tempo, niimero do sapato em funcao do tamanho
dos pés, intensidade da fotossintese realizada por uma planta em funcao da intensidade de luz
a que ela é exposta ou pessoa em funcao da impressao digital, percebemos quao importantes
sao os conceitos de funcoes para compreendermos as relagoes entre os fenomenos fisicos,

biolégicos, sociais...

As relagoes estao presentes no nosso cotidiano, sejam no vinculo familiar, nas relacoes de

amizade, na Matematica, na Ciéncia da Computacao, etc.

Na Matematica, estudamos as relagoes na Teoria dos Conjuntos, na Légica, Relagoes
Binarias, Ternarias, Quaternérias, mais geralmente nas n-arias. Neste trabalho iremos des-

tacar o estudo das Relagoes Binarias.

1.1 Produto Cartesiano

Sejam A e B dois cojuntos nao vazios. Denominamos Produto cartesiano de A por B o
conjunto A X B cujos elementos sdo todos pares ordenados (z,y), em que o primeiro elemento

petence a A e o segundo elemento pertence a B.

AxB = {(z,y)| v€A e ye B}
2



O simbolo A x B lé-se“A cartesiano B” ou “produto cartesiano de A por B”.

Exemplo 1.1.1 Se A =1{0,2,4} e B ={0,2}, temos que
Ax B ={(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(4,0),(4,2)} e
B x A=1{(0,0),(0,2),(0,4),(2,0),(2,2),(2,4)}
Observacao 1 1. Se A# B, entio A X B # B x A, isto €, o produto de dois conjuntos
nao sao comutativos.

2. Se A x B sao conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente, entio A x B

poussui m - n elementos.

3. Se A ou B for infinito e nenhum deles for vazio, entao A x B serd infinito.

1.2 Relacoes Binarias

Sejam dois conjuntos, A e B, nao vazios, chamamos de relacdo bindria R de A em B,

qualquer subconjunto do produto cartesiano A x B, isto é,
RcC{(a,b) e AxBla€ Aebe B}
O conjunto A é “ denominado comumente como” o conjunto de partida e B “também
comumente denominado como” conjunto de chegada de R.
Um par ordenado (a,b) € A x B satisfaz a relagdo R quando (a,b) € R, neste caso usa-se

a notacao aRb. Se (a,b) ¢ R escreve-se a RD.

Exemplo 1.2.1 Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B ={2,3,5,6}. Vamos considerar
uma relacao bindaria R de A X B, em que a divide b. Podemos representar essa relagao em

simbolos do sequinte modo:
R ={(a,b) € AB | a divide b}

Os pares que satisfazem essa relacao sao:

Rk ={(1,2),(1,3),(1,5), (1,6),(2,2),(2,6),(3,3),(3,6)}
3



Exemplo 1.2.2 Seja F o conjunto dos estados do Brasil e C' o conjunto das cidades brasi-
leiras. Seja R a relagao de E para C tal que, dados x € E ey € C, x estd R-relacionado
com y se e s6 se o estado x contém a cidade y. Deste modo, os pares (Sergipe, Aracaju) e
(Alagoas, Arapiraca) pertencem a relagio R, enquanto que o par (Rio de Janeiro, Santos)

nao pertence a R.
Exemplo 1.2.3 Seja A ={0,1,2,3,4} e B = {0,1,2,3}, considere a relacio R de A x B
definida por aRb <= a + b = 4.

Os pares dessa relagio sio R = {(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)} e eles estao representados

graficamente através do diagrama de Venn na figura 1.1.

Figura 1.1: Diagrama de Venn

1.3 Funcoes

Definimos uma funcao de A em B por uma Relacao Bindria f de A em B tal que para

todo a € A, existe um tnico b € B tal que afb. Em simbolos,
Vaec A, Al be B—afb

Se afb entao se escreve f(a) = b e dizemos que b é imagem de a por f.

Podemos representar uma funcao através de uma equacao, de um grafico, uma tabela de
associacao e pelo diagrama de Venn.

O dominio (domf) e o contradominio (cdomf) de uma func¢ao f, no sentido ja conhecido,
coincidem com o dominio e contradominio de f considerada como uma relagao. Portanto,
dada uma fungao f : A — B, temos domf = A e cdomf ={y € B|3x € A(y = f(x))}.

4



Exemplo 1.3.1 Dados os conjuntos A = {0,1,2} e B = {0,1,2,3,4}, determinada pela
relagio R = {(a,b) € Ax B |b=a?}. Os pares ordenados de R que satisfazem essa relagdo
sao (0,0), (1,1), (2,4) e como todo elemento do conjunto A possui um unico correspondende

em B entdo essa relagao representa uma funcao.

Exemplo 1.3.2 E comum encontrarmos em algumas padarias tabelas que trazem o preco a
pagar de acordo com a quantidade de pao que serd comprada. Ver Tabela 1.1. Analisando a
tabela, observamos que existe uma dependéncia (relagdo) entre o valor a pagar e a quantidade
de pao e para qualquer quantidade o valor € unico, entao vimos que este modelo de tabela

representa uma fung¢ao.

Quantidade de pao | Valor a pagar (em R$)
1 0,30
0,60
0,90
1,20
1,50
1,80
2,10
2,40
2,70
3,00

O |0 || |0 k=] W |

—_
)

Tabela 1.1: Representacao de uma funcao

Exemplo 1.3.3 A relacdo R representada na figura 1.1 nao € uma funcao, ja que para 0 € A
ndo eristebe B |0+b=4

Observagao 2 Se A = B, um relagao de A em B é simplesmente uma relagao em A.

Exemplo 1.3.4 Quantas relacoes existem em um conjunto com n elementos?

Uma relagao em um conjunto A € um subconjunto A x A. Sabemos de A x A contém
n? elementos. Entdo um conjunto com m elementos possui 2™ subconjuntos e existem om?
subconjuntos de A x A. Logo existem 2" relagées em um conjunto com n elementos. Por
exemplo no conjunto {1,2,3}, existem 2%° = 29 = 512 relagies.

5



Exemplo 1.3.5 Seja A = B conjunto {1,2,3}. Quais pares estao na relagio R = {(a,b) |
a < b}.

Como (a,b) estio em R se, e somente se, a e b forem inteiros positivos e a < b, vemos
que R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}. Os pares dessa relagio estao representados

graficamente a sequir:

Figura 1.2: Diagrama de uma relagao

1.4 Propriedades das Relacoes em um Conjunto

Uma relagao R sobre o conjunto A pode ser classificada como:

Reflexiva: quando para todo z € A | (z,z) € R ou xRx.

Simétrica: quando para quaisquer x, y € A | se xRy entao yRx.

Antissimétrica: quando para quaisquer z, y € A , se xRy e yRx entao z = y.

Transitiva: quando para quaisquer x, y, z € A, se zRy e yRz entao zRz.

Exemplo 1.4.1 Consideremos a relagio = (igualdade) sobre os inteiros.

A relacio = € reflexiva, pois qualquer inteiro € igual a si mesmo, € simétrica, se temos

xr =1y, entao y = x, e transitiva, pois se x =Y ey = z entao r = 2.



Exemplo 1.4.2 Consideremos a relagao < (menor do que ou igual a) sobre os inteiros.

Note que < € reflexiva pois para qualquer inteiro x, é verdade que x < x. FE também
transitiva pois se x < y ey < z entao x < z. Nao é simétrica, pois isso implicaria em
x<y=y <z Mas, < € antissimétrica, pois sabemos que se v <y ey < x, devemos ter

que xr =Y.

1.5 Representacao

Podemos representar uma relacao entre conjuntos finitos de varias formas. Além de
representar as relacoes explicitando propriedades dos pares ordenados ou listando todos os

pares, também é possivel representar relagoes usando:
- Matricial.
- Grafos direcionados (digrafos).

Aqui nés iremos destacar o uso de matrizes e o uso de grafos.

1.5.1 Matricial: Matriz zero-um

Sejam A e B conjuntos finitos nao-vazios e seja R uma relagao de A x B, onde A =
{a1,as,a3,...,anm}, onde 1 <i<me B ={by,by,bs,....0,} onde 1 < j < n. A relacao R de

A em B pode ser representada por uma matriz da relagao do seguinte modo:
e o numero de linhas m é o numero de elementos de A;

e o numero de colunas n é o nimero de elementos de B;

e Cadauma da a,; posi¢oes da matriz possui um valor légico associado, e por simplificagao
visual costuma-se usar os valores 0 e 1 para representar os valores logicos verdadeiro e

falso respectivamente:



Exemplo 1.5.1 Seja A= {0,2,4} e B={0,1,2} e R={(a,b) € Ax B | a=2b}.
Os pares da relagio sio R = {(0,0), (2,1), (4,2)}.

Usando uma matriz para representar a relagao acima, temos:

0]1]2 L0 o

O|V|F|F
Mrp=10 10

2|F |V |F
0 01

41 F|F |V

Exemplo 1.5.2 Sejam A = {1,3,5} e B = {0,1,2,3,4}.Entao os pares ordenados da

relacao R, representada pela matriz sao:

01000
Mp=110110
10010

Como R consiste nos pares (a;,b;) com m;; =1, seque que

B ={(1,1),(3,0),(3,2),(3,3),(5,0), (5,3)}

Observacao 3 Propriedades das relacoes usando matrizes.

A matriz de uma relagao em um conjunto que € uma matriz quadrada, pode ser usada

para determinar se a relagao tem determinadas propriedades. Asssim:

e R ¢ reflexiva se todos os elementos na diagonal principal de Mg forem iguais a 1.
e R ¢ simétrica se Mr = (Mg)".

e 1R € antissimétrica se m;; =1 com ¢ # j, entao m;; = 0.

Exemplo 1.5.3 Considere a relacdo R representada pela matriz abaizo:

ny)

I
s R -
—_ =
_ = O

Essa relagao € reflexiva pois todos os elementos da diagonal dessa matriz sao iguais a 1.
Como Mpg € simétrica, seque que R € simétrica. E facil ver que R nao é anti-simétrica, pois

m12:1€m21:1.



1.5.2 Grafos

As relagoes em A podem ser representadas por grafos dirigidos, em que cada elemento do
conjunto é representado por um ponto e cada par ordenado é representado usando um arco
com sua direcao indicada por uma flecha. Usamos essa represetacao quando os conjuntos sao

finitos.

Defini¢ao 1.5.4 Um grafo orientado é uma conjunto V de vértices (ou nds) junto com um
congunto E de pares ordenados de elementos V chamados de arestas (ou arcos). O vértice a
¢ chamado de vértice inicial de uma aresta (a,b) e o vértice b é chamado de vértice final da

aresta.

Exemplo 1.5.5 O grafo orientado da relagao:

R ={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)}, no conjunto {1,2,3,4} estd re-
presentado na figura 1.3.

(VI 2

Figura 1.3: Grafo da relagdo R no conjunto {1,2, 3,4}

Exemplo 1.5.6 Seja A ={2,3,4,5,6,7,8} e a relagio bindria R em A definida como:
Ve, y € A,xRy,x |y

. O grafo dirigido da relagao R, esta representado na figura 1.4.



8 6 7
b ¢

Figura 1.4: Grafo da relagao x | y

Exemplo 1.5.7 Os pares ordenados das relacoes representadas pelos grafos orientados nas
Figuras 1.5, 1.6 e 1.7, sao:

a) {(a,a), (a,¢), (a,d), (b,b), (¢, ), (¢,a), (d, d), (d, a) }
b) {(a,a),(a,c), (b;b), (b, a), (b,¢), (¢, )}

C) {(173>7 (1’4)7 (27 2)7 (27 1)’ (27 3)7 (373>7 (37 1)7 (47 ]‘)7 (47 3)}

| f
C a \ -— 2 )
.\
A\
b o 4 3( )
Figura 1.5: (a) Figura 1.6: (b) Figura 1.7: (c)

Observagao 4 Através de um grafo orientado podemos analisar se uma rela¢ao possui de-

terminadas propriedades. Por exemplo:

o Reflexiva, se existir um lago em todo vértice do grafo orientado, de modo que todo par

(x,x) ocorra na relagao.

e Simétrica, se para cada aresta entre vértices distintos em seu digrafo existir uma aresta

no sentido oposto, de modo que (y,x) apareca na relagdo toda vez que (x,y) aparecer.

10



e Antissimétrica, se nunca existir duas arestas em sentidos opostos entre dois vértices

distintos.

o Transitiva, se sempre que existir uma aresta de x para y e uma aresta de um vértice y
para um vértice z, existir uma aresta de x para z (formando um triangulo em que cada

lado é uma aresta orientada com a dire¢ao correta).

Exemplo 1.5.8 Considere o conjunto A ={0,1,2,3} e a relagao bindria R definida como:
R ={(0,0),(0,1),(0,3),(1,0),(1,1),(2,2),(3,0),(3,3)}. Podemos vericar que R ¢é refleziva,
pois existe um laco para cada noé do grafo o que significa que cada elemento de A estd rela-
cionado consigo mesmo. E simétrica, pois para cada aresta de “ida” existe uma aresta de
“volta”. F nao é transitiva, jd que temos 1RO e O0R3 mas nao temos 1R3, o que implica na

nao transitividade.

0 ‘i‘ s 1
|
3 1 2

L

Figura 1.8: Grafo da relacao R do exemplo acima

11



Capitulo 2
Relacoes de Equivaléncia

Dizemos que R é uma relacao de equivaléncia se R é reflexiva, simétrica e transitiva.

Isto é, diz-se que um subconjunto R de A x A define uma relacdo de equivaléncia sobre
A, se satisfaz as seguintes condigoes:

1. (a,a) € R para todo a € A.

2. (a,b) € R implica que, (b,a) € R.

3. (a,b) € Re (b,c) € R entao (a,c) € R.

Ao invés de falar de subconjuntos de A x A podemos falar de uma relacao binaria R
(relagao entre dois elementos de A) sobre o préprio A, definindo que b esta relacionado com
a se (a,b) € R. Quando uma relacdo R em um conjunto A for uma rela¢do de equivaléncia,
adotaremos, em geral, a notacao ~ em vez de R.

Exemplo 2.0.9 Seja m um plano e sejam as retas r, s € w. Define-se:

r//s ser =s ou ser()s=10. E representa uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 2.0.10 Seja R a relagao definida no conjunto dos nimeros reais por (z,y) € R se,

e somente se, | x |=| y |. Para todo nimero real x temos que xRz, pois | x |=| x |, garantindo
que R € reflexiva. Se xRy entdo | x |=|y | e seque que yRx pois |y |=| x |, provando que R
¢ uma relagdo simétrica. Se aRb e bRe, entdo | a |=|b| e |b|=|c|, entdo | a |=| ¢ |, ou

seja aRc, logo R € transitiva. Concluimos que R € uma relagcao de equivaléncia.

12



Exemplo 2.0.11 A semelhanca de triangulos é uma relacdo de equivaléncia. Pois, se temos

a, b e c trés triangulos semelhantes quaisquer, entdo verificam as trés condicoes:

1. a é semelhante com a. (reflexiva)
2. Se a é semelhante com b, entdo b é semelhante com a. (simétrica)

3. Se a é semelhante com b, e b é semelhante com ¢, entao a é semelhante com c. (tran-

sitiva)

Uma relagao de equivaléncia em um conjunto é um tipo de conceito matematico que esta

muito proximo de uma relagao de igualdade. Vejamos um exemplo disso:

Exemplo 2.0.12 Seja a relagio em @ definida pora |b=c|d se, e somente se, a-d="b-c
(o produto dos meios € igual ao produto dos extremos em uma propor¢do). Pode-se verificar
que é uma relagao de equivaléncia. Temos que 2 | 3 =6 | 9 mas muitas vezes afirmamos que
213=6]9.

Definicao 2.0.13 Congruéncia Mdédulo n

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que os inteiros x e y sao congruentes modulo
n sen | (x —y) e representamos por x =y (mod n). Ou resumindo, v =y (mod n) se e

somente se, x ey diferem por um maltiplo de n.

Teorema 2.0.14 Seja n um inteiro positivo. A relagdo “congruente mod n” é uma relagao

de equivaléncia no conjunto dos inteiros.

Demonstracao: Seja n um inteiro possitivo e denotaremos por = a congruéncia mod n.

Devemos mostrar que = é reflexiva, simétrica e transitiva.

e = éreflexiva. Seja x um inteiro qualquer. Como 0-n = 0, temos que n | 0, que podemos

escrever como n | x — z. Portanto, x = x. Assim = ¢ reflexiva.

e = é simétrica. Sejam x e y inteiros e suponhamos x = y. Isto significa que n | (x — y),
logo existe um inteiro k tal que (x—y) = kn, entdo (y—x) = (—k)n. E assimn | (y—=z).

Portanto, x = y, logo = ¢é simétrica.
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e = ¢ tansitiva. Sejam x, y e z inteiros e suponhamos que © = y e que y = z entao = = z.
Portanto n | (x —y) e n | (y — z), entdo temos que (z —y) =tne (y—z) = sn, com t e
s inteiros, logo (z —2) = (z—y)+ (y— 2) = tn+sn = n(t+s), entdo (x —z) = n(t +s)

onde (t + s) sao inteiros, dai concluimos que n | (x — 2) e (z = 2). Logo = é transitiva.

O

Exemplo 2.0.15 Seja A = Z. Considere em A = 7Z a relagao bindria R que consiste na

diferenca de dois inteiros ser um mailtiplo de 3 (Congruéncia mddulo 3).
Esta relagao € de equivaléncia pelo sequinte:
e a € A, a=a modS3, isto éa—a=0 =3k para algum k € N, logo € maultiplo de
3. (reflexiva)

e a =bmod 3, isto éa—b=3r o que podemos escrever b—a = 3(—r) para algum r € N

logo, b — a € maltiplo de 3, assim b= a mod 3 .(simétrica)

e a=bmod 3, isto éa—b= 3t para algumt € N e de b = ¢ mod 3, seque que b—c = 3s
para algum s € N, logo a —c = (a—b)+ (b—c) =3(t+s) = a—c=3(t+ s) para

algum t + s € N, logo a — ¢ € multiplo de 3 e, a = ¢ mod 3 .(transitiva)

2.1 Classe de Equivaléncia

Se R é uma relacao de equivaléncia em A e a € A, chamamos classe de equivaléncia de a
por intermédio de R ao conjunto de todos os elementos de A que estao relacionados com a.

A classe de a denotamos por [a] e se 1é “classe de equivaléncia de a”, definida pela relagao R.

Em forma simbdlica: [a] = {x € A | zRa}

Exemplo 2.1.1 Seja R a relagao definida pelos inteiros x = b mod 4; isto é “x é congruente

com y modulo 4.

Temos que R € uma relacdo de equivaléncia, e como todo inteiro podemos expressar na

forma x = 4q +r onde 0 < r < 4 existem quatro classes [0], [1],[2]e[3]; estas classes sdo:

o [0] ={.,—8,-4,0,4,8,..}

14



o 1]=1{.,-7,-3,1,5,9,...}
o 2] =1{..,—6,-2,2,6,10,..}

e 3]={.,-5,-3,3,7,11,..}

Exemplo 2.1.2 Seja A o conjunto dos estudantes da UFS que estao fazendo apenas um
curso, e seja R a relagio em A que consiste nos pares (x,y), em que x e y sao estudantes
que fazem o mesmo curso. FEntao R é uma relagao de equivaléncia. F R divide todos os
estudantes em A em uma colecao disjunta de subconjuntos, em que cada subconjunto contém
0s alunos que fazem um curso especifico. Por exemplo, um subconjunto que contém todos
os estudantes que fazem Matemdtica, um outro que contém os estudantes de Fisica. FEntao

todos esses subconjuntos sao classes de equivaléncia.

Seja R uma relagao de equivaléncia em um conjunto A. O Teorema abaixo mostra que

as classes de equivaléncia de dois elementos de A ou sao idénticas ou sao disjuntas.

Teorema 2.1.3 Seja R uma relagao de equivaléncia em um conjunto A. Estas afirmacoes

para elementos a e b de A sao equivalentes:

(i) aRtb (i) [a] = [b] (i) [a] N [b] # &

Demonstragao: Vamos primeiro mostrar que (7) implica (i7). Suponha que aRb. Vamos
demonstrar que [a] = [b] mostrando que [a] C [b] e [b] C [a]. Suponha que ¢ € [a]. Entao,
aRc. Como aRb e R é simética, sabemos que bRa. Além disso, como R é transitiva e bRa
e aRe, segue que bRc. Portanto, ¢ € [b]. isto mostra que [a] C [b]. A demonstracao de que

[b] C [a] é anéloga.

Segunda, vamos mostrar que (i) implica (#i7). Suponha que [a] = [b]. Segue que [a]N[b] #

@, pois [a] é nao vazia (pois a € [a], uma vez que R é reflexiva).

A seguir, vamos mostrar que (¢i¢) implica (¢). Suponha que [a] N [b] # &. Entao, existe
um elemento ¢, com ¢ € [a] e ¢ € [b]. Ou melhor, aRc e bRc. Pela propriedade simétrica,

cRb. Entao, por transitividade, como aRc e cRb, temos aRb.

Como (7) implica (i), (i7) implica (zi7) e (i7) implica (i), as trés afirmagoes, (i), (i7) e

(1ii), sao equivalentes.
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2.1.1 Colagem Matematica

Uma importante e 1util aplicacao de relacoes de equivaléncia é o que se pode chamar
de “colagem”. Podemos também usar classes de equivaléncia para cortar e colar objetos

geométricos como podemos ver nos seguintes exemplos.

1. Considere o intervalo I = [0, 1] da linha real. Podemos pensar nisso como um pedago
de corda. Se fossemos colar as duas pontas da corda, obteriamos um pequeno “loop” ou

circulo de corda.

Para fazer isso matematicamente, precisamos consideram uma relacao S de equivaléncia
em [ na qual todos os pontos, exceto 0 e 1 deverao ser identificados, ou seja, deverao formar
uma classe de equivaléncia. Podemos fazer isto do seguinte modo: zSy se x =y, ou, se x =0
ey=1,ouxz=1ey=0. Entao I/S sao as classes de equivaléncia de I, sobre a relacao S e

1/S é um loop.

2. Faixa de Mobius. A faixa de Mobius é feita tomando uma tira e papel, colando
as duas extremidades apds efetuar meia volta numa delas, e gravando as extremidades em
conjunto. Tal figura assim contruida é curiosa, pois possui apenas um lado (e nao dois) e
é nao orientavel. Para definir uma tira de Mobius matematicamente, vamos escolher um
pedago retangular do plano real, por exemplo, [0,1] x [0,1], isto é, todos os pontos com
as duas coordenadas entre 0 e 1 (inclusive). Vamos chamar este pedago (trecho) de I? da
superficie 2D. Podemos definir varias relacoes de equivaléncia em [, assim, podemos fazer a

colagem de maneiras diferentes. Em primeiro lugar, definimos R, onde (x,y)R(p, q) se:

e (z,y) = (p,q) ou
e y=¢q,z=0,ep=1,ou

ey=q,z=1ep=0.

Em seguida, o conjunto de classes de equivaléncia [?/R é em geral igual a I?, exceto
se tivessemos colado as margens esquerda e direita do /2. Portanto, teremos um tubo. Da
mesma forma, se colarmos também o topo de I? para o fundo, vamos ter um toro. Se
juntarmos todos os pontos da borda de I? em um ponto, teremos uma esfera. Poderiamos

fazer com que a relagdo @ em que (z,y)Q(p, q) se e s6 se

e (z,y) = (p,q) ou

e x, Yy, p e qsao provenientes do conjunto {0, 1}
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ey=qg,r=1ep=0.
Agora, montamos a seguinte relacao de equivaléncia:

* (z,y) = (p,q) ou

e y=1—q,2=0,ep=1,ou

e y=1—qg,x=1ep=0.

Esta fusao de pontos nas margens esquerda e direita, atribui a uma aresta de cabega

para baixo. Ou, visto de outra maneira, colocando uma meia volta para a faixa de superficie

antes de colar as extremidades. Quando unirmos para criar pontos de equivaléncia em I%/T,

teremos uma faixa Mobius.

Figura 2.2: Faixa de Mobius representada

pelo artista holandés Mauritus Cornelis

Figura 2.1: Faixa de Mobius Escher (1898-1972)
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Capitulo 3
Relacao de Ordem

Podemos pensar em uma relagao de ordem quando lembramos de uma fila de caixa de
um banco, na relacao “menor ou igual”, no “Grid de largada” de uma corrida de Formula 1,

nos numeros naturais, etc.

3.1 Ordem parcial

Uma relacao binaria R sobre um conjunto S é denominada uma relacao de Ordem Parcial

se e somente se ela for reflexiva, antissimétrica e transitiva.

E chamamos de conjunto parcialmente ordenado (ou poset) um conjunto S no qual estd
definido uma ordenacgao parcial R. Os elementos de S sao chamados de elementos do Poset
e representado por (S, R) ou por <. Um poset é um par (5, <) em que S é um conjunto e <

uma relagao de ordem parcial em S.

Quando um conjunto parcialmente ordenado (.5, <) é dito conjunto totalmente ordenado,

se quaisquer que sejam x e y de S temos z < y ou y X x.

Exemplo 3.1.1 A relagao “maior que ou igual a” (>) € um poset, pois ela é reflexiva,

antissimétrica e transitiva, como foi mostrado no Exemplo 1.4.1.

Exemplo 3.1.2 A relacao de divisibilidade no conjunto dos inteiros positivos é um poset.
Como a | a sempre que a for um inteiro positivo, entdo temos que a relagio “divide” é

reflexiva. E antissimélrica, pois sendo a e b inteiros positivos, se a | b e b | a, entao temos
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que a = b. E € transitiva, pois supondo que a | b e que b | ¢, entdo, existem inteiros positivos p
e q, tal que b= ap e c = bq, dai concluimos que ¢ = a(pq), logo concluimos que a | c. Donde
concluimos que (Z*,|) € um poset. Lembrando que Z* representa o conjunto dos inteiros

POSILIVO0S.

Exemplo 3.1.3 Seja R a relagao no conjunto das pessoas tal que xRy se x ey forem pessoas
e se x for mais velha do que y, temos que R nao € um poset. A relacao R € antissimétrica
pois se uma pessoa T for mais velha do que uma pessoa y, entao y nao € mais velha do que
x, isto €, xRy entao yR|z.R € transitiva porque se uma pessoa x for mais velha do que uma
pessoa y ey for mais velha do que uma pessoa z, entdo x € mais velha do que z, isto €, xRy e
yRx entao xRz. Mas R nao € reflexiva, pois nenhuma pessoa é mais velha do que si mesma,

isto é, xR|x para qualquer pessoa x. Dai seque que R ndo é um poset.

Exemplo 3.1.4 A relagao de inclusdo, (C) é um ordenamento parcial sobre o conjunto P(S)
(partes do conjunto S). Consideremos dois conjuntos A e B, ambos subconjuntos de S,entao
temos que C € reflexiva, pois A C A. E C antissimétrica pois se A C B e B C A, isso
implica que A = B. E finalmente, C € transitiva, pois se A C B e B C C implica que
A C C. Portanto (P(S),C) é um poset.

3.2 Ordem Lexicografica

Em um dicionarios as palavras aparecem em ordem alfabética, ou lexicogafica, essa ordem
baseia-se na ordem alfabética das letras no alfabeto. Esse é uma caso especial, demonstrare-

mos agora como essa sequéncia pode ser aplicada em qualquer poset.

Para comecar, vamos mostrar como construir uma ordem parcial no produto cartesiano de
dois posets, (A1, =1) e (A2, %3). A ordem lexicografica < em A; X Ay é definida especificando
que um par é menor que um segundo par se o primeiro elemento do primeiro par for menor
do que o primeiro elemento do segundo par, ou se os primeiros elementos forem iguais, mas
o segundo elemento deste par for menor do que o segundo elemento do segundo par (em As).
Em simbolos,

a; < by, ou se
((11,0,2) < (bl,bg) =
apr=b; e as<b
Exemplo 3.2.1 No poset (Z x 7, =), tem-se (4,7) < (5,3), (4,9) < (5,7) e (5,7) < (5,9)

sua ordem lexicogrdfica construida a partir da relagao < usual em Z.
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Exemplo 3.2.2 Seja P o conjunto das palavras da lingua portuguesa e (P, <) a ordem lexi-

cograifica em P, induzida pela sequéncia das letras do alfabeto. Considere:
a) rio, riacho, Tico, Ticago, rimar, riqueza.
b) material, matemdtica, maternal, matriz, matraca, mata.
Sequndo tal ordem tem-se:
a) riacho < ricago < rico < rimar < rio < Tiqueza.

b) mata < matemdtica < material < maternal < matraca < matriz.

3.3 Diagrama de Hasse

Uma relagao de ordem parcial definida num conjunto finito, representa-se graficamente
por um Diagrama de Hasse. E um grafo nao dirigido que se obtém por simplificagao do
grafo da relagao removendo todos os lagos e todos os ramos que podem ser deduzidos pela

transitividade da relacao.

Em um diagrama de Hasse, cada elemento de um conjunto finito A é representado por

um ponto (vértice) do diagrama.

e Conjuntos munidos de uma relagao de ordem sao uma relagao e portanto pode-se de-

senhar seu digrafo.

e No entanto, muitas arestas nao precisam estar presentes em virtude das propriedades

da relagao de ordem (reflexiva e transitiva).

e Para simplificar a representacao, retira-se de seus digrafos as arestas que sempre devem

estar presentes.

e As estruturas obtidas desta forma sdo chamadas de DIAGRAMAS DE HASSE da

relacao de ordem.

Exemplo 3.3.1 Seja A =1{1,2,3,9,18} e considere a relagao D “divide” no conjunto como:
Va,b € A a/b<= b= a.k ; para algum inteiro k:
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Figura 3.1: Grafo da relagao (A4, |)

O grafo dirigido da relacao D esta representado na Figura 3.1.
Note que na Figura 3.1:
- Existe um lago (“loop”) em cada vértice;
- Todas as arestas possuem direcao;

- Toda vez que hé uma aresta de um vértice para um segundo e de um segundo para um

terceiro, entao ha uma aresta do primeiro vértice para o terceiro vértice.

E possivel estabelecer um algoritmo para obter o Diagrama de Hasse. Para isso elimine:

1. Os lacos em todos os vértices;
2. Todas as arestas que existem por causa da propriedade de transitividade;

3. A direcao em todas as arestas.

3.3.1 Elementos Maximais e Minimais

Seja P = (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que um elemento z € X
¢ maximal se na existir qualquer b € X com x < b. O elemento x é chamado minimal se nao

existir qualquer a € X com a < x.

Usando o diagrama de Hasse podemos identificar facilmente os elementos maximais e

minimais de um poset, eles sao os elementos “de baixo” e “de cima” no diagrama.

21



18QQ 18

44 b.‘-
%9 ' »9

Figura 3.2: Grafo da relagao (A, |) e seu Diagrama de Hasse

Quando existir um elemento em um poset e ele for maior que todos os outros elementos,
esse elemento é maximo (ou maior elemento), isto é, dizemos que x é méximo se, para todo
a € X, temos a < z. E caso o maior elemento exista ele é tinico.

Do mesmo modo, um elemento é minimo (ou menor elemento) se ele for menor do que

todos os outros elementos no poset, isto é, dizemos que x é minimo, se para todo b € X,
temos x < b, e ele serd unico, caso exista.

Exemplo 3.3.2 Na Figura 3.3, a esquerda temos o diagrama de Hasse da relacao divide no

conjunto dos divisores de 16. E a direita temos o diagrama de Hasse dos divisores de 30.

crv—

\
=
/

r—a—m—ﬂ‘——oo—a
(@]

Figura 3.3: Diagrama de Hasse: A esquerda divisores de 16 e a direita divisores de 30

Exemplo 3.3.3 Considere o conjunto A = {2,4,5,10,12,20,25} e a relagao | (divide), a

relagio R = ({2,4,5,10,12,20,25},|) € um poset.O diagrama de Hasse para este poset nos
mostra que 12, 20 e 25 sao elementos mazrimais e 2 e 5 sao os elementos minimais. Ver

figura 3.4
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Figura 3.4: Diagrama de Hasse de um Poset
Exemplo 3.3.4 O diagrama de Hasse sequinte representa o conjunto parcialmente ordenado

(A,C)  para A = {o {1t {2h{30{4}.{1,2}.{1,3}.{2,3}.{2,4},
(3,4},12,3,4}}:

(1.2} {1.3) {2.3.4}
\ h \ " ‘ \\‘\\
b . N 123} , {3.%;{_ _{2.4}
NN LT -
{1} - {3} {4
|

Os elementos {1, 2}, {1,3} e {2, 3,4} dizem-se elementos maximais. O elemento & diz-

se minimo.

Observacao 5 Limitante superior e limitante inferior

Quando um elemento for “maior que ou igual” a todos os elementos de um subconjunto
A de um poset (S, <) esse elemento é chamado de limitante superior de A. Se um elemento
x for um limitante superior e for menor do que qualquer outro limitante superior de A esse

elemento é chamado de menor limitante superior.

Do mesmo modo, quando existir um elemento que seja “menor que ou igual” a todos os
elementos em A, ele é chamado de limitante inferior.S e y for um limitante inferior de A que
¢ maior do que qualquer outro limitante inferior de A esse elemento é chamado de maior

limitante superior
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3.4 Reticulado

Um poset no qual cada par de elementos possui um maior limitante superior e um menor

limitante inferior é chamado de reticulado.

Os Reticulados possuem propriedades especiais e sao usadas em muitas aplica-¢oes di-
ferentes, como modelos de fluxo de informacoes e possuem importante papel na &algebra

booleana.

Exemplo 3.4.1 O poset (Z*,|) é um reticulado. Para verificar consideremos a e b dois
inteiros positivos. O menor limitante superior e o maior limitante inferior desses dois inteiros
sao o minimo maultiplo comum e o maxrimo divisor comum desses inteiros, respectivamente.

Dai seque que este poset ¢ um reticulado.

Exemplo 3.4.2 O conjunto parcialmente ordenado por divisibilidade ({1,2,3,4, 5},|) ndo é
um reticulado, pois os elementos 2 e 3 nao possuem limitantes superiores em ({1,2,3,4,5},]),
ja que nao existe elemento em {1,2,3,4,5} que é divisivel por 2 e também por 3, assim, eles

também nao possuem um menor limitante superior.

Ja o conjunto parcialmente ordenado por divisibilidade ({1,2,4,8,16},|) é um reticulado
wisto que cada 2 elementos do conjunto possuem tanto um menor limitante superior como

um mator limitante inferior.

3.5 Ordenacao Topoldgica

Algumas vezes para a conclusao de um projeto o mesmo é dividido em tarefas, onde
algumas delas s6 podem ser executadas somente depois que outras forem concluidas. Para
solucionar este problema, montamos uma ordem parcial no conjunto das tarefas de modo
que se x < y se e somente se, x e y forem tarefas em que a tarefa z tem que ser executada
antes da tarefa y. Dessa forma, ordens parcial e diagrama de Hasse sao maneiras naturais
de se representar problemas na ordenacao de tarefas, entao concluimos que para construir
um planejamento para um projeto, precisamos produzir uma ordem para todas as tarefas,

de modo que elas sejam compativeis com esta ordem parcial.

Por exemplo as tarefas para se construir uma casa possuem apenas uma ordem parcial,
porque nem todos os elementos vém necessariamente um antes ou depois do outro. Assim:

a fundacao deve ser feita antes de tudo. Entao entre a fundacao e a pintura ha uma ordem:
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fundacao < pintura, mas entre a pintura e a colocacao do piso, nao ha uma ordem fixa. Com
isso, ha varias ordem possiveis em que uma casa pode ser montada. A tarefa deste é, dada

uma ordem parcial de tarefas, exibir uma das possiveis seqiiéncias para execucao das tarefas.

Entao vamos defirnir que: uma ordem total < é denominada compativel com a ordem
parcial R se x =< y sempre que xRy, construir uma ordem total compativel a partir de uma

ordem parcial que é denominada ordenagao topoldgica.

Para comecar precisaremos utilizar o Lema a seguir:

Lema 3.5.1 Todo poset nao vazio finito (S, =) tem, pelo menos, um elemento minimal.

Demonstragao: Escolha um elemento ag de S. Se ag nao for minimal, entao existe um
elemento ay, com a; < ag. Se a; nao for minimal, existe um elemento a,.1, com a,; < a,.
Como existe apenas um numero finito de elementos no poset, este processo deve terminar

com um elemento minimal a,,.

Exemplo 3.5.2 Encontre uma ordem total compativel para o poset ({1,2,4,5,12, 20}), )

12 ( 0 2 20 1 20 12
& @ P ® Py ™ . ° ® e
| ; —
> - -
#’ 19 1 & &
‘ 4
2@ ) ) ° ®
/= > 5

[ Elemento

| escolhido

(8]
ES
[
(=}
[

minimal 1 5

Figura 3.5: Uma Ordenagao Topoldgica de ({1,2,4,5,12,20})

O primeiro passo € escolher um elemento minimal, neste caso € o 1, pois € o unico ele-
mento minimal. Agora vamos escolher um elemento minimal de ({2,4,5,12,20},]|), podemos
escolher um entre os dois elementos minimais deste poset, 2 e 5, vamos escolher o 5. Agora
temos {2,4,12,20}, o dnico elemento minimal deste poset é o 2, em sequida escolhemos o
4 que € o unico elemento do poset ({4,12,20},]). Finalmente temos o 12 e o 20 que sao
os elemento minimais de ({12,20},]), escolhemos o 20, e resultando o 12 como o wultimo

elemento. Produzindo a ordem total 1 <5 <2 <4 <20 <12. Ver Figura 3.5.
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Exemplo 3.5.3 Planeje as tarefas necessdrias para construir uma casa, especificno sua or-

dem, se o diagrama de Hasse que represernta essas tarefas é como mostra a Figura 3.6.

Acabamento

AcessOrios internos
AcessOrios externos
Carpete - Pintura interna
Pintura externa

Revestimento de paredes
— Fiacao

Piso

Encanamento
[_aterais externas
Telhado
Estrutura

4 Fundacao

Figura 3.6: Tarefas da construcao de uma casa

Uma ordem das tarefas para a construcao de uma casa pode ser: Fundacao < Estrutura
< Tehado < Laterais externas < Encanamento < Fiacao < Revestimento das paredes <
Piso < Pintura externa < Pintura interna < Carpete < Acessorios internos < Acessorios

externos < Acabamento.

Exemplo 3.5.4 Planeje as tarefas necessdrias para preparar uma refeicao chinesa especifi-

cando sua ordem. O diagrama de Hasse que representa essas tarefas € mostrado na Figura
3.7.

Uma ordem das tarefas para o preparo da refei¢ao pode ser: Achar a receita < Comprar
frutos do mar < Comprar artigos de mercearia < Limpar os peizes < Lavar os mariscos <
Cortar o gengibre e o alho < Lavar os vegetais < Cozinhar o arroz < Cortar os peires <

Cortar as castanhas < Fazer as quarni¢oes < Cozinhar < Arrumar os pratos < Servir.
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Achar receita
Figura 3.7: Tarefas do preparo de uma refeicao chinesa

Exemplo 3.5.5 Planeje as tarefas necessdrias de um projeto de sofware se o diagrama de
Hasse para as tarefas do projeto € como mostrado na Figura 3.8.

Uma ordem das tarefas para a construcdao do software sao: Determinar as necessidades
do usudrio < FEscrever os requisitos funcionais < Desenvolver os requisitos do sistema <
Escrever documentag¢ao < Desenvolver modulo A < Desenvolver mddulo B < Desenvolver

modulo C < Integrar os moulos < Montar locais de teste < Teste a < Teste f < Acabamento.

Desenvolver 0 médulo A rar os modulos
Desenvolver o médulo B
Escrever

i 3 G LeT l“'. erom ’,’J‘,\‘
documentagio Desenvolver o médulo €

ntar loca
Desenvolver os Montar locais
ie 1este
requisitos do de teste
sistema
Escrever os requisitos funcionais

<L Determinar as necessidades do usudrio

Figura 3.8: Tarefas para um projeto de um software
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