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René Descartes



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar aos alunos do ensino médio a
grande importancia de se estudar os niimeros complexos, como uma ferramenta facilita-
dora na resolucao de problemas matematicos. Inicialmente, sera apresentado o contexto
histérico, mostrando o seu avango ao longo dos séculos; em seguida, apresenta-se a de-
finicdo e as operagoes algébricas e trigonométricas. Sera feito também uma abordagem
geométrica desses niimeros, mostrando que os mesmos se apresentam como pontos ou ve-
tores no plano, e que as operagoes entre eles aparecem como transformagoes geométricas.
Desta forma introduz-se uma representagao para a forma trigonométrica desses ntimeros,
usando os complexos unitarios, com o intuito de facilitar as operagoes e a sua visualizagao
no plano. Serd abordado também como os niimeros complexos estao intrinsecamente rela-
cionados com a geometria e outros contetidos da matematica. A proposta de se fazer uma
abordagem geométrica dos nimeros complexos através de vetores no plano, é mais viavel,
pois possibilita aos alunos do ensino médio ter uma visualizagao dessas transformagoes

geométricas, o que da um significado maior ao contetido estudado.

Palavras-chave: Numeros complexos, Geometria, Aplicagoes.



Abstract

The present work aims to show high school students the great importance of
studying complex numbers as a facilitating tool in solving mathematical problems. Initi-
ally the historical context will be presented, showing its progress over the centuries, then
the definition and algebraic and trigonometric operations will be presented. A geometric
approach of these numbers will also be made, showing that they appear as points or vectors
in the plane, and that the operations between them appear as geometric transformations.
In this way we introduce a representation for the trigonometric form of these numbers,
the unitary complexes, in order to facilitate the operations and their visualization in the
plane. It will also be discussed how the complex numbers are intrinsically related to some
of the contents of mathematics. The proposal of making a geometric approach through
vectors in the plane of complex numbers is more feasible, since it allows the students
of high school to have a visualization of these geometric transformations, which gives a

greater meaning to the studied content.

Key words: Complex numbers, Geometry, Applications.
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Introducao

O estudo dos ntimeros complexos vem sendo ministrado hoje em dia com uma abor-
dagem puramente algébrica. Isto impossibilita que os alunos de tenham uma visualiza¢ao
geométrica do que estd acontecendo. Somado a isso, vem a falta de contextualizacao com
outros conteudos da matematica, tornando-o isolado dos demais contetidos. Esta pos-
tura sé vem a contribuir para o grande desinteresse dos alunos do ensino médio por este
contetudo, pois, nao conseguem ver a importancia desses nimeros dentro da matematica
e, consequentemente, sua relevancia no avancgo cientifico e tecnolégico. Dal a necessidade
dos docentes buscarem uma forma diferente de apresentar estes nimeros e dedicar tempo
para mostrar a sua importancia e relevancia na histéria, chegando até as suas varias
aplicacoes, que tanto influenciam direta ou indiretamente nossas vidas. Buscando dessa
forma dar um significado ao seu estudo.

Sera abordado no capitulo 1 deste trabalho, o contexto histérico dos niimeros com-
plexos, mostrando a contribui¢ao que diversos matematicos deram ao longo dos séculos,
para o entendimento do conceito e do significado geométrico da unidade imaginaria i dos
ndmeros complexos.

No capitulo 2, explora-se a parte algébrica e geométrica dos ntimeros complexos,
utilizando vetores no plano para facilitar a visualizagao das operagoes desses nimeros.
Sera introduzido uma notagao para representar os complexos unitarios, o que facilitara
no seu entendimento e nas diversas solugoes dos problemas propostos.

O capitulo 3 é voltado as aplicagoes dos complexos na geometria. Apresentando
conceitos da geometria que podem ser facilmente relacionados com os complexos, e, con-
sequentemente, resolvendo problemas da geometria com o uso dos nimeros complexos.
Percebendo com isso que os complexos sao uma excelente ferramenta na resolucao de
problemas.

No capitulo 4, relaciona-se os complexos unitarios com a trigonometria. Onde
observa-se a grande utilidade do mesmo na obtencao das féormulas trigonométricas, bem
como na resolucao de problemas envolvendo a trigonometria.

No capitulo 5 ¢ feito um estudo entre os complexos e o binomio de Newton, para

obter formas reduzidas para representar alguns somatorios. A finalidade de encontrar tais



expressoes é a de facilitar a resolugao de problemas que envolvam somas trigonométricas ou
binomiais. Tem-se também uma abordagem dos complexos com os polinomios, mostrando
sua eficacia na resolugao de problemas que envolvam polinomios.

Neste trabalho, procura-se mostrar que os numeros complexos tem relacao com
diversos contetidos da matemadtica, vislumbrando o quao importante essa ferramenta é
na resolucao de problemas matematicos. Espera-se que o presente trabalho desperte o
interesse dos alunos do ensino médio pelos niimeros complexos e que os professores possam
a partir dai, pensar como podem trabalhar esse conteiido de uma forma tal, que venha a

contribuir no processo de ensino-aprendizagem da matematica.



Capitulo 1
Historia dos niimeros complexos

No passado um dos principais objetivos dos matematicos era equacionar um pro-
blema a fim de obter a sua resolucao. Desde a antiguidade, antes mesmo do uso de
formulas para a resolugao das equacgoes do segundo grau, os povos tais como, hindus,
gregos, egipcios e babilonios, ja conheciam alguns casos particulares dessas equagoes do
segundo grau. Estes povos antigos usavam régua e compasso para solucionar tais equagoes.
Quando aparecia uma raiz quadrada de niimero negativo, diziam que o problema nao tinha
solucao, uma vez que estes problemas equacionados eram para a vida pratica.

Com o passar do tempo, a interpretacao também nao era diferente com o uso da

) I
formula de Bhaskara = = %\/TGC

, para a resolucao das equacoes do segundo grau
ax® + br + ¢ = 0. Quando o discriminante A = b*> — 4ac era negativo, o problema era
dito sem solucao. Apenas no século XV'I, com o esforco dos matematicos para resolver
equagoes cibicas e de quarto grau, o matemético italiano Girolamo Cardano (1501 —1576),
ap6s algumas manipulacoes da equacao da forma az?® + ba? + cx +d = 0, chegou na forma

2% + px 4+ ¢ = 0. Publicando assim em seu famoso livro Ars Magna a seguinte férmula:

Esta féormula, apesar de ter sido publicada por Cardano, a sua descoberta se deve

ao matematico Tartaglia. Quando Cardano aplicou esta férmula para resolver a equagao
2% — 152 = 4, que era referente a um problema do cotidiano, ele obteve como resultado a

seguinte solucao

T = {’/2—1—\/—121—1—{’/2—\/—121.

Cardano concluiu dizendo que essas quantidades sao verdadeiramente sofisticadas e
que, continuar trabalhando com elas seria tao sutil quanto initil. Como ja foi comentado,
quando surgiam raizes de nimeros negativos, os matematicos diziam que nao tinham

solugao. Mas neste caso especifico, Cardano sabia que x = 4 era solucao da equacao



23 —15x = 4, pois, 4> —15.4 = 4 = 64—60 = 4. Este impasse poderia ter levado os grandes
matematicos da época, a esquecer a formula, por achar que ela sé servia para alguns casos
especificos. Foi entao que Raphael Bombelli (1526 — 1573) deu continuidade & solugao

encontrada por Cardano, verificando que realmente esses nuimeros funcionavam. Apds

vérias tentativas de representar v/—121, Bombelli chegou a forma /—121 = {/112.(—1) =
11v/—1. O que Bombelli fez, foi aplicar as propriedades para nimeros reais nas raizes

quadradas de nimeros negativos ou seja,

2+V-1)°*=2"+3-22.V/=-1+3-2-(V-1) + (vV-1)°
=8+12vV-1-6-v-1
=24 11v/~-1
=2 ++/—121,

2-V-1)0’=2"-3-22.V/-1+3-2- (V-1 = (V-1)°
=8—-12V-1-6+v-1
=2 11v/—-1
=2 —/—121.

Que substituindo na solu¢ao encontrada por Cardano:

x=\/2+ V121 + /2 —v—121
:{’/(2+\/—_1)3+§’/(2—J—_1)3
=2+4+V-14+2-V-1
=4,

Com isso, Bombelli considerou v/—1 um nimero imagindrio, e apesar de chamar a ideia,
de louca, desenvolveu regras para trabalhar com esse tipo de ntumero. Foi entao que
os matematicos encararam essas raizes como numeros e comecaram a trabalhar com eles.
Coube ao sui¢o Leonhard Euler (1707 —1783), jd no século XV III, em 1749, levar adiante
esta ideia. Euler mostrou que se a + bv/—1 for raiz de uma equacio, a — by/—1 também
sera. Mas Euler tinha davidas, como a maioria dos matematicos da época, no que se refere
a trabalhar com esses niimeros. Em um trabalho de 1777, que s6 foi publicado em 1794,
Euler introduziu i = v/—1, de forma que i2 = —1, bem como a férmula e*® = cos -+ sen z.

Assim, v/—121 passou a ser expresso por:

V=121 = /112.(=1) = 11v/—1 = 113.



Desta forma, os problemas passaram a ter uma solu¢ao, mesmo existindo nimeros
negativos no radicando. Foi entao que o estudo desses ntimeros se intensificou. Véarios
matematicos se dedicaram ao estudo desse novo conjunto numérico. O matemético noru-
egués Caspar Wessel (1745-1818), ja havia escrito sobre a representacao algébrica desses
nimeros no plano. Contudo, seus trabalhos nao obtiveram a notoriedade na época, em
virtude da pouca representatividade do mesmo. Em 1801, o matematico Carl Friedrich
Gauss usou o simbolo ¢ criado por Leonard Euler em seus estudos, com isso, esse simbolo
passou a ser amplamente aceito no meio académico. Dando continuidade ao seus estudos,
Gauss, em 1831, apresentou uma grande obra, onde explicava, de forma detalhada, como
esses numeros poderiam ser desenvolvidos segundo uma teoria exata, baseada na repre-
sentagao geométrica dos mesmos no plano cartesiano. Gauss entao, introduz a partir dai
a expressao numero complexo, utilizada até os dias atuais.

No entanto, é creditada aos mateméaticos Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert
Argand (1768-1822) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a associagao dos nimeros comple-
xos a pontos do plano real. Este plano é denominado até hoje de plano de Argand-Gauss,
provavelmente pela demora ao reconhecimento do trabalho de Wessel.

Posteriormente, em 1837, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) consagrou es-
sas descobertas reconhecendo os nimeros complexos como um par ordenado de nimeros
reais (a,b), podendo assim definir operagoes algébricas com esses nimeros de maneiras
mais simples, do que as definigoes geométricas de Gauss. Portanto, definiu niimeros com-

plexos como pares ordenados de nimeros reais para os quais:|[1]

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc).



Capitulo 2

Numeros Complexos

2.1 Conjunto dos niimeros complexos

Definicao 2.1.1. O conjunto dos niimeros complexos denotado por C, pode ser definido
como o conjunto dos pontos ou pares de nimeros reais (a,b) € R x R, em que estdo

definidas as operacoes de adi¢ao e multiplicacao, respectivamente, por

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Pode-se identificar R com o subconjunto {(a,0) € R x {0}} € C . Aplicando as

operagoes de adi¢ao e multiplicagdo aos pares de nimeros reais (a,0) e (b,0), tem-se:

(a,0) + (b,0) = (a + b,0)

(a,0) - (b,0) = (ab,0).

Observa-se acima, que as operacoes "’ padroes” de adicao e multiplicacao definidas em R x
{0} correspondem as operagoes em R. Assim, pode-se escrever (a,0) = a € R, onde o
conjunto R dos ntimeros reais pode ser identificado com um subconjunto do conjunto C

dos nimeros complexos.

2.2 Representacao algébrica ou binomial

A unidade imagindria i sera definida como sendo i = (0, 1). Assim, serd mostrado

que, i> = —1. De fato,



i?=1i-i=(0,1)-(0,1) = (0—1,0+0) = (=1,0) = —1.
Todo nimero complexo z = (a,b) pode ser representado da forma:
2= (a,b) = (a,0) + (0,) = (a,0) + (b,0)(0, 1) = a + bi,

com a, b € R e ¢ sendo a unidade imaginaria. A representacao, z = a + bi é chamada
forma algébrica, onde a é chamado de parte real de z e b é chamado de parte imagindria

de z ou ainda Re(z) = a e Im(z) = 0.

Proposicao 2.2.1. Dados dois nimeros complexos z = a+bi e w = c+di, com a,b,c,d €

R, tem-se que z = w, se e, somente se, a =c e b =d.

Demonstracao. Nota-se que

2.3 Representacao geométrica dos complexos

Cada par ordenado de ntumeros reais (a,b) pode ser representado no plano carte-
siano por um unico ponto. Desta forma, no plano, ha um ponto P, de coordenadas a e b,
ou seja, P(a,b), que esta associado a um tnico nimero complexo z = a+bi, com a, b € R
e vice-versa. Portanto, hd uma relacao biunivoca entre os pontos do plano e os niimeros
complexos, onde z = (a,b) = a + bi.

O nimero complexo z = a + bi pode ser visto também como o vetor determinado
por o segmento de reta orientado ﬁ, onde O ¢é a origem dos eixos cartesianos e P é a
imagem de z, ou seja, o vetor que sai da origem O(0,0) e vai até o ponto P(a,b) do plano.
O plano cartesiano, nessa interpretacao, é denominado plano de Argand-Gauss ou plano
complexo. Nesse plano, o eixo das abscissas é chamado de eixo real ou (Re) e o eixo das
ordenadas, eixo imaginério ou (Im).

Vale ressaltar que, frequentemente, serd usado a mesma letra, como z ou P, para
representar tanto um nimero complexo quanto o ponto correspondente ou o vetor.
}Im(z)

Y E— .EP(a,b)ouz:a—i-bz'




Definicao 2.3.1. Dado z = a+bi com a,b € R, o vetor O? serd representado pelo vetor
7, onde O = origem e P = (a,b) a extremidade do vetor.

2.4 Operacoes com nimeros complexos

2.4.1 Adicao

Dados dois niimeros complexos z = a + bi e w = ¢+ di com a, b, c,d € R, decorre
da definicao dos ntimeros complexos, que a soma z + w é obtida, adicionando de forma

separada as partes reais e as partes imaginarias dos complexos z e w :

24w = (a+bi)+ (c+di)
= (a,b) + (¢, d)
=(a+cb+d)
=(a+c)+ (b+d)i.

A somade z =a+biew=c+dicoma,b,c,d € Rousejaz+w = (a+c)+(b+d)i

coincide com uma soma vetorial, aplicando neste caso a regra do paralelogramo.

Mm(z)
Az +w

, —
Logo, o vetor que representa a soma de z + w é o vetor soma z + w = 7+
Sera utilizada a definicao dos ntimeros complexos visto acima, para demonstrar as

propriedades da adigao.



Propriedade Comutativa

Dados dois nimeros complexos z = a + bt e w = ¢ + di tem-se a igualdade:

24w = (a+bi)+ (c+ di)
(0t )+ (b+ i
=(c+a)+ (d+b)i
= (c+di) + (a + bi)

=w+ 2.

Propriedade Associativa

Dados trés complexos z =a + bi, w=c+di e k = e+ fi , cumpre-se:

(z +w) + (a+bi) + (c+di)] + (e + fi)
(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)

[
[
[(a+¢c)+e
= [a
(

= | +[(b+d)+ fli

+(c+e))+ b+ (d+ fi
= (a+bi)+ [(c+e)+ (d+ f))i
= (a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)]
=2+ (w+k).

Propriedade do Elemento neutro
O elemento neutro daadicao é z = 0 + 0, ou seja, z = 0, ja que

(a+bi)+ (04 0i) = (a+0) + (b+0)i = a + bi.

Propriedade do Elemento oposto
Dado z = a + bi, o seu elemento oposto aditivo é —z = (—a) 4+ (—b)i ja que

(a+bi)+[(—a)+ (=b)i] =(a—a)+ (b—0b)i =0+ 0i = 0.

2.4.2 Subtracao

Dados os complexos z = a + bi e w = ¢ + di, a subtracao z — w fica definida como
z + (—w). Assim,
z—w=2z+(—w)
= (a+bi) + [(—c) + (=d)i]
=(a—c)+ (b—d)i.
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Portanto, pode-se subtrair dois nimeros complexos, subtraindo de forma separada
suas partes reais e suas partes imaginarias.

A diferenca vetorial entre dois complexos z e w ou seja z —w é um caso especial da
soma vetorial, com isso vale as mesmas consideracoes feitas para a soma, ou seja, significa
realizar a soma vetorial do vetor Z com o simétrico ou oposto do vetor 7 mudando

. —
apenas sentido do vetor —w.

A lm(z)

< L
P
-
.

Logo, o vetor que representa a diferenca de z—w é o vetor diferenca z — w = 7.

Pode-se representar geometricamente a diferenga z — w como:

}Im(z)

2.4.3 Multiplicacao

Dados os complexos z = a + bi e w = ¢+ di, o produto z - w decorre da defini¢ao

dos ntmeros complexos:

Na multiplicagao de um complexo z = a + bi, com a,b € R, por um numero real

A € R, tem-se
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Az = (A+0i) - (a+bi) =Xa+ \bi € C.

Com isso, ao multiplicarmos um nimero complexo z por um A € R, que equivale a
multiplica¢do de vetor por nimero real, o vetor tera seu comprimento ampliado (|A| > 1)
ou contraido (|| < 1), podendo também alterar o seu sentido (A < 0).

Essa multiplicacao tem as seguintes propriedades:

Propriedade Comutativa

Dados dois ntimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di tem-se a igualdade

z-w = (a+bi)- (c+ di)
= (ac — bd, ad + be)
= (ca — db, cb + da)
— (c,d) - (a,b)

= (c+di) - (a+ bi)

=w-z.

Propriedade Associativa

Dados trés nimeros complexos z = a+ bt , w = c+di e k = e+ fi cumpre-se que

a(ce — df) — b(ef + de),a(cf + de) + b(ce — df))
a,b) - (ce — df,cf + de)

a,b) - [(c,d) - (e, f)]

= z. (w . k)

[
[
(
= (ace — adf — bef — bde, acf — bdf — ade — bce)
= (
(
= (
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Propriedade do Elemento neutro

O elemento neutro do produto é 14+0i = (1,0) = 1, j& que para qualquer complexo

z=a+bi = (a,b), tem-se

(a+bi)- (14 0i) = (a,b) - (1,0)
= (a.1 —=0.0,a.0 +b.1)
= (a>b)
= a + bi.

Propriedade do Elemento inverso

Dado um nimero complexo qualquer z = a + bi, com z # 0, existe um complexo
w tal que,
z-w=14+0i=(1,0)=1

a
az + b2 a2 4 b2

Sera mostrado que w = ( ) satisfaz essa condicao.

De fato,

(ab)-( a b ):( a? N b? ab ab)

’ a?+ b a? 4 b? a4+ a4+ a2+ a4 b2
_(a*+ b ab—ab
_(a2+b2’a2+b2)

— (1,0)
1.

Tal w é chamado de elemento inverso multiplicativo de z = (a,b) # 0, e represen-

tado como 2! ou 1, isto é

1 a b
z = — = — .
z a2 +02" a2+



13

Propriedade Distributiva

Dados trés nimeros complexos z =a+bi , w=c+di e k = e+ fi , cumpre-se:

z-(w+k)=(a+bi)-[(c+di)+ (e + fi)]

= (a,0) - [(¢,d) + (e, f)]

—(@,h) (c+e,d+ )

= (ac+ae —bd — bf,ad + af + bc + be)

= ((ac — bd) 4 (ae — bf), (ad 4+ be) + (af + be))
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)

= (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)

=z-w+z-k.

Pode-se mostrar agora, que a férmula de multiplicacao (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be),

nao surge do nada, mas pode ser obtida da exigéncia de que a multiplicagao de complexos

tenha as propriedades acima e i2 = —1.

(a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bic + bi - di
= ac+ adi + bci + bdi -
= ac + (ad + be)i + bdi®
= ac+ (ad + be)i + bd(—1)
= ac+ (ad + be)i — bd
= (ac — bd) + (ad + bc)i.

2.4.4 Divisao

Definicao 2.4.1. Dados dois nimeros complexos z = a+bi, w = c+di coma,b,c,d € R

ew #0, o quociente = é definido como sendo z -+, isto é;
w w
z 1
A
w w

Proposicao 2.4.1. Dados os nimeros complexos z,w,u € C, com w # 0, temos que

z
—=U=Z=U-W.
w

Demonstracao. Tem-se, por definicao, que
z 1 1

—=UES 2 —=US 22— W =U WS Z2=UW.
w w w
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Proposicao 2.4.2. Dados os nimeros complexos z,w € C com z # 0 e w # 0, tem-se

que
11
zow oz ow
Demonstracao.
1 1 1 1
) zw)=(z- =) (w-=)=1-1=1
zZ w z w
Conclui-se que
111
zow oz ow

[]

Proposicao 2.4.3. Dados os nimeros complexos z1, zo, wy, wy € C, comwy # 0 e wy # 0,

¢ verdade que
1 A2 LA,

wy W2 w1 ‘wz.

Demonstracao.

21 Z9 1 1
_ . = = zl —_— 22 R
w1 W2 w1 Wo
1 1
pr— Z]. . 22 —_— . ——
w1 Wy
1

= (21 22)

(w1 - w2)
AR4)
wy - W2

2.4.5 Conjugado

Definicao 2.4.2. O conjugado de um nimero complexo z = a+bi com a,b € R € indicado
por Z e dado por Z = a — bi. Assim, z e Z sao complexos conjugados se tém partes reais

1guais e partes imagindrias opostas.

No plano complexo, o conjugado Z = a — bi = (a, —b) é o simétrico de z = a+ bi =

(a,b) em relagao ao eixo das abscissas.
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Mm(Z)
T SO z = (a,b)
o) a Re(E)
o) b z = (a,—b)

Proposicao 2.4.4. Sejam os numeros compleros z = a+bi e w = c+di coma,b,c,d € R,

entdo as sequintes propriedades sao satisfeitas:

—
~—
I\
1

Z;

5) (?):%

Demonstragdo. 1) Como z =a — bi, entdo z = a — (—b)i = a + bi = 2.

2)
z+w=(a+bi)+ (c+ di)
=(a+c)+ (b+d)i
=(a+c)—(b+d)i
= (a — bi) + (¢ — di)
=Z+W.
3)

= (a+bi) - (c+di)

= (ac — bd) + (ad + cb)i
= (

=

ac — bd) — (ad + cb)i
ac — (=b) - (=d)] + [a- (=d) +c- (=b)}i
= (a—bi) - (c—di)

- w.

|
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4)
zozl=1=(z-27) =1
Consequentemente,
zZ-(z71) =1
Portanto,
zl=1
5)

/N
|
N—
Il
RS
N
S
"
Il
|
R
S
"
I
|
S
I
gl

2.4.6 Moddulo

Definicao 2.4.3. Dado um nimero complexo z = a+ bi com a,b € R, chama-se médulo

ou valor absoluto de z o numero
|z| = Va? + b2

O médulo |z| de um nimero complexo z = a + bi, com a e b € R, é a distancia
entre a origem O(0, 0) do sistema cartesiano e o ponto P(a, b) ou, simplesmente, o médulo
do vetor Z (comprimento do vetor).

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo OAP, sendo A = (a,0),

tem-se

T — .EP(a,b)ouz:a—I—bi

o :a Re(z)

|22 =a* +b* & |z| = Va2 + b2 € Ry.
Proposicao 2.4.5. Dados z,w € C, sao validas as propriedades:
1) |2 >0,com |z]| =0< 2z =0;

2) z-Z=|z%
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3) |z - w| = [2] - wl;

4) |7 =27 2 #0;

93] e

6) [2] = [z[;

7) 2" = |z|",n € Z.

Demonstragao. 1) Pela definicao do médulo de um niimero complexo,

|z| = Va? + b2 > 0.

Se |z] =va2+02=0coma,beRea®>0,b% >0, entao a igualdade acima nos leva
a concluir que

a=b=0=2z=0.
2) Seja z = a + bi, com a,b € R. Entao,

z-Z=(a+bi) (a—Dbi)

= a? — abi + abi — b%i®

= a? - b*(—1)
— CL2 +b2
= |2[%.

3) Tem-se, pela propriedade 2, que
2w = (2 w) - (70) = (2 2)(w- @) = [2]* - |w]’

e, como consequéncia,

|2 w] = 2] - Jwl,

pois o0 médulo de um ntimero complexo € positivo.

4) Temos
1 1
z-—=1=|z|-|-| =1,
z z
ou seja,
1
AERE
Portanto,
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5) Temos
2 1 H
EI S T
w jw|  [wl
6) E imediato observar que [Z| = 1/a2 + (—=b)? = |z|.
7) Tem-se
12" =lg-z-...-z|=|2| - |2| - ... - |2] = |2|™
N—  p— ~ >4
n n

Corolario 2.4.1. Sejam z,w € C. Entao,

|z —w]* = (z —w) - (z —w).

Proposigao 2.4.6. Dado o nimero complexo z = a+bi com a,b € R e z # 0, a formula

do inverso multiplicativo pode ser escrita de forma mais simples em termos de Z e |z,
como
1 zZ

ER

|

Demonstracao. Tem-se que,

z a b a b 1
_— = — 1= — = —.
2|2 a2 +0b> a4 b2 a?+ 0 a?+b? z

Observacao.

z |22 _ 1
2 = = —— = —.
e N £

Proposicao 2.4.7. Dados os nimeros compleros z = a+bi e w = c+di coma,b,c,d € R

ew # 0, a divisio = pode ser obtida fazendo

Z W Z W

z
w w -

gl

jw]?

Demonstracao.

8w
o
I I

SE |l

g
8
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2.5 Forma trigonomeétrica ou polar

Dado um complexo z = a+bi # 0, com a e b € R, o angulo § formado entre o eixo
horizontal positivo e o vetor 7, considerado positivo no sentido anti-horario, é chamado
de argumento de z e, indicado por arg(z). Ele nos fornece a diregao do vetor Z.

Considerando 0 < 6 < 27, 6 é chamado de argumento principal. Por outro lado,
em alguns casos pode ser interessante permitir § > 27 ou mesmo 6 negativo(sentido
horario). Nesse caso, um mesmo z admite diferentes argumentos, diferindo do principal
por multiplos de 27.

Observando o triangulo retangulo representado no plano complexo abaixo, afirma-
se que:

cos@zi; sen@zi; tan@zé; 0 = arg(z).

|| 2| a
Assim, um ntimero complexo z # 0 é definido de maneira tnica por |z| e por

arg(z), que correspondem as coordenadas polares do ponto z, sendo p = |z| e 0 = arg(z).

}Im(z)
z=a+bi
T E—
12 b=|z|-send
b : _
a=|z|-cosf Re(z)

Utilizando as relacoes acima; temos que

b
e senf = B = b=|z|-senf = psenf
z

e cos = — = a=|z|-cosf = pcosb

a
[E]
Substituindo essas identidades na forma algébrica de z; ou seja, fazendo
z2=a+bi
=p-cost+p-senf -1
= p(cosf + i -senb),
obtem-se a forma trigonométrica ou polar de z dada por
z = p(cosf + i -senb)
ou

z = |z|(cosf +i-sen#).
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Proposicao 2.5.1. Dados dois nimeros complezos z = py(costy + i -senb) e w =

p2(cos Oy + i - senby) tem-se z = w se, e somente se, py = py e 01 = 05+ 27k, (k € 7).
Demonstracao. Nota-se que
z=w=|z| = |w| = p1 = po.
Por outro lado,
cos 61 = cos 0

cosf +i-senfy = cosby +i-senby = =0, =0,+2n-k (k€Z).
sen #; = sen 6y

O

2.6 Complexos Unitarios

Através dos ntimeros complexos unitarios, (isto é, de médulo 1) propoe-se uma
representacao mais simples para a forma trigonométrica dos niimeros complexos. Serd

utilizado o simbolo U? para representar o complexo unitério de argumento 6, ou seja,
U’ = cosf +i - send.

De modo que todo nimero complexo da forma
z = p(cosf +i-senf),

pode ser escrito como

Figura 2.1: Complexos Unitarios
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Proposicao 2.6.1. Dados dois nimeros complexos unitdrios U = cosf, + i -senf, e
U% = cosf, + i - sen by, observa-se que:
]) Uer. bz = U91+6'2;

2) (U91)n — Un91;

Ut
%) o,

= o0,
Demonstragao. 1)

U . U% = (cos @) + i -sen ) - (cos Oy + i - sen 6;)
= (cosf - cosfly +i-cosfy -senfy +i-sen - cosfy +i*sen by - sen )

= (cos by - cosfy —sen By - senby) + i - (sen by - cos by + sen by - cosby).

Pela relagao da trigonometria abaixo,

cos(6 + 03) = cos by - cos by — sen By - sen b,

sen(f; + 02) = sen By - cos Oy + sen by - cos 0.

logo,
U - U% = [cos(61 + 02) + i - sen(6; + 05)] = U2,

2) Para o célculo da poténcia, serd utilizado o resultado obtido em 1:

umyr=yun.uh....u”"

0,+6,...+6,
—Uy Y

— Un91

3) Para a divisao, basta observar que,
u.uh =0

Portanto,

01
U — 7761—02
Ut '

]

Proposicao 2.6.2. Dados dois nimeros complezos z = piU% e w = p,U% tem-se que

z = w, se e somente, se py = py e Oy = 0y + 27k, (k € Z).
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Demonstragao. Imediato da prosigao 2.5.1 O]

A férmula que leva o nome do matemético Leonhard Euler é dada por e =
cosz + i - senz, onde e é o nimero de Euler(e = 2,718...), i é a unidade imaginaria e
r e R.

Como visto acima, o simbolo U? = cosf + isenf é usado para representar os

nimeros complexos unitarios, ou seja,
U9 — 619 — (62)9.

Isto explica porque U? tem propriedades de poténcias: ele realmente é uma poténcia,

de base ¢’. A vantagem de usar U? invés de e ¢ a facilidade de ensinar para alunos do

Ensino médio, que nao conhecem ao nimero de Euler nem o que significa um expoente
imaginario.

. N . -

Variando o angulo 6 (figura 2.2), que é formado pelo eixo real e o vetor OA,

de origem nos eixos coordenados O = (0,0) e extremidade no ponto arbitrario A =

(cos®,sen @), obtem-se uma circunferéncia unitaria descrita por ¢ = cos@ + i - send.

Portanto, o conjunto {¢? : § € R} pode ser vizualizada no plano complexo, como um

circulo unitario ou seja de raio 1 e centro na origem O = (0,0), conforme vemos abaixo

na figura 2.2.

$Im(Z)

\¢'" = cosf +1i-sen
::3 0

0 >

O cos# Re(Z)

Figura 2.2: Interpretagao geométrica da férmula de Euler

2.7 Operacoes na forma polar

2.7.1 Multiplicacao
Proposicao 2.7.1. Dados os nimeros complexos z, = prU% e 2o = p,U%. Entao

_ 61+6
21z = pr - pUTT
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Demonstracao.

Z1 Ry = P1U91 '/02U92
= - ,02U91+92.

O

Nota-se que no produto dos nimeros complexos z; e z3, os médulos ficaram mul-
tiplicados e seus argumentos somados, ou seja, o produto de dois nimeros complexos
nada mais é do que uma ampliacao ou contracao do vetor z; - 25, seguido de uma rotacao
de 05 + 61, no sentido anti-horario em torno da origem do mesmo. O produto entre os
complexos z; e z9 pode ser visualizado no plano complexo abaixo.

AR Im(Z)}
Zs

Z
0y HO
0>

01

Re(Z;

Figura 2.3: Multiplicacao entre dois complexos

Pode-se generalizar o resultado para o caso da multiplicacao de n fatores complexos.

Z=21"R22"° ... Zp
— p]_ . p2 R pn[U(01+92+...+9n)].

Ou seja,

z=pU’,

com O =0,+0,+...+60,ep=p1-pa-... pn.
A multiplicacdo de z € C pela unidade imagindiria i = U, significa fazer uma

rotacao de 7 a partir da origem no sentido anti-horario

5. q = pUG i U'QOO — pU9+900.
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2.7.2 Divisao

Proposicao 2.7.2. Dados os nimeros complexos z, = prU% e 2o = p,U%2. Entao

1 _ ﬂU91*92

22 P2
Demonstracao.
21 pU”
2_2 B p2U°2
— ﬂU91—92
P2

]

. . . z21 . . . P1
Como visto acima, o quociente — fica determinado pela divisao dos médulos — e

<2 P2
pela diferenca de seus argumentos 6; — 5. Olhando agora para os complexos z; e z3 como

vetores, observa-se esta divisao no plano complexo abaixo.

m(Z) A

Figura 2.4: Divisao entre dois complexos

2.7.3 Conjugado

Proposicao 2.7.3. Dado o nimero complexo z = pU?, 0 seu conjugado é Z = pU~"?.

Demonstracao. Como
e cos(—0) = cosb,
e sen(—0) = —send,

nota-se que,

Z = p(cos® —i-send)

= plcos(—0) + i - sen(—0)].

Portanto, obter o conjugado de z = p(cosf + i - senf) equivale a trocar 6 por (—6). O
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Utilizando a notacao dos complexos unitarios, o conjugado de z = pU? fica
z=pU""

Na figura abaixo, observa-se a representacao geométrica do conjugado.

A z:pUe

2.7.4 Potenciacao

Para deduzir a expressao da potenciacao z", com n € IN, na forma trigonométrica,
sera utilizado a propriedade de multiplicacao de complexos na forma trigonométrica. Te-

1mos

=2z 2= (pU0>'(PUi)""'(pU(i)

O0+60+..+0
n N e’

ou seja,

2= p"U™ com n € IN.
Essa é a chamada férmula de De Moivre que pode ser estendida para n € Z
Proposigao 2.7.4. (Férmula de De Moivre) Sejam z = pU? e n € Z. Entao,
2" = p"U™ = p"(cosnb + i - sennf).

Demonstragdo. Para provar que 2" = p"U™ com n € IN, usaremos o principio da inducao
finita sobre n.

Para n = 0,

L =pU"=>1=1.
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Suponha por hipétese que a férmula 2" = p"U™ seja valida para n = k, ou seja;

Zk — pkUkQ.

Sera provada sua validade para n = k + 1.

ShHL k1

— (U)o ()
— pk -pl(Uk€+0>

— pk+1 . U(k+1)9.

Foi visto que a féormula de De Moivre é valida para n € IN. Serda mostrado agora

que também vale para expoentes inteiros negativos. Tomando n € IN,

— pfnUfnG.

Portanto, como vale para n € IN e vale para expoentes inteiros negativos, entao

vale para qualquer n € Z. O

2.7.5 Radiciagao

Definigao 2.7.1. Seja o nimero complezo z = pU?, com 2z # 0, en € N, com n > 1.

Todo numero complexo w que satisfaz a igualdade w™ = z € uma raiz enésima de z.

Proposigao 2.7.5. (Fdérmula de De Moivre para radicia¢ao) Todas as raizes enésimas,

comn € N, n > 1, distintas de z, sao dadas por

w = WU% =p |:COS (MTQW) + i -sen (w)} : (2.1)

n
onde k=0,1,2,3,....,(n —1) .
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Demonstragao. Para determinar as raizes enésimas de z = p(cos + i -senf), com z # 0,
temos que encontrar todos os nimeros complexos w = |w|(cosa + i - sen «v), com w # 0,
que satisfagam a igualdade,

w" = z,
ou seja,

(JwlU*)" = pU”.

Utilizando a férmula de De Moivre, tem-se

|w|nUna — pUH

Pela propriedade da igualdade de dois niimeros complexos, observa-se

o [w|"=p=|wl = p.
O+ 2km

e U =U=na=0+2kn=« ,onde k € Z.

Fazendo 0 < a0 < 27, os valores de k para que sejam encontradas todas as n raizes

enésimas distintas de z sao:

0
k=0 = a=-—
n
6 2
k=1 = a=-+-—
non
0 2
k=2 = Oz:—+2-—7T
n n

0 2T
k=n—-1 = a=—-+4+(n-1)-—.
n n
Como 0 < a < 27 os valores de v acima, nao sao congruentes, basta fazer k =
0,1,2,...,(n — 1). Para os demais valores de k € Z, teremos uma mera repeticao dos
angulos «, ou seja, angulos congruentes.

Assim;

. vl = i
_9+2k77

® (¥ R

n

o w=|wlU"
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obtendo o seguinte resultado:

x 0+ 2k 0+ 2k
w = \”/ﬁU% = \"/ﬁ|:COS (%) + 1 - sen <:)}

n

onde £k =0,1,2,3,...,(n —1). H

Proposicao 2.7.6. Os lugares geométricos das raizes enésimas do complero z # 0 sao

os vértices de um n-dagono regqular inscrito em uma circunferéncia com centro na origem
e raio /p.
Demonstracao. Pode-se provar isso tomando as raizes ou coordenadas complexas

Wo, Wi, Wa, ..., W,y

como pontos e, sendo OW,, = |Wy| = ¢/p, para k € {0,1,2,3,...,(n — 1)}, tem-se

que os pontos Wj estao sobre a circunferéncia C(O, {/p). Por outro lado, a medida do

arco m ¢ igual a arg(Wyy1) — arg(Wy) = q-+2(k + Um = (g + 2km) = 2 com
ke {0,1,2,3,...,(n—2)} e o arco restante arg(W,_;) —arg(V[%) =2r—(n—1)%Z =22,
Como todos os arcos m, m,. .oy Wh_1Wy sao iguais, o poligono WoWy ... W, é
regular. [4] O

2.7.6 Raizes da unidade

As raizes enésimas comn € N, n > 1 da unidade, sio os nimeros complexos w,
que satisfazem a equagdo
w" = 1.
Encontra-se as raizes enésimas de 1 = 1 - (cos0 + isen0) partindo da férmula (2.1) com

p=1e60=0ou seja,

0+2km 2k

w:W.UT:UT

k=0,1,2,3,...,(n—1).

Vamos representar as raizes enésimas da unidade por w*, onde,

Portanto, para n > 2, as raizes sao {1, w,,w?, w?, ... Wk}
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, A . 27
Observa-se que as rafzes w* correspondem a poténcias de w,, = U™ :

k=0 = w=U"=(w,)"=1;

k=1 = w;:U%:(wn)l;

k=2 = wi:U%:(wn)2;
k=n—-1 = w''l= U = (wn) ™Y,

Assim, os lugares geométricos das raizes enésimas da unidade, sao os vértices de um
poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia unitéaria com um dos vértices
em 1. Portanto, as raizes complexas n-ésimas da unidade, dividem a circunferéncia em n

partes iguais.
Exemplo 2.7.1. Para n = 3 as raizes cubicas da unidade sao:

P-1=0=uwh=U% ke{0,1,2}

n 1

k=1 = wz,l,:Uz?v:—ﬁ—l—\/?g:(w;%)
n 1

k=2 = w§:U43:—§—\/7§:(w3)

Assim, {1,ws, (w3)?} forma um triangulo equildtero inscrito na circunferéncia de

raio 1, conforme figura 2.4.

w3 A

Figura 2.5: Raizes cibicas da unidade

Exemplo 2.7.2. Para n = 4 as raizes quartas da unidade sao:
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A-1=0=uwh=U", ke{0,1,23}

k=0 = wl=U0"=1,

k=1 = wi—U%Tﬂ:i:(w4)1;
k=2 = wi:U%z—lz(wOQ;
k=3 = wi:U%:—i:(w@g.

Portanto, {1,w,,w?,w}} forma os vértices de um quadrado inscrito na circunferéncia de

raio 1.

Figura 2.6: Raizes quartas da unidade

Uma observacao que pode-se fazer sobre as raizes quartas da unidade é que, ao

calcular os valores de ", com n € IN, tem-se

iV =1, it =1,
it =1, 0 =1,
i? = —1, i = —1,
i3 = —i, iT = —i.

Nota-se que os valores de " se repetem de 4 em 4, ou seja, essas poténcias de i sao
periddicas. Essas recorréncias sao validas para todo natural n. Como ¢ é raiz quarta da
unidade, implica que i* = 1 onde, tomando n = 4¢ + r com ¢,7 € IN,r < 4, temos que:

.4q

n Agtr i

"= i" = (i4)9.4" = (1)9.4" = i". Assim tem-se i" = i", onde r é o resto da

divisao de n por 4. Em geral, temos

Exemplo 2.7.3. Observe que a soma das raizes ctibicas e quartas da unidade, sao iguais

a Zero:

e Soma das raizes ctbicas da unidade.

1 V3 1 V3

l4ws+wi=1—c4-———=—-—=0.



31
e Analogamente, a soma das raizes quartas da unidade.
l+wstwitwi=1+i—-1-i=0.
Proposigao 2.7.7. Se as raizes enésimas da unidade sao 1,w,,w?,w3, ... ,w"" entdo,
l+wp+w?+w?+. 4wt =0.
Demonstracao. Nota-se que z™ — 1, com z € C, pode ser escrito da seguinte forma:
(I4+z422+22 4. 42" (z—-1)=2"—1.
Fazendo verifica-se que, de fato,
e+ 2+ Tl = 1
Para z # 1 nota-se,
Zz"—1

z—1"

que corresponde a féormula da soma de uma progressao geométrica finita.

l+z24+224284+. . . +2v 1=

Fazendo z = w,, tem-se 2" = 1 e a expressao acima fica

l+w, +wi4w?. .+t =0



Capitulo 3

Aplicacoes dos complexos na

geometria

Inicialmente servisto alguns conceitos da geometria sendo relacionados com os
numeros complexos. E em seguida alguns problemas da geometria sendo solucionados
através dos nimeros complexos. Vale lembrar que, cada ponto A = (a,b) sera identifi-

cado com o complexo a + bi, operando com pontos da mesma forma que com complexos.

3.1 Ponto médio de um segmento

Proposicao 3.1.1. Dados dois pontos A = (a,b) e B = (¢,d) com a,b,c,d € R, o ponto

— A+ B
médio do segmento AB € dado por —; .

Demonstracao. Pela férmula do ponto médio entre dois pontos da geometria analitica,

(a—;c)b—;—d) _ (a,b);r(c,d)

3.2 Distancia entre dois pontos
Proposicao 3.2.1. Dados os complexos z e w, a distancia d, entre z e w € dada por
d=|z—w|.

Demonstragao. Sejam z = a + bi = (a,b) e w = ¢+ di = (¢,d) com a,b,c,d € R. Entao;

Utilizando a féormula da distancia no plano entre os pontos z e w, temos

d=+/(a—c)2+ (b—d)>. (3.1)

32
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Por outro lado, usando a definicao do médulo de niimeros complexos,

— V= + -

|z —wl=|(a=c¢b=d)| =

(3.2)

Por (3.1) e (3.2) tem-se,
d=|z—w|.

3.3 Colinearidade

Proposigao 3.3.1. Os pontos A, B, C com B # A sao colineares se, e somente se,

C—-A
— c R

B—A

Demonstracao. Para que os pontos A, B, C' com B # A, sejam colineares, os vetores 1@

e 1@ tem que ser multiplos, ou seja,
AC = \AB &

C—-—A=\NB-4A) &

c-A

3.4 Rotacao de um ponto

Para rotacionar um ponto A de um angulo # em relagao a origem, basta efetuar
o produto desse ponto com o complexo unitério U = cosf +isend. Como |U’| =1 o

comprimento do vetor A nao se altera, assim a rotacao obtida é

A=A4-U"
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— 0
A=A.U A

\]

Figura 3.1: Rotacao do ponto A em relacao a origem

Pode-se provar isso, tomando A = pU® e fazendo; temos

Rotacionar um segmento é andlogo a rodar um ponto. De fato, dados dois pontos
A e B no plano, para rotacionar o seguimento AB no sentindo anti-horario de um angulo

0, em relacao ao ponto B, basta proceder da mesma forma abordada acima

BA = BA-U".

A partir daif, pode-se também encontrar a coordenada do ponto A. Por exemplo,
para obter o ponto A’, que é a rotacdo de A em relacdo & B de um angulo 6, procede-se

da seguinte forma:
BA ' =BA- U’

A—-B=(A-DB) U’
A =B+ (A-B)-U"
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Figura 3.2: Rotagao do ponto A em relagao ao ponto B

3.5 Equacao de uma reta

Proposicao 3.5.1. Sejam A e B dois pontos quaisquer. A reta que passa por estes pontos

no plano complexo, pode ser representada na forma paramétrica por
P(t)y=A+t(B - A).

Demonstracao. Dados os pontos A, B e C, colineares entao vai existir um ¢t € R tal que:

AC = tAB &
C—-—A=t(B-A) &
C=A+t(B-A) <

Fazendo C = P(t)

P(t)=A+t(B - A).

3.6 Equacao de uma circunferéncia

Proposicao 3.6.1. A equagdio de uma circunferéncia no plano complexo € |z — c| = r,

onde z = (x,y) é um ponto genérico da circunferéncia, ¢ = (a,b) € o centro e r é o raio.
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Demonstragdo. A equacao de uma circunferéncia no plano cartesiano é (x—a)?+(y—b)* =

r2. Fazendo,

((z —a,y=b)|=r
|z, y) = (a, )] =r
z—c|=r

3.7 Poligonos

3.7.1 Triangulo equilatero

Proposicao 3.7.1. Sejam A, B e C, orientados no sentido anti-hordrio, os vértices do
triangulo ABC. Entdao A+ B w3+ C -w? =0, onde wy = U%W, se, e somente se, 0

triangulo ABC' é equildtero.

Demonstracdo. Se o triangulo ABC' é equilatero, o angulo formado pelos segmentos AB e
AC mede 60°. Portanto, o angulo formado por —AB e AC mede 120° Assim, a condicao

necessaria é

E'Wgz—m
(C-A)u)g:A—B

CW3—AW3—A+B:O

Cws — A(ws+1)+ B =0. (3.3)
como 1, w e w? sdo as raizes ctibicas da unidade entdo 1 + w3 + w? = 0, ou seja,

1 + w3 = —w? que, substituindo em (3.3), nos d4
Cws + Aw; + B = 0. (3.4)

Multiplicando (3.4) por ws, temos
Cwi + Awl + B w3 =0

A+ B-ws+C-wi=0.
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3.7.2 Paralelogramo

Proposigao 3.7.2. Dados os pontos nao colineares M, N, P e () o quadrildatero M N PQ)

¢ paralelogramo se e somente se, N — M = P — Q.

Demonstracao. O quadrilatero M N P(Q é um paralelogramo, se e somente se

MN = QP
N-M=P-Q

3.8 Problemas resolvidos

Ser# feito uso nos exemplos que se seguem do complexo unitario U? = cos 8+i sen 6
)

facilitando com isso a escrita e tendo uma melhor vizualizacao do problema.

3.8.1 Exercicios elementares

Exemplo 3.8.1. Encontre o ponto B, que é obtido apdés uma rotacao de 45° no sentido

anti-horario do ponto A = (2,4), em torno da origem.

Solugdo. Por hipétese, A = 24 4i e U*" = cos45° + isend5°.

O ponto B, é obtido da seguinte forma:

B=A-U"
= (2,4) - (cos45° + i sen45°)

= (24 40) - (?—i—gl)

2v2 22 4V2. 42
=5 + 5 1+ 5 1 — 5
= —V2+3V2i
= (—v2,3V2)

]

Exemplo 3.8.2. Apds uma rotacao de 105° no sentido anti-horario em torno da origem

do complexo z = v/2 + v/2i, qual serd o novo ponto correspondente?
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Solucao. O nimero complexo pode ser escrito, da seguinte forma:

|z|:p:\/\/§2+\/§2:2
b V2

semﬁzm:7 — ) — 45°
a \/§

cosf = — = —

\ E

Portanto z = 2U%°,

A rotacao de 105° no sentido anti-horério de z fica:

w = U105° . 2U45°

o o
— o[y 105°+45

— 2U150 ;
onde,

U = cos150° + i - sen 150°
= —c0s30° + 17 -sen 30°

3 1
\/_—i-.

2 2
Assim, o novo ponto serd
w = 20"
V3 o1
=9(—X2 4 =

O

Exemplo 3.8.3. Sejam os pontos A = (2,3) e B = (4,3) do plano. O segmento AC é
obtido do segmento AB, por uma rotacdo de 30°, no sentido anti-horario, em torno do

ponto A. Determine as coordenadas do ponto C'.
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Solucao.

AC =AB-U™™
C—A=(B-A)-U"
C=A+(B-A) U
=(2,3) +[(4,3) - (2,3)] - U™
=(2,3) +(2,0) - (cos30° + i - sen 30°)

—(2,3) +(2,0) - (ﬁ 1)

272
= (2,3) + (V3,1)
= (2+V3,4).
O

Exemplo 3.8.4. Seja o triangulo ABC), retangulo e isésceles, de coordenadas A = (8, 6),
B = (9,10) e hipotenusa BC. Sabendo-se que os vértices A, B, C estdo no sentido

anti-horario, determine a coordenada do vértice C.

Solucao. Como os vértices estao no sentido anti-horario:

= (8,6) + [(9,10) — (8,6)] - U™

— (8,6) + (1,4) - (cos 90° + i - sen 90°)
= (8,6) + (1,4)-(0,1)

= (8,6) + (—4,1)

— (4,7).

O

Exemplo 3.8.5. ABO ¢é um triangulo equildtero cujos vértices estao no sentido anti-

hordrio. Dados A = (1/3,1) e sendo O a origem do plano, determine o vétice B.

Solu¢ao. O nimero complexo A pode ser escrito, da seguinte forma:

p:\/\/§2+12:2
1

senf = =0=230°= A =20

2
2

2

w

cosf =
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Como o triangulo é equildtero e suas coordenadas estao no sentido anti-horario,
serd feito uma rotacao do ponto A em torno O, de 60° no sentido anti-horéario. Assim:
Sendo A =2U3 e B=U%". A

B=U".A
— U'GOO . 2(]30O
=20
= 2i.

Portanto, o vértice B sera
B =(0,2).
O

Exemplo 3.8.6. Dados os complexos z; = 2 +i e z5 = 4 + 31, escreva a equagao da reta

que passa por esses pontos.

Solugao. A reta que passa pelos pontos z; e 2o pode ser escrita da seguinte forma:
P(t) =2z +t(z2 — 21)
Assim,

P(t)=(2,1)+t((4,3) — (2,1))
= (2,1) +£(2,2)
= (2+2t,1 4 21).

]

Exemplo 3.8.7. Dada a reta P(t) = 21 +t(29 — z1) com t € R, obtenha a nova reta, apds

uma rotacao no sentindo anti-hérario de um angulo 6, em torno da origem.

Solugao. Seja P(t) = z1 + t(z3 — z1) com ¢t € R uma reta qualquer. Para fazer uma
rotacao da reta, no sentindo anti-hérario, de um angulo 6 em relagao a origem, procede-se

da mesma forma que rotacionar um ponto ou um segmento.

P(k)=U" P(t)
=U’. [21 4+ t(z2 — 21)]



41

Exemplo 3.8.8. Dada uma reta r e um ponto A € r, achar a reta perpendicular a r

passando por A no sentido anti-horario em torno da origem.

Solugdo. Sejar: P(t) = A+ t%@ com t € R uma reta qualquer, onde A e B sao pontos
da reta r. Para obter a reta 7 que passa pelo ponto A e é perpendicular a r no sentido
anti-horario em torno da origem, basta rotacionarmos o vetor 1@ de um angulo de 90°
ou seja,

7o P(k) = A+ kAB - U™
]

Exemplo 3.8.9. Dada aretar:y= %x — %, obtenha a nova reta r apds uma rotagao de

60° no sentido anti-horario em torno da origem.

Solucao. Inicialmente, deve-se encontrar dois pontos arbitrarios da reta r : y = %x — %

Escolhendo x = 1 e x = 3, tem-se, respectivamente, y = 2 e y = 9 . Chamamos de
A=(1,2) e B=(3,9). Como cada ponto representa um vetor ou um niimero complexo;

temos

i P(t) = A+ ABt
=A+1t(B-A)
=(1,2) +t(2,7)
= (14 2i) + (2 + Ti).

Para fazer a rotagao de 60° no sentido anti-horario, basta fazer:

Us” . p(t) = (% + ?i) (1 +24) + (2 + Ti)t]

1 t
=§+i+t+%'+§'—\/§+t\/§i—%§t

N ENCOREER

Portanto, a reta procurada, fazendo t=1 é

. P(k) = (1_2N§72+2¢§> + (2_27\@,”22‘/3) ke

Exemplo 3.8.10. Descreva o lugar geométrico do complexo z tal que |z — 3| = 1.
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Solucao. Esta equagao modular pode ser interpretada, como uma equacao de uma cir-

cunferéncia, ou seja,

|(z,y) = (3,0) =1

Onde z = (x,y) é um ponto qualquer, C' = (3,0) é o centro e 1 é o raio da circunferéncia.
]

Exemplo 3.8.11. Dada a equacao de uma circunferéncia qualquer, determine a reta

tangente a esta circunferéncia no ponto z.

Solugdo. Seja |z — ¢/ = r a equagdo de uma circunferéncia no plano complexo, onde
Z = (z,y) é um ponto genérico da circunferéncia, C' = (a, b) é o centro e r é o raio. Como
a reta tangencia a circunferéncia entao, para obter a equacao desta reta, o segmento ZC'

serd rodado de um angulo de 90° no sentido anti-horario ou seja,
P(t) = (z,y) +tZC - U
O

Exemplo 3.8.12. Dado o triangulo ABC' de vétices A = (1,v/3), B = (0,4) e C =
(-1, \/g), determine as coordenadas dos vétices do triangulo A; B;C}, obtido pela rotacao

do triangulo ABC' em 120°, em torno da origem, no sentido anti-horario.

Solucao. Para obter os vétices do triangulo A;B;C} serd feito a rotacao de 120° de cada
vétice do triangulo ABC. Assim, cada ponto A, B e C do plano pode ser associado a
um nimero complexo z4 = 1+ V3i , zg = 4i e 2o = —1 4+ /3i. Assim, utilizando os
complexos unitarios z4 = 2U%°, 25 = 4U° e 2o = 2U™" | as coordenadas dos pontos

sao obtidas da seguinte maneira:
e coordenadas do vétice A;

Al — UIQOO . 2U60°

Portanto,

Ay = (=2,0).

e Coordenadas do vétice By
B1 — (/'120O X 4U90°
— 4U210°
= —2V3-2i
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Assim,
B, = (—2V/3,-2).
e Coordenadas do vétice

Oy = U0 o2
— 2(J'240O
= —1—/3i,

ou seja,
Ol = (_]—7 _\/g)

]

Exemplo 3.8.13. Dado um niimero complexo z = 3+ 2¢, cuja representagao no plano de
Argand-Gauss é o ponto A, determinem o niimero complexo cuja representacao no plano

é o vértice B do triangulo equilatero ABQO, sendo O a origem.

Solu¢ao. Como o triangulo é equilatero, sera feito uma rotacao em torno do ponto A, de

60° no sentido anti-horario e outra de (—60°) no sentido horario. Assim:
e No sentido anti-horario B = U%"". 4 ou seja, lembrando que U%" = cos 60°+i sen 60°,

B=U" .4
1 V3. .

[(3-2V3 3+3V3\ .
=\l |

o (3—2@73+3\/§>'

Portanto, o vértice

2 2

e No sentido horério B = U%° . A

_[3+2V3 2-3v3)\
- T + T ]
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e o vértice,

2 2

o <3+2\/§72—3\/§>'

]

Exemplo 3.8.14. Seja ABC'D um quadrado, cujos vértices estao no sentido anti-horario.
Dados A = (1,2) e B = (3,5) determine C' e D.

Solucao. Como se trata de um quadrado, para encontrar o vértice D, serd feito uma
rotagao do vetor 1@ em torno do ponto A, de 90° (sentido anti-horario).

Os vértices, ou pontos, A=(1,2) e B=(3,5) do quadrado, representam geometrica-
mente os complexos A = 1+ 2i e B = 3 + 5¢, respectivamente. Como serd feita uma

rotagao, precisa-se encontrar o complexo ou o vetor Ag, ou seja,

AL —-B— A

= (345i) — (1 +29)

=2+ 3.
Fazendo a rotacao do vetor f@
T=U" . AB
=1i-(2+ 3i0)
= -3+ 21.
Assim, o vértice D é obtido,
D=A+T
= (142i) + (-3 + 29)
= —2 4 4,
ou seja,
D =(-2,4).

Como no célculo para encontrar o vértice D acima, teria que ser feito uma rotacao
no sentido anti-horario em torno do ponto A para encontrar o ponto C. Mas, como se
trata de um quadrado, pode-se encontrar esses vértices utilizando soma de complexos, ou
seja;

DC = AB
C—-D=B-A
C=D+(B-A).



45

Assim, o vértice C' é obtido,

3.8.2 Exercicios avancados

Exemplo 3.8.15. Sobre os lados de um quadrildtero convexo ABC'D sao construidos ex-
ternamente os triangulos equilateros ABM e C'DP e internamente os triangulos equilateros
BCN e ADQ. Mostre que quadrilatero M N P() é um paralelogramo, a menos que esses

pontos sejam colineares. [4]

Solucao. Fazendo a rotacao no sentido anti-horario a partir do ponto A, de 60° do

triangulo equildtero ABM , tem-se:

AM = AB - U
M—A=(B-A) U™
M=A+(B—A) - U™

Procedendo de forma andloga, com rotagoes de 60° no sentido anti-horario nos seguintes
casos:

No triangulo equilatero CD P, a partir do ponto C
P=C+(D-0C)-U".

Analogamente no triangulo equildtero BC'N, a partir do ponto C'
N=C+(B-0C)-U".

No triangulo equildtero ADQ), a partir do ponto A tem-se, também,

Q=A+ (D - A)-U".

Pela Proposicao 3.7.3, o quadrilatero M N P@Q é um paralelogramo, a menos que esses

pontos sejam colineares, se satisfaz a condicao

N—-M=P-Q.



46

onde

N-M=C+(B-C)-U" -A—(B-A) -U"
=C—-A+(A-C)-U".

Por outro lado,

P-Q=C+(D-C)-U —-A—(D-A)-U"™
=C—-A+(A-C)-U".

Portanto, ou M N P() é um paralelogramo, ou os pontos M, N, P, () sao colineares. []

Exemplo 3.8.16. Seja ABC um triangulo equildtero com circunraio igual a 1. Prove

que para qualquer ponto P sobre o circuncirculo tem-se PA? + PB? + PC? = 6.[4]

Solug¢ao. Como ABC' é um triangulo equilatero de circunraio igual a 1, podemos adotar
como coordenadas dos pontos A, B e C, as rafzes ciibicas da unidade 1, w3 e w?, res-
pectivamente. Denota-se z, como sendo a coordenada do ponto P. Como P, A, B e C
sao pontos sobre a circunferéncia de raio 1 e centro na origem, circunscrita ao triangulo

equildtero, nota-se |z| = |ws| = |wi| = 1.
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Considere as seguintes distancias:

PA=|z—1]
PB = |z — ws]
PC = |z — uj|

Sera mostrado que

PA?>+ PB4+ PC? =6

Fazendo
PA =|z-1P=(:-1)-F-1)=z2z-Z—2—-2+1 (3.5)
PB=|z—wsl’=(z~w3) Z—W3)=2-Z—2 W3 —w3-Z+ws w3 (3.6)
PO = o - = (—ud)- G- =2-F—z- Bl Tud-a (37)

Substituindo (3.5), (3.6) e (3.7) em PA* + PB* + PC? =k,

k=2zZ+2 %42 Z—(F+ws-Z+w? -2 — (242 W5+ 2 -w2)+1+ws 5+ w?- w?
=3 2P - (+ws+wd) Z— (L+@T+wl) 2+ 1+ |wsl? + w2
=3-1-0-Z2—-0-2+1+1+1
—3-0-0+41+1+1

=6
[l

Exemplo 3.8.17. O ponto B situa-se sobre o segmento AC'. Os triangulos equilateros
ABE e BCF sao construidos sobre o mesmo lado da reta AC. Se M e N sao os pon-
tos médios dos segmentos AF e C'E respectivamente, prove que o triangulo BMN é

equilétero.

Solugao. O ponto E é obtido do ponto B por meio de uma rotacao de 60° em torno do

centro A. Assim,
E=A+(B-A)-U".

De forma analoga, o ponto F' é obtido do ponto C' por meio de uma rotagao de 60° em

torno do centro B

F=B+(C-B)-U™.
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Como as coordenadas dos pontos M e N sdo os pontos médios dos segmentos AF e CE,

respectivamente, entao

M:A+F
2
_A+B+(C—-B)- U™
N 2
(§]
N:E+C
2
 C+A+(B-A)- U™
— ; .

Se o triangulo BM N ¢ equilatero entao pela proposicao 3.8.2 tem-se que provar,
B+N-U2 + M-U* =0 (3.8)

Assim, substituindo as coordenadas M e N em (3.8)

LCHA(B-A) U e A+B+(C-B) U
2 2
QB+(C+A),U120°_'_(B_A)'U18O°+(A+B).U240°+<C_B).U3000:O

A . |:U1200 S U2400:| + B- |:2 — 14+ U240° . U300°:| + C - [U120° + USOOO] =0

B

[e} o .
Como U2 = —[J3%" verifica-se que,

A- [1 + U207 4 U2400} + B - [1 + U U?’OOO] +C- [U120° o UIQOO} —0
AL+ U L 2 L B 14 U 4 U2°] - [ - U'2°] =0

Por outro lado, 1+ U + U?*° = 0 (Proposigao 2.7.6) ou seja,

A-0+B-04+C-0=0

o que de fato, conclui-se que o triangulo BM N é equilatero. O]




Capitulo 4

Aplicacoes dos nimeros complexos

na trigonometria

Com a utilizacao do complexo unitario U? = cosf + i - sen #, sera obitida algumas
formulas trigonométricas . Uma vez que, esta maneira de encontrar essas férmulas, nao
¢ uma prova das formulas que serd visto a seguir. E apenas uma forma de obter estas

formulas, de uma maneira mais rapida, caso o aluno as esquega.
Proposicao 4.0.1. Dados dois arcos a e [3, sao vdlidas as formulas:

cos(a £ ) = cosa - cos f Fsena - sen f3,

sen(a+ ) =sena - cosf +sen 5 - cosa.
Demonstracao. Tem-se que,
U* =cosa+1-sena
UP =cosff+i-senp
Multiplicando as duas equagoes acima,

U UP = (cosa+i-sena) - (cos f +1i-sen )
=cosa-cosfB+i-cosa-senf+1i-sena-cosf+i°-sena - sen 3

= (cosa-cosff —sena-senf3) +i- (sena - cos 5 + sena - cos f3)

Por outro lado,
U*P = cos(a+ B) + i - sen(a + )

Como
ueth =y .y

logo,

cos(a+ ) +i-sen(a+ f) = (cosa-cos f—sena-sen3) +i- (sena-cos B +sena - cosf3).

49
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Portanto,

cos(a+ ) = cosa - cos f — sen « - sen f3,

sen(a + ) =sena - cos f + sen 3 - cos a.

Para determinar as férmulas do seno e do cosseno da diferenca, basta trocar 5 por

—f nas férmulas ja obtidas para a soma, ou seja:

cos(a — ) = cosa - cos(—f) + sena - sen(—[3),

sen(a — B) = sena - cos(—f) + sen(—p) - cos a.
Lembrando que sen(—f) = —sen 3 e cos(—f) = cos 8 temos,

cos(aw — fB) = cos v - cos 5 + sen « - sen f3,

sen(a — ) =sena - cos f — sen 3 - cos a.

As demontracoes que serd vista a seguir dos arcos, sao validas.
Proposicao 4.0.2. Dado o arco o, sao vdlidas as formulas

cos 2a = cos® o — sen? «

sen2a = 2 - sen o - cos o.

Demonstragao. Utilizando U? = cos@ + i - sen @

U?* = cos2a + i - sen 2,

(U*)? = (cosa +i - sena)?
[gualando as duas equagoes acima, temos

cos 2a 44 - sen 2a = (cosa + i - sen a)?
2 : 2
=cos"a-+1-2cosa-sena — sen” o

= (cos® a —sen” ) + (2sen a - cos )i
E, utilizando a igualdade entre dois ntimeros complexos, encontramos

cos 2o = cos? o — sen® «

sen 2 = 2sen « - cos .
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Proposicao 4.0.3. Dado o arco o, sao vdlidas as formulas

cos® o — 3cos o - sen? o,

cos 3«

sen 3a = 3cos® o - sen ar — sen® av.

Demonstragao. Utilizando U? = cos@ + i - sen 6,

U3 = cos3a + i - sen 3a,

(U*)? = (cosa+i - sena)®.
Igualando as duas equagoes acima,

cos3a + i -sen3a = (cosa + i - sen )’

=cos’a+1i-3cos’a-sena — 3cosa - sen®a — sen® «

3

= (cos® a — 3cosa - sen’a) + i - (3cos® a - sen o — sen® ).

E, utilizando a igualdade entre dois niimeros complexos, temos

cos 3a = cos® a« — 3cos o - sen? «,

3cos® a - sen o — sen® .

sen 3

Desta forma, pode-se encontrar as férmulas do cosseno ou seno de qualquer multiplo

de um determinado angulo, através dos nimeros complexos. O]

Lema 4.0.1. Dados o arco o e U* = cosa + 1 -sena, € verdade que

CosSa = v+ (4.1)
2

senq = & (4.2)
21

Demonstracao. Tem-se que,

U* =cosa+1-senc

U *=cosa—1i-sena
Somando as duas equacoes acima e subtraindo,

UY4+U*=2-cosu

U -U"“=2-7{-sen«

Colocando em evidéncia tanto o cos «a e o sen «, chega-se as formulas:

U +U“

cosqy = —————
2

U -U—“

senqy = ————.
21

Estas formulas, sao uteis para demonstrar diversas relagoes trigonométricas. [
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Proposicao 4.0.4. Dado o arco «, sao vdlidas as formulas,

1 2
cos? o = M’ (4.3)
2
1 —cos2
sen” o = %. (4.4)

Demonstragao. Faremos uso do lema 4.0.1, acima para demonstrar as férmulas (4.3) e
(4.4).
Elevando (4.1) e (4.2) ao quadrado, tem-se

U2a + 2y« + U—2a

2,
cos” v = 1 ,
) B _U20< + Uy« — U—2a
sen” o = )
4
ou seja,
1 U4 U242
cos o = = - + i : (4.5)
2 2
1 —(U* 4+ U2 +2
sen’ o = 3 ( +2 )+ . (4.6)

Como U* + U~% = 2 - cos a, substituindo « por 2,

U?* £ U2 = 2. cos 2

Substituindo em (4.5) e (4.6), encontra-se as relagoes trigonométricas que querfamos:

9 1+ cos2c

cos" o = ——,
2

9 1 — cos2a

sen’a = ——(p——



Capitulo 5

Outras aplicacoes dos numeros

complexos

5.1 Somas de numeros binomiais

O objetivo dessa secao é através dos numeros complexos, obter uma forma re-
duzida para representar alguns somatérios. Para tanto, sera relembrado algumas somas
ja conhecidas, obtidas através do desenvolvimento do Binomio de Newton e, com isso,
determinar algumas expressoes importantes que servirao para o nosso objeto de estudo.

Através do Binomio de Newton,

n __ n n n n—1 n n—2 .2 n n
(y + ) —<O>y +(1)y x+(2>y x +...+(n)m,

encontra-se algumas propriedades importantes:

e Fazendo x = 1 e y = 1 na distribuicao binomial acima, chega-se a seguinte relacao,

26 ()G ()

e E tomando r = —-1ley =1,

= (0)= () () ()

e Ao somar as relagoes acima, encontra-se o somatorio:

() () 6 ) "

e E ao fazer a diferenca entre estas relacoes tem-se,

()6 ()6 o

23
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Vale ressaltar que os somatérios (5.1) e (5.2), vao até (") ou (") dependendo da pari-
dade.

N RO
“(1)+6) 6+ 6) -

Com isso, pode-se observar que nestes somatorios, as classes dos niimeros binomiais
estao variando de 2 em 2 pois as poténcias de —1 se repetem a cada duas. Isso nos faz
lembrar que nos niimeros complexos as poténcias de i se repetem de 4 em 4.

Entao, tomando o desenvolvimento do binomio z = 1 + 4, ou seja, fazendo no

bindémio (y + x)", y = 1 e x = i tem-se:
2= (1+14)"

() O G G
(©)-6)-0)- @@ [0)-6)-6)-6-]

s

4

Sendo z = 141, a sua forma trigonométrica fica, z = v/2(cos 7 +i-sen 7) ou ainda,
e L 2. jus
utilizando os complexos unitérios, z = v/2U 7.

Assim, ao utilizar a férmula da poténcia de De Moivre observa-se que:
M= (140" =22 U
[gualando,

0)-0-0-1+0-0-0- -

g g

Re Im

w3
g
S

Utilizando a igualdade entre ntmeros complexos acima, chega-se as seguintes

(7(")”) - (Z) + (Z) - <Z) PRt -cosﬂ;L—?T. (5.3)
() -()()-(:

Assim, as expressoes encontradas sao (5.1), (5.2),(5.3), e (5.4):

relacoes:

3
N——
+
Il
[\
w3
%
@
=
| 3
N
=
=
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(0)+ )+ () + (B e
(1) (3) +(5) + () oo
(6) -G (1) (6) + ooy

(-6 () o

Com base nas relagoes acima, sera encontrada uma forma reduzida para representar

os somatorios, cujo ciclo é de 4 em 4.

Proposicao 5.1.1. Sendo n € N tem-se

n
n _ n_ nmw
=224 9% 1~senz

n n n n nw
1 =272 9257 gen —
)<3)+()+ 11)+(15)—|— 2 sen —
—i—( )—1—...:2”2—1—231@08%

- -

0+
9 (o) +(2)+ () + (5
7 (1) () () ()
D () () () e (1) =t

1) Demonstragio. Basta fazer a diferenga entre as expressoes (5.2) e (5.4) ou seja:

(1) <)) () e
(1)) () () ety
(3) < () ()« () vty

2) Demonstragdo. Neste caso serd feito a adi¢ao entre as expressoes (5.1) e (5.3) ou seja:

JUNONUROS
()~ () () (0) =2t

1
1

Assim:

]
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Chega-se a expressao reduzida:

n n n n n nim
=272 1957 cps —
(0)+(4)+(8)+(12)+ 287 cos

[
3) Demonstragdo. Basta fazer a soma entre as expressoes (5.2) e (5.4) ou seja:
Y (Y (Y (Y L (7 _ gt
1 3 5 7 9) "
+
n n\, (n n\ (" o2 nm
— — ...=22 -sen —
1) \3) ") \7) "\ "
Portanto,
n n n n _on—2 , ono1 . NT
<1)+(5>+<9)+(13)+...—2 + 22 sen —
[

4) Demonstragdo. Neste caso procede-se fazendo a diferenca entre as expressoes (5.1) e

(5) = ()= ()= ()« ()=
() () () () + () ooty

Chega-se a expressao reduzida:

n n n n n nim
.=2"2 937 cog —
()« (6)+ (o) + (1) + o]

Observe que pode-se obter somatérios de 3 em 3, 5 em 5, etc, usando outras raizes da

unidade.

5.2 Somatodrios trigonométricos

Exemplo 5.2.1. Mostre que:
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a) cosf + cos20 + cos30 + ... +cosnb = ...

b) senf +sen26 +sen3f + ... +sennb = ...

Solucao.
U? = cosf + isend
(U%)? = cos 20 + isen 20
(U)" = cosnf + i sennf
Pode-se observar que (U o (U 9)2 . (U 9)“) é uma progressao geométrica finita

de razdo U’ com n termos. Fazendo uso da férmula da soma de uma PG que é:

q" -1
qg—1

(5.5)

Sn:al-

’ . n ’ n 4
Serd obtido a soma )., cosnf que é a parte real e a soma ) ., sennf que é a parte

imagindria do somatério do nimero complexo > (cosnf + i - sennf) :

n

ZUnGZUG.Une_l

— Ul —1
e U UT-UTE
Us Us—-U-3
Utilizando o lema 4.0.1
no
_ e sen (%)
Sen(g)
= |cos —(n + 1) + 4 -sen (n+1)6 . sen(%e)
2 2 sen(%)
Portanto,
nd nf
Yo cosnf = cos <("§1)9> . sen((z)) e sennf = sen <(n§1)0> . sen((;; O
2 2
s 3 5 Vs 9r __ 1
Exemplo 5.2.2. Prove que cos 7 + cos 37 + cos 7T + cos {7 + cos f = 3

i

Solugao. Sendo U1l = cos {7 +isen

T

17, temos a progressao geométrica finita dada abaixo

CERCCSINCOITDY

de razao (U ﬁ)2 com 5 termos. Utilizando a formula da soma de uma PG que é:



S, = aj - 1
i(Uﬁ)%—l — Ut . Uﬁ — 1
n=1 Um —1
— Ut U ) U —UT
Uit Uit — U~ 11
_ys sen(2T)

Cos - ~+ cos o ~+ COos o + C0S — + COS — = COS (51) sen(?—l)
11 11 11 11 11 1 sen({7)
B % -sen(2 - ?—D
sen({7)
1 sen(m — {7)
T2 sen({7)
1 sen(qy)
T2 sen({%)
1
T2
Exemplo 5.2.3. Prove que sen 67” + sen 107“ + sen 127“ = —4

2T

2
Solugao. Fazendo U = cos 77T + isen ~

Como nas raizes da unidade, a soma das raizes sétimas da unidade ¢ igual a:
2n 4n 6n 12x
1+U74+U7+U7+...4U07 =0

logo,
1+ U4+U?+0%+...4+U=0

Para encontrar a parte imaginaria, da soma U? + U® + U®, sera feito o seguinte:
1+ U+ U+ UYHY+ (U +U°+U% =0

(U+U*+ U+ (UP+U°+U%) =-1

g g

T Y

(5.6)
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r+y=-—1
onde,
z-y=U+U*+U") - (U°+U°+U°)
=U'+U+U + U+ U + U+ U+ U+ U"
=U'+U+30"+ U+ U+ U+ U

das raizes da unidade

UT=1,U08=U,U0°=U%c U" = U?

voy=U'+U+3+U° +U+U*+U?
= (1+U+UP+ U+ U +U° +U°) +2
=2

Basta, resolver o sistema abaixo:

Isolando o valor de x da primeira equacao e substituindo na segunda equacao,

vV +y+2=0

e AV

y 2

Como y = U? + U® + U®, é a soma dos termos nos quadrantes I1] e IV , entdo:

-1 —iT

Y 2

Assim, tomando a parte imaginaria de ambos os lados, a soma pedida é:

6 10 12 7
sen£+senl+senl — _£

7 7 7 2

5.3 Aplicacoes dos nimeros complexos em polinéomios

Sera utilizado os complexos unitarios, para facilitar a resolucao de um problemas

envolvendo polinomios.
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Exemplo 5.3.1. (IME-1994) Mostre que P(x) é divisivel por Q(z) onde P e @ sado os

polinomios dados:

P(x) = 299 4 358 1 o777 4 666 | ;555 4 pddd | 0338 4 0222 4 (01 4 g
Q)=2"+a2%+ 2" +2° +2° +a' +2° +2® + 2! + 1
Solucao. Para resolver esse problema, iremos recorrer primeiramente ao seguinte teorema,
Teorema 5.3.1 (Teorema de D’alembert). Se x = a € raiz de um polinémio P(z) entdo
P(z) € divisivel por (x — a).

Assim, vamos encontrar todas as rafzes de Q(x) e verificar se também sdo raizes
de P(x). Podemos observar que os termos de @(x) formam uma progressao geométrica,

com 10 termos e razao igual a x, por se tratar de uma soma iremos utilizar a férmula:

Sp=a 5.7
Assim,
10
o —1
r)=1-
Q) =1-——
Como queremos encontrar as rafzes wy, do polinomio Q(wy) entao:
wi?—1 wl—1=0 wl? =1
7= 0= =
Wk — wy —1#0 wy, # 1
Ficamos portanto com w;’ = 1, como se trata da procura das raizes, iremos utilizar a

férmula (2.1) por ser mais reduzida do que a usual,

2km

wy=U10, k=1,2,...,9

Vamos agora substituir todas as raizes wy no polinémio P(z) para vermos se sa-

tisfaz, a condigao, P(wg) =0 com k =1,2,...,9:
P(wy) = (wi™)? + (wi)® + (wi) + ...+ 1

De forma analoga usaremos a férmula (6.1) para a soma dos termos do polinémio P(wy)



ou seja,

(w,ﬁll)lo _1

111
wp — 1

|:<U21k07r>10:| 111 .

111
wp - —1

(U2k7r) 111 1

111
w — 1

1-1
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Podemos observar que as raizes do polinémio Q(x), da forma wy, = U0, k=1,2,...,9

satisfizeram a condi¢do P(wy) = 0. Portanto P(x) é divisivel por Q(x).

Podiamos ter feito também, observando que como wy, é raiz 10° da unidade, suas

111

poténcias se repetem a cada 10. Logo wj'! = wj}, e P(wy) = w)+wi+...+1 = Q(wg) =

0.

O



Consideracoes Finais

Os parametros curriculares nacionais do ensino médio(PCNEM) fornece as ori-
entacoes dos contetddos que devem ser abordados da relativa matéria, bem como, quais
sao as competéncias esperadas ao estudar esses contetidos. No que se refere ao estudo dos
nameros complexos, nao é observada uma relativa importancia para que o professor se
aprofunde nesse tema. Isso também fica nitido quando se analisa os livros paradidaticos,
pois nao fazem uma abordagem adequada desses nimeros.

Causando um desinteresse por parte de alguns professores, uma vez que sao im-
pelidos a focar no conteido que realmente é cobrado nos vestibulares e a seguir a risca
a matriz curricular. Desta forma, os alunos nao conseguem assimilar o conteudo, pois a
este conteudo é dado um tratamento apenas mecanico, somente através da utilizacao de
formulas.

Assim, os numeros complexos vem sendo ministrado nas escolas do Ensino Médio
com uma visao puramente algébrica, esquecendo-se de mencionar sua interpretacao geomé-
trica no plano complexo e sua importancia dentro da matematica, acarretando um certo
desinteresse por parte dos alunos, uma vez que eles nao tém a real nogao do significado
desses niimeros, bem como, a sua relagao com os demais conteudos da matematica e suas
aplicagoes.

Visando contribuir para o ensino dos niimeros complexos, falamos sobre o contexto
histérico, tentando com isso, mostrar que estes nimeros nao surgiram do nada, mas
sim, que o seu surgimento, resultou na solugao de problemas que até entao nao tinham
solucao. Procuramos interpretar as operagoes dos nimeros complexos no plano de Argand-
Gauss e fizemos uso dos complexos unitarios para facilitar a escrita e a visualizacao das
transformacoes no plano.

Foram apresentados exercicios variados para mostrar aos educandos, tendo como
meta mostrar que esses nimeros sao uma ferramenta poderosa na resolucao de proble-
mas diversos da matematica, alcancado assim o objetivo esperado. Este trabalho é uma
contribuicao para o conteido que foi abordado que tem uma aplicacao tao vasta. Exis-
tem intimeras aplicagoes dos niimeros complexos, na engenharia elétrica, nos estudos do

eletromagnetismo, na fisica quantica, teoria do caos e na aerodinamica dos avioes, que
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influenciam nossas vidas, diretamente ou indiretamente.

Os professores podem também utilizar estas e outras aplicacoes dos complexos,
com o intuito de mostrar aos alunos que esses nimeros nao constituem um conteido
isolado.

Espera-se que os alunos do ensino médio consigam perceber a real importancia de

estuda-los, nao s6 para o avanco da matematica como nas diversas areas do conhecimento.
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