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Resumo

O presente trabalho tem como propdsito mostrar com a clareza a origem, e aplicacao
da Formula de Leonard Euler. Tal formula visa relacionar a funcao exponencial e a funcao
harmonica, para isso primeiramente se faz necesséario discorrer sobre séries infinitas, se-
guido da origem do nimero 7 (pi) e o0 Numero de Euler. Além disso, usando os métodos
de célculos diferenciais para mostrar a transformacao de aproximacao das fungoes ex-
ponenciais e trigonométricas em funcoes polinominais e seu enésimo resto, com uma
breve abordagem em funcgoes complexas dando origem a féormula de Euler. Finalmente,
baseando-se em um modelo de um oscilador harmonico, mostramos a aplicabilidade da

Formula de Euler, objeto deste estudo.

Palavras-chave: férmula de euler, série infinita, aproximacao linear, polinomio e niimero

complexo.



Abstract

This work aims to show with clarity the origin and application of Formula Leonhard
Euler. This formula aims to relate the exponential function and the harmonic function
for that first it is necessary to talk about infinite series, followed by the rise of the
number 7 and the exponential number of Euler. In addition, using the methods of
differential calculations to show the transformation of approximation of the exponential
and trigonometric functions in polinominais functions and your rest Nth, with a brief
approach to complex functions leading to Euler’s formula. Finally, basing themselves on
a model of a harmonic oscillator, we show the applicability of Formula Euler, object of

this study.

Key words: euler formula, infinite series, linear approximation, polynomial and complex

number.
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Introducao

A necessidade de resolver problemas estd presente no cotidiano das pessoas. A

matematica é uma ciéncia considerada de fundamental importancia para o desenvol-

vimento das demais ciéncias em consequéncia das varias tecnologias que fazem o pro-

gresso da humanidade. Atualmente a metodologia de ensino da matematica nas univer-

sidades baseasse quase que unicamente na nomenclatura simbdlica de Leonhard Euler.

Leonhard Euler (1707- 1783), matemético sueco, entrou aos
14 anos na Universidade da Basileia sob docéncia de Johann
Bernoulli. Concretizou uma vasta gama de analises e pes-
quisou praticamente todos os ramos da matematica pura até
entao conhecida, aprimorando-as nos detalhes, adicionando pro-
vas e rearranjando-as numa forma consistente e mais traba-
lhada. Usou frequentemente séries infinitas em seu trabalho,
em 1748, Introductio em analysin infinitorum para desenvol-
ver novos métodos ou para modelar problemas aplicados. Um
dos seus resultados mais formidavel é a férmula de Euler, e =
cos x + ¢sinx, que tem como caso especial a identidade de Euler

e™ 41 = 0, que no decorrer do presente trabalho serd demons-

trada [2] [12].

A férmula de Euler é um arranjo matematica da area es-

Figura 1: Retrato
de FEuler, por Jakob
Emanuel Handmann,
Museu Kunstmuseum,

Basiléia, Suica.

pecifica da andlise complexa, que mostra uma relacao profunda entre as funcoes

trigonométricas e a fungdao exponencial. O objetivo principal deste trabalho é

demonstrar de maneira detalhada esta relagdo da analise complexa. Se almeja

também com este trabalho mostrar a criacao e a aplicacao da férmula de Euler

12



posto que, tal formula é importante para facilitar a resolucao de fenémenos ondu-
latérios de ordem complexa que resultam sempre em Equacoes Diferencias Ordinarias.
Para isso, o capitulo inicial aborda um breve estudo das séries infinitas com aplicacao
ao ensino médio, que sao usadas para criar novas fungoes, aproximar funcoes, calcular
integrais, resolver equagoes diferenciais, bem como construir modelos matematicos de leis

fisicas, dentre outras utilidades.

No segundo capitulo tratamos do numero 7w, que é o va-
lor da razao do perimetro pelo didmetro de uma circunferéncia.
Mostrou-se também, por exemplo, através de series infinitas, que
o numero 7 é um numero irracional e que serve de base para os
estudos trigonométricos. Também o segundo capitulo faz um
apanhado do ntimero e chamado de niimero de Euler em home-

nagem ao matematico que simbolizou em suas demonstragoes.

O nimero de Euler também ¢é chamado de nimero Exponen-

cial ou Numero Neperiano devido suas origens nas escrituras de

Figura 2: Retrato de

Bernoulli e Niper. Johann Bernoulli, por

Em sequéncia o terceiro capitulo, retrata da aproximacao li-  Johann Rudolf Huber,
near, isto é, é um método de calculo diferencial que aproxima [njversidade de Ba-
um polinémio p(x) a uma fungao f(z) em torno de um ponto xo. sel, Basiléia, Suica.

A diante o quarto capitulo do trabalho ird demonstrar tendo por
base o método de aproximacao das séries de Taylor, que tem por objetivo transformar
qualquer funcao em polinomios de ordem n.

Por fim, o tdltimo capitulo estudard a férmula de Leonard Euler, que nada mais é
a transformacao de uma funcao exponencial complexa em funcao polar trigonométrica
complexa. Tal estudo da férmula irda dar énfase na representacao polar de um nimero

complexo e as aplicagoes da formula de Euler.



Capitulo 1

Séries Infinitas.

Na histoétia, o estudo de sequéncias numéricas é muito antigo
e sua origem ¢é desconhecida. O que se tem de mais antigo sao
os Paradoxos de Zeno(490-425 a.C.), pelo menos quatro dos seus
40 paradoxos estao diretamente relacionados a Matematica. Em
um dos seus paradoxos, o paradoxo Aquiles e a Tartaruga, Zeno
afirma que Aquiles, com velocidade maior, ndo conseguiria ultra-
passar uma tartaruga em uma corrida desde que se dé uma larga
vantagem a tarturaga por ser mais lenta. Tal afirmagao se conso-
lidou pelo seguinte raciocinio: ao dar vantagem para tartaruga,
Aquiles levaria um tempo para percorrer essa distancia, dando
tempo para tartaruga para se deslocar a uma nova vantagem e
que, da mesma forma, Aquiles levaria um tempo para percorrer
novamente dando a tartaruga tempo para impor outra vanta-

gem e acontencendo isso infinitamente Aquiles nunca alcancaria

a tartaruga [2] [10] [16].

Z HNON

Zeno o marm. antig Ef

Figura 1.1:  Retrato
de Zenao de FElea,
por  John  Bishop,

Museu Rigksmuseum,

Amsterda, Holanda.

Para melhor compreensao, consideramos a vantagem inicial d, enquanto Aquiles per-

corre d imaginamos que a tartaruga consiga percorrer d/10, seguindo na mesma pro-

porgao, enquanto Aquiles percorre d/100 a tartaruga percorre d/1000, sucessivamente.

Percebe-se que sempre haverda uma parte de d que Aquiles ira percorrer e o espaco per-

corrida total e a soma:

14



S—d+d+d+d+ d +
N 10 100 1000 10000

uma notagao de séries infinitas [14].

Outra contribuinte importante para esta area da ma-
temadtica foi Leonardo Fibonacci (1170-1240). Ele descobriu uma
seqiiéncia de inteiros na qual cada numero ¢é igual a soma dos
dois antecessores (1, 1,2, 3, 5,8, ...), introduzindo-a em ter-
mos de modelagem de uma populagao reprodutiva de coelhos.
A sequéncia de Fibonacci tem aplicagoes na analise de merca-
dos financeiros, na ciéncia da computagao e na teoria dos jogos.
Também aparece em configuracoes bioldgicas, como, por exem-
plo, na disposi¢cao dos galhos das arvores ou das folhas em uma
haste, no arranjo do cone da alcachofra, do abacaxi, ou no de-
senrolar da samambaia. Esta seqiiéncia tem muitas propriedades
curiosas e interessantes e continua sendo aplicada em varias areas

da matemdtica moderna e ciéncia [2] []].

O estudo das Séries Infinias é muito antigo e teve sua de-
finicao formulada com a contribuicao de vérios outros grandes
pensadores como Nicole D’Oresme (1323-1382), Simon Stevin

(1548-1620), Blaise Pascal (1623-1662), René Descartes (1596-

Figura 1.2
Monumento de Leo-
nardo Fibonacci, por
Giovanni Paganucci,
Camposanto de Pisa,

Pisa, Italia.

1650), Pierre Fermat (1601-1665), Isaac Newton (1643-1727), Gottfried Leibniz (1646-

1716), entre outros [2] [§].

Séries Infinitas sdo somas que envolvem um numero infinito de termos. Desempenham

um papel fundamental na Matematica e nas Ciéncias. Elas sao usadas, para aproximar

funcoes trigonométricas e logaritmicas, para resolver equacoes diferenciais, para calcular

integrais dificeis, para criar novas fungoes e para construir modelos matematicos de leis

fisicas. Como é impossivel efetuar diretamente a soma de um numero infinito de termos,

0 objetivo é definir o que entendemos por soma de uma série infinita. Porém, diferente-

mente das séries finitas, nem todas as séries infinitas tém soma, portanto é importante

desenvolver ferramentas que determinem quais séries infinitas tém soma e quais nao tém.

15



1.1 Sequéncia Infinita de Termos.

A palavra sequéncia significa uma sucessao de coisa em uma ordem determinada.
Como, por exemplo, ordem cronolégica, de tamanho, por cor, ou légica. Em matematica,
o termo sequeéncia ¢ usado para denotar uma sucessao de nimeros cuja ordem ¢ deter-

minada por uma fungao ou uma lei.

Podemos definir uma sequéncia infinita como sendo a sucessao sem fim de nimeros,
chamados termos. Entendemos que os termos tém uma ordem definida, isto é, existe
um primeiro a;, um segundo as, um terceiro as, e assim por diante. Podemos escreveé-la

matematicamente dessa forma:
ai, ag, as, a4, as, ag, a7, ag, ag, ...

Os termos da sequéncia continua indefinidamente de acordo com lei que os rege.

Podemos observar alguns exemplos especificos abaixo:

1) 2,4, 6,8, 10, ...

4)1,-1,1, -1, 1, ...

Cada uma das sequéncias tem um padrao definido tornando facil compreender os
termos adicionais. No entanto, tais padroes podem ser ilusérios, é melhor uma férmula
para gerar os termos. Sendo assim, uma maneira de fazé-la é procurar uma fungao que
relacione cada termo da sequéncia ao nimero de sua posi¢ao. Vamos determinar por

recorréncia uma férmula a cada sequéncia dada anteriormente.

1) Na sequéncia 2, 4, 6, 8, 10, ..., temos a1 = 2, as = 4, a3 =6, ay = 8, a5 = 10, .. .,

16



note que:

a; = 2

as = a1+ 2
a3 = das —f- 2
Up = Qp_1+2

somando as duas colunas das igualdades, obtemos

n fatores

apt+ay+as+...+ap1+a,=a1+as+as+...+a,-1+24+2+2+...4+2

eliminando os simétricos da igualdade, temos a,, = 2n. Portanto,

ay = 2 N
=a, =2n,VneN
Ap = Qp_1 + 2
Outra forma de achar o termo geral da sequéncia é de forma intuitiva. Vejamos,
2,4, 6, 8,10,... = a1, ag, as, ay, a5, ... = a1 = 2, Ay = 4, a3 = 6, ay = 8, a5 =
10, ..., note que o valor do termo é o dobro do valor de sua posicao, entao, conside-

rando n-ésimo termos, dessa forma podemos dizer que a féormula para determinar

qualquer termo desta sequencia é a,, = 2n, Vn € N*.

Agora de maneira andloga, e intuitiva, podemos determinar o termo geral das

demais sequéncias.

, U5 = %, ... e como todo termo é uma fracao

N
=

, g =

Wl

Temos, a1 =1, ay = 5, a3 =

de numerador 1 e com denominador igual a sua posi¢ao. Portanto,

1
a, = —, Vn € N*
n

ot

Dos termos, a; = %, o = %, as = j, ay = %, as = 2, ..., temos termos na forma de
fragoes com numerador igual a posi¢ao do termo e de denominador igual a posigao
mais 1. Portanto,

n
a, = ——, Vn € N*
n+1

17



4) Na sequéncia, temos a; = 1, as = —1, a3 = 1, ay = —1, a5 = 1, ..., alternando os
valores entre 1 e —1. Dessa forma o termo geral é uma poténcia de base —1 e seu

expoente se alterna entre par e impar. Portanto,

an, = (—1)"", ¥n € N*

Quando o termo geral de uma sequéncia for conhecido, nao ha necessidade de escreve-

la, e é comum escrever somente o termo geral envolvido por chaves. Veja os exemplos

abaixo:
1) 2,4,6,8,10,...,2n, ... ={2n}'
2) g sa s = {nhd
3) 25 15 o= Gk
4) 1, —1,1, =1, 1, ... = {(=1)"F} >

1.2 Sequéncias e Funcoes.

Toda sequéncia pode ser considerada uma funcao dentro de um dominio restrito
previamente definido. Vamos considerar a funcao que determina uma sequéncia sendo da
forma f(n) = a,,¥n € N*. Uma vez que uma sequéncia é considerada fungao, podemos
observar o comportamento de seu grafico. Vamos construir os graficos das sequéncias

mostradas anteriormente e compara-las com funcoes equivalentes com dominio em R.

1) Seja f : N* — R, definida por f(n) = 2n, e g : R — R, definida por g(x) = 2.

Segue a sobre posicao dos graficos a abaixo:

18



(3, 6)

(2, 4)

(1,2)

Figura 1.3: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando o GeoGebra.

Observe no grafico , os valores dos termos da sequéncia f(n) crescem & medida

que os valores da func¢do g(z) também crescem divergindo para o infinito.

2) Sendo f : N* — R, definida por f(n) = %, e g : R — R, definida por g(z) =

n’?

S =

Vejamos o grafico:

(2,0.5)
(3,033) | (4 025) (5,02)  (6,0.17)

0 hrd hd

T2 "1 0 T T2 T3 T4 s "6 K2

Figura 1.4: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando o GeoGebra.

No gréfico[L.4]os valores de f(n) e g(z) decrescem convergindo para um determinado

limite L.

3) Na funcdo f: N* — R, onde f(n) = 25, e g : R = R, com g(x) = -37. Os gréficos

Sa0:
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1
P _( ,0.83) - (6,0.86)
(2,0.67) (3,0.75) (4,0.8) 5,0.83 6

(1,0.5

Figura 1.5: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando o GeoGebra.

No grafico os valores de f(n) e f(x) crescem convergindo para um limite L

determinavel.

4) Por fim, f : N* - R, onde f(n) = (—1)"", e f: R = R, com g(z) = (—1)"".

Vejamos ps graficos:

Figura 1.6: Grafico feito pelo proprio autor utilizando o GeoGebra.
No gréfico nao existe limite, mas os valores f(n) e f(x) oscilam infinitamente
criando um ciclo.

Dessa forma sem prova mostraremos que as propriedades usuais de limites aplicam-se

a sequeéncias.

Suponha que as sequéncias f(n) = a, e g(n) = b, convirjam respectivamente para os

limites L1 e Lo, e C' seja uma constante. Entao, segue as propriedades:
2. im0 Cray =limg oo C X lim, 1 oa, =C - Ly

20



3. limy (@ + by) = limy o0 @ +limy oo by = Ly + Lo
4. lim, (@, —by) =lim, oo @, — lim, o b, = Ly + Lo
5. lim, sy oo(ay, - by) = limg 1 o0 @y X limy s oo by, = Ly - Lo

An _ hmz~>+oo Qn — L1
limx_>+oo bn L2

A L

1.3 Soma de Sequéncias Infinitas.

Vamos definir o que entendemos da soma de infinitos niimeros reais, uma série infinita.

Séries infinitas é uma expressao que pode ser escrita na forma.

Zun:u1+u2+u3—|—...+un+...

n=1
Os numeros uq, usg, uz, ... sao chamados termos da série. Como é impossivel somar
diretamente um numero infinito de termos, as somas de séries infinitas sao calculadas
por um processo indireto de limite. Para melhorar a ideia bésica consideramos o niimero
decimal 0,3333. .. isso pode ser visto como uma série infinita 0, 3+0, 03+0, 00340, 0003+

... ou, de forma equivalente

3 3 3

10 7100 T 1000 " 10000 T

Como 1/3 =0,333... entdo a soma da série infinita gerada deve fornecer 1/3. Para

obter tal definicao, consideramos a sequéncia de somas.

]
L0
3 . 3
Sg = — +—
? 10 © 100
N I
710 T 100 T 1000
3 3 3 3
Sp = e ——— ——— .
10~ 100 ~ 1000 ~ 10000
A sequéncia de numero si, S, S3, ... pode ser vista como uma sucessao de apro-

ximagao da soma da série infinita, que é 1/3. A medida que avancamos na sequéncia
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a aproximacao fica cada vez melhor, sugerindo que a soma desejada de 1/3 deva ser o
limite desta sequéncia de aproximacoes. Para comprovarmos vamos calcular o limite do

termo geral da sequéncia de aproximacgoes quando n tende ao infinito.

lim S, li 5 + ; + ; + ; +...+ ;

im S,=lm (—+—+-—=+-—+...+—

n—-+o0 n—too \ 10~ 102 103 104 107

Sé serd possivel calcular o limite se reescrevermos em forma fechada na qual o nimero

de termos nao varie. Para isso vamos multiplicar ambos os lados 1/10 para obter.

1 1(3 3 3 3 3>
—.S ottt | =

107" 10 \10 " 102 " 10° " 10° 10"
is—i+i+i+i+ _|_i
10 7" 102 108 104 105 7T 107!
agora vamos subtrair de S,, um décimo de seu valor, ou seja, %OS,“ temos
5—1 —3+3+3+3+ +3—3+3+3+3+ -|—3
10 7" 100 102103 104 7T 10m \102 0 103 104 105 T 107t
subtraindo os simétricos, obtemos
1 3 3 1 3 1 3 1 1 3
&_ES“TRHWHis”iT%_E_EE@:””Tﬁ&_ﬂie_ﬁﬁ

multiplicando ambos os menbros por 10, temos

10-Sn—sn:3—i:»9-sn:3-(1—i>:»Sn:g(l—i)

10 10™ 107
1 1
=8, =--(1——
3 ( 10">
quando n — 400, temos 10%1 — 0, segue

1 1 1 1
li = i —([1—-—)==..8.=~
S = lim 2 ( 1m) 3P =g

Baseados no exemplo anterior agora podemos definir um conceito geral de soma de
uma série infinita da forma w; + ug + ug + ... +up + ...

Seja S, a soma dos primeiros n termos da série. Se a sequéncia S,, convergir para um
limite L, entao dizemos que a série converge para L e que L é a soma da série. Denotamos

isso escrevendo:

L= iun
n=1
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Se a sequéncia das somas parciais divergir, dizemos que a série diverge, ou seja, nao
possui soma. Por exemplo, a série formada pela sequéncia f(n) = (=1)""!, ¥n € R.

Vamos mostrar suas somas a partir de

[e.o]

Sn = Z(_l)n+l

n=1

as somas parciais sao:

S1 = 1
So = 1—-1=0
s3 = 1—-1+1=1

Sq4 = 1—1+1—1:0

e assim por diante. Logo, a sequéncia das somas parciais sao 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...
Como essa sequéncia é divergente, a série dada diverge e, consequentemente, nao ha

soma.

1.4 Algumas Séries Infinitas Importantes.

1.4.1 Séries Geométricas ou de Poténcias.

Nas séries geométricas ou de poténcia cada termo é obtido multiplicando-se o termo
procedente por algumas constantes fixadas. Assim, se o termo inicial das séries é a, e
a # 0, e cada termo é obtido multiplicando-se o termo procedente por x € R e z > 0,

entao a série tem forma:
S, =a+ar+ ax® +ax® + ...+ az"

Tais séries possuem um intervalo de convergéncia e divergéncia quando n — oo.
Vamos analisar esse intervalo de acordo com os valores de x. Vejamos:

Para z = 1, a série é a+a+a+a+... Entao, o termo geral da soma é S, = (n+1)a,
como lim,, o S, = lim,_,o(n + 1)a = £oo com o sinal do limite dependendo de a.

Portanto, lim,,_,, .S, diverge.
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Agora, consideramos o caso x # 1. A enésima soma parcial da série é S, = a + ax +

ax® + ax® + ... + ax™. Para calcularmos a soma multtiplicamos S, por z, obtemos

x-S, =ax+ ar® +ax® + az* + ... 4+ az™!

vamos subtrair x - .S, de .S,,. Temos,
S, —x-S,=a+ar+ar®+ar®+ ... +az" — (am+am2+ax3+am4—|—...+ax"+1)

eliminando os simétricos, obtemos

1 — n+1
Sn—x-snza—axn“;»u—x)-sn:a@_w);»sn:a(%)

Dessa forma podemos observar que, para 0 < x < 1, a série converge. Pois, quando

n — 400 = 2" — 0. Portanto,

a

lim S, =
n—+400 1—z

Para z > 1 a série diverge. Pois, n — 400 = 2""! — 4-00. Portanto,

lim S, = o
n—+oo

1.4.2 Séries Harmonicas.

Nas Séries Harmonicas nao ¢ imediatamente evidente a divergéncia desta série. No en-
tanto a divergéncia se tornard visivel quando examinarmos as somas parciais em detalhe.

Vejamos nos termos da série harmonica de ordem ¢ abaixo:

vamos verificar para que valores de ¢, quando n — 400, a série S,, converge ou diverge.
Para ¢ = 0. Temos a série na forma:

fm 5, =S Lol 1 11 =1+1+1+1
Jim S, = lm—ﬁ+@+@+@+..._ F1+1+1+...

n—=

divergindo para o infinito.
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Para ¢ < 0, o expoente de n é negativo, portanto 1/n° = nld. Entdo, podemos

escrever a série na forma

: _ el _ el 4 alel 4 4lel
Jlim 3, E;n 1+ 2l 4 glel glel

divergindo também para o infinito.

Para ¢ > 0, vamos prova usando o teste da integral. Dessa forma, seja f(z) = % para
x € R*. Temos que, pelo concenso, se a integral de f(x) converge quando x — 400 a

série S, quando n — 400 também coverge. Logo,
+oo +oo 1 “+oo
F(x) = (x)dz = F(z) = / —dr = F(z) = / x”dx
1 TR 1
como nao podemos integra até o infinito, fagamos a substituicao b — 400 e aplicamos o

limite. Entao,

b I.chrl b
F(z) = lim r %r = F(z)= lim [ ] =

b—+4o0 fq b4 | —c+ 1 1
bchrl 1fc+1 bfc+1 1
F(z) = lim — = F(z) = lim —
botoo | —c+ 1  —c+1 botoo |—Cc+ 1 —c+1

Se ¢ > 1, entdao —c + 1 < 0, portanto b=¢*! — 0. Assim, a integral converge e,

consequentemente, a série também converge. Portanto,

Sn:_{ 1 1: 1
—c+1 c—1

Para 0 < ¢ < 1, tem-se que —c + 1 > 0, entao b=°"1 — 400, logo a integral e a série

divergem [1]]9][10].

No caso, quando ¢ = 1 a série fica na forma:

o0

1 1 1 1 1
=N Ll
S §:n stz Tt

n=1

Os termos sao todos positivos e as somas parciais sao:

S =1
1
SQ - 1+§:1,5
S = 1+1—|—1—18333
3 — 9 3—,
1 1 1
= 14+=-4+-4+-=2
Sy +2+3+4 , 08333
11 1 1
= 14+-+-+-+-=2028333...
Ss +5 g+ =228833
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Formam uma sequéncia estritamente crescente, onde S; < S5 < S35 < Sy < S5 <
... < 8, < ... Assim observamos que a série diverge, pois nao hd nenhum limite L, que
seja maior ou igual do que cada soma parcial. Para demonstrarmos isso, consideramos
algumas somas parciais selecionadas, a saber, Sy, S4, Sg, Sig, S32, ... Observamos que os
indices sao potencias sucessivas de 2, de modo que essas sao as somas parciais da forma

Son. Essas somas parciais satisfazem as desigualdades.

Sy = 1+1>1+1—2
2 27272 2
1 1 1 1 1 3
Sy = SQ+§+Z>SQ+Z+Z—SQ+§>§
1 1 1 1 1 1 1 1 1 4
Sg = S4+5+6+?+§>S4+§+§+§+§>S4+§>§
1 1 1 1 1 1 1 5
S = Sg+§+E—|—...+1—6>SB+J—6+E+...+1—Q—SS+§>§
Sfa\t;res
n+1
Sgn > 5

Se L for uma constante qualquer, podemos encontrar um inteiro positivo n tal que

(n+1)/2 > L. Entretanto, para esse n,

n+1

Son > > L

de modo que nem uma constante L é maior do que ou igual a cada soma parcial de séries

harmonica . Isso prova a divergéncia [10].
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Capitulo 2

O Numero Pi1 e o Numero

Exponencial de Euler.

2.1 O Numero Pi.

Na matematica, m é uma proporcao numérica originada da
relacao entre as grandezas do perimetro de uma circunferéncia
e seu diametro. Em outras palavras, se uma circunferéncia tem
perimetro p e diametro d, entdo m = p/d. A letra grega 7 (lé-se
pi), foi adotada ao nimero a partir da palavra grega mepiueTpd(
por William Jones em 1706 e popularizada por Leonhard Eu-
ler alguns anos mais tarde. Outros nomes para esta constante
sao: Constante Circular, Constante de Arquimedes ou Numero
de Ludolph. Em 1882 o Matematico Ferdinand Von Lindemann
(1852-1939) descobre que 7, além de ser um numeros irracional,
é transcendetal. Isso significa que m nao pode ser raiz de ne-
nhum polindmio com coeficientes inteiros, tendo implicagao em

um problema antigo de que é impossivel construir um quadrado

Figura 2.1:  Retrato
de  William  Jones
por  William  Ho-
garth, 1740 (National
Portrait Gallery).

com a mesma area de um circulo ultilizando régua e compasso [2].

A maioria dos calculos simples é comum aproximar 7 por 3.14. Uma boa parte

das calculadoras cientificas de 8 digitos aproxima 7 por 3,1415927. A NASA, National
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Aeronautics and Space Administration, usa calculos de precisao do JPL, que sao para a
navegacao interplanetaria, m = 3, 141592653589793. Segundo o diretor e engenheiro-chefe
da missao Dawn da NASA, Marc Rayman, para calcular um circulo com 46 bilhoes de
anos-luz de raio em volta do universo observavel o que seria suficiente uma aproximacao

de 7 com apenas 40 casas decimais para garantir precisao de 1 dtomo de hidrogeénio [11].

Mesmo sem a necessidade pratica de uma infinidade de casa decimais para calculos
mais precisos, existe um grande empenho de alguns matematicos na busca da ”tltima” casa
decimal de 7. O record do calculo das casas decimais de pi estd na ordem quatrilhoes de
digitos.

Sendo 7 um numero irracional e transcendente, de forma que os métodos de célculos
para sua obtencao sempre envolvem aproximacoes sucessivas e séries infinitas, multi-
plicacoes e divisoes. Vamos ver com detalhamento alguns dos principais métodos ja

utilizados por matematicos no passado.

2.1.1 Meétodo Classico ao Calculo de .

A primeira tentativa rigorosa de encontra m deve-se a um
dos mais conhecidos matematicos da Antiguidade. Arquimedes
de Siracusa foi um matematico, fisico, engenheiro, inventor e
astronomo grego, embora poucos detalhes de sua vida sejam co-
nhecidos, sao suficientes para que seja considerado um dos prin-
cipais cientistas da antiguidade classica. Seu método, para achar

o valor de 7 construiu um poligonosde com 96 lados inscrito e

circunscrito em uma circunferéncia, encontrou que 7 seria entre

um valor entre 223/71 e 22/7, ou seja, estaria aproximadamente Iigura 2.2:  Retrato

entre 3, 1408 e 3,1429. Tal método é o chamado método classico 9¢ Archimedes  por

para calculo de 7. Domenico Fetti,

. . Gemdldegalerie — Alte
Vamos agora mostrar de maneira sucinta e sem prova que no

, . , , - Mezister Dresden
método de Arquimedes é possivel formular uma representacao ’ ’

matematica para o calculo de m, eficiente para um poligono de Alemanha.

qualquer nimero de lados, como na figura [2.3]
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0000

Figura 2.3: Figura feita pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Considerando um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia de raio

1, entao a medida do lado é expresso pela lei dos cossenos:
a? = b* 4 ¢ — 2bccosh
e cada lado [ forma um triangulo isésceles, onde a base é [ e os lados sao r = 1, temos
PP =7r"4+7>—2r%cosf = > = 2r* — 2r? cos ) = I> = 2 — 2cos )

" l=+v2—2cos0

o angulo adjascente aos lados congruentes do triangulo isdsceles que forma o poligono é

expresso por 360° ou 27 rad dividido pelo nimero de lados n. Portanto,

/ 2
[ = 2—2COS—7T
n

Dessa forma, o perimetro do poligono sera:

/ 2
Pzn-( 2—2COS—7T>
n

como 7 é representado pelo perimetro do poligono dividido pelo seu diamentro, ou seja,

m = P/2r, sendo r = 1. Portanto,

2.1.2 Meétodos de Séries Infinitas.

Nos séculos XV e XVI, com o desenvolvimento da trigonometria e uma melhor notacgao

aos numeros, a determinacao do comprimento de cordas tornou-se mais precisa e rapida.

29



Matematicos dessa época usando o método de Arquimedes calcularam 7 com cada vez
mais casas decimais.

Cerca de 1579, o eminente matematico francés Frangois Viete (1540-1603) encontrou
7 corretamente até a nona casa decimal pelo método cldssico, usando poligonos de 6-216 =
393216 lados. Descobriu também em 1593 a equivaléncia do curioso produto infinito dado

por:

V2 V2+V2 V2+ V242 L2
2 2 2 oo
O matematico inglés John Wallis (1616-1703), desenvolveu outra série em 1655.
T 2n 2n 2 2
H X =—- X=X
2n—1 2n+1 1 3

ol
X
SIS
X
[S2 e
X
o
X
~31 00
X
©| oo

us
X.o.=—=
2

Outra série conhecida para o calculo de 7 foi desenvolvida no ano de 1962 por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) utilizando da série de Taylor para a funcdo arctan(z),

tomando-se x = 1 e , por conseguinte, arctant(1) = w/4.

i(—n”_l L1 1.1 1.
2n+1 35 7 9 11 4

n=0

Os métodos de célculo das decimais 7 sdo o das séries infitas onde Johann Heinrich

Lambert publicou, em 1770, uma série na forma de divisoes infinitas

4 12
J— 1 + 53
m 3+ v
5+ 5
7T+ —4
9452
T

Com o avanco dos métodos de caculo do nimero 7w cada vez mais casas decimais
foram encontradas. Mas somente com a chegada da computacao que houve realmente

um avanco significativo [2] [§].
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2.1.3 Meétodo Estatistico.

O método estatistico para o calculo de 7 realizado por Monte Carlo, consite em um

processo de sorteios aleatérios de pontos num quadrado de lado [ circunscrito em uma

circunferéncia de diametro d. Vejamos na figura [2.4

Figura 2.4: Figura feita pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Para entendermos o método estatistico de Monte Carlo vamos obter o valor de 7 com

relacao as areas do quadrado e da circunferéncia, temos

AC’ircunf. . AC AC’ o mr? AC’ o mr? AC r? AC ™

AQuadrado_A_Q A_Q l_2:>A_Q—<2T)2:>A_Q_m:>A_Q_4

Ac
Aq

Som=4
Como a area da circunferéncia depende de 7, entao a razao que determina 7 depende
do seu préprio valor, entrando em um loop ficando impossivel a determinacao.

Para resolvermos o problema vamos admitir que pontos sejam uma unidade basica

de area, unicos, que nao depende de 7 e que uma quantidade muito grande possa ocupar

completamente as areas. Dessa forma o valor de 7 é:

m = 4 x Nameros de pontos do circunferéncia / Nimero de pontos do quadrado

Como a quantidade de pontos é indeterminada vamos sortear pontos de maneira

aleatéria com o auxilio de uma programacao simples no Geogebra para estimar o valor

de 7. Vejamos alguns resultados nas figuras a seguir.
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Figura 2.5: Figura criada pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Na figura foram distribuidos 10 pontos aleatérios com melhor estimativa 7 =

3,11..., mas os valores de pi oscilaram no intervalo [1, 6; 4}.

Figura 2.6: Figura criada pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Na figura foram distribuidos 100 pontos aleatérios com melhor estimativa m =

3,142..., mas os valores de pi oscilaram no intervalo [2,74; 3, 44].

Figura 2.7: Figura criada pelo préoprio autor utilizando GeoGebra.

Na figura [2.7] foram distribuidos 1000 pontos aleatérios com melhor estimativa m =

3,14, mas os valores de pi oscilaram no intervalo [3,012; 3, 256].
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Figura 2.8: Figura criada pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Na figura foram distribuidos 10000 pontos aleatérios com melhor estimativa m =
3,1416, mas os valores de pi oscilaram no intervalo [3, 1068; 3, 166].

Percebemos, a medida que o nimero de pontos aleatorios aumenta a estimativa de
7 fica mais precisa e com 10 mil pontos sorteados a primeira casa decimal nao se altera

independentemente do posicionamento ideal de cada ponto.

Vejamos agora alguns programa computacionais que podem fazer a estimativas de m

usando o método supracitado nesta seccao.

2.1.3.1 Meétodo Estatistico em Geogebra.

O GeoGebra, que significa Geometria e Algebra, é um aplicativo de matematica
dinamica que combina conceitos de geometria e dlgebra em uma tinica GUI (Graphical
User Interface). Sua distribui¢ao é livre, nos termos da GNU General Public License, e
é escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas.
Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula. O
projeto foi iniciado em 2001, na Universitdt Salzburg (Austria), e tem prosseguido em
desenvolvimento na Universidade de Linz, Austria [5].

Usandos os recursos do GeoGebra vamos mostrar um programa que aplica o Método

de Monte Carlo para a aproximacao de w. Vejamos os passos a seguir:

1°) Crie uma circunferéncia de raio 1 com centro na origem digitando na entrada:
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2°)

3°)

1°)

5°)

6°)

7)

8%)

9°)

Com a ferramanta poligono regular selecionada, crie um quadrado que circunscreve

a circunferéncia clicando nas coordenadas (—1,—1) e (1,—1);

Com a ferramenta controle deslizante, crie um deslizador p com intervalo de 1 a

10000 e incremento 1 para somente nimeros inteiros;

Na entrada criamos uma func¢ao random para selecionar as cordenadas x digitando
o codigo:

listax = Sequéncia[2random() — 1,4, 1, p|

Da mesma forma criamos uma funcao random para selecionar as cordenadas y

digitando o cédigo:

listay = Sequéncial2random() — 1,4, 1, p]

Em seguida criamos uma lista de pontos com as coordenadas x e y das listas

anteriormente faladas com o cddido:

listap = Sequéncia[(Elemento[listax, ], Elemento|listay, i]), i, 1, p]

Vamos criar uma lista que atribuird 1 aos pontos que pertencem a circunferéncia e

0 aos que nao pertencem usando o codigo:

listac = Sequéncia[Se[Elementol[listax, i]* + Elemento|listay, i]* > 1,1,0],4, 1, p]

Criar um acumulador para contar os pontos ue pertencem ao circulo com o cédigo:

e = ContarSe[z < 1, listac]

Portanto, a estimacao pi obtemos com o codigo:

E=4xe/p
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2.1.3.2 Método Estatistico em Python3.

Python é uma linguagem de programacao de propédsito geral de alto nivel, suporta
o paradigma orientado a objetos, imperativo, funcional e procedural. Possui tipagem
dindmica e uma de suas principais caracteristicas é permitir a facil leitura do cédigo
e exigir poucas linhas de cddigo se comparado ao mesmo programa em outras lingua-
gens. Foi lancada por Guido Van Rossum em 1991. O nome Python teve a sua origem
no grupo humoristico britanico Monty Python, criador do programa Monty Python’s
Flying Circus, embora muitas pessoas facam associacao com o réptil do mesmo nome
(em portugués, piton ou pitao). Devido as suas caracteristicas, ela é principalmente uti-
lizada para processamento de textos, dados cientificos e criagao de CGIs para paginas
dindmicas para a web [0].

Vamos criar um programa que aplica o método de Monte Carlo para a aproximagao
de 7. Para isso, usaremos o programa Python3 intalados no Ubuntu 16.04. Seguiremos

OS Passos:

1°) Crie um arquivo usando o editor de texto GEDIT e salve em um diretétio de

preferéncia com o nome pi e extensao .py;
2°) Agora escrevemos a sintaxe do método de Monte Carlo no arquivo de texto pi.py;

3°) Primeiramente carregue os médulo necessarios para rodar o programa com os co-

mandos: import math e import random,;

4°) Iniaciaremos os parametros de Monte Carlo pela varidvel N_quadrado=10000000.
Como 100% dos pontos pertencem ao quadrado a varidvel ja recebe seu valor de-

clarado;
5°) Seguimos com a varidvel que recebera os pontos dentro do circulo: N_circulo=0;

6°) Digitemos um acumulador, acumulador=1, para determinar o nimero de vezes

que o cédigo gerara pontos;
7°) Iniciamos o ’loop’ com o comando

while acumulador <= N_quadrado:
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8%)

9°)

10°)

11°)

12°)

13°)

14°)

Dentro do ’loop’ digitemos Px=random.random() e Py=random.random(), para

sortear as coordenadas do ponto;

Calculemos as variagoes de x e y para determinar se o ponto esta dentro ou fora

do circulo: deltaX=math.pow((Px-1),2) e deltaY=math.pow((Py-1),2);

Determinamos a distancia do ponto a origem com o calculo:

D_origem=math.sqrt(deltaX+deltaY)

Determinemos se o ponto esta dentro do circulo:
if D_origem < 1 :
Caso esteja o comando que ird contar o ponto é:

N_circulo = N_circulo + 1

Ainda dentro do ’loop’ contaremos o nimero de vezes que 0 Processo ocorreu com
o codigo:

acumulador = acumulador+1
Fora do ’loop’ calcularemos o valor de pi com o comando:

ValorPi = 4*(float(N _circulo)) /(float(N_quadrado))

Por fim, mostraremos o resultado com o comando:

print(” O valor de pi é aproximadament %.8f” % ValorPi)

Vejamos na figura a sintaxe completa do programa acima citado [3].
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& — 0 pipy(~/) - gedit
Abrir = M~ salvar

1 import math

2 import random

3

4 #Declaracdo dos Parametros

5

6 N_quadrado=1000000)|

7N circulo=0

8

9 acumulador=0

10 while acumulador <= N_quadrado:

11 Px = random.random()

12 Py = random.random()}

13 deltaX = math.pow((Px-1),2)

14 delta¥Y = math.pow((Py-1),2)

15 D _origem = math.sqrt(deltaX+deltay)
16 if D_origem < 1:

17 M_circulo = N_circulo + 1

18 acumulador = acumulador + 1

19

20 valorPi = 4*(float(N_circuleo))/(float(N_quadrado))
21

22 print("0 valor de pl é aproximadament %.8f"%ValorPi)

Python ¥ Larguradatabulagao:8 ~ Lin 6, Col 19 hd INS

Figura 2.9: Programa de estimativa de w criado pelo proprio autor, sintare em Python3,

usando o método de Monte Carlo.

Para execultar o programa é necessario, através do terminal do Ubuntu, digitar o
comando python3 pi.py, caso tenha salvo o programa na pasta raiz. No caso de ter
salvo em um local especifico, procure o diret6tio com os comandos ls (listar pastas e
arquivos) e cd (selecionar ou sair de uma pasta), e apos ter encontrado a pasta execute

o comando python3 pi.py.

2.2 Numero de Euler.

O matematico escocés John Napier (1550-1617) dedicou cerca de 20 anos no desen-
volvimento de tabelas nimericas para facilitar os cdlculos matematicos ultilizados nas
grandes navegacgoes e nos estudos astronomicos. Napier nao fez um estudo direcionado
ao numero de e, mas em seu trabalho chamado Mirifici logarithmorum canonis descriptio,

nas tabelas dos logaritmos, encontra-se o valor 2302584 que faz referéncia a 10°-In10 nos
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dias de hoje. Certammente, John Napier usou algo muito préximo do ntimero de Euler

como base de seus logaritmos no século XVII e hoje, em sua homenagem, In é chamado

de logaritmo natural.

A primeira referéncia a constante e propriamente dita foi descoberta por Jakob Ber-

noulli (1667-1748), quando tentava encontrar uma valor para a seguinte expressao.

1 n
e = lim <1 + —>
n—oo n

E seu valor é aproximadamente 2, 71828128459045235360287. Podemos verificar sua

convergencia considerando a funcao f : R — R, definida por f(z) = (1 + i)x, e atriuindo

valores a x pela direita e esquerda de zero. Vejamos,

1) Atribuindo valores para x a direita de zero.

€

X2

€3

Xy

X5

Te

XTr

1
1= f(1)= (1+%> —(1+1) =2'=2
2
2= f(2) = <1+%) = (1+40,5)°=1,52=12,25

1 4
4= f(4) = (1 + Z) — (1+0,25)" = 1,25 = 2,44140625

1

10
E) — 1,1'° = 2,5937424601

10 = f(10) = (1 +

1 100
100 = f(100) = (1 + ﬁ) = 1,01' = 2,70481382942153

1000
1000 = f(1000) = (1 + ﬁ) = 1,001 = 2 71692393223559

1 10000
10000 = £(10000) = (1 + m) = 1,0001"% = 2 71814592682493

a madida que x — 400 os valores de f(z) — e.

2) Atribuindo valores para = a esquerda de zero a partir de —1, pois f(x) nao possui
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valor real em —1 > x > 0.

r, = —1=f(-1)= <1+i>_1:(1—1)—1:o1;sf(—1):+oo

Ty = —2:f(—2):<1——
(

)_\

-2

=0,52=4

| —
N—

1 —4
3 = —4= f(-4)=(1- Z) =0,75"* = 3,16049382716049
1 —10

vy = —10= f(—10) = <1 — E) =0,971 = 2,86797199079244

1 —102 ,
zs = —(10%) = f(-10%) = (1 - 1—02) = 0,997 = 2,73199902642903

1 —-103 )
rg = —(10°) = f(-10°) = (1 - ﬁ) =0,9997'"" = 2,719642216442850

1 —104 \
zr = —(10") = f(-10") = (1 — 1—04) = 10,9999 = 2,718417755010150

a madida que  — —oo os valores de f(z) — e.

O ntmero e é um numero irracional e mesmo transcendente como 7. Sua irracio-
nalidade foi demonstrada por Euler e a prova da transcendéncia de foi estabelecida por
Hermite em 1873. Mas, foi Euler que estaeleceu uma énfase maior em seus estudos e o

nome de e é em homenagem.

2.2.1 Caracterizagoes Menos Triviais de e.

O numero e pode ser representado e calculado por meio de utilizacao da série de

Taylor para e* quando x = 1, como a soma da seguinte série infinita:

1 1
G_an__+ TR

Aqui n! representa o fatorial de n.

Outra maneira de se encontrar o valor de e é pelo desenvolvimento da série na forma

de fracao continua, escrito sob a forma interessantemente:

e=2+

14+ L
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De forma mais simplificada (Sequéncia [[OEIS : {{{1}}}|{{{1}}}]] na OEIS):

e=1[21,211411,611,8,...,2n, 1,1, ..
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Capitulo 3

Aproximacao Local.

3.1 Aproximacao Linear Local.

Consideremos uma fungao f(z) continua e diferenciavel em zj, se pegarmos uma
porcao ampliada da curva de f(z) em torno do ponto Py(zo; f(zg)), essa porcao tera a
aparéncia de um segmento de reta e por essa razao dizemos que f(z) é localmente linear
em xo[I].

Vejamos o gréifico da curva f : R — R, definida em f(z) = 2% — 2z + 1 na figura .

5

Figura 3.1: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Na figura o trecho ampliado da curva f(z) é facilmente confundivel com um

segmento de reta.

A reta que mais se aproxima de f(z) em Py(zo; f(z0)) ¢ a tangente de f(z) em xy.
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Vejamos na figura em vermelho estd representado a tangente de f(z) em x.

Figura 3.2: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Entao, os valores de f(z) se aproximam cada vez mais dos valores da tangente a

medida que x tende a 4. Logo, os valores de f(z) podem ser calculados com a expressao

f(x) =~ f(xo) + mug(x — 20),

onde my, € a inclinagao da reta tangente e seu valor é dado pela expressao

o i 1)~ F(r0)
T—TQ r — X9

outra alternativa seria a igualdade Ax = x — x( e substituir no limite, obtendo

o Az + o) = f(20)
Mg = Alggo Ax

Y

o que nada mais é do que a derivada de f(x) em zy. Logo, my, = f'(x¢). Portanto,

f(@) = f(xo) + f'(20) (7 — o)

3.1.1 Aplicagcao da Aproximacao Linear.

Vamos aplicar o conceito anteriormente citado neste capitulo para achar um valor

aproximado da V1T,
Partimos do seguinte fato, V16 < V17 < /25. Logo, 4 < V17 < 5. Entao, sendo
f(x) =z e que f(z) = f(xo) + f'(x0)(x — 20), temos:

f(0) = Vi = [(@) = 2} = () = 5

I
8
N|=
4
]
&
I

1 1
. x§_1 :> f,(x) = 2 . -
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substituindo f’(x) na aproximacao linear de f(x) = /x, temos:
1
21/{E0

Dessa forma primeiramente vamos usar xo = 16, pois entendemos que o valor de /17

f(@) = f(xo) +

(x — x9)
estd mais préximo de /16, temos:
1
(x—16) = f(z) =4+ —(z —16) = f(x) =~

1
2/16 2.4

substituindo x = 17 na fungao aproximante, obtemos:

fz) = f(16) +

(x—16) +4

co| —

1 1
fA7) ~ (17 =16) + 4= f(IT) = ¢+ 4= f(17) 20,125 + 4 = f(17) ~ 4,125

com o auxilio de uma calculadora obtemos /17 = 4, 123105626... mostrando que a apro-

ximacao linear deu um erro menor que 0, 002.

Caso tivessemos escolhido xy = 25, entao
1

1 1
F@)~ F(25) + (= 25) = f@) ~ 5+ (0= 25) = f(@) ~

2v/25

substituindo x = 17 na nova funcao aproximante, obtemos:

(x —25)+5

FOT) ~ %(17 —25) 45 = f(17) ~ 1—10(—8) 45 f(IT) ~ 0,84 5= f(IT) ~ 4,2

com erro de 0,076894374...

3.2 Aproximacao Quadratica Local.

Como vimos anteriormente, a tangente é usada para obter uma aproximacao linear
local da fungao na vizinhanga do ponto z( de tangéncia. Se o grafico de uma funcao f(x)
tiver uma curva pronunciada em xy a medida que afastamos de xy a aproximacao linear

local ira decrescer rapidamente.

Para resolver esse problema o polinémio de aproximagao, p(z), serd de grau 2 com a
seguinte propriedade de que p(zg) = f(x0), p'(z0) = f'(z0) e p"(x0) = f"(z0), 0 que nos
garante que p(x) e f(z) tenham a mesma tangente e a concavidade da curva em x.

Podemos esperar que o grafico quadrétrico de p(x) esteja préximo de f(x) por um
intervalo maior em torno de xy do que o grafico da aproximacao linear local, melhorando

a eficdcia da fungao aproximante.
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Vamos agora encontrar o polindbmio que representa esta idéia chamada aproximacao
quadrética local de uma funcao f(x) em xy = 0. Como é um polinémio quadratico, entao
ele é da forma:

p(z) = o + 17 + o

onde ¢y, ¢1 e ¢o devem ser escolhidos de tal forma que as duas primeiras derivadas de
p(z) coincidem com as de f(z) em xy = 0. Assim, queremos p(0) = f(0), p'(0) = f'(0) e

p"(0) = f"(0), seus valores sdo os seguintes:
p(z) = co + 17 + c2? = Pl(x) = 1 + 200 = P (1) = 2¢y
substituindo x = x¢y = 0, temos:
p(0)=co+c1-0+cy-0% = p(0) =co = co = p(0)
P0)=c14+2-¢c-0=p'(0)=c1 = c; =7(0)

p"(0)
2

p“(O) =2-cg=Cy =

substituindo os valores das constante em p(x), obtemos:

(@) = p(0) + p(O) + L\

Portanto, para qualquer x € R em torno de x5 = 0,

/!
0
@) ~ p(0) + p(0) + a2
Generalizando para todo z( real, temos:
/!
(@) % plao) + (o) — 20) + 0

3.2.1 Aplicagcao da Aproximacao Quadratica.

Vamos aplicar tal procedimento na fungao f : R — R, definida por f(x) em

Il
o

2o = 0. Dessa forma obtemos as derivadas,
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Sustituindo x = xg = 0, obtemos os valores:
f(x)=e"= f(0)=e"= f(0)=1
fll@)=e"= f(0)=¢"= f(0)=1
f'(@)=e"= ["(0)=¢"= ['(0) =1
Sendo assim a aproximagao quadratica é:
1 1,
p($):1+1-($—x0)—|—§-(:v—$0):>p(:v):1+a7+§-:v

Agora vamos fazer uma comparacao entre a Aproximagao Linear e Quadratica.

1) Forma linear: py(z) =14z

2) Forma quadrdtica: ps(z) =1+ + 5 - 2?

Sabemos que em x( os polinomios de aproximagao, p;(z) e pa(x), tem o mesmo valor
que f(zo). Entao, vamos analisar os valores de p;(z) e po(z) a medida que x se afastam

de zy. Vejamos na tabela aseguir:

Tabela 3.1: Tabela de valores de f(z), p1(x) e pa(z).

: RN

plz) =1+ 0 0,5 |0,6667|1]1,3333| 1,5 2
poe)=1+z+%Z | 0,5 | 0,625 |0,7222 | 1[1,3889 | 1,625 | 2,5
flz) =e® 0,3679 | 0,6065 | 0,7165 | 1 | 1,3956 | 1,6487 | 2,7183

Nos graficos da figura podemos visualizar a diferenga entre os valores de f(z) em

preto, p1(x) em azul e ps(x) em vermelho.
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1.6

1.4

1.2

Py =(0,1)

Figura 3.3: Grdfico feito pelo préprio autor utilizando GeoGebra.

Como podemos observar, a funcao quadratica aumenta a aproximacao entorno de xg.
Logo, se aumentarmos para o 3° grau ou qualquer grau superior, o polindmios aumenta

a eficacia da aproximgao.
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Capitulo 4

Polinémio de Brook Taylor e Colin

MacLaurin.

Brook Taylor (1683-1731) foi um matemadtico inglés nascido
em Londres, graduado de Cambridge, era um entusiastico ad-
mirador de Newton e secretario da Royal Society. Publicou em
1715 um de seus principais trabalhos direcionado ao calculo inti-
tulado Methodus Incremetorum Directa et Inversa. Taylor teve
outro trabalho publicado apds suas morte pelo seu neto, inti-
tulado Contemplatio Philosofica. Varios trabalhos seus foram
publicados Phil. Tans., XXVII. a XXXII, incluindo relatérios
sobre trabalhos em magnetismo e atracao capilar. Ele publicou
em 1719 uma versao melhorada do seu trabalho sobre perspec-
tiva com o titulo New Principles of Linearperspective. Obra que
foi revisada por Jhon Colson em 1749 e reedita em 1811. Tay-
lor realizou a primeira investigacao satisfatéria sobre a refracao

astronomica. Apesar de ter publicado varios trabalhos, Taylor é

Figura 4.1:  Retrato

de Brook Taylor, por
Hans Hynsing, The
Royal Society, Lon-

dres, Reino Unido.

lembrado, quase exclusivamente, pelo seu trabalho sobre as séries que hoje recebem seu

nome [2] [15].
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Collin MacLaurin (1698-1974), considerado um dos mais im-
portantes Matematicos britanicos da geracao posterior a Isaac
Newton. Nascido na Escécia e educado na Universidade de
Edimburgo, comecou a contribuir com artigos em Philophisical
Transactions em 1720. Seguidor de Newton, MacLaurin teve

também muitos trabalhos importantes baseados em geometria

dedicados a defender as ideias de Newton. Um trabalho de Ma-

cLaurin, treatise of fluzions (1742), foi a primeira formulacao sis- Figura 4.2: Retrato de
temdtica dos métodos de Newton. Em calculo suas contribuigoes  Colin MacLaurin, por
como seus polinomios tiveram grande importancia, onde trans- Samuel Freeman, The
forma fungoes de diversos tipos em séries infinitas para calculos Real Society, Londres,
aproximados. Na verdade as séries de MacLaurin sao um caso Reino Unido.

particular das séries de Taylor [2] [13].

4.1 Polinomio de MacLaurin

Dada uma funcao f : R — R, que possa ser diferenciavel n vezes em xz, vamos
encontrar o polinémio p(z) de grau n com a propriedade que o valor de p(x) e os valores
das suas n primeiras derivadas coincidam com aqueles de f(z) em zo [I]. Vamos comegar

resolvendo o problema em que xy = 0. Para isso, consideremos o polinomio:
p(x) = co + 11 + c2® + 32’ + ..+ "

sustituindo xy = 0, temos

p(O):c(]—l—cl-0—|—02«02—|—03-03+...+cn-0"ép(O):coi%:coz>coz—

fazendo o mesmo processo para as derivadas de p(z):

p(x) = ¢+ 2c0w+ 33z +. ..+ nc, " = p'(0) = ¢; +2¢2-0+3c3-0°+. .. +nc,- 0" =

PO)=c=rl=c=e="10

p'(x) = 2¢y + 6c3T + 12¢42% + ... + n(n — 1)@ = p"(0) = 2¢9 + 6c3 - 0+ 12¢4 -
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O2+...+n(n—1)cn-0”_2:>p”(0):202:>@:02:>62:@

p"(x) = 6c3 + 24z + 6022 + ... + n(n — 1)(n — 2)c,a™ 3 = p”(0) = 6c3 + 24 -0 +

6002+ ...+ n(n—1)(n—2)c, - 0"3 = p"(0) = bcz = p_’"6(0) =3 = p_”;O)

(n=1n-2)(n-3)...(Dc,2® = p"(x) =n(n—1)(n—2)(n—3)...(1)ec, =

p(0) = n(n—1)(n —2)(n = 3) ... (\)en = =oprlasbgg = Cn = Cn = L

S

=

=
Il
3

Dessa forma reescrever o polinomio p(x):

~p0)  p0)  p"(0) 5 P"(0) 4 p"(0) ,
p(z) = ol + T x + o x°+ al x>+ + o

n!

) =3O,

Podemos generalizar o polinomio de Maclaurim em uma fungao f(z) de aproximacgao

em torno de xg.

4.2 Polinémio de Taylor.

Até agora focalizamos a aproximagao p(x) em um ponto x = xy. Vamos entao
generalizar essa aproximagado para um intervalo Az de f(z) nas proximidades de um
ponto qualquer xy. Como anteriormente, considerarmos p(z) um polinémio de grau n,

em que suas n primeiras derivadas coincidam com aquelas de f(z) em torno de xq [1].

Vejamos, Az = & — xq, teremos:
p(z) = co+ c1(x — x) + co(x — avo)2 + c3(z — xo)g + .. Fep(r— )"

Atribuimos agora x = xg, entao x — xg = 0.
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P (o) = ¢1 + 203(x — m0) + 3ez(x — w0)* + ... + nep(r — 20)" L = p/(x0) =1 + 200 -0+

3c5- 024 ...+ nc, - 0"t = pl(ag) =1 = p—l(fo) = =0 = p—/(ﬁo)

p"(x0) = 29 + 6ez(x — o) + 12¢4(x — 20)* + ... + n(n — V)ep(z — 20)" 2 = p'(20) =

200 +6c3-0+12¢4-0?+...+n(n—1)c,-0"2 = p"(x9) = 2¢y = @ =y =y = pﬂgfo)

p" () = 6c3 4 24(x — x9) +60(x — 20)* + ...+ n(n—1)(n — 2)c,(x — 20)" 3 = p"”(x0) =

6z +24-0460-0>+...+n(n—1)(n—2)c, 073 = p"(x0) = 6cz = L0 = ¢y = 270

p*(rg) = n(n —1)(n —2)(n —3)...(Vex(z — 29)° = p(x) = n(n — 1)(n — 2)(n —
3)...(Den = p(xg) = n(n —1)(n —2)(n = 3)...(ew = et = & =
¢, = L)
Entao, o polindmio de aproximacao entorno de xg é:
T /x /! T /1 T n T
p(x) :p<0'0)+p(1'0>($—:v0)+p (2|0)(:v—1'0)2+p ?E, ) (gt + 2 72,0)(33—930)"

= p(x) _ Z pn;jO) (CL’ _ xo)n

O polinémio de aproximacao para qualquer curva f(z), se f(z) possuir n derivadas,

em torno de z, é:

f(@o) = p(gf!o) +p/(13|:0> (z—x0) + //g;;;o) (x—0)° + m?(fo) (z—z0)*+.. .+pn7(50) (z— )"
NOr png’f‘)) (= 29)"

4.3 O Enésimo Resto.

Como a aproximacao p(z) é quase igual fungao f(x) é conveniente calcularmos erro.
Assim, denotamos por r(z) a diferenga entre f(x) e seu enésimo polinomio de Taylor, ou

seja,

n(x

0) (x — xo)"

r(z) = f(x) = pla) = fa) = Y 7

n!
n=0
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O valor de r(x) varia de acordo com o valor de n. Entdo, podemos escrevé-la como
rn(x) e é denominada de Enésimo Resto de série de Taylor de f(x).

Obter um valor para r,,(z) da uma indicacao de precisao da aproximacao de p,(x) em
relacdo a f(z). Vamos prova usando o Teorema de Estimativa do Resto de Lagrange.

Sendo assim, se f(z) puder ser derivavel n+ 1 vezes num intervalo I contendo o ponto
7o, e se M for uma cota superior para | f"™!(x) | em I, ou seja, se | f**(z) |[< M para

todo x em I, entao:

Demostraremos supondo que f(z) possa ser diferenciada n+ 1 vezes em um intervalo
I contendo zg e que | f™*Y(z) |< M para todo x em I. Vamos precisar de duas das

seguintes propriedades de r,(z):

1) r,(xo) =7l (x0) = 10 (x0) =1 (20) = ... = TSLn)(I(O = 0;

i) i (@) = O ().

Para simplificar, daremos a demostracao no caso x > xy e de forma andloga enten-
demos o caso z < zo. Tem-se a partir de r/"V(z) = fO+)(2) que | ri(z) < M e

portanto,

~M <y () < M

Assim integrando ambos os membros,

/—deg/ ré"*l)(:c)dxg/ Mdzx =
xo o o

M, < [ e < 0
zo

Porém, das propriedades citadas segue r!'(x¢) = 0, portanto,

o

| @)s = 1) 1= 10(@) - D a) = (o)
o
Dessa maneira nas integracoes obtemos as desigualdades:

—M(x — z9) < r")(x) < M(x — x9)
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Agora vamos integra novamente em I que contenha xy para obtermos Tﬁln_l)(x). Para

isso, vamos substituir (z — xy) = t para facilitar os calculos, dai dz = dt. Temos,

/—Mtdtg/ r;">(:c)d:c§/ Mtdt =
Qo o) 0
t2 x t2
_ME gog/ r}ln)(x)deME =
zo

M _ M
5 (- wo)® <r{"V(x) < - (= )

Repetindo o processo para obter {2 (x), temos:

/—7t2dt§/ rg"—”(a;)da:g/ 7t2dt:>
o

o o

M x M
_Z L m < (n—1) < T
5 g In< /IO rat T (z)dr < 2=

M
—g @) <) <

Continuando para r\" > (z), temos:

/ ——t3dt < / r=2 (z)dx < / —tdt =
6 xo o 6

zo

M t4 T ’ n—2 M t4 T
M
21 5@

24

Se continuarmos repetindo esse processo, entao depois de n + 1 integracoes iremos

M
(z — o) <rF(2) <

obter:
M M
_m<x _ $0)n+1 S Tn($) § m<x _ xo)n-i-l
Que pode ser escrito como:
M n
| Tn<l'> |§ m(l‘ — ‘TO) +1

isso completa a demonstracao.
Com base na aproximacao através dos polinomios de MacLaurin, Taylor e o Enésimo

Resto podemos analisar algumas funcoes n derivaveis em torno de xy.
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4.4 Funcao Exponencial f(z) = e".

Consideramos = = z; o intervalo da fungao f(x). Entao os valores de suas n primeiras

derivadas, no ponto o = 0, sio:

fa) = = fle) = 0 = f(0) =" = f(0) =1

F(r) = e = flag) = e = f1(0) =" = f/(0) = 1

fi(a) = e = fmg) = e = [1(0) = = [(0) = 1
J(@) = ¢ = ) = 0 = [1(0) = = f(0) = 1
O @) = 8 = [0(g) = e = [OI(0) = & = f(0) =1

Através do polinomio de MacLaurin e Taylor podemos escrever os polinomios de apro-

Ximacao em Zg:

pi(z) = P((V)C!o) + p'(la!:o)x — 7% + P’_?)x =p(z)=1+2x

pa(z) = p((f!‘)) - p/(ffO)a: + p”éf‘)):ﬂ = % + Sz + 52 a2 = py(z) =1+ + 2

p3<x) — p(g!O) + p/(lx!o)x + p//ng)IZ + %LE?) — ZL?) + p/(o)x + P//(O)xQ + 1%563 = p3(aj> =

2 3
I+ +5+%

pa(z) = 220 4 Pl gy PT00) 2 4 w0s 4 om0t — 2O 4 PO,y P02 4 043 4 054 o

paz) =1+z+%5 +2 + 4

Graficamente podemos observar o comportamento das curvas po(x), pi(x), ps(x),

ps(z), pr(z), ... com a curva f(z) = e”.
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polz) =1 P=(01)

fla) = e

T T

-5 -4

6

Figura 4.3: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando o GeoGebra.

A medida que o grau dos polinomios aumenta aproximagao aumenta. Entao, podemos

escrever o polindémio p,(x), tal que p,(z) &~ f(x) quando n — oo. Segue,

x? " L
pn(az):1+x+?+...+H:>pn(x):nzzom

Portanto, f(z) pode ser escrita da forma do polinémio aproximante:

fla) =)

n=0

n

()

8

3

4.4.1 Aplicagao do teorema do Enézimo Resto.

Usaremos o teorema do resto para aproximar p,(x) de f(x) no intervalo I = [0;1].
Sabemos que o valor de f(1) = e, vamos usar um polinémio de grau 4 para estimar esse

valor. Temos, f(1) = e! = e e como e < 3, entdo nosso termo marjorante é M = 3.
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Segue que,
22 23 2t 1 1 1

—1 4 D=1+1+=+-4—
p(r)=l+r+ g +ot=onl)=1+l+o+o+0=

pa(1) =14140,5+0,16666...+0,04166... = py(1) = 2, 70833 ...

com o auxilio de uma calculadora percebemos que p4(1) tem um erro de 0,009948495. . .,

aproximadamente 1072, o que pode ser rejeitado.

Através do teorema, o erro pode ser controlado de acordo com o grau n de p(z).
Desejamos que p,(z) tenha o valor tao préximo de f(z) de modo que r,(z) seja da

ordem de 10~* em I. Temos,

m,(1) <0,0001 = $(1—=0)"*! < 0,0001 =

3
- < 0,0001 =
(n+1)! !

3
(n+1)

(n+1)! > = (n+1)! > 30000 = n > 7

= 0,0001

Portanto, o polinémio que ira satisfazer o erro desejado é:

.1'2 x3 334 x5 fEG x7
p7($):1+$+5+§+z+a+a+ﬁ

substituindo o valor de x = 1 em p;(x) obtemos o valor p;(1) = 2, 718253968 ... com erro

de 0,00002786. . ., aproximadamente 2,8 - 1075, o que era esperado.

4.5 A Funcao Trigonométrica sin(x).

Como anteriormente, vamos usar o intervalo x = zg, para xq = 0. E suas derivadas

possuem valores.

Para f(z) = sin(z), temos:
f(x) = sin(x) = f(zs) = sin(xo) = £(0) = sin(0) = £(0) =0
f'(x) = cos(x) = f(xo) = cos(ws) = f(0) = cos(0) = f/(0) = 1

f"(z) = —sin(z) = f"(xg) = —sin(zg) = f"(0) = —sin(0) = f”(0) =0
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1) = = cos() = "(g) = — cos(irg) = [(0) = — cos(0) = [(0) = ~1
FO() = sin(z) = [ (x0) = sin(wo) = F9(0) = sin(0) = fD(0) =0

JO () = cos(x) = [ (o) = cos(o) = [O(0) = cos(0) = [O(0) =1

F©() = —sin(z) = () = —sin(zo) = FO(0) = —sin(0) = FO(0) = 0

J () = = cos(r) = [D (o) = —cos(g) = [D(0) = — cos(0) = [D(0) = -1

Percebemos que a partir de f"”(z) os valores das derivadas se repetem como um ciclo.

Entao, os polinomios de aproximagao sao:

p3( ) (fO) +p($0)$+p( )$2+p”é!z0)$3:ZL[,))+p/1(?)$+2%:[2+p”§0)$3:>p3(l') =
O+z+0—2

x x / ()x /
palz )_p(o)+p( 0) +P(0) 2+p( 0) 3+p4(°)x :z%+pl(') —I—p2(,)x 4+ 7 ()x +

p(4>(0)x4:>p4( )—O—I—:E—i—O—g-i-O

Note que os valores dos polinomios p,(z) mostram seus primeiros valores explicitos
quando n é impar e seus valores se repetem quando n for par. Entao, vamos considerar

somente seus valores impares, chamando n de 2k + 1, Vk € N. Dai, obtemos a funcao de
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aproximacao:

I B p2k+1
Pren () == gp b g gy e Uy,
Portanto,
n p2kH1

f(z) = sin(z)
5 5 5 N 2 1 0 1 2 3 4 H 6 7
po(x) = 0

Figura 4.4: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

A medida que k aumenta p,(z) se aproxima de f(x). Entao, podemos dizer que, se

2k+1

Z 2k+1

k=0

4.6 A Funcao Trigonométrica cos(x).

Calculando as derivadas de f(z) = cos(z), com xy = 0, temos:

f(z) = cos(x) = f(xg) = cos(zg) = f(0) = cos(0) = f(0) =1
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f'(w) = —sin(z) = f'(z0) = —sin(wo) = ['(0) = —sin(0) = f'(0) =0
f"(x) = —cos(x) = f"(w) = —cos(xo) = ["(0) = —cos(0) = f"(0) = 1
f"(w) = sin(w) = f"(x0) = sin(zo) = f(0) = sin(0) = f"(0) =0
fW (@) = cos(x) = f@(0) = cos(z0) = f(0) = cos(0) = fP(0) =1
fON (@) = —sin(x) = fO(z0) = —sin(wo) = fP(0) = —sin(0) = f*(0) =0
fO(x) = = cos(w) = fO(0) = — cos(zo) = f19(0) = — cos(0) = f©(0) = —1
f (@) = sin(z) = £ (xo) = sin(zo) = f©(0) = sin(0) = f(0) =0
E igualmente a fungdo f(z) = sin(z) a partir de () os valores f(0) = 1, f®)(0) =

0, f©(0) = —1e f(7(0) = 0, se repetem como um ciclo. Entdo, os polinomios de apro-

Ximagcao sao:

p2<1‘> = p(z0) + p’(a;o)x + pN(wO).’EQ = FL?) + pTQ? + pTl’Q = pg(&?) =1+0-— %2

ps(z) = (mo)+p(mo)x+p(fco)x +P"'($0) 3 _ ()—I-p(o):r+p2(,)x +p3$0)$ = psy(z) =

14+0-2 40

i

p(x T T (4) (g,
p4( ): (0'0)+p(0)x+p(0) 2+p ( 0) 3+p44(! 0)1'4: (()')+p1(')x+p2(')x +P3$0)x +

(4)
b (0)x4:>p( >—1+0_7+O+E

Agora os valores de p,(z) sdo explicitos quando n é par e seus valores se repetem
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quando n impar. Considerando somente os valores explicitos, ou seja, quando n = 2k, e

escrevemos p,, () dessa forma:

22zt 2k
=1l— 4 4. (=1
par () T +(=1) oh]
Portanto,
pulz) =) (1)
— (2k)!

Graficamente as curvas se comportam dessa maneira na figura 4.5

P=(0,1)

f@) = cos(x)

folz) = 1— ’7 3

Figura 4.5: Grdfico feito pelo proprio autor utilizando GeoGebra.

Novamente a medida que n aumenta p, () se aproxima da fun¢ao f(x). Entao quando

n — 00, pu(z) ~ f(z). Portanto:
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Capitulo 5

A Formula de Euler.

5.1 Conunto dos Numeros Complexos.

Definiremos uma multiplicacao em R?, entenda o espaco vetoial R x R, adaptada as
regras operatorias esperadas para a multiplicacao de niimeros complexos. Informalmente
introduzindo os ntimeros i, i> =71, a+bi e c+di, com a, b, ¢, d € R, e desejando manter
as propriedades comutativas, associativas e distributivas para os nimeros reais devemos

esperar que
(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (bi+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+ di) = ac+ adi + bic + bidi = ac + adi 4 bci + bdi2 = (ac?bd) + (ad + be)i

Desta forma, dados (a,b), (c,d) € R? definimos a operagao de adi¢ao e tem as pro-

priedades: dados (a,b), (c,d), (e, f) ? R

1#) associativa: (a,b) + [(¢,d) + (e, )] = [(a,b) + (¢, d)] + (e, f)
2*) comutativa: (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a, b)

3*) existéncia do elemento neutro: (a,b) + (0,0) = (a,b)

4*) existéncia do elemento oposto: (a,b) + (—a,—b) = (0,0)

Seguindo definimos a operagao do produto: (a,b), (c,d), (e, f) € R?,
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1) associativa: (a,b) * [(c,d) * (e, f)] = [(a,b) * (¢, d)] x (e, f)
2%) comutativa: (a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b)

3%) existéncia do elemento neutro: (a,b) * (1,0) = (a, b)

42) existéncia do elemento inverso: V(a,b) # (0,0), existe (u,v) € R? tal que (a,b) *

(u,v) = (1,0)

5%) distributiva: (a,b) % [(c,d) + (e, f)] = (a,b) * (¢, d) + (a,b) *

O conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, contém
o conjunto dos ntimeros reais e é o conjunto R?. Munido de
operacoes de adicao e multiplicacao obtidas por extensao das
operacoes de mesma denominagao nos numeros reais, adquire
uma estrutura algébrica denominada corpo algebricamente fe-
chado, sendo que esse fechamento consiste na propriedade que
tem o conjunto de possuir todas as solugoes de qualquer equacao
polinomial com coeficientes naquele mesmo conjunto (no caso, o

conjunto dos complexos).

5.1.1 O Corpo do Conjunto C Nao é Orde-
nado.
Intuitivamente, um corpo K é ordenado se existe um subcon-

junto de K* que pode ser chamado de conjunto dos "numeros

positivos de K.

(e, f).

Figura 5.1: Retrato de
Carl Friedrich Gauss,

por Gottlieb Biermann

em 1887.

Definigao: O corpo (K, +,.) é dito ordenado se houver P C K* tal que,

a) Vo € K, apenas uma das trés condigoes ocorre: ou z =0 ou x € P ou —z € P;

b) Vx,y € P temos, z+y € Pex-y € P.
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Teorema: Suponhamos que exista um conjunto P, P C K*, satisfazendo as condicao
a) e b) dadas na defini¢ao aneriormente.

Se 1 <0 (isto é, —1 € P), por b) temos (—1)(—1) =1 € P, contradizendo a condicao
a). Portanto, concluimos 1 > 0.

Se 2 € C* temos: se z € P entdo z - z = 22 € P; por outro lado, se z ¢ P entao
—z € Pe(—2)(—z) = 2% € P. Logo, Vz € C*, obtemos 2% > 0 e, como 1 > 0, por b)

segue que 22 +1 > 0, Vz € C*, e portanto,

P+1=0epP

5.2 A Foérmula de Euler por Séries de Taylor.

A Férmula de Euler da andlise complexa, afirma que, €™ = cosx + 4 - sinz, uma
funcad exponencial de expoente complexo € igual a uma funcao trigonométrica complexa

subdivida em uma parte real e a outra complexa, sendo x € Re i € C.

Dessa forma os pontos de z variam de acordo com os valores de # para |Z| > 0, se
tornando na forma polar.

Para mostrar a férmula de Euler, vamos nos basear em conceitos de séries de Taylor
e Maclaurin.

Partimos de uma fungao exponencial f(y) = e, onde y = iz, e aplicamos o polinomio

de Taylor. Temos,

o Ry B vty y"
f)=e'= [ =) = fy)~l+y+S5+5 .+
n=0 )
Substituindo iz em y, obtemos:
. i?x? Bad "
f(x):e”:>f(x)%1+ix+7+7+...+ .

Como a variavel complexa possui o valor constante i = y/—1, podemos operar i" e

observar seu comportamento dentro da série. Temos,
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Note que, quando n é par os valores de " sao reais, quando n é impar os valores de
i" sao complexos. Sabendo disso, vamos separar a sequéncia em dois polinémios, p, ()
para a parte real e p.(x) para parte complexa. Dessa forma, dado k € N, entao n = 2k

para os pares e n = 2k 4+ 1 para os impares. Temos,

( ) 1+ 2'2:1:2 N ’i4ZL'4 N N Z'2kl,2k N ( ) . 1‘2 N 1'4 I‘G N N (—1>kl'2k
() = —_—t — ... (Z)=1— — 4+ — — —+ .. .+
P ol 4l a7 2 24 720 (2k)!
0 (—l)kxzk
pr(z) =
2o
@) =i +i3a:3+i5;1:5+ +Z-2k+1w2k+1 L pe) i:z:3+i:c5+ . (—1)kg2k+1
(2) =tz +——+—+. . (T) =t ——+—+.. i
b 35l 2k+1yp P 6 ' 120 2k + 1)
0 (_1)kx2k+1 '
Sope(x) = —
pe(2) kz% 2k + 1)!
O polinomio p,(x) é equivalente a funcao aproximagao de f(z) = cosz como ja

vimos na série de MacLaurin e Taylor. Entao, podemos considerar a parte real como
pr(z) = cosx. Da mesma forma observamos que a parte complexa p.(x) equivale ao
produto de i com a aproximagao de f(z) = sinx, entao, p.(z) ~i-sinz.

Substituindo os valores de p,(x) e p.(z) em f(x) == p,(x) + p.(z), obtemos:
f(z) = cosz+i-sinx

e¥=cosz+i-sinx

5.2.1 A Representacao Polar de um Nimero Complexo.

Seja z = x+yi a representagao geral dos niimeros complexos, onde x = r(z) é a parte
real e yi = im(z) a parte imaginéria, podemos representé-lo na forma polar usando a

formula de Euler.
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Partindo de um ponto z = a + biVa,b € R. Sua norma |z| = va?+ b?, sendo &
distancia de origem O ao ponto z. Temos a representacao grafica de z no plano Argand-

Gauss.

Figura 5.2: Plano de Argand-Gauss, r € eixo real e © € o eixo complezo.

Verificaremos a relacao entre as coordenadas gaussianas e as polares. Temos, as

coordenadas possui valores a = |z| - cosf e b = |z| - sin . Substituindo em z obtemos,
z=|z|-cosO+i-|z|-sinf = z=|z|-(cos +i-sinf) = z = |z]-(cos@ +i-sinb)

coz=z] e

5.3 A Identidade de Euler.

Um caso especial e intrigante desta formula chama-se Identidade de Euler. Ela aparece

quando o valor de x se iguala a m e chegamos & expressao:

em=cosmH+i-sinT=e"=—-147-0=¢e"=—1

eT+1=0
onde o nimero exponencial, que é um nimero positivo maior que zero, elevado ao valor
de im(1é-se: "pi complexo”) é igual a —1, mostrando que nao é verdade absoluta quando

pensamos de maneira erronia que um nimero positivo elevado a qualquer expoente o

resultado serd um nimero também positivo.
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5.4 Aplicaoces da Formula de Euler.

5.4.1 Fasor.

Conforme supracitado anteriormente a férmula de Euler conduz a compacta apre-
sentacao polar dos nimeros complexos. Supondo que um nimero complexo z seja mul-
tiplicado por €' onde o ¢ uma constante real. Entao,

ez = e 2] e = |z] - e = |2] - " (4T = |2] - [cos (v 4 0) + i - sin (o + 6)]

ez =|z|-[cos(a+0)+i-sin(a+6)

O novo numero pode ser obtido fazendo girar, de um angulo o em torno da origem,
o ponto z. Esse fato possui muitas aplicagoes importantes.

A férmula de Euler também permite a descricao de quantidades reais que variam
de maneira senoidal por meio de exponenciais complexas. Por exemplo, na Fisica, o
Fasor (vetor de fase) é uma representagdo de uma funcao senoidal cuja amplitude (A),
frequéncia angular (w) e fase (6) sdo invariantes no tempo. A fungao que representa um
Fasor é:
f(t) = A-cos(wt+6)
Considere g(t) = B - ™! em que B é uma constante complexa da forma B = A - .

Substituindo B em ¢(t), temos
g(t) = A-e?. et = g(t) = AT = g(t) = AT = g(t) = A-Jcos (0 + wt) + i - sin (0 + wt)]
g(t)=A-cos(0+wt)+i-A-sin(0+ wt)

Em outras palavras, f(t) é igual a parte real de g(t), ou seja, f(t) = Re{g(t)}.

Portanto,

f(t) =Re{A- ei(Wt+9)}
5.4.2 Foérmula de Euler na Engenharia.
5.4.2.1 Engenharia Civil.

Considera-se um sistema estrutural qualquer (tal como uma ponte, uma caixa d’agua,

ou um edificio) submetido a um carregamento dindmico, ou seja, varidavel no tempo. O
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sistema possui uma massa m, e a rigidez e o amortecimento, respectivamente, k e c. Esse
modelo estd representado na (5.3, onde se pode verificar, no diagrama de corpo livre do

sistema, as forgas que nele atuam [4].

— U(t)

F.=c.v'(t)

D p(t)

Fi=k.v"(t)

<«

7 . 00

Figura 5.3: Caiza de abastecimento de dgua.

Calculando a resultante do sistema, chega-se a:
mv” (t) + cv'(t) + kv(t) = p(t)

onde v(t) é a resposta dinamica do sistema ao carregamento p(t), ou seja, é a fungao que
representa o deslocamento do sistema massa-mola que representa a estrutura, em fungao
do tempo. Supondo-se que o carregamento p(t) é harmonico, ou seja, tenha variagao
senoidal, temos:

p(t) = P - cos(wt + 0)

P é a amplitude maxima da carga, w ¢é a freqiiéncia angular da carga e 6 é a fase da
carga, que permite que a mesma inicie sua atuacao com um valor diferente do seu valor

maximo. Com o uso da férmula de Euler, temos:
P @) = P [cos (wt + 0) + i - sin (wt + )] =

P e@H0) — P cos (wt +0) 4+ P i -sin (wt + 0) =
P @H0) _ P sin (wt+6) = P - cos (wt + 0) =
g(t) = P- @t _ P i sin (wt + 6)
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P @O — Pfcos — (wt + ) + i - sin — (wt + 0)] =

P @0 — P Leos (wt +0) +i - [—sin (wt +0)]} =
P.e '@t — Pcos(wt 4+ 60) — P-i-sin (wt + 0) =
P.e @0 4 pjgin (wt 4 60) = P - cos (wt + 6) =

g(t) = P-e @0 4 P sin (wt + 0)
somando os resultados encontrados para ¢g(t), obtemos:
2-g(t) =Pt _ P j.sin(wt+6)+ P-e @0 4 P sin (wt +6) =
2.g(t)=P- elWt+t) 4 p . oilwt+0) o o, g(t)=P- [ei(wt+9) + e—i(wt+9)]

g(t) = = - [ei(wt+9) + efi(thrG)]

2|

Para uma carga variando de forma senoidal, e sendo o sistema linear, a resposta v(t)
serd também senoidal. Entretanto, a resposta nao estara necessariamente em fase com
o carregamento, devido a atuacao do amortecimento sobre o sistema. Isso significa que,
enquanto a carga atua na estrutura, seu deslocamento méaximo nao ocorre sincronizada-
mente com o valor maximo do carregamento, e sim, um pouco atrasado. Pode-se assumir,

portanto, que a resposta tem a forma:
v(t) =V - cos(wt + 0)

onde V é a amplitude maxima do deslocamento sofrido pelo sistema e 6 é a fase da
resposta, que é diferente da fase do carregamento ¢. O objetivo é determinar a resposta
do sistema, ou seja, determinar os valores de V' e 6.

Aplicando transformacoes andlogas as aplicadas a carga, pode-se reescrever a resposta:

Vo, ,
v(t) = 7 [el(wtw) + e—z(wt+9):|

Agora vamos encontrar o valor de v(t) . Para isso, imagina-se, inicialmente, a primeira

parcela de p(t) atuando como uma ”carga complexa’no sistema, ou seja, p;(t) = P -
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'@+ Como o sistema é linear, fica claro que a resposta a essa carga serd dada pela

primeira parcela de v(t), e serd da forma v, (t) = V - /@9 Sabendo-se que:

d . |
o'(t) = = (V- D) =0l () = iwV el

d L .
v"(t) = 7 (Z'WVe’(wHe)) = "(t) = —w? V@)

Entao a substituicdo na equagao inicial de p(t) e fazendo as simplifica¢oes necessarias

resulta em:
m (—wZVei(“’t+0)) +c (inei(“’t+0)) + k (Vei(“’t”)) = Pi@itd) —
2V @) 4ol i) |y eilwitd) _ peilwtto)
(—w?m +iwe + k) - Vellwtt) — peilwttd) —
(—w2m+iwc+k) V=P

O que é uma equacao algébrica. Portanto,

P

—w?m +iwe + k

V:

5.4.2.2 Engenharia Elétrica.

Em Engenharia Elétrica, corrente alternada ou AC é a corrente elétrica na qual a in-
tensidade e a direcao sao grandezas que variam ciclicamente com o tempo. E representada

por um fasor de equagao:
i(t) = I - cos(wt + 6;) = i(t) = Re {I - '@+0}

onde [ é o valor de pico. Sua unidade, no Sistema Internacional, é o A (ampere).

A tensao elétrica (denotada por AV'), também conhecida como diferenca de potencial
(DDP), é a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos ou a diferenga em energia
potencial elétrica por unidade de carga elétrica entre dois pontos. Da mesma forma que

a corrente a tensao é representada por:
v(t) =V - cos(wt + 0,) = v(t) = Re {V . 6i(wt+9v)}
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onde V' é o valor de maximo. Sua unidade, no Sistema Internacional, é o V' (volt).

O resitor elétrico, é a oposicao ou resisténcia que um condutor ou circuito apresenta a
uma determinada corrente elétrica em determinada voltagem. Dessa forma, tem caract-
teristica nao reativa que independente da velocidade com que a tensao varia se mantem
constante, por causa disso a tensao e a corrente estao sempre em mesma fase, ou seja,

0,=0,=0". E desse estudo que trata a lei de Ohm.

Consideremos o circuito da figura [5.4]

v(t) R

Figura 5.4: Circuito CA que representa impedancia elétrica.

Aplicando a lei de Ohm, temos

V cos(wt + 6,) :R:>R:KA(9 )

olt) = B-it) = I cos(wt + 6;) I

0 que nos mostra que a impedancia elétrica é uma caracteristica constante e sua unidade,

no Sistema Internacional, é o © (ohm).

O capacitor é um dispositivo reativo, isto é, tem comportamento oposto em relacao
a varianca da tensao e da corrente. A corrente e a tensao no capacitor se relacionam da

seguinte forma:

dv,
dt

1. =C

Consideremos que o capacitor estda submetido a uma tensao CA cossenoidal com fase
inicial nula, isto é:

v(t) =V - cos(wt)
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A expressao i.(t) da corrente no capacitor pode ser deduzida da forma seguinte:

duc(t)

i.(t)y=C 7

= i.(t) =C - %Re {Ve'} =i (t) = CV - Re {iwe™"'} =
i.(t) = CVwRe {i(cos(wt) + isin(wt))} = CVwRe {(i cos(wt) — sin(wt))} =
i.(t) = CVw (—sin(wt)) = i.(t) = —wCV sin(wt)
sabemos que — sin(f) = sin(—6) = cos(# + 90°). Portanto, a corrente no capacitor é:

i.(t) = wCV cos (wt + g)

. o ~ ~ ~ e}
adiantando a corrente em 90 em relacao a tensao ou a tensao ficou atrasada 90 em

relagdo a corrente [7].



Consideracoes Finais

O presente trabalho por escopo a férmula de Leonhard Fuler, fazendo inicialmente
uma abordagem das séries infinitas, destacando a transformagao das fungoes exponencial
e trigonométrica em séries infinitas através do método de Taylor, com enfoque através
da analise complexa, relacionando a igualdade entre as funcoes exponencial e a trigo-

nométrica no dominio complexo, assim dando origem a férmula de Euler.

A escolha deste tema foi um processo natural que ocorreu durante as aulas da disci-
plina MA22, onde houve apenas mencao das séries de Taylor despertando o interesse por
quais aplicagoes. Outro fator importante para a opcao do tema foi a identidade de Euler,
que chama atencao pelo fato de um numero positivo elevado ao expoente complexo se

tornava negativo o que contradiz aquilo que ¢é ensinado na educacao bésica.

Ao transcorrer deste trabalho, ficou esclarecido que a sistematizacao do conhecimento
bem como a reacao dos métodos cientificos desenvolve ferramentas que facilitam o estudo
de fendmenos naturais complexos. A formula de Euler é uma dessas ferramentas, que
tem por finalidade simplificar o calculo das Equacoes Diferenciais Ordinéarias em relagao

aos fenomenos de ordem periédica.

Portanto, a utilizagao das Séries Taylor como base nas aproximacoes de E.D.Os é uma
ferramenta poderosa e indispensavel e € um marco histético para modelagem matematica.
Como resultado a férmula de Euler, que tém por finalidade interpretar fendmenos de
grandeza ciclo-harmonica como, por exemplo, o oscilador harmonica amortecido podendo
ser relacionado com uma simples ondulagao em uma corda de instrumento musical, ou
funcionamento de um pistao em um motor movido a combustao, ou no comportamento

de estruturas solidas, bem como na geracao de energia elétrica.
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