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RESUMO

Na presente dissertacdo apresentamos uma abordagem sobre o laboratério de
matematica no contexto escolar, com vista para utilizacdo de materiais manipuléaveis
em trigonometria. O objetivo € auxiliar professores da Rede Estadual de Educacao
de Alagoas na preparacdo de aulas utilizando o laboratério de matemética, visando
o enriquecimento do ensino de trigonometria. Inicialmente, realizou-se uma analise
histérica a respeito dos conteidos a serem abordados. ApOs as andlises
bibliogréficas, foi realizada uma pesquisa com professores da rede estadual de
ensino que também sado discentes do PROFMAT/UFAL, abordando as possiveis
dificuldades enfrentadas na utlizacdo do Laboratério de Matematica.
Posteriormente, foi elaborada uma sequéncia didatica utilizando materiais do
laboratério de matematica sendo aplicada em turmas do 2° ano do ensino médio da
Escola Estadual Odete Bonfim, Maribondo - AL. Pretende-se com esse trabalho
propor aos professores e futuros professores de matematica, um material que possa
ser utilizado em sala de aula para auxiliar o ensino de trigopnometria, buscando assim
melhorias no ensino-aprendizado através da insercao do laboratério de matematica
no ambiente escolar.

Palavras-chave: Trigonometria, Laboratério de Matematica e Materiais
Manipulaveis.



ABSTRACT

This thesis presents an approach to the math lab in the school context, with a view to
use of manipulatives in trigonometry. The goal is to guide teachers of Alagoas State
Education Network in preparing lessons using the math lab, in order to enrich the
teaching trigonometry. Initially, it took a historical analysis about the contents to be
addressed. After the bibliographical analysis, a survey with teachers of state schools
that are also students of PROFMAT / UFAL was held, addressing possible difficulties
in using mathematics laboratory. Then it created a didactic sequence using math lab
materials being applied in the 2nd year high school classes of the State School
Odete Bonfim, Maribondo - AL. The aim of this work suggest to teachers and future
teachers of mathematics, a material that can be used in the classroom to assist
Trigonometry teaching, thus seeking improvements in teaching and learning by
inserting the math lab at school.

Keywords: Trigonometry, Mathematics Laboratory, and manipulatives.
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1. INTRODUCAO

O ensino-aprendizado da matemética ainda apresenta, em seus diferentes
niveis, deficiéncia em seu processo. Por isso, a disciplina de matematica continua
sendo encarada nas salas de aula com uma maior rejeicdo, além de requerer por
parte dos educandos mais dedicacdo no aprendizado de seus conceitos, exigindo
linguagem e procedimentos apropriados para que suas relagdes sejam entendidas.

Estas “deficiéncias” na maioria das vezes decorrem de falta de oportunidade
para conhecer metodologias de ensino diferenciadas. Percebemos que a maioria
das aulas de matematica se baseia no método tradicional, pois alguns docentes nao
se preocupam em modificar sua metodologia de ensino, aperfeicoando sua pratica,
limitando-se apenas ao uso do livro didatico, pincel e lousa. O meétodo tradicional
acontece em dois momentos:

[...] primeiro, o professor apresenta algumas idéias e técnicas
matematicas, geralmente em conformidade com um livro-texto. Em
seguida, os alunos fazem alguns exercicios pela aplicacéo direta das
técnicas apresentadas. O professor confere as respostas. (ALR@ E
SKOVSMOSE, 2006, p.51).

Alrg e Skovsmose (2006, p. 52) sugerem a construcao de uma metodologia
investigativa: “Entendemos que a mera resolugcado de exercicios € uma atividade
muito mais limitante para o aluno do que qualquer tipo de investigagao’.

Concordamos com Silva e Silva (2004, p. 10), quando afirmam que:

A tarefa dos educadores em geral ndo € mais a de transmitir, e, sim,
dar condicBes para que a aprendizagem realmente aconteca. O
interesse na aprendizagem depende das situacbes estimuladoras
criadas pelo educador para proporcionar ao educando o maior
numero possivel de descobertas e desafios, estimulando, assim, a
curiosidade dos alunos. (SILVA; SILVA, 2004, p.10)

Por este motivo, defendemos a utilizacdo do Laboratério de Ensino de
Mateméatica (LEM) como recurso investigativo no ensino e aprendizagem de
trigonometria. Segundo Lorenzato (2009) um laboratério de matematica, mesmo em
condicBes desfavoraveis, pode tornar o trabalho altamente gratificante para o
professor e a aprendizagem compreensivel e agradavel para o aluno.

Porém, sabemos que a falta de recursos pedagdgicos colabora para o
aumento das dificuldades no processo ensino-aprendizagem. Em decorréncia disso,

a trigonometria, como parte integrante da matematica, também é vista dessa forma,
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ou seja, como area que gera dificuldades para ser ensinada e aprendida,
principalmente por ser pouco trabalhada durante o ano letivo.

Baseado nesta problematica, o estudo proposto nessa dissertagdo tem por
objetivo analisar as implicacdes que o uso do Laboratério de Ensino de Matemética
pode trazer para melhoria do ensino-aprendizado de trigonometria no ensino médio
e nortear professores da Rede Estadual de Educacéo de Alagoas na preparacéo de
aulas utilizando o LEM.

A opcdo por esse estudo tem origem nas inquietagcbes que se fizeram
presentes no decorrer de minha trajetéria como aluna e professora de uma escola
da Rede Estadual de Ensino de Alagoas. Escola esta onde cursei todo o Ensino
Fundamental Il e Ensino Médio durante os anos de 2002 a 2008, retornando a este
centro de ensino em novembro de 2012, dessa vez, como professora de
Matematica.

Lembro-me, como hoje, de minha professora de matematica do terceiro ano
do Ensino Médio que corriqueiramente citava um Laboratério de Matematica que
chegou para a escola, mas que ninguém utilizava. Naquele momento, a escola néo
possuia estrutura fisica para organizar esses materiais hum local adequado. Por
este motivo, os materiais eram mantidos em caixas no deposito da escola e nao
eram utilizados.

Quando retornei a escola em 2012 varias mudancas haviam ocorrido em sua
estrutura fisica. A escola ja possuia Laboratério de Informatica, Biblioteca e uma
sala especifica com materiais do Laboratério de Matematica, Quimica, Fisica,
Biologia e Mapotecas de Ciéncias, Histéria e Geografia. Porém, a sala com o0s
materiais do Laboratério de Matematica ndo goza de espaco adequado para
realizacdo de atividades extraclasse. Além disso, os materiais do Laboratério de
Matematica continuam sendo muito pouco ou quase nunca utilizados pelos
professores. Realidade esta que ndo se restringe apenas a escola que leciono,
durante a pesquisa realizada observou que essa realidade abrange boa parte das
escolas da Rede Estadual de Ensino de Alagoas.

A ideia fundamental que gerou esta reflexdo amadureceu com a prépria
experiéncia em minha pratica educativa. Além da intensificacdo nos estudos e
leituras de dissertacdes e teses a respeito da teméatica, debates, participacdo em

grupos de trabalho e congressos, que contribuiram significativamente para isso.
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Para tanto, num primeiro momento, que constitui o capitulo 02, buscamos
conhecer como a trigonometria constitui-se na construcao da historia da matematica,
suas transformacdes e mudancas, ou seja, inicialmente faremos um "apanhado”
histérico da Matematica em particular da Trigonometria. Este estudo histérico além
de dar uma visdo quanto a importancia historica da trigonometria, ajuda na
compreensdo dos mesmos. Posteriormente, faremos uma analise sobre o que os
Parametros Curriculares Nacionais propdéem para 0 ensino-aprendizado de
trigonometria e o que as pesquisas destacam sobre o referido assunto. E por fim,
analisaremos quais contribuicdes o uso do Laboratério de Ensino de Mateméatica
podem auxiliar no ensino de trigonometria.

No capitulo 03, abordaremos os conhecimentos basicos em trigonometria
necessarios para a proposta didatica, fazendo uso de linguagem clara e simples,
visando discentes do ensino médio e sua ampla compreensao.

No capitulo 04 contemplamos a metodologia da pesquisa e todos os
conceitos e objetivos inerentes a ela. Iniciando com os resultados da pesquisa
realizada com professores atuantes em Escolas da Rede de Ensino Estadual de
Alagoas para tracarmos um perfil da real situacdo dos Laboratérios de Ensino de
Matematica das escolas e dos eventuais problemas enfrentados pelos professores,
gue dificultam a utilizacdo do LEM. Posteriormente, foi realizado um levantamento
dos materiais disponiveis no Laboratorio de Ensino de Matematica cedidos pela
Secretaria de Educacdo de Alagoas e a partir dai, selecionamos alguns materiais
didaticos manipulaveis, instrumentos e atividades ludicas destinados a fazer parte da
sequéncia didatica.

As sequéncias didaticas, aplicadas em sala de aula e autorizadas pela escola,
estdo descritas no capitulo 04, juntamente com algumas producdes dos alunos e
consideracoes do professor. Todas as atividades aplicadas estdo em apéndice.

No capitulo 05, apresentamos as consideracdes finais do nosso trabalho.
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2. PRESSUPOSTOS TEORICOS

Neste capitulo apresentaremos um pouco da histéria da trigonometria,
mostrando como sua origem esta relacionada com as questdes mais praticas, como
€ 0 caso de medidas de distancias inacessiveis e 0s estudos astronémicos.

Trazemos também um apanhado geral sobre as propostas curriculares
existentes no pais acerca do ensino de trigonometria e do uso do Laboratério de

Ensino de Matematica (LEM).

2.1. CONTEXTO HISTORICO DA TRIGONOMETRIA

A palavra Trigonometria € composta por trés radicais gregos: tri (trés) + gonos
(dngulos) + metron (medir), de onde nos sugere que Trigonometria significa medida
(das partes) de um tridngulo. Segundo Pitombeira e Roque (2013, p. 173), “ela
surgiu devido as necessidades da Astronomia a fim de prever as efemérides
celestes, para calcular o tempo, e para utilizar na Navegacgao e na Geografia” e esta
intimamente ligada ao desenvolvimento da geometria.

Os primeiros indicios do surgimento da Trigonometria sdo encontrados no
Egito e na Babilénia. E seu desenvolvimento recebeu contribuicdes de importantes
matematicos de varias culturas: hindus, muculmanos, europeus, com um destaque
especial para a matematica grega.

Segundo Mendes (2010), a utilizacdo da trigonometria no Egito se deu a partir
das medicbes das piramides conforme vestigios encontrados no Papiro Rhind, ver
Figura 01, e também era utilizada na confecg¢ao do “relégio do sol” em 1500 a.C. Ja
na Babilbnia, a trigonometria era utilizada na confeccdo de calendarios, em épocas
de plantio e estacfes do ano; eles também deixaram, em sua escrita cuneiforme,
textos matematicos que testemunham a utilizacdo da trigonometria. O mais

conhecido desses textos é o Plimpton 322, ver Figura 02.
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Figura 01: Papiro de Rhind, Museu de Londres

Fonte: MENDES (2010)

Figura 02: Plimptom 322, Universidade de Columbia

Fonte: MENDES (2010)

Nos séculos IV e V a.C. os astronomos babilénicos acumularam uma
guantidade consideravel de dados de observacfes e posteriormente 0s gregos
tiveram acesso a grande parte desse material dando origem a trigonometria esférica,
gue estuda triangulos sobre a superficie de uma esfera, no entanto foi necessario
desenvolver partes da trigopnometria plana.

No oriente também sao encontradas referéncias a trigopnometria, por volta de
1110 a.C., acredita-se que triangulos retangulos eram utilizados para medir
profundidade, distancias e comprimentos. Costa (1997) afirma que na literatura
chinesa encontramos certa passagem que podemos traduzir por: “O conhecimento
vem da sombra, e a sombra vem do gnémon (relégio de sol)”, o que mostra que a

trigonometria plana primitiva ja era conhecida na China no segundo milénio a.C..
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O marco da historia da trigonometria se deu com o grego Hiparco de Nicéia,
que viveu em torno de 120 a.C., sendo considerado o “pai” da trigonometria, pois foi
o0 primeiro a construir uma tabela trigonométrica que relaciona cada arco da
circunferéncia a sua respectiva corda. Além disso, segundo Pitombeira (2005), é
provavel que a divisdo do circulo de 360° tenha se originado com a tabela de cordas
de Hiparco.

Pouco se sabe sobre a vida de Hiparco e boa parte de suas contribuicbes em
Trigonometria e Astronomia sO s&@o conhecidas devido citagbes em trabalhos
posteriores, como por exemplo, os trabalhos de Claudio Ptolomeu (100 d.C — 180
d.C.). Segundo Eves (2011), sdo creditados a Hiparco, em astronomia, a
determinacdo do més lunar médio, um calculo preciso da inclinacdo ecliptica,
estimativa dos equindcios, determinacdo do movimento meédio da Lua e a
organizagao de um catalogo de 850 estrelas. Além disso, em trigonometria, Téon de
Alexandria (séc. IV) atribui a Hiparco um tratado de 12 livros que aborda a
construcao da tabua de cordas.

Outro matematico e astronomo grego importante foi Menelau de Alexandria,
viveu em torno de 100 a.C., que apresenta uma trigonometria bem desenvolvida. A
ele, Téon também atribui um tratado sobre cordas de um circulo, em seis livros, que
como varios outros, se perderam. (PITOMBEIRA 2005; EVES, 2011)

Felizmente, o tratado Sphaerica de Menelau, obra dividida em trés livros, se
preservou numa versdo arabe. Segundo Boyer (2012) no Livro | desse tratado
Menelau estabeleceu uma base para triangulos esféricos; no Livro Il descreve a
aplicacdo da geometria esférica aos fendbmenos astronémicos e é de pouco
interesse matematico; finalmente, no Livro Ill encontra-se o “teorema de Menelau”
gue desempenhou um papel fundamental na trigopnometria esférica e na astronomia.

Contudo, a mais importante obra da Trigonometria Grega, o Almagesto, foi
escrita pelo astrénomo, geodgrafo e matematico Claudio Ptolomeu, o qual viveu em
torno de 150 d.C. Baseado nos estudos de Hiparco, a obra de Ptolomeu é famosa
por sua compacidade e elegancia, composta de 13 volumes, tendo por objetivo
descrever matematicamente o funcionamento do sistema solar, supondo que a Terra

esta em seu centro’.

! Teoria geocéntrica, que sera substituida, ja no século XV, pela teoria heliocéntrica, introduzida por Copérnico
(1473-1543).
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O desenvolvimento da trigonometria na obra de Ptolomeu ocorre nos
capitulos 10 e 11 do primeiro volume, sendo que o capitulo 11 consiste em uma
tabela de cordas (ou seja, de senos). Com as técnicas expostas, Ptolomeu € capaz
de resolver qualquer triangulo, decompondo-0 convenientemente em tridangulos
retangulos, a qual se tornou modelo até o renascimento. Segundo Boyer (2012), foi
a formula para seno da diferenca que Ptolomeu considerou util para construcao de
suas tabelas.

Com os hindus, a Trigonometria continuou sendo desenvolvida com a
aplicacdo na Astronomia. Surgiu uma série de textos, bem como a introducdo de
novas funcbes trigonométricas e o aperfeicoamento de tabelas trigopnométricas.
Segundo Boyer (2012, p. 157) “uma das contribuicdes da india de maior influéncia
na historia da matematica foi a introducdo de um equivalente da funcdo seno na
trigonometria para substituir a tabela grega de cordas”.

Apo6s os hindus, as contribuicbes para a Trigonometria vieram dos arabes.
Segundo Pitombeira (2005, p. 142), “eles introduziram, para facilitar os calculos, a
tangente, a cotangente, a secante e a cossecante”. Além da ideia de introducéo do
circulo de raio unitario, que permitiu construir tabelas mais precisas.

Observamos que o interesse pela trigonometria entre gregos, hindus e arabes
era motivados por algo comum, as aplicacbes a astronomia. A partir do
Renascimento, época da expansdo maritima européia, foi que a Trigonometria
passou a ser utilizada em outras areas, tais como a Cartografia e a Topografia.

No século XV a obra de Ptolomeu foi retomada pelo inglés George Peurbach
(1423-1461), o qual iniciou uma traducdo latina, diretamente do grego, do
Almagesto. Com sua morte, seu discipulo Johann Muller (Regiomontanus) decidiu
concluir a traducéo da obra de Ptolomeu. Regiomontanus (1436 — 1476) foi um dos
mais importantes matematicos do século XV, escreveu De Triangulis Omnimodis que
se divide em cinco livros, os dois primeiros dedicados a trigonometria plana e os
demais, dedicados a trigonometria esférica. Até entdo, as Unicas funcbes
trigopnométricas empregadas eram 0 sSeno e 0 cosseno. Posteriormente,
Regiomontanus calcula novas tabelas trigonométricas incluindo nelas o uso das
tangentes.

No século XVI, Nicolau Copérnico (1473 — 1543) completou alguns trabalhos
de Regiomontanus publicando em sua obra, De Lateribus et Angulus Trianguloum,

gue contraria a teoria geocéntrica de Ptolomeu e desenvolveu a teoria Heliocéntrica.
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Como sua teoria do universo necessitava de alguns desenvolvimentos em
trigonometria, ele mesmo se incumbiu de implementa-los num tratado sobre a
matéria, trazendo um grande avanco na trigonometria.

Por fim, ndo poderiamos deixar de mencionar Viéte (1540-1603), pois foi ele
guem adicionou um tratamento analitico a trigonometria, em 1580. Foi o primeiro
matematico a usar letras para representar coeficientes gerais, 0 que representou
grande progresso no campo da algebra. Também construiu tbuas trigonomeétricas e
calculou o sen 1° com treze casas decimais.

Com esta andlise histérica da trigonometria, fica evidente a necessidade de
seu desenvolvimento para a humanidade, além disso, observamos que as
concepcdes cientificas sdo mutaveis e passiveis de mudancas ao longo de sua
construcdo. Por estes motivos, consideramos importante no processo de ensino-
aprendizagem conhecer a historia que determinou o conhecimento matematico que

pretendemos abordar.

2.2. OS PCNEM E O ENSINO DE TRIGONOMETRIA

Enquanto a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)? ainda ndo esta
consolidada, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)
continuam sendo nossas principais referéncias no que diz respeito a organizacéo e
gualidades de ensino, a partir da Lei de Diretrizes e Base da Educacdo Nacional —
LDBEN? 9.394/96, com o intuito de unificar e padronizar o ensino médio no pais.

No que se refere a Matematica, os PCN’s (BRASIL, 2000) articulam dois
aspectos importantes, denominados formativo e instrumental. O primeiro € o das
aplicacdes da matematica a varias atividades humanas cotidianas, proporcionando
uma visdo ampla e cientifica da realidade, além de ajudar a estruturar o
pensamento, o raciocinio dedutivo e outras capacidades pessoais. O segundo € o da

matematica pura, dando énfase aos problemas gerados na prépria ciéncia.

°A Base Nacional Comum Curricular serd mais uma ferramenta que vai ajudar a orientar a construcéo
do curriculo das escolas de Educacdo Basica do Brasil. Disponivel em
<http://basenacionalcomum.mec.gov.br/#/site/base/o-que> Acesso em: 15 mar. 2016.

% Lei n° 9.394/96, de 20 de dezembro de 1996, estabelece as diretrizes e bases da educacéo
nacional. Disponivel em: <http://www.jusbrasil.com.br/legislacao/109224/lei-de-diretrizes-ebases-
lei-9394-96> Acesso em: 15 mar. 2016.
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Entretanto, a matemética no Ensino Médio ndo possui apenas 0 carater
formativo ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. Desse modo, é indispensavel que o aluno
estabeleca gradualmente a diferenca entre varios procedimentos de descoberta,
invencao e validacao.

Conhecidas as definicbes matematicas, demonstracdes e encadeamentos
I6gicos, é possivel construir novos conceitos a partir de outros, além de validar e dar
sentido as técnicas aplicadas. Dessa forma, o Ensino Médio cumpre o seu papel de
ampliagdo, aprofundamento e organizacdo dos conhecimentos matematicos
adquiridos no Ensino Fundamental.

Nessa perspectiva, o Ensino Médio deve auxiliar no desenvolvimento da
autonomia desses alunos, preparando-os para uma sociedade repleta de novas
informagdes e tecnologias, além de viabilizar conhecimentos necessarios para que
seja possivel prosseguir em patamares mais elaborados do saber. Assim, de acordo
com as Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2013), deve-se
considerar um amplo espectro de competéncias e habilidades a serem
desenvolvidas no conjunto das disciplinas.

Segundo as OrientacGes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) o
trabalho disciplinar pode e deve contribuir para esse desenvolvimento. Conforme
destacam os PCN’s (BRASIL, 2000) e os PCN+ (BRASIL, 2002), o ensino da
matematica pode contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades
relacionadas a representacdo, compreensdo, comunicacao, investigacao e, também,
a contextualizac&o sociocultural.

Contudo, estes parametros e orientacdes ndo apontam de forma especifica
guais conteudos deverdo ser trabalhados em sala de aula, mas dao diretrizes para a
mobilizacdo de conhecimentos e habilidades necessarios. Dentre elas, os PCN+
destacam os seguintes direcionamentos para o0 ensino-aprendizado de matematica:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de
competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a
medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno,
capacitando-o para compreender e interpretar situagfes, para se
apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar,
tirar conclus@es proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas
outras agdes necessarias a sua formacao. (BRASIL, 2002, p. 111)
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No que se refere ao ensino e aprendizagem de Trigonometria, as propostas e
orientacfes disponiveis sugerem que seu estudo esteja relacionado as aplicagdes,
ou seja, 0 ensino de Trigonometria deve assegurar suas aplicagdes na resolucao de
problemas que envolvem medi¢cbes, em especial o calculo de distancias
inacessiveis, e na construcdo de modelos que correspondam a fenémenos
periddicos. Dessa forma, o ensino de trigonometria deve se ater as funcbes seno,
cosseno e tangente com énfase no triangulo retangulo, no triangulo qualquer, na
primeira volta do circulo trigonométrico e na perspectiva historica das aplicacdes das
relacdes trigonométricas.

Além disso, segundo Bertoli e Schuhmacher (2013), o ensino de trigonometria
ndo deve ser reduzido apenas as formulas trigonométricas, € necessario dar
significado ao seu estudo, entender por que foi necessario ter tais conhecimentos,
para que foram criados e como evoluiram ao longo do processo de construcao da
humanidade. Pois, é natural que os estudantes tenham curiosidade de saber de
onde vieram tantos conhecimentos, 0 porqué de estudar esses conceitos e assim
entender seu préprio papel na sociedade.

Por outro lado, a matriz de referéncia de Matematica do SAEB para 0 Ensino
Médio* estabelece algumas habilidades e competéncias necessarias aos estudantes
concluintes do Ensino Médio, em unidades denominadas Descritores, que sédo elas:

1) Descritores do Tema Espaco e Forma: Resolver problemas que
envolvam razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) no
triangulo retangulo;

2) Descritores do Tema Numeros e Operacbes / Algebra e Funcoes:
Identificar graficos e funcdes trigonométricas (seno, cosseno e
tangente) reconhecendo suas propriedades.

Ja a matriz de referéncia de Matematica do Exame Nacional do Ensino Médio
- ENEM® estabelece alguns objetos de conhecimentos referentes ao estudo de
trigonometria, que sao eles:

1) Conhecimentos Geométricos: Relacdes meétricas nos triangulos e

trigonometria do angulo agudo.

* Disponivel em <http://portal.inep.gov.br/web/saeb/matrizes-de-referencia-professor>. Acesso em: 07
Abr. 2016.

® Disponivel em
<:http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/downloads/2012/matriz_referencia_enem.pdf>.
Acesso em: 07 Abr. 2016.
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2) Conhecimentos Algébricos: Rela¢des no ciclo trigonométrico e funcdes
trigopnométricas.

Desse modo, corroborando com Oliveira (2013), salientamos a importancia de
conhecer as propostas vigentes para que o professor possa garantir ao seu aluno
acesso ao conhecimento basico que se espera desta fase de escolarizacao.

Além do mais, o estudo da Trigonometria evoluiu bastante e, atualmente, se
faz presente em diversas ciéncias e na tecnologia. Segundo Lima et al. (2001),
praticamente tudo o que envolve célculo de distancias esta relacionado a
Trigonometria.

Diversas pesquisas sobre o ensino e aprendizagem de trigonometria tém sido
realizadas, destacando problemas diagnosticados no ensino de trigonometria.
Dentre elas, podemos citar Costa (1997) com sua investigacao sobre a influéncia de
diferentes contextos na aprendizagem de trigonometria, desenvolvendo abordagens
que envolviam o computador e o “mundo experimental”. Lindegger (2000) que
investiga uma abordagem para o ensino de Trigonometria no triangulo retangulo,
introduzindo conceitos a partir da manipulacdo de modelos, no Ensino Fundamental.
Martins (2003) que introduz os conceitos de seno e cosseno no triangulo retangulo,
na circunferéncia trigonométrica e no plano cartesiano, de forma coordenada, na
tentativa de propiciar condicbes aos alunos do Ensino Médio de atribuirem
significados a tais conceitos. E Silva (2009) que destaca a dificuldade de alguns
professores de Matematica em ministrar aulas sobre trigonometria.

Observa-se, assim, que as dificuldades relacionadas a Trigonometria sao
diversas. Por outro lado, a importancia deste tema ressalta a necessidade de que o
mesmo seja bem compreendido, de forma a facilitar o entendimento de suas
aplicacdes. Diante desse contexto, defende-se que o Laboratério de Ensino de
Matematica (LEM) podem ser recursos favoraveis, se utilizados em atividades
investigativas, pois permitem manipulacdo de variaveis e situacbes com maior

controle do processo por parte do aluno.

2.3. O USO DO LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA (LEM)

7

Primeiramente, iremos compreender o que é um Laboratério de Ensino de

Mateméatica (LEM), quais materiais 0 compdem e quais sao os fins de um LEM.
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Segundo Ewbank (1997, p. 214 apud Turrioni, 2004, p. 62):

A expressédo Laboratorio de Matematica é utilizada para representar
um lugar, um processo, um procedimento. Com o sentido de lugar, é
uma sala estruturada para experimentos matematicos e atividades
praticas. O termo também € utilizado para caracterizar uma
abordagem utilizada em sala onde os alunos trabalham de uma
maneira informal, se movimentam, discutem, escolhem seus
materiais e métodos e geralmente fazem e descobrem Matemética
por si proprios.

Lorenzato (2009) afirma que existem diferentes concepc¢des a respeito do
LEM. Citando duas delas, inicialmente ele poderia ser um local para guardar
materiais essenciais, tornando-os acessiveis para as aulas. Ampliando essa
concepcgédo de LEM, ele é uma sala-ambiente para estruturar, organizar, planejar e
fazer acontecer o pensar matematico.

As propostas de Ewbank e Lorenzato conduziram a discussao da analise da
definicdo e a proposi¢cédo de um LEM. Entretanto, sabemos que o uso do Laboratorio
de Ensino de Matematica esta também voltado para a formacéao inicial do professor
de Matematica, ou seja, o LEM é também um agente indispensavel dentro da
instituicdo formadora.

Além do mais, mesmo em condi¢cdes desfavoraveis, o LEM pode tornar o
trabalho altamente gratificante para o professor e a aprendizagem compreensivel e
agradavel para o aluno, se o professor possuir uma boa formagdo e conhecimentos
necessarios para manipular e desenvolver tais atividades. Lorenzato (2009, p. 07)
explica que, isso sO acontece se 0 professor possuir:

Conhecimento, crenca e engenhosidade. Conhecimento porque,
tendo em vista que ninguém ensina o que ndo sabe, é preciso
conhecer matematica mas também metodologia de ensino e
psicologia, enfim, possuir uma boa formacdo matematica e
pedagdgica; crenca porque, como tudo na vida, é preciso acreditar
naquilo que se deseja fazer, transformar ou construir; e
engenhosidade porque, muito frequentemente, é exigido do professor
uma boa dose de criatividade, ndo sé para conceber, planejar,
montar e implementar o seu LEM, como também para orientar seus
alunos e transforma-los em estudantes e, de preferéncia, em
aprendiz também.

Sendo assim, este ambiente proporciona, tanto ao aluno quanto ao professor,
novas possibilidades de aprendizagem e construcdo de conhecimentos. Neste

sentido, os Laboratérios de Ensino de Matematica podem favorecer uma relacao
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pedagdgica e melhorar o processo de ensino e aprendizagem. Concordando com

Silva e Silva (2004, p. 11), acreditamos que:

O laborat6rio de ensino propiciard, dentre outras coisas, uma melhor
relacdo interpessoal professor-aluno, gerando um ambiente mais
salutar dentro da sala de aula, caracterizado por uma maior dindmica

do ensino, maior afetividade, motivacdo, participacao,

maior

interacdo social, respeito pelos colegas, etc., tornando mais

prazeroso o estudo.

Além disso, na construcao de um ambiente com as caracteristicas de um LEM

em uma escola exige, por parte de seus realizadores e professores atuantes, uma

profunda compreensdo sobre os materiais existentes nesse laboratério e o0s

aspectos que envolvem a utilizacdo destes recursos didaticos no processo de ensino

e aprendizagem da disciplina.

Existem diversos tipos de LEM, em razdo de seus diferentes objetivos e

concepcdes, além disso, os LEM séo construidos a longo prazo com a participacéo

de todos que compdem a escola. De modo geral, segundo Lorenzato (2009, p. 11), o

LEM pode constituir-se de:

Livros didaticos;

Livros paradidaticos;

Livros sobre temas matematicos;

Artigos de jornais e revistas;

Problemas interessantes;

Questdes de vestibulares;

Registros de episodios da historia da matematica;
llusGes de otica; falacias; sofismas e paradoxos;
Jogos;

Quebra-cabecas;

Figuras;

Solidos;

Modelos estatisticos ou dinamicos;

Quadros, murais ou posteres;

Materiais didaticos industrializados;

Materiais didaticos produzidos pelos alunos e professores;
Instrumentos de medidas;

Transparéncias, fitas, filmes, softwares;
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e Calculadoras;

e Computadores;

e Materiais e instrumentos necessarios a producdo de materiais
didaticos;

e Alunos monitores;

e Professores treinados.

Perez (1993) apud Turrioni (2009) afirma ainda que um LEM pode ser
composto por diferentes tipos de materiais considerados didaticos, desde os mais
comuns como giz, quadro, régua, compasso, esquadro, caderno, lapis, caneta,
livros, entre outros; aos mais avancados como calculadora grafica, computador e
materiais industrializados.

Quanto a existéncia do espaco fisico, Franzoni e Panossian (1999) apud
Refosco e Bassoi® argumentam que o ideal é que o LEM tenha uma sala
especialmente organizada e adequadamente equipada, porém, nada impede que a
organizagao acontecga na forma de um laboratorio circulante, numa caixa de objetos,
numa estante de uma sala.

Baseado na concepcédo de que o aluno deve ser o centro do processo de
ensino-aprendizagem, Régo e Régo (2009) afirmam que o LEM instalado dentro de
uma escola constitui um espaco de experimentacao, tanto para alunos quanto para
professores. Segundo eles, a utilizacdo deste espaco permite ao educador trabalhar
com novos materiais e metodologias sem o formalismo da sala de aula.

Régo e Régo (2009) ainda relacionam os principais objetivos das atividades
realizadas em um LEM, no que diz respeito ao desenvolvimento de conhecimentos
matematicos e a formacdo geral do aluno, reforcando a importancia da utilizacéo
adequada dos materiais didaticos neste processo. Como exemplo, 0s autores
apresentam algumas sugestfes de atividades didaticas a serem realizadas em um
LEM com a utilizacdo de materiais didaticos de baixo custo e facil confeccéao.

Assim, da mesma forma como Lorenzato (2009) e Régo e Régo (2009)
ressaltam a responsabilidade do professor na escolha de qualquer tipo de material
didatico, destacando alguns cuidados basicos que ele deve ter ao elaborar

atividades que envolvam este tipo de recurso: dar tempo para que os alunos

® Disponivel em:
<http://www.gestaoescolar.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/producoes_pde/artigo_marideisa_ita_refosc
0.pdf> Acesso em: 10 mar. 2016.
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conhegcam o material, incentivar a troca de ideias e discussfes na turma, mediar o
desenvolvimento das atividades, realizar uma escolha criteriosa do material, planejar
as atividades com antecedéncia, estimular a participacdo dos alunos na confecgao
de materiais. (REGO; REGO, 2009).

Diante do exposto, tomando como base as diversas concepcdes a respeito do
LEM analisadas nesta pesquisa, define-se como Laboratério de Ensino de
Matematica um ambiente construido por professores com a colaboragéo dos alunos,
equipe pedagdgica da instituicdo e a comunidade em geral, com o objetivo de se
realizarem atividades praticas por meio das quais 0s alunos manipulem materiais
didaticos selecionados de acordo com objetivos preestabelecidos pelo professor.
Estas atividades devem proporcionar uma construcdo dos saberes a partir da
experiéncia, da reflexdo, intuicdo, da deducédo, enfim, da participacdo ativa dos
alunos no processo de conhecimento. Deste modo, pretende-se que 0s conceitos
matematicos trabalhados nesta perspectiva sejam construidos e assimilados pelos

alunos de forma significativa.
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3. CONTEUDOS BASICOS DA TRIGONOMETRIA

Neste capitulo, apresentaremos o0s conteldos basicos de trigonometria que
consideramos ser essenciais na educacdo basica, além de serem pré-requisitos
basicos para a realizacéo das atividades de investigacdo em sala de aula.

As definicbes a seguir sdo baseadas em DANTE (2013), DO CARMO (2005),
IEZZI et al (2010), LIMA et al (2006), MUNIZ NETO (2013) e PAIVA (2013).

3.1. ANGULOS

DEFINICAO: Dadas, no plano, duas semirretas 04 e OB, um angulo (ou regiso
angular) de vértice 0 e lados 04 e OB é uma das duas regides do plano limitadas

pelas semirretas 04 e OB.

Figura 03: RegiGes angulares no plano

Fonte: Autora, 2016.

Um angulo pode ser convexo ou ndo convexo; na figura acima, o angulo da
esquerda € convexo, ao passo que o da direita é ndo convexo. Denotamos um
angulo de lados OA e OB escrevendo 2AOB; o contexto deixara claro se estamos

nos referindo ao angulo convexo ou ao ndo convexo.
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3.2. UNIDADES DE MEDIDAS DE ARCOS E ANGULOS

Para a medida de uma regidao angular usam-se em geral unidades como
“grau” e o “radiano”.

O grau, representado por °, € a unidade definida a partir da divisdo da
circunferéncia em 360 partes congruentes, em que cada uma dessas partes
corresponde a 1°. A circunferéncia toda corresponde a 360°.

O radiano, representado por rad, € a unidade de medida obtida pela razéo
entre 0 comprimento do arco e o comprimentodo raio da circunferéncia que o

contém. E uma unidade suplementar do Sl para angulos planos.

Figura 04: O radiano

C

Fonte: Autora, 2016

Na figura, a medida do arco BC (vamos adotar aqui, na notacdo de arco BC, 0
arco que inicia no ponto B e termina no ponto C no sentido anti-horario) € igual a 1
rad pois o comprimento do arco BC € igual a medida do raio da circunferéncia. Como
o comprimento [ de uma circunferéncia pode ser obtido pela férmula [ = 2w - r, entédo
o raio de uma circunferéncia cabe 2m vezes na circunferéncia e, assim, 2m rad
equivale a 360°.

De modo geral, sendo a« a medida em radianos do arco de comprimento [,

contido na circunferéncia de raio r, pode-se dizer que

a=—.
r

Com isso, as medidas de arcos de circunferéncia em graus sédo diretamente

proporcionais as medidas de arcos de circunferéncia em radianos.
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3.3. SEMELHANCA DE TRIANGULOS

DEFINICAO: Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, existe uma
correspondéncia biunivoca, que associa os trés vértices de um dos triangulos aos
trés vértices do outro de modo que:

I.  Angulos com vértices correspondentes s&o congruentes;

Il. Lados opostos a vértices correspondentes sdo proporcionais.
Escrevemos ABC~A'B'C’ para indicar que os tridangulos ABC e A'B'C' sédo semelhantes,
com a congruéncia entre os vértices A=A, B=B' e C=C(C" e com lados
ﬂ_i_ AC

— =k,comk > 0.

proporcionais - = == = =

Figura 05: Semelhanca de tridngulos

Ba’

ke

c ,
b A

Fonte: Autora, 2016

3.3.1. CASOS DE SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Pela definicho de semelhanca de triangulos é necessario que sejam
obedecidas seis condi¢cles: trés congruéncias e trés proporcionalidades. Porém,
escolhendo adequadamente algumas dessas seis condi¢cGes, percebemos que, se
elas forem obedecidas, as outras também o serdo. Qualquer conjunto formado por
uma quantidade minima de condi¢Bes capazes de garantir a semelhanca de dois
triangulos é chamado de casos de semelhanca.

Serdo enunciados a seguir os casos principais de semelhanca de triangulos’:

" Para verificar as demonstracbes dos casos de semelhanca de tridngulos veja-as no livro

“Geometria”, do prof. Anténio Caminha Muniz Neto, editado pela SBM, nas paginas 149 a 151.
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3.3.1.1. Caso A.A. (angulo — angulo)

Se dois triangulos possuem dois angulos correspondentes congruentes, entéo

eles sdo semelhantes.

3.3.1.2. CasoL.A.L. (lado - angulo — lado)

Se dois triangulos tém lados correspondentes proporcionais e os angulos
compreendidos por esses lados sdo congruentes, entdo esses triangulos séao

semelhantes.

3.3.1.3. CasoL.L.L (lado - lado — lado)

Se dois triangulos tém os pares de lados correspondentes proporcionais,

entdo esses triangulos sdo semelhantes.

3.4. TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

O triangulo é retangulo quando possui um de seus angulos internos reto. O

maior lado desse triangulo € chamado de hipotenusa (lado oposto ao angulo reto) e

os outros dois lados, perpendiculares entre si, sdo chamados de catetos.

Figura 06: Elementos do Triangulo Retangulo

hipotenusa
-a4— cateto
f angulo

Fonte: Autora, 2016.
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Utilizaremos a seguinte notacdo para os elementos do triangulo retangulo
ABC:

Figura 07: Triangulo Retangulo

C

A c B

Fonte: Autora, 2016.

Lados: AB,AC e BC.
Angulos Internos: A = 2zBAC, B = 2ABC e = £ACB.
Medida dos Lados: a = medida de BC.
b = medida de AC.
¢ = medida de AB.
Medida dos Angulos: medida de ZBAC = m(£BAC).
medida de ZABC = m(£ABC).
medida de ZACB = m(£ACB).

3.4.1. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

PROPOSICAO: Seja ABC um triangulo retangulo em A, com catetos AB = ¢, AC = b
e hipotenusa BC = a. Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, AH = h, BH = m
e CH = n, temos:

(i) c? =am;

(i) ah = bc;

(i) b? = an;

(iv) h* = mn.
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Demonstragao:
Seja H o pé da altura relativa a hipotenusa, observe que AH divide o triangulo
ABC em dois triangulos retangulos semelhantes a ele e semelhantes entre si, pelo

caso de semelhancga de triangulos AA (angulo-angulo).

Figura 08: RelacBes Métricas no Triangulo Retangulo

Fonte: Autora, 2016.

Da semelhanca entre os triangulos ABC e HBA, temos que:

AB HB c m ,
—_ s = - =— = C° =am.
BC B a c
)
Da semelhanca entre os triangulos ABC e DAC, temos que:
AB HA ¢
BC AC a b
(11)
AC HC b n
—=— = —=-— = b% =aqn.
BC AC a b
(11D)
Da semelhanca entre os triangulos HBA e HAC, temos que:
HA_HC _h_n_ ,
e — e —— = .
HBE HA m h mn
(IV)

C.Q.D.
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3.4.2. TEOREMA DE PITAGORAS

Um resultado fundamental envolvendo tridngulos retangulos é o Teorema de

Pitagoras, que enunciamos e demonstramos a seguir:

TEOREMA (Pitdgoras): “Em todo triangulo retadngulo, o quadrado da medida da
hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.”

Figura 09: Teorema de Pitagoras

B

& a’> =b + ¢

®
C b A

Fonte: Autora, 2016.

Demonstragao:

Somando membro a membro os resultados (I) e (lll) obtidos na proposi¢cao
anterior, temos:
b>’+c*=an+am = b*+c?*=aln+m).

Comom + n = a, entdo
b* + ¢* = a?.
C.Q.D.

3.4.3. RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Seja ABC um triangulo retangulo em A, em que o angulo ACB é igual a a,
como na figura a seguir, podemos definir trés razbes entre os lados do triangulo

ABC, que denominamos razdes trigonométricas de a.
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Figura 10: Relagbes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo

C

Fonte: Autora, 2016.

e Seno: € a razdo entre as medidas do cateto oposto ao angulo e a

hipotenusa. Notacéo:

cateto oposto a a

sena = ,
hipotenusa

~ b A
No caso, temos que sen B =~ e sen C = 5

e Cosseno: € arazao entre as medidas do cateto adjacente ao angulo e a
hipotenusa. Notacéao:

cateto adjacente a a

cosa = -
hipotenusa

5 A _ b
No caso, temos que cos B = 2 ecosC = —

e Tangente: é a razdo entre as medidas dos catetos oposto e adjacente

ao angulo. Notacao:

cateto oposto a

tg a =
g cateto adjacente a a

No caso, temos que tg B = é etgC = %

Estas definicdes fazem sentido devido a semelhanca de todos os triangulos
retangulos em que um dos angulos agudos é a (caso AA); em consequéncia disto,

estas razbes sdo sempre as mesmas, ndo dependendo do tamanho do tridngulo.
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(LIMA et al., 2013). E importante ressaltar que os valores destas razbes, para um
mesmo angulo a, ndo séo independentes entre si, visto que as medidas dos lados

de um triangulo retadngulo estdo associados pelo Teorema de Pitagoras.

3.4.3.1. RELACAO FUNDAMENTAL ENTRE SENO E COSSENO DE UM
ANGULO

PROPOSICAO: Para todo 0 < a < 90°, temos

sen*a + cos?a = 1.

Demonstracgéo:
Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC, na figura 09, temos
que:
b? + c? = a?.
Dividindo ambos os membros da igualdade por a?, segue que:
b?> ¢?> a? b\?  c\2
ate=a=) tQ) =1=
= (sen 3)2 + (cos 3)2 = 1ou (sen 6)2 + (cos é)z =1
C.Q.D.

3.4.3.2. RELACAO ENTRE TANGENTE, SENO E COSSENO

PROPOSICAO: Para todo 0 < a < 90° a tangente de a, abreviada tg a, pode ser

calculada por:
sena

tga = :
g cos a
Demonstracao:

Do triangulo retangulo ABC, na figura 10, temos que sen B =§ e cosB==°

a

Desta forma,
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. b
senB g b a_b_t B
cosB_ € ac ¢ Y
a
, R ¢
De modo analogo, temos que tg € = SCZ’: -

C.Q.D.

3.4.3.3. RELACAO ENTRE SENO E COSSENO DE ANGULOS
COMPLEMENTARES

PROPOSICAO: Para todo 0 < a < 90°, temos

sena = cos(90°— a)e cosa =sen (90°— a).

Demonstracgéo:

Dois angulos sao ditos complementares quando a soma desses angulos
resulta em um angulo reto.

No triangulo da Figura 06, observamos que m(£ABC) + m(£ACB) = 90°,ou

seja, B e C sdo angulos complementares.

. o~ A~ b A o~
Temos ainda que sen B = cosC = —esen C =cosB = 2

C.Q.D.

3.5. O CICLO TRIGONOMETRICO

DEFINICAO: Denomina-se Ciclo ou Circunferéncia Trigonométrica a
circunferéncia orientada, de centro na origem do sistema cartesiano ortogonal, cujo
raio tem 1 unidade de comprimento e na qual o sentido positivo € o anti-horario.
Note que o comprimento da circunferéncia € 2m, pois o raio € unitario.

Fixamos o ponto A de coordenadas (1,0) como origem dos arcos, conforme a

figura 10. Observe que os eixos x (eixo horizontal) e y (eixo vertical) dividem o ciclo
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trigonométrico em quatro partes congruentes, denominamos quadrantes, e Sao

enumeradas a partir do ponto 4, no sentido positivo da circunferéncia.

Figura 11: Ciclo Trigonométrico

y A

B

A(1,0)

Fonte: Autora, 2016.

3.5.1. ARCOS TRIGONOMETRICOS

Aos pontos da circunferéncia trigonomeétrica associamos medidas em grau ou

em radiano. Cada medida associada a um ponto M indica a medida do arco AM.

Figura 12: Arcos Trigonométricos

A

90° = =
92

+

0° =
180° = & 360° = 2

R
270° = —
2

Fonte: Autora, 2016
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3.5.2. RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Os conceitos de seno, cosseno e tangente se estende também para um
namero real @, com 0 < a < 27. Além disso, podemos definir trés outras razdes

trigonométricas na circunferéncia: a cotangente, a cossecante e a secante.

3.5.2.1. SENO E COSSENO

Consideremos os pontos A e P da circunferéncia trigonométrica, com A(1,0) e
P(P",P") um ponto qualquer, imagem de um namero real a, 0 < a < 27, conforme a

figura abaixo.

Figura 13: Seno e Cosseno na Circunferéncia

Fonte: Autora, 2016.

Analisando o triangulo retangulo OP”P, temos que:

PP" OP' ,
sena :W:T = 0P
OPII OPII .
COS“ZW:TZOP .

DEFINICAO: Para 0 < a < 27, definimos o seno e o cosseno «, abreviados
respectivamente sen a e cos a, por:

cos a = abscissa de P;sen a« = ordenada de P.
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Dai, se P é o0 ponto do ciclo trigonométrico, podemos escrever:
P(cosa,sen a).

Essa nova definicdo tem a vantagem de nao ficar restrita apenas aos angulos
agudos. O mesmo procedimento é utilizado quando P ocupa posi¢cdes nos demais
guadrantes, assim, podemos falar em seno e cosseno de angulos de qualquer
medida. Além disso, através da simetria podemos relacionar o seno e o cosseno de
um arco de qualquer quadrante com os valores do primeiro quadrante. Desse modo,
se 0 angulo esté localizado:

e No segundo quadrante, temos

sen (m — a) = sena;cos(mr — a) = —cosa.

Figura 14: Seno e Cosseno de um angulo no segundo quadrante

Fonte: Autora, 2016.

e No terceiro quadrante, temos

sen (m+ a) = —sen a;cos(m + a) = —cosa.

Figura 15: Seno e Cosseno de um angulo no terceiro quadrante

Fonte: Autora, 2016.

e No quarto quadrante, temos:
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sen (2mr — a) = —sen a;cos(2mr — a) = cosa.

Figura 16: Seno e Cosseno de um angulo no quarto quadrante

Fonte: Autora, 2016.

Como o raio do ciclo trigopnométrico € unitario, temos que, para todo «a €

[0,27], -1 < sena < e —1 < cosa < 1. Pois, 0os segmentos OP',0P,, OP,, OP",0P,
e OP, s&o sempre internos ao ciclo, para qualquer que seja a posicdo assumida por

P.

3.5.2.2. TANGENTE
Para estabelecer a tangente de um numero real @, vamos acrescentar ao ciclo
trigonométrico um terceiro eixo, ver figura 17. Esse eixo, denominado eixo das

tangentes, € obtido ao se tangenciar o ciclo trigopnométrico no ponto A (1,0).

Figura 17: Tangente de a

A tangentes

senos A

-
O A cOssenos

Fonte: Autora, 2016.
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Note que, o ponto A € a origem do eixo das tangentes e sua orientagéo “para
cima” coincide com a do eixo dos senos. Unindo-se o centro O a extremidade P de
um arco de medida a radianos (P € imagem do numero real «), construimos a semi-
reta OP, gue intercepta o eixo das tangentes no ponto T.

Por definicdo, a medida algébrica do segmento AT é a tangente do arco de a.
Considerando a orientagcdo do eixo das tangentes, temos, para P pertencente ao
primeiro quadrante que

tga > 0.
Variando a posi¢céao de P nos demais quadrantes, temos:
¢ No segundo quadrante, tg a < 0.
e No terceiro quadrante, tg a > 0.

e No quarto quadrante, tg a < 0.

Figura 18: Tangente de a, com > <a <2mea # 32—"

2°Q 3°Q 4°Q

Y

Y

|
5\ [@] A \ Q /

T esta abaixo de A. T esta acima de A. T esta abaixo de A.

tga<O0 tga>0 tga<O0
Fonte: Autora, 2016
Observe que:
e Sea= % 0 ponto P pertence ao eixo dos senos e a semi-reta OP sera

paralela ao eixo das tangentes. Neste caso, ndo se define tg%.

o~ . 3
Analogamente, ndo se define tg 7”
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e Se a=0 0u a=7 ou a=2m a reta OP intercepta o eixo das
tangentes em sua origem A, isto é, AT =0. Assim, tg0=tgm =

tg 2mr = 0.

3.5.2.3. COTANGENTE

Assim como para as tangentes, para estabelecer a cotangente é necessario
acrescentar ao ciclo trigonométrico um quarto eixo denominado eixo das
cotangentes. Esse eixo é obtido ao se tangenciar o ciclo trigonométrico no ponto
B(0,1). O ponto B sera a origem do eixo das cotangentes e sua orientacdo (para a

direita) coincide com o eixo dos cossenos.

Figura 19: Cotangente de a

1o

cotangentes

Fonte: Autora, 2016.

by

Unindo-se o centro O a extremidade P (P+A e P # A;) de um arco de
medida a radianos (P é imagem do numero real a), construimos a semi-reta 0P, que
intercepta o eixo das cotangentes no ponto C.

Por definicdo, a medida algébrica do segmento BC € a cotangente de a.

Note que:

e Se P pertence ao 1° Q, temos cotg a > 0.
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e Se P pertence ao 2° Q, temos cotg a < 0.
e Se P pertence ao 3° Q, temos cotg a > 0.
e Se P pertence ao 4° Q, temos cotg a < 0.
Quando o ponto P coincide com A ou 44, a reta 0P é paralela ao eixo das

cotangentes e, deste modo, ndo se definem cotg 0, cotg e cotg 2.

3 — .
uando a = z ou a = _n’ a reta OP intercepta o eixo das cotangentes em sua
2 2

origem B, isto &, BC = 0. Assim, tg - = tg 37" = 0.

3.5.2.4. SECANTE

No ciclo trigopnométrico a seguir, seja P a imagem de um numero real « tal
que m(AP) = a rad, com P # B e P # B;. Considere a reta s tangente ao ciclo em P;

s intercepta o0 eixo dos cossenos no ponto S.

Figura 20: secante de a

Fonte: Autora, 2016.

A medida algébrica do segmento 0S damos o nome de secante de a.
Note que:
e Se P pertence ao 1° ou 4° quadrantes, entdo seca > 0.

e Se P pertence ao 2° ou 3° quadrantes, entdo sec a < 0.
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e Se P coincide com B ou By, a reta tangente ao ciclo por B (ou B;) é

paralela ao eixo dos cossenos e, deste modo, ndo é possivel definir
T 3
sec—- eseCc—..
2 2
e Sea=0,a=moua=2m 0 ponto P coincide com o ponto S e a reta

OP coincide com o eixo dos COSSsenos, isto é, 0S = OP = 1. Assim,

sec0=1,sect =—1esec 2m = 1.

3.5.2.5. COSSECANTE

A definicho da cossecante no ciclo trigonométrico é semelhante a
apresentada para a secante. Seja P a imagem de um numero real a tal que a
medida do arco AP seja a rad, com P + A e P # A'. Considere a reta s tangente ao

ciclo em P; s intercepta o eixo dos senos no ponto D.

Figura 21: Cossecante de a

Fonte: Autora, 2016.

A medida algébrica do segmento 0D damos o nome de cossecante de a.
Note que:
e Se P pertence ao 1° ou 2° quadrantes, entdo csca > 0.

e Se P pertence ao 3° ou 4° quadrantes, entédo csca < 0.
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Se P coincide com A ou A,, a reta tangente ao ciclo por A (ou 4,) é
paralela ao eixo dos senos e, deste modo, nao se definem csc0, cscm e

CSC 2T.

3

Se @ =% ou a ==, 0 ponto P coincide com o ponto D e a reta OP
coincide com o eixo dos senos, isto €, 0D = OP = 1. Assim, csc %= le

3
csc— = —1.
2

3.5.2.6. RELACOES FUNDAMENTAIS

As relacdes entre os valores das fungdes trigonométricas de um mesmo arco

sdo denominadas rela¢cdes trigonométricas. As mais usuais sao:

sen®x + cos*x = 1, paratodo x € R

sen x T
tgx =——-, para todo x ¢5+kn

Além delas, temos outras relagdes fundamentais:®

Cos x

cotg x = L= para todo x # km

tg x sen x’

1
secx = ——, paratodo x # 4 kn
Ccos X 2

1
cscx = ——, para todo x # km

1
sen x

sec’ x = 1 + tg?x, para todo x # % + km

csc*x = 1 + cotg? x, para todo x # k.

Observamos que as relacfes trigonométricas apresentadas utilizando o ciclo

trigonométrico possuem uma deducdo mais acessivel, além de facilitar a

compreensao de suas definicdes. Uma vez compreendida as noc¢des apresentadas,

0 educando poderd manipular expressfes mais complexas, sem maiores

dificuldades.

8 As demonstracdes dessas relacdes fundamentais seréo realizadas na metodologia da pesquisa.
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3.6. TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO QUALQUER

3.6.1. LEI DOS SENOS

TEOREMA: Em qualquer triangulo ABC, as medidas dos lados sdo proporcionais
aos senos dos angulos opostos e sua constante de proporcdo é igual a 2R, em que
R é o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo considerado. Ou seja,

a b c
= 2R.

senA senB senC

Demonstracgéo:

Seja ABC um triangulo qualquer inscrito numa circunferéncia de raio R. Por
um dos vértices do triangulo (B), tracemos o diametro da circunferéncia

correspondente a BA’ em seguida, trace A’C.

Figura 22: Lei dos Senos

A

A/

Fonte: Autora, 2016

Observe que A = 4', pois eles determinam na circunferéncia 0 mesmo arco
BC. O triangulo A’BC é retangulo em C, pois ele esta inscrito na semicircunferéncia.

Considerando o triangulo A’BC, temos que BA" = 2R e BC = a. Assim,



48

i a ~ a
senAd' =—= senA= - = 2R.
2R sen A

Analogamente, temos:

senB sen C

Dai, concluimos que
a b c

— = ~ = ~ = 2R.
senA senB sen(C

C.Q.D.

3.6.2. LEI DOS COSSENOS

TEOREMA: Em qualquer tridngulo ABC, de lados medindo a,b e ¢ e angulos A, B e

C, temos
a’>=b%*+c*>—2bc -cosA
b?> =a®?+ ¢®* —2ac -cosB
c? =a?+ b?>—2ab - cosC.
Figura 23: Lei dos Cossenos
A
c b
B a C
Fonte: Autora, 2016.
Demonstracao:

A demonstracéo sera feita em dois casos, o caso em que o triangulo ABC é

acutangulo e o caso em que o triangulo ABC é obtusangulo em A.

1° Caso: Triangulo Acutangulo
Seja um tridngulo acutangulo ABC com lados a,b e ¢, entdo 4 < 90°,

conforme a figura 24. Seja H o pé da altura em relagéo ao vértice B.
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Figura 24: Lei dos Cossenos (Triangulo Acutéangulo)

Fonte: Autora, 2016

Note que o triangulo ABH é retangulo em H, fazendo AB=c, AH=m e
BH = h, temos:
c2=h*+m?*= h?*=c*-m?()

. m ~
cosA=?=m= ¢ -cosA.(ID)

Note que o triangulo BHC é retangulo em H, fazendo BC =a, BH=h e
HC = b —m, temos:
a®* = h*+ (b —m)?
a® = h* + b*> — 2bm + m2. (IlI)
Substituindo (1) e (1) em (lII), temos:
a? = c* —m?+ b? — 2bc - cos A + m?

a? = b%* + ¢® — 2bc - cos A.

2° Caso: Triangulo Obtusangulo
Seja ABC um triangulo obtusangulo, com 90° < A < 180°, conforme a figura

25. Seja H o pé da altura em relacdo ao vértice B.

Figura 25: Lei dos Cossenos (Triangulo Obtusangulo)

B
a
h c
o m
H A b C

Fonte: Autora, 2016.
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Fazendo, da mesma forma, no triangulo ABH, AB=c, AH=m e BH = h,

temos:
c2=h*+m?*= h?*=c*-m2()

a m a a
cos(180° — A) = —=m=c: cos(180°— A) = m = —c - cos A. (1)

Note que o triangulo BHC é retangulo em H, fazendo BC=a, BH=h e
HC = b + m, temos:
a’* = h*+ (b + m)?
a? = h* + b* + 2bm + m?. (IlI)

Substituindo (1) e (I1) em (lIl), temos:
a? = c?>—m?+ b?>— 2bc - cos A + m?

a? = b*+ c?> —2bc - cos A.

Analogamente, podemos provar:
b%* = a% + ¢* — 2ac - cos B.
c? =a?+ b*—2ab - cos C.
C.Q.D.

Observe que se um dos angulos é reto, a Lei dos Cossenos tem como

consequéncia o Teorema de Pitagoras.
Por fim, ressaltamos que as nocdes apresentadas neste capitulo sdo a base

necessaria para o aprendizado da Trigonometria na Geometria Euclidiana.
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4. METODOLOGIA

O objetivo deste capitulo € apresentar o processo de desenvolvimento da
pesquisa, descrevendo a trajetdria percorrida para alcancar os objetivos pretendidos.
Apresentara o processo de coleta de dados: instrumentos utilizados, que estardo em
anexo a dissertacdo, o processo de analise e interpretacdo dos dados, assim como
0s sujeitos envolvidos na pesquisa.

O processo de coleta de dados foi dividido em duas etapas: a entrevista com
os professores de matematica que atuam em Escolas do Estado de Alagoas e a
proposta de uma sequéncia didatica sobre Trigonometria utilizando o LEM numa
turma de 2° ano do Ensino Médio.

4.1. A ENTREVISTA

Inicialmente foi realizada uma pesquisa bibliografica e qualitativa com um
grupo de docentes da Rede Estadual de Ensino de Alagoas que faziam parte do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), na
Universidade Federal de Alagoas (UFAL).

De um grupo de docentes que faziam parte das turmas de 2014 e 2015 do
PROFMAT/UFAL selecionamos 12 professores para responder um questionario
sobre o Laboratério de Ensino de Matematica das escolas da Rede Estadual de
Alagoas para tentar descobrir as possiveis dificuldades enfrentadas na utilizacdo do
LEM.

Dos 12 professores entrevistados, 09 sdo do sexo masculino e 03 do sexo
feminino. Estdo na faixa etaria de 28 a 47 anos. Em relacédo a formacdo académica
dos entrevistados, 09 sado licenciados em mateméatica, 03 s&o licenciados em

Ciéncias-Matematica, dos quais apenas 06 professores possuem especializacao.
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Figura 26: Sexo dos Professores da Rede Estadual de Alagoas Entrevistados
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Fonte: Autora, 2016.

Figura 27: Formacdo Académica dos Professores da Rede Estadual de Alagoas Entrevistados

10

Licenciatura  Especializacéo

B Matematica ™ Ciéncias-Matematica

Fonte: Autora, 2016.

O tempo de docéncia de cinco destes professores esta entre 17 a 21 anos,
dois professores possuem 08 anos de experiéncia, um professor possui 03 anos e
guatro professores ndo informaram o tempo de docéncia.

Durante este tempo todos os entrevistados lecionaram ou lecionam no ensino
fundamental e/ou médio e apenas dois deles também lecionam no ensino superior.
Apenas dois entrevistados lecionam somente na Rede Estadual de Alagoas, os

outros dez entrevistados lecionam em duas ou mais escolas.
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Figura 28: Tempo de Docéncia dos Professores da Rede Estadual de Alagoas Entrevistados
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Fonte: Autora, 2016.

A carga horaria de trés dos entrevistados esta entre 80h a 85h, cinco
entrevistados possuem de 50h a 60h semanais, dois entrevistados possuem 40h e
dois entrevistados possuem até 20h.

Figura 29: Carga Horaria Semanal dos Professores da Rede Estadual de Alagoas Entrevistados

5 -
(7]
o
o 4 -
?
Q2 B até 20h
o 3 -
a ¥ 40h
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e
S
prd

0

Carga Horéria Semanal

Fonte: Autora, 2016.

Em relacdo a formagéo para o uso do Laboratério de Ensino de Matematica,

dos 12 entrevistados, 09 docentes nunca tiveram nenhuma experiéncia ou
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capacitacéo para utilizagdo do LEM e 03 docentes tiveram experiéncia com o LEM
apenas na graduagao.

Figura 30: Formacéo para o Uso do LEM dos Professores da Rede Estadual de Alagoas

Entrevistados
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Fonte: Autora, 2016.

Em relacdo ao Laboratorio de Ensino de Matematica da Escola da Rede
Estadual de Alagoas, 10 entrevistados afirmaram que a escola possui LEM, 01
entrevistado afirmou que a escola foi contemplada com o LEM, porém o mesmo néo
se encontra ativo por falta de espaco fisico e 01 entrevistado afirmou que a escola
gue ele leciona ndo possui LEM.

Sobre a constituicdo do LEM, os 10 entrevistados apontaram as mesmas
caracteristicas: possuem espaco fisico compartilhado ou muito pequeno tornando-se
inviavel levar a turma para trabalhar no laboratério, possuem de dois a trés armarios
repletos de materiais manipulaveis e jogos didaticos e apenas 05 entrevistados
relataram possuir acervo bibliografico no LEM.

Na descricdo dos materiais foram constatados: geoplanos, solidos
geométricos, figuras planas, tdbua trigonométrica, kits de esquadros, tangram,
Teorema de Pitagoras em madeira, fracdes emborrachadas, dominé de operacoes,
Torre de Handi, prancha de plano cartesiano, dbacos, blocos dourados, tabelas,
jogos, entre outros. Alguns entrevistados afirmaram que alguns materiais possuiam
manuais, mas esses manuais sumiram. Foram citados também promessas de

capacita(;c”)es gque nunca ocorreram.
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Quando perguntamos se os entrevistados utilizam o LEM e o que eles
utilizam, apenas 01 entrevistado afirmou que sempre utilizava os materiais do LEM
em turmas do 9° ano, 06 entrevistados afirmaram que raramente utilizam os
materiais do LEM e quando utilizam trabalham apenas com os sélidos geométricos e
03 entrevistados afirmaram que nunca utilizaram.

Quando perguntamos se os demais professores de matematica da escola que
eles lecionam utilizam o LEM, 05 entrevistados responderam que o0s demais
professores raramente utilizam o LEM e os outros 05 entrevistados responderam
gue os demais professores nunca utilizam os materiais do LEM.

Figura 31: Professores de Matematica da Rede Estadual de Alagoas que Utilizam o LEM

6
5
4
3
2
1
0
Entrevistado Demais Professores da
Escola

® Sempre ®Raramente = Nunca

Fonte: Autora, 2016.

Em relacdo as dificuldades enfrentadas para a utilizacdo dos materiais do
LEM a falta de condi¢cbes de trabalho foi uma reclamacéo frequente exposta pelos
professores, em decorréncia do espaco insuficiente para o desenvolvimento de
préaticas laboratoriais. Concomitantemente a falta de espaco, os docentes descrevem
a auséncia de tempo para o planejamento das aulas, bem como a falta de
capacitacdo para lidar com os materiais pedagogicos cedidos pela Secretaria
Estadual de Educacdo do Estado de Alagoas. Apenas um professor reclamou em
relacdo a quantidade de matérias do laboratério que segundo ele € insuficiente para

ser trabalhando com a turma.
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A partir dai, fizemos um levantamento dos materiais disponiveis no LEM de
uma escola de rede estadual e construimos uma sequéncia didatica que poderia
auxiliar no processo de ensino-aprendizagem da Trigonometria no ensino médio.

Com essa sequéncia, objetivamos:

1. Analisar as implicag6es que o uso de materiais do Laborat6rio de Ensino
de Matemética pode trazer para melhoria do ensino-aprendizado de
trigonometria no ensino médio;

Conhecer a historia da trigonometria;
Reconhecer, aplicar e calcular os conceitos de seno, cosseno e tangente
de um angulo agudo de um triangulo retangulo;

4. Relacionar a tangente de um angulo agudo de um triangulo retangulo com
0 seno e 0 cosseno desse angulo;

5. Relacionar angulos complementares através do seno e do cosseno.
Calcular e transformar a medida de um arco céngruo em radiano e grau;
Relacionar as medidas e 0s numeros reais aos pontos da circunferéncia
trigonométrica;

8. Entender o conceito de seno, cosseno e tangente para arcos
trigonométricos e angulos nédo agudos e determinar seu sinal.

9. Compreender as principais relacdes trigopnométricas;

10.Nortear professores da Rede Estadual de Educacdo de Alagoas na

preparacao de aulas utilizando o LEM.

4.2. A SEQUENCIA DIDATICA

A pesquisa foi realizada na Escola Estadual Odete Bonfim, municipio de
Maribondo — AL, no turno vespertino, no periodo de outubro a dezembro de 2015,
com 19 alunos de uma turma de 2° ano do Ensino Médio, com idades entre 15 e 22
anos. A escolha da escola ocorreu em virtude das inquietacbes presentes na
trajetéria da autora como ex-aluna e atual professora desse centro de ensino.

Os conhecimentos basicos de trigonometria para a aplicacdo das atividades

do 2° ano do ensino médio jA haviam sido adquiridos. Partes das atividades dos
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alunos serao citadas, mas seus nomes preservados. As citagcdes dos alunos serao
feitas acompanhadas da letra E, referente a turma, com a numeracgéo de 1 a 19.

Nessa escola estudam aproximadamente 560 alunos, distribuidos nos
seguintes seguimentos: Ensino Médio, Educacao de Jovens e Adultos — EJA/Médio
e 0 Programa da Educacéo de Jovens e Adultos — PEJA/Fundamental. No total,
funcionam 20 turmas, distribuidas nos trés turnos: no matutino funcionam 08 turmas
do Ensino Médio Regular, no vespertino sao 04 turmas do Ensino Médio Regular e
no noturno funcionam 02 turmas do Ensino Médio Regular, 02 turmas de EJA/Médio
e 04 turmas do PEJA/Fundamental. Além disso, a escola possui 03 professores de
matematica atuando no Ensino Médio Regular e no EJA/Médio, sendo 02
professores efetivos, cada um com carga horaria de 20h semanais, e 01 professor
monitor com carga horaria semanal de 34h exclusivamente em sala de aula. Em
termos de espacos, a escola dispde de 08 salas de aula, uma biblioteca, um
laboratdrio de informéatica com sala de video e um laboratorio multidisciplinar.

O laboratorio multidisciplinar possui materiais de Biologia, Quimica, Fisica,
Matematica e mapotecas de Historia, Ciéncias e Geografia. Em relacdo aos
materiais que constituem o laboratério de matematica, a escola dispbe de trés
armarios com materiais manipulaveis e jogos didaticos, desses trés armarios um
possui materiais especificos para o Ensino Médio. O acervo bibliografico de
matematica fica disponivel na biblioteca com: livros didaticos, paradidaticos, revistas
e banco de questdes de vestibulares e da OBMEP.

No armario especifico com materiais voltados para o Ensino Médio, estédo
disponiveis:

05 Conjuntos com Solidos Geométricos Planificados;

05 Kits Areas e Volumes;

10 Pranchas Trigonométricas + 01 Prancha Trigonométrica para Professor;

10 Ciclos Trigonométricos com Triangulos;

09 Mandalas Trigonométricas;

05 Roletas Mateméticas;

05 Jogos de Probabilidade;

05 Conjuntos de Trigominos;

10 Pranchas para Graficos + 01 Prancha para Gréficos para Professor;

05 Maletas com Sélidos Geométricos;

05 Jogos sobre Algebra;



58

10 Geoplanos Quadrangular/Circular;

A escola também disponibiliza dois Kits de régua, esquadros, transferidor e
compasso que podem ser utilizados por professores e 0 governo também
disponibiliza kits com régua, esquadros e transferidor para os alunos regularmente
matriculados.

Dos materiais disponiveis no LEM, optamos por trabalhar apenas com a
Prancha Trigonométrica, a Mandala Trigonométrica e os Ciclos Trigonométricos com
Tridngulos. O Conjunto de Trigomin6 ndo foi utilizado por ter objetivos semelhantes
a Mandala Trigonométrica. As atividades desenvolvidas com os materiais do LEM
foram intercaladas com as aulas expositivas dos conteldos de Trigonometria,
composta por 09 aulas, com duragdo de sessenta minutos cada. Divididas da
seguinte maneira: 01 aula sobre a historia da trigonometria, 02 (duas) aulas para
atividades com a Prancha Trigonométrica, 02 (duas) aulas para atividades com a
Mandala Trigonométrica e 04 (quatro) aulas para atividades com os Ciclos
Trigonométricos com Triangulos. A analise das atividades se deu através da
observacdo e do registro das demonstracdes teoricas e praticas, tendo como
principais fontes de dados as acfes e os desempenhos dos alunos.

Objetivando a aprendizagem através da construcdo do conhecimento
utilizando a histéria da matematica, materiais manipulaveis e exposicéo de ideias, 0s
alunos compreenderam conceitos trigonométricos de forma significativa e
aprenderam a justificar formulas e resolu¢des, ndo apenas memorizar e reproduzir

calculos.

4.2.1. HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

Iniciamos nossa sequéncia didatica no dia 29 de outubro de 2015 com um
breve relato histérico sobre a Trigonometria. Esse primeiro momento teve duragao
de 01 aula de 60 minutos, com exposi¢cdes histéricas sobre a trigonometria
baseadas na secdo 2.1 do segundo capitulo dessa pesquisa, essas exposicoes
foram realizadas pela autora desta sequéncia didatica com a participacdo do

professor e dos alunos.
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Consideramos importante no processo de ensino-aprendizagem conhecer a
histéria que determinou o conhecimento que pretendemos abordar. E natural que os
estudantes tenham curiosidade de saber de onde vieram tantos conhecimentos, o
porqué de estudar esses conceitos e assim entender seu proprio papel na
sociedade.

Com o estudo histoérico da trigopnometria, podemos motivar nossos educandos
ao interesse por aprender a trigonometria, ja que revendo os fatos da histéria somos
remetidos a entender sua necessidade de constru¢do, buscamos assim desenvolver
uma aprendizagem significativa, que possibilite ao estudante estar inserido no

processo de ensino-aprendizagem.

4.2.2. ATIVIDADES COM O CICLO TRIGONOMETRICO COM
TRIANGULOS (PARTE 1)

Nesse segundo momento, optamos por trabalhar com o Ciclo Trigonométrico
com Triangulos que tem por objetivo demonstrar as principais relacdes
trigonométricas, bem como demonstracdes dos valores do seno, cosseno e tangente
de angulos notaveis. Dividimos essas atividades em duas partes: na PARTE |
trabalhamos apenas seno, cosseno e tangente; e, posteriormente na PARTE II,
trabalhamos com secante, cossecante e cotangente. A sequéncia didatica iniciou
com uma oficina para conhecer o Ciclo Trigonométrico, com duracéo de 02 aulas de
60 minutos cada, realizada pela autora desta sequéncia didatica no dia 04 de
novembro de 2015.

O material € constituido por uma prancha em PVC na qual ilustra o ciclo
trigonométrico, marcacdes dos angulos notaveis e dos eixos seno, cOSSeNo,
tangente e cotangente que corresponde a reta tangente ao ciclo trigonométrico

perpendicular ao eixo dos senos no ponto (0,1).
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Figura 32: Ciclo Trigonométrico com Tridngulos

Fonte: Autora, 2016.

Além disso, estao disponiveis sete triangulos retangulos coloridos em EVA:

Um Triangulo Verde I: tridangulo retangulo com marcacao do angulo
agudo x, hipotenusa medindo 1 e catetos medindo cos x e sen x.

Um Triangulo Verde II: triangulo retangulo com marcacdo dos
angulos complementares x e 90° — x, hipotenusa medindo 1 e catetos
medindo cos x e sen x.

Um Triangulo azul: triangulo retangulo com marcacdo dos angulos
agudos de 45° e hipotenusa medindo 1.

Dois Triangulos Amarelos congruentes: triangulo retangulo com
marcacdo do angulo agudo 60° (ou 30°), hipotenusa medindo 1 e
catetos medindo cos 60° e sen 60° (ou cos 30° e sen 30°).

Um Tridngulo Laranja: tridangulo retangulo com marcacdo do angulo
agudo x, hipotenusa medindo sec x e catetos medindo 1 e tg x.

Um Triangulo Vermelho: triangulo retdngulo com marcac¢ao do angulo

agudo x, hipotenusa medindo cossec x e catetos medindo 1 e cotg x.
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Figura 33: Triangulos do Ciclo Trigonométrico

Fonte: Autora, 2016.

Para melhor compreensdo dos conceitos envolvidos nas demonstracoes,
realizamos uma rapida revisdo sobre semelhanca de triAngulos. Em seguida, a
turma de 19 alunos foi dividida em 08 duplas e 01 trio e para cada grupo entregamos
um Ciclo Trigonométrico e fotocépias® do roteiro da aula. As demonstracées foram
realizadas no quadro pela autora desta sequéncia com a colaboracdo das
observacfes dos alunos a respeito do material disponibilizado. As demonstracdes
das relacdes fundamentais com o ciclo trigopnométrico com triangulos (PARTE )

foram divididas em 8 momentos como constam a seguir:
1. Relacao entre Seno e Cosseno de um angulo qualquer

Para essa demonstragdo utilizaremos o tridngulo verde | e colocaremos o

angulo x na origem, com o triangulo sobre o 1° quadrante. Ver figura 34.

° Vide Apéndice B.
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Figura 34: Relacao entre seno e cosseno de um angulo qualquer

A

1
| €1
X
-
coST

Fonte: Autora, 2016.

Chamaremos o0 cateto adjacente e o0 cateto oposto ao angulo x,
respectivamente, de a e b. Além disso, observe que a hipotenusa do triangulo
retangulo é 1, pois a mesma corresponde ao raio da circunferéncia trigonomeétrica.
Por definicdo, temos que:

cateto oposto ao angulox b
senx = =

—=b.
hipotenusa 1

cateto adjascente ao angulox a
cosx = - = —
hipotenusa 1

= da.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:

12 = b? + a?.
Como senx = b e cosx = a, entado

1 = sen? x + cos® x.

2. Relagéo entre Seno e Cosseno de angulos complementares (90° — x)

Para essa demonstracao utilizaremos o triangulo verde Il e colocaremos o

angulo 90° — x na origem, com o triangulo sobre o 1° quadrante. Ver figura 35.
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Figura 35: Relacdo entre seno e cosseno de dngulos complementares

A

Fonte: Autora, 2016.

Observe que o cateto adjacente ao angulo 90° — x tem a mesma medida que
sen x e que o cateto oposto ao angulo 90° — x tem a mesma medida que cosx.
Como a hipotenusa mede 1, temos que:

sen (90° — x) = cosx e cos(90° — x) = sen x.

3. Seno e Cosseno de angulos localizados no 2° quadrante (180° — x)

Para essa demonstracao utilizaremos o triangulo verde Il e colocaremos o

angulo x na origem, com o triangulo sobre o 2° quadrante. Ver figura 36.

Figura 36: Seno e Cosseno de angulos localizados no 2° quadrante
A

Y

Fonte: Autora, 2016.
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Desse modo, o angulo medido do inicio dos arcos até o intercepcdo da
hipotenusa € 180° — x. Observe que a projecao no eixo dos senos de 180° — x é
numericamente igual ao do angulo x, e que a projecao no eixo dos cossenos de
180° — x é numericamente igual ao do angulo x, sé que com sinal contrario.

Assim, temos que

sen (180° —x) = senx e cos(180° — x) = — cosX.

4. Seno e Cosseno de angulos localizados no 3° quadrante (180° + x)

Para essa demonstracéo utilizaremos o triangulo verde | e colocaremos o

angulo x na origem, com o triangulo sobre o 3° quadrante. Ver figura 37.

Figura 37: Seno e Cosseno de angulos localizados no 3° quadrante
A

Y

Fonte: Autora, 2016.

De modo analogo, verificaremos que:

sen (180° + x) = —senx e cos(180° + x) = — cosX.

5. Seno e Cosseno de angulos localizados no 4° quadrante (360° — x)

Para essa demonstracao utilizaremos o triangulo verde Il e colocaremos o

angulo x na origem, com o triangulo sobre o 4° quadrante. Ver figura 38.
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Figura 38: Seno e Cosseno de angulos localizados no 4° quadrante

A

Fonte: Autora, 2016.

De modo analogo, verificaremos que:

sen (360° —x) = —senx € cos(360° — x) = cosX.

6. Calculo da tg x em funcéo de sen x e cos x

Para essa demonstracdo utilizaremos o triangulo laranja e colocaremos o
angulo x na origem, sobre o 1° quadrante. Em seguida, sobreponha o triangulo

verde | de modo que o angulo x coincida.

Figura 39: Tg x em fun¢éo de senx e cos x

A

Fonte: Autora, 2016.



66

Observe que os dois tridngulos séo semelhantes pelo caso AA (angulo x e

angulo reto), logo os lados séo proporcionais. Assim,

sen x

tgx  sen x .
I = ouseja, tgx =

y .
Cos x CoSs x

7. Seno, Cosseno e Tangente do angulo de 45°

Para essa demonstracao utilizaremos o triangulo azul e colocaremos o angulo

45° na origem, sobre o 1° quadrante.

Figura 40: Seno, Cosseno e Tangente do angulo de 45°

A

Fonte: Autora, 2016.

Como a hipotenusa mede 1, chamaremos o cateto adjacente ao angulo 45°
de cos 45° e o cateto oposto ao angulo 45° de sen 45°.
Note que, a medida do angulo complementar também €& 45° Assim, o
triangulo retangulo é isdsceles e sen 45° = cos 45°.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos
sen® 45° + cos? 45° = 12
sen®45° + sen®*45° =1
2 sen®45° =1

2 45° = =
sen —2
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gso |11 V22
sen — -
222 2

2

Consequentemente, cos 45° = ER

Sabemos que, tg x —SZ"X Assim,

8. Seno, Cosseno e Tangente dos angulos de 60° e 30°

Para essa demonstracao, utilizaremos o triangulo amarelo e colocaremos o
angulo de 60° na origem, voltado para o 1° quadrante. Observe que o outro tridngulo
amarelo é congruente ao triangulo utilizado, assim utilizaremos o segundo triangulo
amarelo simétrico ao primeiro.

Chamaremos o triangulo amarelo com angulo de 60° de triangulo ABM e o
triangulo amarelo com angulo de 30°, ACM, de modo que AB = 1,BM = cos 60°,

AM = sen 60°, AC = 1, MC = sen 30°, ABM = 60° e CAM = 30°. Ver figura 41.

Figura 41: Seno, Cosseno e Tangente dos angulos de 60° e 30°

A

30°

1
sen60°

60° o\ sen30°
cos60° M

Fonte: Autora, 2016.
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Note que, o triangulo ABC formado possui lados 1 e 1, portanto podemos
afirmar que é um tridngulo isosceles. Observe ainda que um dos angulos da base
desse triangulo isGsceles mede 60° consequentemente, o outro angulo da base
também medir4 60°. Que juntos, somam 120° Assim, o terceiro angulo também
medira 60° e podemos concluir que esse triangulo € eqilatero.

O cos 60° = BM equivale a metade do comprimento da base. Como a medida

da base é igual a 1. Entéo,

60° !
coS = >
O sen 60° equivale a altura do tridngulo equilatero. Para calcularmos
aplicaremos o Teorema de Pitagoras no triangulo ABM. Assim, temos

1 2
sen? 60° + cos?60° = 12 = sen? 60° + (§> =1

2 12 2 1
= sen 60°+<§) =1 = sen 60°+Z=1

AW

2 1 2
= sen“60°=1—-- = sen”“ 60° =

4
3 V3

= sen60° = |- =—,
sen \ﬁ 2

Como 30° e 60° sdo angulos complementares, temos:

e

sen 30° = cos 60° = % e cos 30° = sen 60° =

Sabemos que, tg x = —— Assim,

V3
600_sen60°_7_\/§
tg _cos60°_T_
2
e
1
. o_sen30°_§_1xx/§_\/§
g "~ cos30° 3 3 43 37
2
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4.2.3. ATIVIDADES COM A PRANCHA TRIGONOMETRICA

O LEM da escola possui 10 unidades de Pranchas Trigonométricas para o
aluno e 01 Prancha Trigonométrica ampliada para o professor. A turma composta
por 19 alunos mais o professor titular foi dividida em 10 duplas e cada dupla recebeu
inicialmente 01 Prancha Trigonométrica e posteriormente duas fotocdpias com
atividades, uma para cada componente. A sequéncia didatica iniciou com uma
oficina para conhecer a prancha trigonométrica, com duracdo de 02 aulas de 60
minutos cada, realizada no dia 11 de novembro de 2015.

A Prancha é composta por duas partes em PVC: uma branca e outra
transparente. Podemos verificar na parte branca da Prancha um desenho de um
ciclo trigonométrico de raio 1, com divisbes em varios angulos numerados
internamente em graus e externamente em radianos. Ha também, trés eixos: dois
desses eixos passam pelo centro do ciclo trigonométrico, o eixo horizontal
corresponde ao eixo dos cOsSsenos e o0 eixo vertical corresponde ao eixo dos senos,
e 0 terceiro eixo que tangencia o ciclo trigonométrico corresponde ao eixo das
tangentes. Todos os eixos estdo divididos em décimos, destacando os valores:

—@,—\/Z—g,—\/z—i,—g,—%, —;g e V3. No PVC transparente, podemos verificar

uma reta vermelha passando pela origem e tendo uma circunferéncia de raio % com
centro em uma das semirretas e que também passa pela origem.

Ao girar a prancha transparente observamos que a reta vermelha forma um
angulo com o eixo dos cossenos. Podemos verificar o valor do seno, do cosseno e

da tangente do angulo formado, ao mesmo tempo, observando as interseccdes da
. o . .1 ) .,
circunferéncia de raio 2 com 0s eixos do seno e do cosseno e o valor da tangente ird

corresponder ao ponto de encontro da reta com o eixo das tangentes. Ver figura 42.
Vale ressaltar que o sentido positivo do ciclo trigonométrico € o anti-horario.
Além disso, os eixos dos senos e cossenos dividem a circunferéncia trigopnométrica
em quatro partes congruentes chamadas de quadrantes, numeradas de 1 a 4 e
contadas a partir do ponto de tangéncia da circunferéncia com o eixo das tangentes,
no sentido positivo. Observamos ainda que para qualquer ponto (x, y) pertencente

ao ciclo trigonométrico, temosque —1<x<le-1<y<1.
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Figura 42: Prancha Trigonométrica

Fonte: Autora, 2016.

Em seguida, foi proposta uma atividade® para os alunos, subdividida em
cinco momentos:

1. Identificar &angulos com o mesmo valor de seno;
Identificar &ngulos com 0 mesmo valor do cosseno;
Identificar &ngulos com 0 mesmo valor da tangente;

Estudar a variacdo de sinais do seno, cosseno e tangente nos quadrantes;

ok~ WD

Identificar os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis
analisados em uma volta do ciclo trigonométrico.

Os alunos continuaram em dupla, apesar de a atividade ser individual, para
discutir e socializar os conceitos, para s6 entdo ser compartilhado com a classe.
Durante todo o processo 0s estudantes foram monitorados, podendo haver
intervencéo da professora a qualquer momento da atividade. Apds responderem as
atividades foi realizada uma socializagdo, onde o0s alunos expressaram as

dificuldades e facilidades de se trabalhar com a prancha trigonométrica.

19 Vide apéndice C.
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Figura 43: Alunos realizando atividades com o auxilio da Prancha Trigonométrica

Fonte: Autora, 2016.

Em relacdo aos trés primeiros momentos de atividades, que consistiam na
identificacdo de dois angulos com mesmos valores de seno, cosseno ou tangente,
obtivemos um resultado totalmente satisfatorio. Todos os alunos conseguiram
identificar corretamente os angulos solicitados, explorando ndo apenas os angulos
notaveis do ciclo trigonomeétrico. Destacamos na figura 44, as respostas dos alunos
EO3 e EO8.

Com o auxilio da prancha trigopnométrica, trabalhamos a simetria dos angulos
e 0s sinais dos valores dos senos, cossenos e tangentes dos angulos de acordo
com o0 quadrante ao qual pertencem com mais éxito. Em seguida, no quarto
momento, foi solicitado para que o aluno preenchesse uma tabela com os sinais
correspondentes aos valores do seno, cosseno e tangente. A partir dai algumas
informacfes ja conhecidas passaram a fazer sentido na pratica, como o caso dos
valores de seno e cosseno de angulos obtusos possuirem os “mesmos” valores de

seno e cosseno de angulos agudos. Outro conceito importante foi o “porqué” do
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cosseno de angulos obtusos serem negativos. Destacamos na figura 45, as

respostas dos alunos E10 e EOL.

Figura 44: Respostas das atividades 1, 2 e 3 realizadas pelos alunos E03 e EO8.

1° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do seno

~

2° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do cosseno.

3° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor da tangente.

1° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do seno.

2° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do cosseno.

3° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor da tangente.

Fonte: Autora, 2016

1* Quadrante 2* Quadtante  3° Quadrante  4° Quadrante

Seno
Cosseno

Tangente .

1* Quadrante  2z* Quadrante 3* Quadrante | 4° Quadrante

Seno
Cosseno

Tangente ) ‘
— ,

Fonte: Autora, 2016.

Figura 45: Tabela com sinais do seno, cosseno e tangente realizada pelos alunos E10 e EO1.
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No quinto e ultimo momento da atividade, solicitamos para que os alunos
preenchessem uma tabela identificando os valores de seno, cosseno e tangente dos
angulos notaveis analisados em uma volta do ciclo trigopnométrico com o auxilio da
prancha trigonométrica. A maioria dos alunos apresentou dificuldades em descobrir
os valores de seno, cosseno e, principalmente, a tangente dos angulos 90° e 270°.
Porém, destacamos as respostas dos alunos E14 e E19, de duplas diferentes, que

atribuiram os valores de +o e — o, para 0s valores da tangente de 90° e 270°,

respectivamente.

Figura 46: Tabela de valores de seno cosseno e tangente de angulos notaveis analisados na

primeira volta do ciclo trigonométrico pelos alunos E14 e E19.

$° Preencha a tabela abaixo!
Angulo
[

30°

45°

60°

20°

120°
135°
150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
315°
330°

360°

Seno

Cosseno

5° Preencha a tabela abaixo

Tangente Angulo
0°
30°

L 45°

60°

90°

120°

135°

150°

210°
L 225°
240°
270°
300°
315°
330°

360°

Seno

Cosseno

Tangente

Fonte: Autora, 2016.
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4.2.4. ATIVIDADES COM A MANDALA TRIGONOMETRICA

Apés realizar vérias atividades propostas pelo professor titular sobre
conceitos trigonométricos bésicos no ciclo trigonométrico, retomamos nossas
atividades num segundo encontro no dia 18 de novembro de 2015 com duracgéo de
02 aulas de 60 minutos cada. Dessa vez, a sequéncia didatica sugere trabalhar com
0 jogo “Mandala Trigonométrica” cujo objetivo & explorar as razdes trigonométricas
de seno e cosseno, as simetrias existentes na circunferéncia trigonométrica e
reconhecer os valores dos arcos notaveis. Novamente, dividimos a sala em 08
duplas e 01 trio. Para cada grupo, entregamos uma Mandala Trigonométrica e
fotocopias'' das regras a serem seguidas no jogo.

Inicialmente, recordamos algumas informa¢des importantes sobre o ciclo
trigonométrico vistas em aulas anteriores, completamos as informac¢des contidas na
fotocdpia a respeito do ciclo trigopnométrico e fizemos o reconhecimento do jogo,

bem como as definicdes das regras a seguir.

Figura 47: Mandala Trigonométrica

Fonte: Autora, 2016

1 Vide Apéndice D.
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O Jogo consiste de um tabuleiro em PVC com o ciclo trigonométrico

adaptado, com circulos em cinco cores distintas substituindo os valores dos arcos

notaveis. Temos também seis tipos de poligonos substituindo valores de seno e

cosseno de angulos notaveis. Além de um dado, dois pedes e duas cartelas

contendo seis fichas em EVA.

Ficaram estabelecidas as seguintes regras do jogo:

O jogo seria dividido em duas fases.

Na primeira fase os jogadores irdo percorrer os circulos coloridos em
volta do ciclo trigonométrico.

Completando a primeira fase, o jogador passara automaticamente para
a segunda fase, na qual ira percorrer os poligonos sobre 0s eixos.
Antes do inicio do jogo, os participantes devem decidir se os angulos

devem ser ditos em graus ou radianos.

Regras da Primeira fase:

Os jogadores devem sair do mesmo lugar seguindo o mesmo sentido
(anti-horario) e percorrer os circulos coloridos sobre o ciclo
trigonomeétrico.

O jogador da vez devera lancar o dado, o numero obtido corresponde a
guantidade de circulos coloridos que o jogador devera percorrer no
ciclo trigonométrico. Ao parar, o jogador devera indicar o angulo
correspondente ao arco indicado, assim como 0 Seno e 0 Cc0Sseno
deste arco.

A avaliacdo do acerto sera feita pelo jogador adversario.

Acertando o jogador cobrirdq, na sua cartela, o circulo de mesma cor
gue a marcacao do ciclo trigopnométrico.

Nos préximos lancamentos, o jogador devera pular no ciclo
trigopnométrico os circulos de cores ja preenchidas.

Completando toda a fila de circulos coloridos, o jogador devera passar

para a segunda fase.
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Regras da Segunda fase:

O jogador devera percorrer sobre 0s eixos dos senos e dos cossenos a
guantidade de poligonos de acordo com o0 numero obtido no
langamento do dado.

Cada vez que o jogador passar pela origem (0,0) poderd mudar de eixo
(caso queira).

Ao parar, o jogador devera dizer o valor correspondente no eixo e 0s
valores dos angulos que possuem aquele seno ou cosseno.

A avaliagdo seré realizada de mesmo modo que a fase anterior.

O jogador que conseguir completar a fila de poligonos primeiro sera o

vencedor.

Juntamente com as regras distribuidas nas fotocdpias, anexamos um ciclo

trigonométrico e preenchemos os valores dos arcos notaveis e seus respectivos

valores de seno e cosseno. Que poderiam ser utilizados como consulta, num

primeiro momento.

Como o jogo é aberto, ndo é possivel fornecer as respostas para as questoes.

Isso atribui uma importancia muito interessante ao Mandala, ja que a solucédo deve

ser aceita ou recusada pelo adversario, o que o obriga a também responder a

guestao.

Figura 48: Alunos jogando Mandala Trigonométrica

Fonte: Autora, 2016.
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4.2.5. ATIVIDADES COM O CICLO TRIGONOMETRICO COM
TRIANGULOS (PARTE I1)

O quinto momento da proposta didatica precisou ser adiado por algumas
semanas devido os preparativos e a semana da Feira de Ciéncias e Cultura da
Escola, com isso s6 foi possivel realizar atividades com o ciclo trigopnométrico com
tridangulos no dia 16 de dezembro de 2015 com duragdo de 02 aulas de 60 minutos
cada.

Essa sequéncia objetiva demonstrar as principais relagdes trigonométricas
envolvendo seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente. De modo
analogo a PARTE | dessa atividade, dividimos a turma de 19 alunos em 08 duplas e
01 trio e para cada grupo entregamos um Ciclo Trigonométrico e fotocépias® do
roteiro da aula. As demonstracdes foram realizadas no quadro pela autora com a
colaboracdo das observacdes dos alunos a respeito do ciclo trigonométrico

disponibilizado, sendo divididas em 4 momentos:

1. Calculo da Sec x em funcéo de cos x

Inicialmente, demonstraremos porque a hipotenusa do triangulo laranja mede

sec x.

Demonstracao:

Consideremos o angulo AOP = x e tracaremos a reta s que passa pelo ponto
P e é tangente ao ciclo trigonométrico de raio 1, além disso, a reta s intercepta o eixo
dos cossenos no ponto S. Por definicdo, sabemos que o segmento 0S corresponde a
medida da secante do angulo x. Utilizaremos o triangulo retangulo OPS, cujas
medidas definidas s&0: 0S = secx,0P = 1,0 = x e P = angulo reto, ver figura 42.

Do triangulo retangulo laranja, temos dois angulos definidos: o angulo x e o
angulo reto, a hipotenusa medindo secx e catetos medindo 1 (raio do ciclo

trigonométrico) e tg x (por definicdo de tangente), ver figura 49.

12 Vide Apéndice E.
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Figura 49: Tridngulo retangulo OPS

Fonte: Autora, 2016.

Figura 50: Tridngulo retangulo laranja

Fonte: Autora, 2016.

Observe que o triangulo retangulo OPS é semelhante ao triangulo laranja pelo
caso Angulo-Angulo, angulo x e angulo reto. Note ainda que, em ambos os
triangulos, a medida do cateto adjacente ao angulo x é 1. Assim, o tridangulo laranja
€ congruente ao triangulo retangulo OPS. Conseglentemente, a medida da
hipotenusa do triangulo laranja sera igual a medida da hipotenusa do triangulo OPS,
ou seja, sec x.

C.Q.D.

Para demonstrar o calculo da sec x em funcdo de cos x utilizaremos o
triangulo laranja e colocaremos o angulo x na origem, sobre o 1° quadrante. Em
seguida, sobreponha o triangulo verde | de modo que o angulo x coincida. Ver figura
51.
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Figura 51: Sec x em fung¢é&o de cos x

A
ecx
1 tgx
Z

coSx
1

Fonte: Autora, 2016.

Observe que os dois triangulos sdo semelhantes pelo caso AA (angulo x e

angulo reto), logo os lados sdo proporcionais. Assim,

sec x
1

1 .
= ——, 0U Seja, sec x = )
Cos x Cos X

2. Relacédo entre tangente e secante de um angulo x

Utilizaremos o triangulo laranja e colocaremos o angulo x na origem, sobre o

1° quadrante. Ver figura 52.

Figura 52: Relacdo entre tangente e secante de um angulo x

Fonte: Autora, 2016
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Observe que nesse triangulo a hipotenusa tem medida sec x e os catetos, 1 e
tg x. Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

sec’x = tgx + 1.

3. Célculo da cscx e ctg x em fungdo de sen x e cosx

Inicialmente, demonstraremos porque a hipotenusa do triangulo vermelho

mede csc x.

Demonstracgéo:

Consideremos o angulo AOP = x e tracaremos a reta s que passa pelo ponto
P e é tangente ao ciclo trigonométrico de raio 1, além disso, a reta s intercepta o eixo
dos senos no ponto D. Por definicdo, sabemos que o segmento OD corresponde a
medida da cossecante do angulo x. Utilizaremos o triangulo retangulo OPD, cujas

medidas definidas s&0: OD = cscx,0P = 1,D = x e P = angulo reto.

Figura 53: Tridngulo retangulo OPD

Fonte: Autora, 2016.

Do triangulo retangulo vermelho, temos dois angulos definidos: o angulo x e o
angulo reto, a hipotenusa medindo cscx e catetos medindo 1 (raio do ciclo

trigonométrico) e cotg x (por definicdo de cotangente), ver figura 54.
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Figura 54: Tridngulo retangulo vermelho

A

cotgx

Fonte: Autora, 2016.

Observe que o triangulo retangulo OPD é semelhante ao triangulo vermelho
pelo caso Angulo-Angulo, angulo x e angulo reto. Note ainda que, em ambos o0s
triangulos, a medida do cateto oposto ao angulo x é 1. Assim, o triangulo vermelho é
congruente ao triangulo retangulo OPD. Consequentemente, a medida da hipotenusa
do triangulo vermelho sera igual a medida da hipotenusa do triangulo OPD, ou seja,

CSCX.

C.Q.D.

Para demonstrar o calculo da csc x em funcéo de tg x utilizaremos o triangulo
vermelho e colocaremos o angulo 90° — x na origem, sobre o 1° quadrante. Em
seguida, sobreponha o triangulo verde | de modo que o angulo 90° — x coincida. Ver
figura 55.

Observe que os dois triangulos sdo semelhantes pelo caso AA (angulo x e

angulo reto), logo os lados sao proporcionais. Assim,

cotgx _cscx 1

CoS X 1 sen x

Dai, temos que:

CsC X

1 .
= , OU Seéja, csCcx =
1 sen x sen x

e

cotg x 1 .
—_— = , OU Seja, COtg X = .
cos x sen x sen x

Cos X




Figura 55: csc x e ctg x em fungéo de sen x e cosx

i cotqgx

SENT

T
COST

CSCIT

Fonte: autora, 2016.

4. Relacao entre cossecante e cotangente de um angulo qualquer
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Utilizaremos o triangulo vermelho e colocaremos o angulo 90° — x na origem

sobre o0 1° quadrante. Ver figura 56.

Figura 56: Relacdo entre cossecante e cotangente de um angulo qualquer

A

cotgx

*
Z
1
cscr

Bk

Fonte: Autora, 2016.

Observe que nesse triangulo a hipotenusa tem medida csc x e os catetos, 1 e

cotg x. Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

csc?

x = cotg’x + 1.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Durante o processo de elaboracdo do embasamento tedrico desse trabalho
referente a utilizacdo do LEM, podemos perceber que existe uma ligacdo entre
varios autores quando se trata da importancia deste ambiente e do impacto que ele
pode causar no meio pedagdgico.

E mesmo com todos os desafios enfrentados ao ensinar trigonometria, com a
utilizacdo de um laboratério e seus respectivos materiais, podemos oportunizar uma
melhor aprendizagem aos nossos alunos, possibilitando um estudo mais significativo
dos conteudos propostos no curriculo escolar. Concordamos com Lorenzato (2006,
p 34) que diz:

Se for verdadeiro que ninguém “ama o que nao conhece”, entao fica
explicado porque tantos alunos ndo gostam de matemética, pois se a
eles nao foi dado conhecer a matematica, como podem vir a admira-
la? No entanto com o auxilio de MD*?, o professor pode, se emprega-
lo corretamente, conseguir uma aprendizagem com compreensao,
gque tenha significado para o aluno, diminuindo, assim, o risco de
serem criadas ou reforcadas falsas crencas referentes a matematica,
como a de ser ela uma disciplina “s6 para poucos privilegiados”,
“pronta”, “muito dificil’, e outras semelhantes. Outra consequiéncia
provavel se refere ao ambiente predominante durante as aulas de
matematica, onde o temor, a ansiedade ou a indiferenca serdo
substituidos pela satisfacéo, pela alegria ou pelo prazer. Mas, talvez,
0 mais importante efeito sera& o aumento da autoconfianca e a
melhoria da auto-imagem do aluno.

O professor que busca promover uma aprendizagem significativa, através de
um processo de ensino que desperte o interesse dos estudantes, encontra na
Trigonometria muitos conteudos para desenvolver suas aulas a fim de alcancar este
propdsito. A Trigonometria possui, em sua evolugcdo historica, episodios
interessantes e ricos em conteludo e aplicacdes.

Outro fator que contribui para as aulas de Trigonometria serem produtivas € a
possibilidade de trabalhar com materiais concretos ou situacdes problemas que sdo
de grande importancia pra a consolidacao da aprendizagem.

A sequéncia proposta para utilizacdo do LEM no ensino de trigonometria no 2°
ano do ensino médio despertou o interesse dos alunos de modo notdrio e estimulou
a participacdo ativa nas atividades. Essa experiéncia se mostrou de grande

relevancia no processo de constru¢do do conhecimento trigopnométrico dos alunos e

¥ MD ¢ a abreviatura utilizada pelo autor para Material Didatico.
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transformaram sua forma de resolver problemas matematicos. Eles ndo mais
usariam apenas formulas e artificios para decora-las, eles a construiam.
Observamos que nenhuma sugestdo de proposta metodolégica possuli
garantias de bons resultados, pois cada unidade escolar possui suas caracteristicas
especificas. Desta maneira, esperamos que este trabalho sirva para auxiliar
professores em sua préatica, mostrando como é possivel desenvolver atividades com
materiais do LEM para o ensino de trigonometria que contribua para que 0 nosso
aluno consiga entender e um conceber um significado para o que esta sendo

estudado.
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APENDICE A

O LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA DAS ESCOLAS DA REDE
ESTADUAL DE ALAGOAS

Camila Lima da Costa
PROFMAT/UFAL
camilalc_mat@hotmail.com

QUESTIONARIO

IDADE: SEXO:
GRADUACAO:

ESPECIALIZACAO:

TEMPO DE EXPERIENCIA PROFISSIONAL:

NIVEIS DE ATUACAO: ( ) Fundamental ( ) Médio () Superior

1° ATUALMENTE, QUAL SUA CARGA HORARIA SEMANAL?
2° TRABALHA APENAS NA REDE ESTADUAL DE ENSINO?

3° VOCE TEVE ALGUMA EXPERIENCIA COM LABORATORIO DE MATEMATICA
EM SUA FORMACAOQ?

( ) NAO.

( ) APENAS NA GRADUAGCAO.

( ) APENAS NA POS GRADUACAO.

( ) TANTO NA GRADUACAO QUANTO NA POS GRADUACAO.

As perguntas a seguir devem ser respondidas de acordo com a realidade da(s)

escola(s) da Rede Estadual de Ensino de Alagoas que vocé leciona.

4° A ESCOLA EM QUE VOCE TRABALHA POSSUlI LABORATORIO DE
MATEMATICA?

( )SIM.

( ) NAO.

( ) NAO SEI.
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As perguntas posteriores sao voltadas apenas para professores que
responderam “sim” ao 4° item. Se sua resposta foi “ndao” ou “nao sei”, a

resolucdo do questionario esta finalizada.

50 O LABORATORIO DE MATEMATICA POSSUI:
( ) ESPACO FiSICO PROPRIO.
( ) ESPACO FiSICO COMPARTILHADO.
( ) ARMARIO DE MATERIAIS. QUANTOS?
( ) ACERVO BIBLIOGRAFICO.
( ) OUTROS:

6° VOCE PODERIA DESCREVER OS MATERIAIS QUE O LABORATORIO DE
MATEMATICA POSSUI?

7° VOCE UTILIZA O LABORATORIO DE MATEMATICA?

( ) SEMPRE ( ) RARAMENTE ( ) NUNCA UTILIZEI
COM QUAIS TURMAS VOCE JA UTILIZOU O LABORATORIO E QUAIS OS TIPOS
DE ATIVIDADES REALIZADAS?

8° OS DEMAIS PROFESSORES DE MATEMATICA DA ESCOLA UTILIZAM O
LABORATORIO DE MATEMATICA?
( ) SEMPRE ( ) RARAMENTE ( ) NUNCA UTILIZAM

9° OS PROFESSORES ENFRENTAM DIFICULDADES PARA UTILIZAR OS
MATERIAIS DO LABORATORIO DE MATEMATICA? QUAIS SERIAM ESSAS
DIFICULDADES?
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APENDICE B
ESCOLA ESTADUAL ODETE BONFIM
Aluno(a):
Idade: 2° ano Turma:

Data: / /

ATIVIDADES COM A PRANCHA TRIGONOMETRICA
COM TRIANGULOS
(PARTE I)

Prof2 Camila Lima da Costa

PROFMAT/UFAL
camilalc_mat@hotmail.com

As atividades de hoje estardo voltadas para demonstracdes das principais relagdes
trigonométricas, bem como demonstracdes dos valores de seno, cosseno e tangente

dos angulos notaveis.
Principais Relacdes Trigonométricas:
1. sen®x + cos%x = 1.
2. sen (90° — x) = cosx e cos(90° — x) = sen x.

3. sen (180° — x) = senx e cos(180° — x) = —cos x.

4. sen (180° + x) = —senx e cos(180° — x) = —cos x.
5. sen (360° —x) = —senx e cos(360° — x) = cos x.
6 tg x = sen x

COoS x

7. Angulos Notaveis:

300 45° 60°
e |1, | vy, |,
os |, | g, | Y,
tg V3 /3 1 V3
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APENDICE C

ESCOLA ESTADUAL ODETE BONFIM
Aluno(a):
Idade: 2° ano Turma:
Data: / /

ATIVIDADES COM A PRANCHA TRIGONOMETRICA

Prof2 Camila Lima da Costa
PROFMAT/UFAL
camilalc_mat@hotmail.com

1° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do seno.

2° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor do cosseno.

3° Encontre dois angulos que tém o mesmo valor da tangente.

4° Faca um estudo da variacdo de valores do seno, cosseno e tangente, para
angulos de 0° a 360°. Em seguida, preencha a tabela abaixo com o0s sinais
correspondentes aos valores do seno, cosseno e tangente dos angulos situados nos

guadrantes indicados.

1° Quadrante | 2° Quadrante | 3° Quadrante | 4° Quadrante

Seno

Cosseno

Tangente




5% Preencha a tabela abaixo:

Angulo

Seno

Cosseno

Tangente

00

30°

45°

60°

90°

120°

135°

150°

180°

210°

225°

240°

270°

300°

315°

330°

360°

92
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APENDICE D

ESCOLA ESTADUAL ODETE BONFIM

Aluno(a):
Idade:
Data:

2% ano Turma:

/ /

ATIVIDADES COM A MANDALA TRIGONOMETRICA

Prof2 Camila Lima da Costa
PROFMAT/UFAL
camilalc_mat@hotmail.com

O objetivo de trabalhar com a Mandala Trigonométrica € explorar as razdes

trigonométricas de seno e cosseno, as simetrias existentes na circunferéncia

trigonométrica e reconhecer os valores dos arcos notaveis.

Regras do Jogo:

12 Fase: Circulos Coloridos

Antes do inicio do jogo, os participantes devem decidir se os angulos devem
ser ditos em graus ou radianos.

Os jogadores devem sair do mesmo lugar seguindo o0 mesmo sentido (anti-
horério) e percorrer o ciclo trigopnométrico.

O jogador da vez devera lancar o dado, o namero obtido corresponde a
guantidade de casas que o jogador devera percorrer no ciclo trigonometrico.
Ao parar, o jogador devera indicar o angulo correspondente ao arco indicado,
assim como 0 seno e 0 cosseno deste arco.

A avaliacdo do acerto sera feita pelo jogador adversario.

Nos préximos langamentos, o jogador devera pular no ciclo trigonométrico 0s
circulos de cores ja preenchidas.

Acertando o jogador cobrir4, na sua cartela, o circulo de mesma cor que a

marcacao do ciclo trigopnométrico.

Completando toda a fila de circulos coloridos, o jogador devera passar para a

22 fase.
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22 Fase: icones Vermelhos
e O jogador devera percorrer sobre 0s eixos dos senos e dos cossenos, de
acordo com o numero obtido no lancamento do dado.
e (Cada vez que o jogador passar pela origem (0,0) podera mudar de eixo (caso
queira).
e Ao parar, o jogador deveré dizer o valor correspondente no eixo e os valores
dos angulos que possuem aquele seno ou cosseno.

e A avaliagéo seré realizada de mesmo modo que a fase anterior.

O ganhador sera aquele que primeiro concluir a 22 fase.

M
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APENDICE E

ESCOLA ESTADUAL ODETE BONFIM
Aluno(a):
Idade: 2° ano Turma:
Data: / /

ATIVIDADES COM A PRANCHA TRIGONOMETRICA
COM TRIANGULOS
(PARTE II)

Prof2 Camila Lima da Costa
PROFMAT/UFAL
camilalc_mat@hotmail.com

As atividades de hoje estardo voltadas para demonstracdes das principais relacdes
trigonométricas envolvendo seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e

cotangente.

Principais Relacdes Trigonométricas:

1. secx =
COoS X

2. sec’x=tg*x+1

3. cscx =
sen x

COoS x

4, cotgx =

sen x

5. csc’x = cotg?x + 1



