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“Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou

para nés.”
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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta as Fra¢cdes Continuas como facilitador para a compreen-
sdo do conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos nimeros irracionais. Busco
retomar aspectos histéricos sobre os segmentos comensuraveis e incomensuraveis, uti-
lizando os convergentes das fracoes continuas finitas e infinitas para compreensao da
importancia de uma boa aproximacao. Assim, apresento como sugestdo que esse tema
seja incluido na Educacédo Basica, ndo como um tema curricular, mas como uma rica
ferramenta para aplicacdo em diversos contetidos ja previstos nos anos finais do Ensino

Fundamental e no Ensino Médio.

Palavras-chave: Fracdes Continuas, Numeros Irracionais, Convergentes.
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ABSTRACT

This dissertation presents the continued fractions as a facilitator to understanding
the set of rational numbers and the set of irrational numbers. I have been looking
for ways to resume historical aspects of the commensurable and incommensurable
segments, using the convergent finite continued fractions and infinite to understanding
the importance of a good approach. So, I offer a suggestion that this issue be included
in basic education, not as a curriculum subject, but as a rich tool for application on

content already provided for in the final years of elementary school and in high school.

Keywords: Continued Fractions, Irrational Numbers, Convergents.
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INTRODUCAO

As fracOes continuas sdo apresentadas nessa dissertacdo como uma importante fer-
ramenta para a compreensao do conjunto dos numeros racionais e o conjunto dos

numeros irracionais.

Na educacdo basica é perceptivel a dificuldade da transicdo entre o discreto e o con-
tinuo. Assim como na historia da matematica, em que se destaca a suposta crise do
pensamento pitagdrico causada pela descoberta de segmentos incomensurdveis, esse
assunto apresenta grande dificuldade na aprendizagem, sendo apresentado como um

amontoado de regras, quase sempre sem nenhuma aplicacao.

Apesar disso, a proposta deste trabalho néo € a de mais um conteudo a ser ensinado,
mas sim utilizar as fracoes continuas nos conteudos que ja sao oferecidos, atrelando os
aspectos historicos, para contextualizar dentro da propria matematica, as habilidades

a serem desenvolvidas.

A apresentacao desta pesquisa foi pensada com o intuito de resgatar as motivacoes
histdricas que propiciaram o desenvolvimento das fracdes continuas e suas aplicacdes
a Teoria dos Numeros, bem como apresentar uma base sélida tedrica sobre seus funda-

mentos, podendo contribuir aqueles que pretendem estudar suas diversas aplicagoes.

A seguir, descrevo os objetivos de cada capitulo desta pesquisa.

No capitulo 1, apresentamos argumentos contrarios e favoraveis a Crise no Pensa-
mento Pitagérico, causada pela descoberta da incomensurabilidade, sem a pretensao
de concluirmos se ela realmente existiu, dando enfase as questdes que impulsionaram
o conjunto dos numeros irracionais. Passando pelas primeiras provas apresentadas
sobre incomensurabilidade, chegando ao desenvolvimento das fracdes continuas nos

séculos X VI a XIX, encerrando com a obra de Cantor e Dedekind que apresentaram
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um brilhante estudo sobre a enumerabilidade e ndo enumerabilidade de conjuntos in-

finitos, e definiram o continuo.

Ja no capitulo 2, definimos fragdo continua finita e infinita, que equivalem aos nu-
meros racionais e irracionais, respectivamente. Apresentamos as propriedades dos
convergentes, bem como a ordem de aproximacao. Destacamos que as melhores apro-
ximagdes racionais de niimeros irracionais sdo obtidas pelos convergentes das fracoes
continuas, provamos o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Hurwitz-Markov que es-

tao relacionados aos erros de aproximacao.

No capitulo 3, aprofundamos algumas caracteristicas dos niumeros irracionais, de-
finindo o que sdo irracionais algébricos e irracionais transcendentes, e que eles sdo
enumeraveis e ndo enumeraveis respectivamente. Introduzimos o nimero de Liou-
ville como ntimero irracional transcendente. Por fim, apresentamos um importante
resultado, que refere-se as fracoes continuas periddicas, provando que todo nimero
irracional, cuja expansdo em fracdo continua é periddica, é raiz de um polinémio de

grau 2.

Por sua vez, no capitulo 4, apresentamos a interpretacdo geométrica das fracoes
continuas finitas e infinitas, que se referem, respectivamente, aos ntimeros racionais e

irracionais.

No capitulo 5, descrevemos algumas expansdes em fra¢des continuas de niimeros
irracionais da forma /N, com n € N, bem como um método para escrever os ni-
meros 77 e e em fracOes continuas utilizando calculadora cientifica. Encerramos esse
capitulo apresentando a expansdo em fracdo continua da razdo durea ¢, cujos todos
coeficientes resultam em 1, e a sequéncia dos g,,’s (denominadores dos convergentes)

coincide com os elementos da sequéncia de Fibonacci.

No capitulo 6, realizamos uma anadlise critica de como é proposto o ensino dos nime-
ros irracionais no curriculo da Educagéo Bésica pela Base Nacional Comum Curricular
(documento em construcdo), pelo Curriculo do Estado de Sdo Paulo e em duas colecdes
de livros didadicos recomendadas pelo PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico)

uma para o Ensino Fundamental e outra para o Ensino Médio. Relacionando os ob-
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jetivos propostos, em ambos documentos, com as sugestdes de atividades, fazendo

referéncias aos conteidos em que podem ser utilizados as fragdes continuas.

Por fim, no capitulo 7, destacamos objetivos e contetidos do 7° ano do Ensino Funda-
mental ao 1° ano do Ensino Médio nos quais podem ser utilizadas as fragdes continuas.
Fazendo referéncias histéricas, trabalhando com dlgebra e geometria em atividades
que vao desde a representacdo em fracOes continuas, aproximacdes racionais de nu-
meros racionais e irracionais, grandezas comensurdveis e incomensurdveis e equacoes

dionfantinas lineares.

No Apéndice, apresentamos a demonstracdo da bela expansio em frag¢do continua
do ntumero e, a sugestdo do Caderno do Curriculo do Estado de Sdo Paulo para a
utilizagdo de fragdes continuas no 9° ano e uma atividade aplicada a alunos do 1° ano

do Ensino Médio com a utilizacdo de fracdes continuas.






ASPECTOS HISTORICOS

1.1 A SUPOSTA CRISE NO PENSAMENTO PITAGORICO

Pitdgoras de Samos (c. 570 — 495 a.C.) era um profeta e mistico, é possivel que
tenha sido discipulo de Tales de Mileto, o que néo seria dificil pela diferenca de meio
século entre suas idades e geograficamente, Mileto e Samos, eram préximas. A seme-
lhanca em seus interesses explica-se pelo fato de Pitdgoras também ter viajado pelo
Egito e Babilénia, possivelmente também até a fndia. De volta ao mundo grego, Pit4-

goras estabeleceu-se em Crotona, hoje sul da Italia, onde fundou a Escola Pitagoérica.

Existe uma grande dificuldade em recontar a histéria deste periodo, tanto pela perda
de documentos da época, quanto ao fato da ordem fundada por Pitagoras ter sido co-
munitdria, secreta e de tradicdo oral. Um dos pontos fundamentais de sua doutrina
era o lema “Os numeros governam o mundo”, sendo que, para eles, nimeros eram

apenas os inteiros, e as fracoes eram as razoes desses nimeros.

Um dos grandes marcos na histéria da matematica fora a descoberta dos segmentos
incomensuraveis, por muitos atribuida aos pitagoricos, na tentativa de determinar a

medida da diagonal de um quadrado de lado unitério.

Utilizando da notacdo atual, temos que a diagonal do quadrado unitério é v/2, ob-

tida aplicando o Teorema de Pit4goras, supondo por absurdo que /2 = E, comaeb

b
coprimos, temos que:

a=bV2 e a? =20
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como a2 é o dobro de um ntimero inteiro, entdo a2 é par, logo a também. Fazendo
a = 2c teremos:
4c? = 2b% & 2¢% = b?,

dai, conclui-se que b também € par, mas a e b sdo primos entre si, logo a e b pares é

absurdo, portanto por contradicio v/2 nio é racional.

\

\
|

|
0 1 2 2
Figura 1: Construcdo geométrica de /2 na reta.

Pelo misticismo da Escola Pitagorica atribuido a ideia de que “Tudo é ntimero”, his-
toriadores supdem a crise no Pensamento Pitagoérico, com a descoberta atribuida aos
proprios discipulos de Pitdgoras de que o lado e a diagonal de um quadrado sdo seg-

mentos de retas incomensuraveis. [|11]]

Segundo Howard Eves [20]], "deve ter sido um choque aos pitagdricos descobrir que
ha pontos na reta que ndo correspondem a numeros inteiros e nem a razdo de dois

numeros inteiros."

Segundo Goncalves e Possani [2]] (p. 22-23).

“A crise da incomensurabilidade parece sé existir quando lemos os textos
gregos com 0s nossos termos, esquecendo-nos de prestar atencdo no modo
como os atores histdricos viam a matematica. Quando tentamos nos colo-
car no ponto de vista dos antigos gregos, em especial dos primeiros pitagé-

ricos, 0s motivos para a crise como que desaparecem.”

Fowler apud Gongalves e Possani [2] (p. 22), argumenta que através do conceito
de razdo pré-eudoxano ligado ao resultado da subtracdo reciproca e continua, poderia
lidar-se com a incomensurabilidade sem repensar os fundamentos da matematica. As-
sim, "dado dois numeros ou duas linhas [...], entdo conte: quantas vezes a segunda

linha pode ser subtraida da primeira linha; quantas vezes o resto pode ser subtraido
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da segunda linha; quantas vezes o resto pode ser subtraido desse resto; etc."

Assim, a diagonal do quadrado de lado unitério seria expressa da seguinte forma:

L' D L

D'
L

L

Figura 2: Razdo pré-eudoxano.

Tomemos L e D, lado e diagonal do quadrado maior; e L’ e D’ segmentos correspon-
dentes do quadrado menor.
A razdo entre D e L, utilizando a subtracdo reciproca e continua, é:
D-L=1L,

ou seja, cabe L e sobra L'.

Agora vemos quantos L' cabem em L. Sabemos que:
D+L =1,
fazendo D' = L' 4+ L”, teremos:
L=2L"+L",
ou seja, cabem 2L’ e sobra L”.
Dai, perguntamos quantos L” cabem em L', o que retorna a situa¢fo anterior, assim,

a razdo em termos entre D e L é 1,2,2,..., e dessa forma a razdo entre L e D esta

€xpressa em numeros.

Segundo Carl B. Boyer [[19], historiadores atribuem a descoberta dos incomensu-

raveis especificamente ao pitagorico Hipasus de Metaponto, deixando em aberto a
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possibilidade desta descoberta nio ter sido pela razéo entre a diagonal e o lado de um

quadrado (1/2), mas sim, a razdo entre o lado e a diagonal de um pent4dgono regular

1++5
—= |-

Figura 3: Pentagono Regular.

1.2 A PROVA DA INCOMENSURABILIDADE

Aristételes (384-322 a.C.) refere-se a uma demonstracdo por absurdo, para demons-
trar que a razdo entre a diagonal e o lado de um quadrado sdo incomensuraveis, su-
~ g ‘ . a ~ . ,
pondo que a razdo é comensuravel, ou seja, é da forma b fracdo irredutivel para chegar

num absurdo, no qual o mesmo inteiro tem que ser par e impar.

Segundo Platdo, Teodoro de Cirene (425 a.C) foi o primeiro a provar a irraciona-
lidade dos inteiros ndo quadrados de 3 a 17, inclusive, ndo se conhece o registro
de como foi feito, e nem porque parou no 17, estas provas podem ter sido feitas da
mesma forma que Aristoteles fez para /2. Teaetetus (morreu em 369 a.C.), amigo de
Platdo, supostamente trinta anos antes dialogou com Sdcrates e Teodoro a natureza
das grandezas incomensuraveis, fazendo distingdes a grandezas que sdo incomensura-
veis em comprimento e sdo ou nio incomensuraveis em quadrado. Para ilustrar, v/3

é incomensuravel em comprimento, mas é comensuravel em quadrado, ja /1 + /3 é
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incomensuravel tanto em comprimento e em quadrado [19].

Figura 4: A Espiral de Cirene.

Zendo, o Eledtico (viveu por volta de 450a.C) provou por argumentos a inconsis-
téncia dos conceitos de multiplicidade e divisibilidade. Pelo seu método dialético
enunciou problemas que hoje sdo conhecidos como Paradéxos de Zendo, dos quais

destacaremos: (1) a Dicotomia (2) o Aquiles.

Problema 1. Antes de um corredor percorrer uma distdncia dada, deve percorrer a
primeira metade dessa distdncia; mas antes disso, deve percorrer o primeiro quarto;
e ainda antes, o primeiro oitavo e assim por diante, por meio de infinitas subdivisoes.
O corredor que quer se por em movimento precisa fazer infinitos contatos num tempo
finito; mas é impossivel exaurir uma colecdo infinita, logo é impossivel iniciar o movi-

mento.

Problema 2. Aquiles aposta corrida com uma tartaruga que sai em vantagem, apds um
determinado tempo ele percorre metade da distancia entre eles, em seguida percorre
a metade da distancia restante, assim sucessivamente, sempre percorrendo apenas a
metade da distancia restante. Por mais depressa que Aquiles corra, e por mais devagar

que a tartaruga caminhe, o processo continua indefinidamente e Aquiles nunca podera
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alcancgar a lenta tartaruga, pois quando percorrer metade da distancia, a tartaruga ja

terd avancado um pouco.

Os dois paradoxos sdo semelhantes, a diferenca é que no primeiro a subdivisdo

infinita € regressiva enquanto no segundo é progressiva.

1.3 EUCLIDES E A INCOMENSURABILIDADE

Euclides viveu em Alexandria em torno de 300 a.C., sabe-se muito pouco sobre sua
vida, mas foi neste periodo que ele escreveu a obra que teve mais edi¢does depois da
Biblia, Os Elementos. Dividida em treze livros que tratam de geometria, dlgebra, arit-
mética e teoria dos nimeros, sua apresentacdo por método axiomatico foi descrita por

Aristételes como uma das maneiras de construir uma teoria cientifica [[17].

No livro V, Euclides expbe de forma magistral a teoria das propor¢oes de Eudoxo,
teoria esta aplicavel a grandezas comensuraveis e incomensurdveis. J4 no livro X
trata da classificacdo sistematica de segmentos incomensuraveis com 115 proposi-
coes, este livro até o advento da dlgebra moderna era o mais admirado e o mais te-
mido [19], [20].

Na abertura deste livro, Euclides apresenta a seguinte definicao:

Definicdo 1.1. Dizem-se grandezas comensurdveis as que se medem pela mesma me-
dida, e incomensurdveis aquelas das quais ndo é possivel nada tornar-se medida co-

muim.

Sobre os incomensurdveis, ainda apresenta a proposicado 2, que diz: Caso sendo sub-
traida, de duas magnitudes [expostas] desiguais, sempre por sua vez a menor da maior;
a que ¢ deixada nunca mega exatamente a antes de si mesma, as magnitudes serdo inco-

mensurdveis p.355 [18].

Esta obra ndo apresenta a crise dos incomensurdveis para os pitagoricos, sendo as-
sim, alguns historiadores defendem que nédo hda elementos sdlidos que a comprovem,
ainda destaca-se nessa obra a prova dos resultados apenas por raciocinios abstratos,

sem o apoio de uma notacdo algébrica conveniente.
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1.4 METODO DA DESCIDA INFINITA POR FERMAT

1.4 METODO DA DESCIDA INFINITA POR FERMAT

Pierre de Fermat (1601?-1665), francés, dentre as variadas contribui¢es a matema-
tica, destaca-se a fundacdo da moderna teoria dos numeros. Em 1879, na biblioteca
de Leyden, encontrou-se um escrito em que ele descreve um método geral conhecido

como método da descida infinita, pelo qual pode ter feito muito de suas descobertas,
sendo este, ttil para estabelecer resultados negativos [[20].

Ilustramos & seguir uma prova que /2 é irracional pelo método da descida infinita.

Supomos /2 = Z, com p,q € Z*,logo p > g, pois 1 < v/2 < 2, entdo:

ﬁ:ﬁ@ﬁﬂ:ﬁﬂ@fzﬂzﬁﬂ-ﬁ_l@\/§+1: ! ,
V2 -1 V2-1

substituindo v/2 = Z no segundo membro da igualdade, teremos:

Vitl= ot evai= ot 1eya=H"F
P _ P _ —q
q q
fazendo,
2q—p=p1 e p—qa=aq,
teremos,
vi-p
7’
mas,
1<V2<2,
substituindo,
vi-?,
q
e multiplicando por g, obtemos:
g<p<2g.

11
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Agora,
p<2g=—0<2g—p=np1,

q<p=p1=2—p<p,

ou seja, p; € inteiro positivo menor que p.

p2

Assim, repetindo o procedimento obteremos v/2 = ==, com p, < p; < p inteiros po-
2

sitivos, porém o processo pode ser repetido indefinidamente, mas os inteiros positivos

nio podem decrescer indefinidamente. Logo segue que /2 nio pode ser racional.

1.5 AS FRAGCOES CONTINUAS NOS SECULOS XVI A XIX

Pietro Antonio Cataldi (1548-1626) ensinou matemadtica e astronomia em Florenca,

Pertigia e Bolonha, credita-se a ele o mérito pelos primeiros passos na teoria das fra-

— 2
¢des continuas, ele expressou v/18 como 4&§&7 .

8

John Wallis (1616-1703), em Arithmetica Infinitorum (1655), apresentou o produto
infinito
2 1.2.3.5.5.7...
T 224466
e Lord Brouncker(1620-1684), o primeiro presidente da Royal Society, converteu por

manipulagdo esse resultado para

4 12
— =1+
7T

32
52
72

2+
2+

2+
2+

24 ..

O primeiro matematico a demonstrar aplicacdo pratica de fracoes continuas foi o
holandés Christiaan Huygens (1629-1695), que escreveu um artigo explicando como

usar os convergentes de uma fracdo continua para as relagdes entre as engrenagens,

Notacio de P. A. Cataldi que equivale a: /18 = 4& ——~+— =4+ ———— =4+

12



1.5 AS FRAGCOES CONTINUAS NOS SECULOS XVI A XIX

trabalho este motivado pelo seu desejo de construir um planetario mecanico.

No século XVIII o campo de pesquisa em fracoes continuas teve um grande desen-
volvimento com Leornad Euler (1707-1783), Johan Heirinch Lambert (1728-1777) e
Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Euler foi um dos primeiros matematicos a desenvolver a teoria das fracoes continuas,
em 1737 "De Fractionlous Continious", mostrou que todo racional possui uma unica
representacdo em fracdo continua simples finita. Forneceu também uma expressao

para o numero e,

1+
2+

1+

1+

4+
1+

1
1+

6+ ---

2

€ usou esta expressio para provar que e e e~ sdo irracionais.

J& Lambert, em 1761, apresentou a primeira prova a Academia de Berlim de que
7 é irracional, e em 1778 encontrou expansdes continuas para func¢des log(1 + x),

arctan(x) e tan(x).

Lagrange, matemadtico conciso e preocupado com o rigor, usou fragdes continuas
para encontrar o valor de raizes irracionais, também provou que nimeros quadraticos

irracionais sdo dados por fracdes continuas periddicas.

Jouseph Liouville (1809-1882), em 1844 construiu uma grande classe de nimeros
ndo algébricos, hoje denominados nimeros de Liouville que sdo numeros trans-

cendentes, neste mesmo ano propds que nem e e e

seriam numeros algébricos, pro-
blema este, que Charles Hermite (1822-1901), matematico francés, mostrou em 1873

num artigo, continuando as ideias de Liouville que e é transcendente.

13
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E, somente nove anos depois, em 1882, num artigo da Mathematische Annalen Linde-
mann (1852-1939) de Munique, estendendo o trabalho de Liouville e Hermite, provou

que 7t é também um numero transcendente.

1.6 CANTOR E DEDEKIND — DENSIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Georg Cantor (1845-1912) e Julius Dedekind (1831-1916) estavam entre os mate-

maticos mais originais e notaveis de sua época. Seus nomes sdo associados a "nimero

real" e a provocativa palavra "infinito", assunto este tratado desde o tempo de Zenao.

Dedekind voltou-se ao problema dos numeros irracionais desde 1858, quando leci-
onava Cdlculo, concluiu que o conceito de limite deveria ser desenvolvido através da
aritmética apenas, sem usar geometria como guia. Seu questionamento era o que ha
na grandeza geométrica continua que a distingue dos numeros racionais. Leibniz e
Galileu haviam julgado que a "continuidade" de pontos sobre uma reta era consequén-
cia de sua densidade, ou seja, entre dois pontos quaisquer sempre existe um terceiro,

porém os nuimeros racionais tem essa propriedade, mas ndo forma um continuum.

As reflexdes de Dedekind levaram-no a conclusao que a continuidade de um seg-
mento de reta ndo se deve a propriedade da ligacdo mutua, e sim a uma ideia oposta,

o corte do segmento em duas partes por um ponto sobre ele.

Sua ideia hoje é denominada por axioma de Cantor-Dedekind, que diz: Seja o corte
A, B gerado pelos conjuntos A e B, sempre existe um ponto P da reta que separa os dois
conjuntos, todo numero de A € menor que todo niumero de B, existe s6 um tnico nu-
mero real que possui esse corte. Se A possui um maior nimero e B um menor nimero,
o corte define um numero racional, mas se A ndo tem um maior elemento e B nio tem

um menor, entdo o corte define um numero irracional.

Ele definiu conjunto infinito em nota¢io moderna dizendo que se um conjunto S’ de
elementos diz-se infinito, se pode ser colocado em relacdo biunivoca com os elementos
de S. Por exemplo, sabemos que o conjunto dos niimeros pares naturais podem ser

colocados em relacdo biunivoca com conjunto dos numeros naturais, tal que n = 2n,

14



1.6 CANTOR E DEDEKIND — DENSIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

paran € IN.

Cantor, assim como Dedekind, reconheceu a propriedade fundamental dos conjuntos
infinitos, mas ele também observou que os conjuntos infinitos nao sao iguais. Ele criou
uma hierarquia pela poténcia do conjunto, definindo assim conjuntos enumeraveis e
ndo-enumeraveis. Mostrou que o conjunto dos ntimeros racionais positivos podem ser
relacionados de forma biunivoca com o conjunto dos niimeros naturais, sendo assim,
sdo enumerdveis e possuem a mesma poténcia, ou seja, ha tantos nimeros naturais

quantos numeros racionais positivos.

1
1701 171
% J 4
1 2 3
2 2 2
L/ %
1 2
3 3
%
1
1
Lo

Ele também mostrou que nem todos os conjuntos infinitos tém a mesma poténcia,
por reducédo ao absurdo provou que os numeros reais tém poténcia maior que o con-
junto das fragdes racionais. Supondo por absurdo que os numeros reais entre 0 e 1
sejam enumerdveis, entdo poderiam ser colocados em sequéncia py, p2, p3, - - -. Cada
um dos numeros p; pode ser escrito univocamente como uma fracdo decimal infinita,
lembrando que todo niimero como 0,2 pode ser representado como 0,199999 - - - . Po-

demos entdo escrever a sequéncia da seguinte maneira:

p1 = 0,ana12a13 - - -
p2 = 0,a21a2a23 - - -

p3 = 0,az1azaz3 - - -

cada simbolo a;j representa algum dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Apods incluir

"todos" os numeros reais entre 0 e 1, hd um nimero que nao foi incluido, esse nimero é
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0,b1byb3 - - - , onde digamos by = 3seay #3eb, =5seay, =3, k=1,2,3,--- ,n,---
Esse nimero obviamente est4 entre 0 e 1 e ¢ diferente de p;. Assim contradiz a suposi-

cdo. Logo o conjunto é ndo enumeravel.

Cantor ainda provou que o conjunto dos numeros algébricos é enumeravel e o con-

junto dos numeros transcedentes é ndo enumeravel.

Sobre a obra de Cantor, David Hilbert exclamava "Ninguém nos expulsara do paraiso

que Cantor criou para nos".
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FRACOES CONTINUAS

Uma fragdo continua é uma expressao da forma

1
a=a;+ T = [ay;a2,a3,04,...],

a + 1
a3+ ———
3 as+ ...

onde a; € Z e ap,as,a4,--- € N, e pode ser finita, infinita periédica ou infinita.

No caso de fragoes continuas finitas denotamos:
1
x=a + 1 = lay;az,a3,...,0a,).
a —
2+ N 1
a e —
3 1

an

(2.1)

(2.2)

Para representarmos um numero na forma de fracdo continua, podemos utilizar o

algoritmo da divisdo de Euclides, ou a tranformagdo de Gauss.

Teorema 2.1. Todo niimero real «, tem uma tinica correspondéncia em fragdo continua,

que € finita se « € racional e infinita se « € irracional.

Nas sec¢Oes a seguir, demonstraremos o Teorema [2.1

2.1 FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS

Teorema 2.2. Qualquer fragdo continua finita representa um niimero racional. Recipro-

camente, qualquer niimero racional pode ser representado por uma fragdo continua.
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FRAGOES CONTINUAS

Demonstragdo. Para verificarmos qual nimero racional estd representado na fracdo
continua finita, basta efetuarmos as somas, até escrevermos o numero racional na

forma de fracdo reduzida, o que demonstra a primeira parte.

Para a reciproca, consideremos um numero racional d qualquer. Pelo algoritmo da
q

divisdo obtemos:

p = a1q + 11,
que equivale a:
r1
- = al + T
onde,
0 < q,
€,

-l

< U;J denota o maior inteiro menor ou igual a Z) .

Ser; =0, P € um numero inteiro e o processo termina.
q

Caso contrario, fazemos:

" . 1
g 4’
1
e substituindo, temos:
1
B:m—i——, 0<r <qg.
q q
1
Aplicamos agora o algoritmo da divisdo em 1, e obtemos:
"
;
1w+, 0<n<n,
1 1

18



2.1 FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS

se r, = 0, entdo processo termina. Dai,
p 1
T=a+— = [ay;a2),
az
se rp # 0, temos:

1
E:tll—f-irz, 0<r<r,

az + —
"

que equivale a:

. o . 1
Repetimos entdo o mesmo procedimento a —.
[

O processo encerra quando r, = 0 para algum #, o que ocorre, pois g > rq; > 1, >

r3 > -+ >ry,_1 > I, € uma sequéncia monotona decrescente de naturais, dai entao,
"
P =a1+? 0<r <g,

q
r
rizﬂ2+£, 0<rn<r,
1

Yn—3 Yn—1
=a,-1+ ) 0 < Tn—1 < ¥p—2,
Yn—2 Yn—2
Tn—2
- ai’l: r1’l == OJ
Tn—1
Assim,
p 1
- = al + 1 = [al; a2/ oo /anflzan]/
a + 1
.. 4
ap—1+ —

an

como queriamos mostrar.
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FRAGOES CONTINUAS

Assim, demonstramos que em a representacdo de um numero racional em fra-
cOes continuas € finita. Por fim, ressaltamos que a unicidade da representacdo de um
numero racional em fracdo continua é garantida pelo seguinte teorema que se refere

ao algoritmo da divisdo euclidiana.

Teorema 2.3. (Algoritmo Euclidiano da Divisdo) Dados dois inteiros p e q, g # 0, existe

um tnico par de inteiros a e r, tais que:

p=aq+r, 0<r<|ql (r=0<q]|p).

Demonstragdo. Primeiro provamos a existéncia. Como |q| > 0, existe a satisfazendo:
ag<p<(a+1)g,

o que implica,

0<p—ag e p—ag<yq.

Definimos assim,
r=p-—aq,

0 que garante a existéncia de a e r.

Agora provamos a unicidade.

Supomos por absurdo a existéncia de a # a’ e r # 7/, tal que:

p=aqg+r=adaq+r,

ondea,d’,r,r € Z,0<r<|qle0<r <|q|

Da segunda igualdade, obtemos:

(ag+7r)—(a'g+7) =0
=qa—-a)+r—v =0

=qla—da) =1 —r,

logo, 4| (r — ).

Como r < |g| e ' < |q|, temos:

" —r| <lql.
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2.1 FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS

Assim,

lglla—a'l =r' —r[ <lq],

o que é absurdo, pois a equacgdo acima sé é verdadeira se a = a’ e r = 7/, 0 que

contradiz a hipétese, portanto a e r sdo Unicos. O

Assim provamos a primeira parte do teorema que garante a unicidade, a nao

ser pela possibilidade de modificar o tltimo termo a,,.

1 1
ay (an _ 1) + =
Exemplo 2.1. Podemos escrever:
1
Po1t — =23,
2 —_
+ 3
como,
P_q14 11 = [1;2,2,1].
1 2+ 1
3—-1+ -
* 1

2.1.1 Primeiro Quociente

No processo de divisGes sucessivas, apenas o primeiro quociente pode ser positivo,

negativo ou zero.

17
E lo22 P -2
xemplo 7= 10

Como,

17=1-1047
10=1-7+3
7=2-3+1
3=3-1,
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FRAGOES CONTINUAS

entao,

% 14— 1,03
1+
24 -

Se, p > g, entdo, a; > 1.

Exemplo 2.3. P_ §
q 7
Como,
5=0-74+5
7=1-5+42
5=2.-2+1
2=2-1,
entao,
5 1
- =0+——-——=1[0;1,2,2] = [1,2,2].
7 1
1+ ——~
2—1—1
2
Se, 0 < p < g, entdo, a; = 0.
12
Exemplo 2.4. I ——
q 5
Como,

—-12=-3-5+3
5=1-3+2
3=1-2+1

2=2-1,
entao,
12 1
—— =-3+4+ =1-3;1,1,2]
5 1
1+
1—1—1
2
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2.1 FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS

Se, p > ¢, entdo, a1 > 1.

2.1.2 Convergentes de Fragbes Continuas Finitas

Tomemos Z um racional, cuja expansao em fracdo continua é da forma (2.2)), isto é,
1
P—a+ T = [ay;a0,a3,. .., a,].
q 1 + —
as + 1
. . + .
an
Associado a expressao acima, escrevemos:
a
Ci= = =h = p1 =1, =1
1 ql
1 aay +1
C, = a1+7:712 _ P2 = pr=max+1, g»=uay;
az az qz
_ I app+pr _ ps _ _ .
C= o+ T = = = p3 =azp2+p1, 43 = azq2+4q1;
4+~ B2 +q1 q3
2 A

obtidas, considerando sucessivamente, o primeiro termo da expansio, o primeiro e o

segundo termo da expansao, e assim por diante, até o n-ésimo termo.

Definicdo 2.4. Chamamos convergente de ordem i da fracdo continua (2.2) , o nimero

1 ,
Ci=a1+ 1 , 1<i<n.
A N
u e
T
=
a;
Em particular, o n-ésimo convergente C,, = P,
q
Definicdo 2.5. Os numeros p; e g; tais que C; = Pi sdo chamados, respectivamente,

1
numerador e denominador do i-ésimo convergente.

Teorema 2.6. O numerador p; e o denominador q; do i-ésimo convergente C; da fragdo

continua [ay;az,as, . .., a,] satisfazem ds equagdes,

pi = aipi—1+ pi—2,
gi = a;qi—1 +qi—2, 1=23,4,...,n,

(2.3)
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FRAGOES CONTINUAS

com as condigles iniciais:

p1 = a1, g =1,
e

p2 =max+1, qo=ay,

(2.4)

Demonstragdo. Os célculos feitos para Ci,C, e C3 mostram que as condicOes iniciais

sdo satisfeitas parai = 1,2 e 3.

Supondo o resultado vélido para um inteiro i, com i > 3, mostraremos que 0 mesmo

¢ verdadeiro para i + 1.

Temos que:

Ci+1: a; + 1 = al;a2/-~'/ai+r .
a + 1 i

i+ —
ait1

Dai, C;,1 é 0 i-ésimo convergente da fracdo continua [a1;ay,...,a;%,a;12, ..

at =a; + ﬁ Pela hipétese de inducio,

1
(ﬂi + ) pi-1+pio2
i1
1 7
<€li + ) gi-1+4qi2

ait1

Ci+1 =

r i+1
multiplicando por -+, teremos:
i+1

(@ip1a; + 1)pi1 +aiapi—a  Ai18ipi-1 + pi—1 + aiapi-

., | com

2

Ci+1 = =

(aip1a; +1)pi1 + aivapi—2 ai1aigi—1 + gi—1 + aip1gi—

ai1(aipi1 + pi-2) + pic1
aiy1(aigi-1 +gi—2) + i1’

substituindo:
aipi-1+ pi—2 _ pi

aigi1+9i2 g
na ultima fracdo obtemos,

C... — Git1Pi + pi-1 _ Pi+1
i1 = = ,
ai1qi +g9i-1 giv1

como queriamos mostrar.
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2.1 FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS

Observacao 2.1.1. Veja que:

C2:&202p1+p0 :a2a1+1
g2 a1+ 9o a

onde definimos pg =1 e g9 = 0.

Com as defini¢des de pg e qo, as equacoes e sdo satisfeitas também para
1 = 2. Assim,
{ pi = aipi—1 + pi-2,
gi = a;qi—1 +qi—2, 1=2,3,...,n,

com as condicoes iniciais:

pr=ai, q1=1,

e

po=14qo=0,

sendo que, po e gp ndo definem numerador e denominador de convergente.

Teorema 2.7. (Férmula do Determinante): Sejam p; e q; numerador e denominador,

respectivamente, do convergente C;, i > 1 de uma fragdo continua. Entdo,

pi Pi-1
qi 4qi—1

. (2.5)
= pigi-1 — pi-1qi = (=1)!, i>1,

Demonstragcdo. Sei = 1,2, entdo

o= 1, pP1g90 — poqg1 = ﬂl.O —11=-1= (—1)1,

o i =2, p2q1 — p1q92 = (llz(h + 1)1 —aay =a1a2+1—aja, =1= (—1)2.

Supondo o resultado verdadeiro para i < k, com k > 1, ou seja, pigi—1 — pi—19i =
(—1)!, parai = 1,2,3,...,k, vejamos que a igualdade ¢ vélida para i = k + 1. Pela

hipdtese de indugéo, e por pyi1 = ax11pPk + Pk—1 € Gk+1 = Ak+1qk + Jk—1, t€MOS:

i1k = Prfier = (@1 Pk + Pr—1)qk = Pr(@ri1qk + Gk-1)
(ax1px + Pr—1)qk — Pr(ax1qx + Gx-1)
Ak+1Pk9k + Pk—19k — Ak+1Pk9k — Pkqk—1
= Pr—19k — PkGrk—1 = —(Pkk—1 — Pk—19x)
= —(-1f= (D

como queriamos mostrar. O
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2.2 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR FRACOES CONTINUAS

Definicao 2.8. A transformacéo de Gauss T € definida por:

1|1
T:[0,1) — [0,1), T@)={ a LxJ ©70, 2.6)
0, o=

Definimos T°(a) = & e indutivamente T'*!(x) = T(T'(«)).

A transformacao de Gauss pode ser utilizada para representar niimeros racionais em

fracoes continuas ou aproximar irracionais de racionais.

Observacao 2.2.1. Um niimero « € (0,1) € irracional se, e somente se, T(«) € irracional.
Portanto, um niimero « € irracional se, e somente se, T"(«) € irracional (logo ndo nulo)

para todo n > 0.

Assim, dado « € QC, teremos a; = |« |, ou seja, a; é o maior inteiro menor do que
«. Logo,

a:al—*—i/
X1

onde,
1

4
®—daq

X1 =

x1 € Qe x; > 1.

Aplicando a transformacdo de Gauss em x; , escrevemos:
X1 =a+ —,
X2

sendo a, = |x1], x2 € Q¢ e xp > 1.
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2.2 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR FRAGOES CONTINUAS

Assim, podemos repetir o processo tanto quanto se queira, obtendo:

1
x=a+_—, = —,
X1 ®—daq
1
X1 =4ax+ —, X2 = —y
X2 X1 — a2
N 1
X = a3 + — X3 = ———
X3’ Xy — a3 2.7)
n 1 1
Xn = An+1 ; Xn41 = —
Xn+1 Xn — An+1

onde todos o0s a,’s (n > 1) sdo inteiros positivos e todos os x,’s sdo irracionais maiores
do que 1, tais que:

ap = |xp-1], n>=>2.

Assim, calculamos a fracdo continua de «, como segue:

1 1
N = a1+x— =a;+ 1
! aZ‘f’;
1 S
= m+ 1 =+ 1 /
| +a +l '.+a + L
R T At
portanto:
1
& =a;+ T = [ay;a,a3,0a4,...].
ay + ————
a3+ ———
3 ag+ ...

Desta forma, dado um ndmero irracional « temos uma sequéncia (a,’s, n > 1) infi-

nita de nimeros naturais e uma sequéncia de niimeros irracionais (x,’s, n > 1).

O que nos leva a seguinte definicao.

Definicao 2.9. Considere a € R, dizemos que:

e 0 numero inteiro a4, é o n-ésimo quociente de «;
Vi . n 7 .
e o numero racional [ay;ay,a3,...,a4,] = Pr ¢ o n-ésimo convergente de a.
qn
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Pn

Observacdo 2.2.2. Quando escrevemos ~— expressamos duas coisas, um niimero racional

n
e uma representagdo dele onde p, e q, sdo coprimos.

Observacdo 2.2.3. A transformagdo de Gauss também pode ser utilizada para represen-
tar um numero racional na forma de fragdo continua, sendo que o processo se encerra
quando x, = 0. Seja pelo algoritmo da divisdo de Euclides ou pela transformagdo de

Gauss a fragdo continua do numero racional serd sempre tnica.

Exemplo 2.5. Determine a expansio em fracdes continuas de /2 usando a transfor-

macao de Gauss.

Solucio: Seja a = /2, entéo:

e)
1 1 1 2+1 2+1
X1 = = = (\f+ )=\f+ =V2+1,
c—a (V2-1) (V2-1) (V2+41) 2-1
dai,
ﬂ2:Lﬁ+1J:2,
€,
1 1 1
Xn = = = :\/E—'—]_’
2 X1 —az V24+1-2 V2 -1
logo,
H3ZLXQJ:2,
€,
= 1 1 1 :\[2_’_1.

Xo—a3 V2+1-2 V2-1

Logo o processo de calcular os quocientes a,,,n > 2 e x,,n > 1 sempre resulta em

a, =2 e x, = \/2+ 1. Portanto, a expansao em fracoes continuas de V72 é:

1 _
V2=1+ 1 =[1,2,2,2,..] = [1,2].
24 ———5—
2
Ty
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2.2 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR FRAGOES CONTINUAS

2.2.1 Convergentes de Fragoes Continuas Infinitas

Tomemos a« qualquer nimero irracional, cuja expansdo em fracdo continua € da
forma (2.1)), isto é,

P_ [a1;az,a3,...].
q

Dai, os convergentes sdo calculados da mesma forma que no caso das fracoes conti-

nuas finitas.

a1 P1
C 1 o = p1 = 4ay, q1 ;
1 aar +1
C = bll-l-fzL =P = pp=max+1, q=ay;
az az qz
1
CZ: a1+ 1 —pl,
ap + i
as + 1
o1
a;

Assim, o numerador p; e o denominador g; do i-ésimo convergente C; satisfazem as

equacoes:
{ pi = aipi—1 + pi-2, | (2.8)
9i = aifi-1+gi—2, 123,
com as condicoes iniciais:
p1=m, n=1
e (2.9)

p2 = aiap + 1, q2 = aj.

Exemplo 2.6. Vejamos os convergentes de v/2:

Como j4 calculado em (2.5)), sabemos que v/2 = [1;2], entéo:
a1

Clszl, =1, q=1
1 1 3

G=m+—=1+;=7, p2 =3, =2
an 2

_aspa+p1 _2-3+1
azq2 +q1 2241
agps+p2 _2-743 17
asqs + q» N 2-54+2 12’

7
= = - 7/ = 5/
5 p3 qs

Pa = 17, qa = 12.
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FRAGOES CONTINUAS

2.2.2 Ordem da Aproximagdo

Teorema 2.10. [8] A sequéncia dos convergentes de uma fracdo continua infinita satisfaz

as seguintes propriedades:
(i) Os convergentes de ordem impar (Cyp,+1) formam uma sequéncia mondtona crescente:

{C1<C<Cs< < Coptr1ls
(ii) Os convergentes de ordem par (Cy,) formam uma sequéncia mondtona decrescente:
{Co>Cy>Co>-->Coun};
(iii) O convergente C,, n > 3, estd entre os convergentes C, 1 e C,_».

Demonstracdo. Tomemos « € QF, cuja representaciio em fracdes continuas resulta em

& = [a1; a2, a3, - - - ], temos pelo Teorema [2.7] que:
pigi-1 — pi-1qi = (—1),i > 1.

Dividindo ambos os membros da igualdade por ¢,4;_1, teremos,

pi_pia _ (=)
qi  qi—1 Qz‘qiq'
como C; = Pi eCi_1= pi_l, entao,
qi qi-1
Ci—Ci_q = -1 . (2.10)
qidi—1

Tomemos agora,

Ci—Cio= & - pf_z _ Pifli-2 = Pi-2fi.
9 fi-2 qiqi—2

COmoO p; = a;pj—1 + pPi—2 € q; = a;q;—1 + gi_p, entdo:

_ (aipi—1 + pi—2)qi—2 — pi—2(aigi—1 + qi—2)

Ci—Ci» P
_ a;(pi—19i—2 + pi—2Gi—2 — Pi—2qi—1 — Pi—29i—2)
qiqdi—2
_ai(pi-19i—2 — pi—29i-1)

qigi—2
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2.2 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR FRAGOES CONTINUAS

Novamente, pela férmula do determinante:

a;(—1)—1

Ci—Ciy=— (2.11)
qiqgi—2

Como a, > 0, paran > 2egq, > 0, para n > 1, segue de (2.11), parai = 2n e

i =2n+1 que:
a -1 2n—1
Con —Copn = az (=)™ <0= Cp < Cpy2 (2.12)
q2n+192n-1
gy (=1
Con1—Cyp1=———>0= Cp1 <Cup1 (2.13)
q2n+192n-1

e de (2.10), parai =2nei = 2n + 1, temos:

(_1)217

Co— G = ———— > 0= Cp—1 < Cpyy (2.14)
q2nqg2n—1
(_1)2n+1

C2n+1 —Cyp=—< 0= C2n+1 < Cyy. (2.15)
A2n+192n

Das equagdes (2.12)) e (2.13) podemos concluir respectivamente que {Cy,} é uma

sequéncia mondétona decrescente e que {Cp, 11} € uma sequéncia mondtona crescente.

De (2.12)-(2.15) concluimos que:
Con1 < Copg1 < Copy < G2, (2.16)
o que demonstra (iii), ou seja, C,, estd entre C,_1 e C,_, tal que:
e sen par,entdo C, 1 < C, < Cy_p;

e se n impar, entdo C,_» < C, < C,_1.

Agora em ([2.16), tomamosn =1,2,3,...
e n=1;,— C; < C3 < C; (ndo definimos Cy);
e n=2;— C3 < C5 < Cyqy < Cy. Portanto, C; < C3 < C5 < C4 < Cy;

e n1=3;—C5 < C7 < Cqg < C4. Portanto, C; < C3 < C5 < Cy < Cg < C4 < Co.

Continuando a sequéncia, obtemos:

C1<CG<- - <Cy1 <Chp1 <+ < Cpyy < Cpppp < -+ - <Gy < Gy
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FRAGOES CONTINUAS

Assim concluindo a demonstragao. O

Coroldrio 2.11. A diferencga entre um nuimero irracional « e seu convergente é:

. & _ (_1)1171

Gn Gn(Xn419n + Gu-1)

Demonstragdo.

j_Pr _ XniaPn T Pua  Pn
qn Xn41qn + Gn-1 qn
Xnt1Pnqn + Pn-19n — Xnt1Pnqn — Pnqn-1
Gn(Xn41Gn + Gn-1)
_ Pn—19n — Pnqn—1
~ Gn(Xn19n + Ga1)
(_1)1171

Gn(Xn1Gn + Gn-1)’

a ultima igualdade segue da férmula do determinante (2.5)), como queriamos mostrar.
O

Como consequéncia do Corolario[2.11] temos:

(i) n par:
oc—&<0:>1x<&;
qn In
(ii) n impar:
oc—&>0:>(x>&.
qn In

De (i) e (ii), concluimos que: Cy, 11 < & < Cp, para todon € IN.

Teorema 2.12. Toda fragdo continua infinita é convergente e seu limite ¢ dado por
lim Czn = lim C2n+1 = Q.
n—o0o n—o0

Demonstragdo. Sejam,

I7 o limite da sequéncia monotona crescente C;, C3, Cs, ..., Copy1, .. -

Ip o limite da sequéncia mondtona decrescente Cp, Cy, Cq, ..., Coy, ...
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Note que ambas sdo sequéncias monotonas (Cp, decrescente e C,, .1 crescente) e
limitadas (Cy, limitada inferiormente e C,,, 1 limitada superiormente, ambas por a),

logo os limites existem.

De (2.10) fazendo i = 2n, teremos:

(_1)211
Con—Cop1 = ——,
qd2nqg2n—1

Como q, = aufn—1 + Gu—2, (n = 2), € os nimeros a,(n > 2) e g, sdo todos positivos,
concluimos que a sequéncia dos ¢,;s cresce infinitamente, portanto

lim (CZn - CZn—l) =0.

n—o0

Portanto,
lim Cy,;, — lim Gy, =0 = lp — l[ =0.
n—oo n—oo
Como Cp41 < & < Cp,, para Vn, segue que Ip = I} = a como queriamos. O
Teorema 2.13. Toda fragdo continua infinita [ay;ay,as,...| representa um nimero
irracional.

Demonstragdo. Supomos por absurdo que:

lian:zx:Z, p,q€Z com q>0.

n— 00

Logo,
lim @ — E e lim 7p2n+1 = B,
n—00 oy q n—eo oy 11 q

do Teorema |2.10, temos que:

Pan+1 < P < P2n
J2n+1 q q2n

4

entao,
Pan P s g P2 P20
Qon g q2nq

Logo,
pP2nq — pdon = 1,

dividindo ambos os membros da inequagéo por 42,4, obtemos:

P —pon o, L pm _p o 1
q2nq q2ndq don 4 Y2n4
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FRAGOES CONTINUAS

Mas,
1
@_B<@_%:C2n_c2n+1:7/
q2n q qon q2n+1 q2n+192n
ou seja,
1 1

< ,
q2nq q2n+1q2n
portanto, gp,4+1 < ¢ para todo n > 1, o que é absurdo, pois {7,} é uma sequéncia

crescente, logo « é irracional como queriamos mostrar. O

Retomando o exemplo temos que:

7 17 3
1<g<---<ﬁ<---<ﬁ<§,

1<1,4<---<1,414213562... < --- < 1,416 < 1,5,

lim C, = V2.

n—oo
2.2.3 Boas Aproximagoes

Agora veremos que dada a sequéncia C,,, quanto maior n, menor serd &« — C,,.

Teorema 2.14. Seja C, a sequéncia de convergentes de w irracional, o convergente C,
¢ sempre uma melhor aproximagdo que seu antecessor C,_1, isto é, |a — Cy| < |a —
Cp1|, Vn > 1.

Demonstragdo. Tomemos « = [ay;ap,...,0y, Xy+1], onde X,41 = [dy11;a442,...], OU

seja, X, 11 = ap+1 + .
Xn+2

Assim,
a = Xn+1Pn + Pn-1

Xn+1qn + In—1

— ‘x(xn—i-l%t + Qn—l) = Xp41Pn + Pu-1

= AXp1qn — Xn+1Pn = —&qu-1 + Pu-1

= Xp1(&qn — Pn) = —qGn-1 (“ - Zn_i> ’

dividindo ambos os membros por x,,;14, e calculando o valor absoluto obtemos:

Pn
In

—fn—1
Xn+19n

o — Pn—1
qn—1

“_

7

34
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como x,41 > 1 paran >2eq, > g,—1 > 0, segue que:

qn—1

0< <1,
Xn+1qn
assim,
tx—@<(x pnl,n>2,
qn anl
como queriamos mostrar. ]

O Teorema de Dirichlet garante que todo convergente <Cn = Z") , obtido pela ex-

n
pansdo em fracdo continua de « é uma boa aproximacao, cujo erro, é sempre menor

que o quadrado do inverso do denominador deste convergente.

Teorema 2.15. (Dirichlet) Todo convergente C, = Pn de w satisfaz,
n
1
o Br) L
dn n
Demonstragdo. O nimero « pertence ao intervalo de extremos Z" e Z"H , dai da equa-
n n+1
¢do (2.10) temos:
Pnt1  Pn (=" 1
n+1  qn nqn+1 Inqn+1
1 1
Y1 [P S
qn dnqn+1 dn
pois a sequéncia dos gs ¢ monétona crescente (7, < Gn1)- O

2.2.4 Teorema de Hurwitz-Markov

De fato, os convergentes de uma fracdo continua infinita representam excelentes

aproximacoes racionais de nimeros irracionais.

Nesta secao, mostraremos pelo Teorema de Hurwitz-Markov que as fraces continuas
de ntimeros irracionais produzem infinitos convergentes que satisfazem esta aproxi-
1

macio, com erro menor que W pois tomados trés convergentes consecutivos pelo
Tk

menos um deles satisfaz esta desigualdade.
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FRAGOES CONTINUAS

Teorema 2.16. (Hurwitz-Markov) Para todo « irracional e todo inteiro n > 2, temos:

1
V5g2

Pk

N — —

qx

<

para algumk € {n —1,n,n+1}.

p

Em particular, esta desigualdade € vdlida para infinitos racionais .

Para demonstrarmos o Teorema |2.16} utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 2.17. Denominamos x,.1 como cauda da fragdo continua infinita, onde:

Pn—1 — qn-1&
qnt — Pn

Xn+1 =

Demonstragdo. Tomemos a& = [ay;dy, ..., 0y, Xpt1), onde X, 11 = [An41;0ns2, .- -

seja, Xy+1 = Aypt1 + .
Xn+2

Assim,
. Xn+1Pn + Pn—1

Xn+19n + qn—1
— “(xn+1’/]n + anl) = Xp+1Pn + Pn-1
— KXp+19n — Xn+1Pn = Pn—1 — &4n—1,

colocando x, 1 em evidéncia:

= Xp1(&Gn — Pn) = Pn-1 — &qn—1

Pn—1 — &qn-1
:> x;/1+1 = -
Xqn — Pn

como querl'amos mostrar.

Lema 2.18. Dados « e C,, seu n-ésimo convergente, temos:

Pn _ (="

X—-— = 7
qn (Xnt1+Yni1)q3

onde,

dn—1 .
yn+1 = = [O/ An, On—1,n-2," " * ,ﬂl],

qn

comn€eZen > 1.
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Demonstragdo. Pelo Coroldrio|2.11} temos:
Pn _ (-1)"
Gn Gn(Xnt1Gn + Gn—1)

1
N xn+1q% + fhzfl‘]n'

“_

Colocando g2 em evidéncia, tem-se:

Fazendo,

yn+1 - q ’

teremos,

Ynt1 = [0;an, 801,802, - -, a1],
que se verifica, por inducio para n = 1 e por (2.4)),

g0 0
= — = — = 0,
Y2 0 1

paran = 2,
g1
=T n [0; 1]

supondo vélido para todo n = k, verificamos a validade paran = k + 1:

Yk42 = ke
- qk+1
Da equacdo (2.8), temos:
Yer2 = Ik = !
" Ak+19k + k-1 st + Tk-1
dk
1 B 1
A1 + Y1 (k415 Aky A1, Ap—2, - -+ , 41

= [O/ A1, ks Af—1, k-2, " " » 611].

Logo, pelo Principio da Inducdo Finita a propriedade € valida para todo n € N, o

que conclui a demonstragéao deste corolario. O

Agora seguimos com a demonstracdo do Teorema de Hurwitz-Markov
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FRAGOES CONTINUAS

Demonstragdo. Suponha por contradicio que 3 & € Q€ com 1 > 1, tal que,

Pk 1
o——| < ’
| /547
para algumk € {n —1,n,n+1}.
Dai, pelo lema anterior, temos:
Xn +]/n < \/51 Xpy1 + Yn+1 < \/g e Xp42 + Yn+2 < \/5

Como a, = |x,] e v/5 < 3 entdo, devemos ter:

a, < x, < 3.

Portanto, a, < 2.

Analogamente,

Apy1 < 2 e Any2 < 2.

Logo, se a, = a,,.1 = 2, temos:

1 1
\/g>xn+yn>an+71>2+§>\6/
Ap+1 + —

que ¢é absurdo.
Dai, segue que 4, = 1. Analogamente, a,,1 = 4,12 = 1.

Escrevendo xy, X,+2, Yn € Y42 em funcdo de x,, 1 € y,41, teremos:

1 1
Xp = ay + =1+ ;
Xn+1 Xn+1

_ 1 1 1 1 1 1
yn+1_ﬂn+yn_1+yn:> +y"_yn+1:>y"_yn+1_ ’

— 1 J— 1 .
Yn+2 = An+1 + Yn+1 B 1+ Yn+1 ’
X =a + ! =1+ ! — X —1= 1 — X = #

n+1 n+1 X2 X2 n+1 Xnio n+2 X1 — 1

Reescrevendo as desigualdades (2.17) temos:
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: 1 1 1 1 1
(l)\/§>xn+yn:1+ + —1= = —
, . X+l Yn+1 Xp41 Y1 1+X00—1 yun
1o B
(@) V5= X1+ a1 =1+ +B=1+0+8;

Xn+2

1 1 1 1

iii) V52> x40 + = + =4+
( ) \[ n+2 Yn+2 Xpi1 — 1 1 +yn+1 5 1—|—,3

=Xpt1—1 e B = Ynt1-

Dali, de (ii) temos:

1404+B<V5=1+6<V5-B.

. 1 . .
Fazendo o inverso, somando — em ambos membros da desigualdade acima e usando

, B
(1) temos:
111 1 B+ve-p_ V5
L+ p7V5-p B BS-B  BV5-F

Portanto,

B(V5—-B)=1e —B+V56-1>0. (2.18)
Temos também, que:

s<V5-p—1.

Fazendo o inverso, somando 1_11_13 em ambos os membros da desigualdade acima e

usando (iii) temos:

1 1 1 1 1+8+V5-p—-1 V5

0 IHB B p1 1B (4P F-1) (P51

Portanto,

1+B)(V5-B-1)21e -2+ (V5-2)p+V5-2>0. (2.19)

Resolvendo a inequacdo(2.18) obtemos como solucgéo S’ :

V5+1 v/5-1
2 7 2 )

Da mesma forma, resolvendo a inequacao (2.19) obtemos S” : [ > 5

V53 \@—1].
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FRAGOES CONTINUAS

V5 -1

E assim, portanto p = S'NS" = 5

qn+1

Logo, B € QF, o que é absurdo, pois B=VYnt1 = € Q. Isso conclui a prova do

n
teorema. OJ

Poderiamos questionar se nio h4a uma constante C > /5 que valide o teorema an-
terior para um nuimero maior de convergentes. Bem, mas ndo ha! O que veremos a

seguir é que o nimero /5 é o maijor com esta propriedade.

Sejam, C = v/5+ 9, comy > 0ewa = ! +2\/§' Suponha:
P‘ 1
-t <
91 (V5+7)¢?
o que resulta, em:
+v5 pf_ 1
2 g (V5

Multiplicando os dois membros da desigualdade por g tem-se:

(727) <

(V5+7)q
- . . 1-vV5 p
Multiplicando agora os dois membros da desigualdade por —5 obtemos:
1-v5 _p
R S | S VA D )
2 2. aq) (V547
Multiplicando os dois membros da desigualdade por g segue que:

1—\@_?‘
145 1-5 2 q
W2 )P\ 2 TP T Ay

Simplificando o primeiro membro e usando o fato de que

1-v5  1+v5-2/5
2 - 2 !
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obtemos:

1+v5 p
2 gV

2 2
—pq—q* <
\p* — pg — ¢*| N

. 1 . .
Pelo Teorema de Dirichlet|2.15, podemos tomar um g4 grande, tal que, q—z seja muito

pequeno, fazendo com que

1+v5
2

7

3

esteja muito préximo de zero. Dai,

1-5
2

_P_ 5
q
(V5+7)

€ muito préximo de

V5
V5

o que é absurdo, pois |p? — pg — ¢?| > 1.

<1,

Concluindo assim, que /5 é o maior niimero com a propriedade descrita pelo Teo-

rema de Hurwitz-Markov.
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FRACOES CONTINUAS PERIODICAS

Uma importante classe das fracdes continuas sdo as ditas periddicas. Tal classe é

caracterizada pelas fracdes continuas do tipo,

[al;a2/ az,- -, 0k—1,0%, +1," - /ak-‘rl’l—l]r (31)

onde a parte com barra na expressdo acima se repete indefinidamente.

Considere a representacao de « em fracdo continua, tal que, existam k e / inteiros
positivos com a; = ai. . Tal fracdo continua denomina-se periddica, onde os valores
ay, Ag.q, - - ,Ax+p—1 formam o periodo h que se repete, assim, (3.I)) é fragcdo continua

periodica.

Ao caso particular

[611;612, as, - ,0k-1/,

chamamos fragdo continua puramente periédica.

Veremos a seguir que essa classe das fracoes continuas esta intimamente ligadas aos

numeros algébricos de grau 2.

3.1 NUMEROS ALGEBRICOS E NUMEROS TRANSCENDENTES

Definicdo 3.1. Um numero « é dito algébrico de grau n se existe um polinémio f(x)

com coeficientes inteiros (a,, - ,a4, € Z e a, # 0), de graun € IN,

f(x) =ap+ayx+--+a, 12" +a,x",
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tal que, f(a) =0, onde n € IN é o menor natural com esta propriedade.

Todo nimero algébrico de grau n para algum n € IN, é nimero algébrico. Um

numero é chamado transcendente, se ndo é algébrico.

Definicdo 3.2. Também podemos definir como inteiros algébricos as solucoes de uma

equacao polinomial na forma
X" 4 ay x4 ax 4 ag =0,

onde os coeficientes a,, - - - ,a,_1 sdo nimeros inteiros e a,, = 1.

Assim, qualquer nimero inteiro p € inteiro algébrico, pois
x—p=20

tem p como solucéo.

Também /3 e —+/3 sio inteiros algébricos, pois sdo solucdes da equacio

x2—3=0.

Além disso, niimeros complexos como i = /—1 e —i, sdo inteiros algébricos pois

sdo raizes da equacédo x>+ 1 = 0 [7].

Teorema 3.3. (Critério de Eisenstein) Seja p(x) = anx" + a,_1x" ' + -+ +ag € Z[x]
um polinémio de grau n. Se existe um niimero p primo tal que,

p1an

p|ajparai=A{0,1,---,(n—1)}

p* 1 ao,

entdo p(x) é irredutivel sobre Z|x].

Demonstragdo. Suponha que possamos fatorar p(x) em Z:
p(x) = (brx" + - -+ bo) (csx” + -+ + <o),

com b,, cs #0er,s <n. Como p2 { ap, entdo, by e ¢y ndo podem ser ambos divisiveis
por p. Suponha entéo p | o, e seja m o menor valor de k tal que p { c;. Temos entdo
m>=1e

am = bocwy + bicy—1 + - - - + by_ici,
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para algum i, 0 < i < m. Como by e ¢, ndo sdo divisiveis por p, e c;—1,- -, 1 540
todos divisiveis por p, temos p { ay,b,c,,. Logo m = n, o que implica s = n, um

absurdo, pois por suposicao s < n. O]

Corolario 3.4. Um inteiro algébrico real € inteiro ou irracional.

Demonstragdo. Suponha, por contradicdo, a inteiro algébrico, tal que o« = E, onde

q
peEZ gqgec Negqg>1, peqcoprimos. Como « ¢ uma solucdo da equacdo " +
Ay 10" 1 4+ + & + ag = 0, substituindo « = B, teremos:

n n—1 n—2
(5) == () e () = (5) -
q q q q

e " = M (a2 aipg T — ag),
— pl’l = qqnfl(_anflpﬂ—lq*n+l — an—zp”*2q7n+2 . — alqul _ ﬂo),
— Pn = q(_ﬂn_lpnfl _ an72pn*2q . ﬂlpqniz o Eloqnfl)‘

Logo q | p", o que contradiz o fato de p e g serem primos entre si, portanto um

inteiro algébrico real é inteiro ou irracional como queriamos mostrar. O

Temos também que qualquer ntimero racional « = -, é algébrico, pois « é raiz da

= <

equacao

gx —p=0.

Logo, todo numero racional e todo inteiro algébrico € um ntmero algébrico. E todo

numero que ndo seja algébrico é transcendente.

3.1.1 O Conjunto dos Ntimeros Transcendentes ¢ ndo Enumerdvel

Inicialmente iremos provar que o conjunto dos numeros algébricos é enumeravel,

mas para isso vejamos o seguinte teorema.
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FRAGOES CONTINUAS PERIODICAS

Teorema 3.5. Qualquer equagdo da forma
F(x) = anx" + a1 X" ay ox" P4+ +ax +ag = 0, (3.2)

com coeficientes inteiros e a, > 0 (se a, < 0 multiplicasse a equagdo por —1), tem no

mdximo n raizes complexas distintas.

Demonstragdo. Supomos por absurdo que a equacdo (3.2) tenha n + 1 raizes distintas,
,Bll ,82/ ﬁ?)/ Tty ,Bn/ ,Bn-‘rl/
assim, x — B1 é um fator de f(x) com quociente, digamos g7 (x).

f(x) = (x = B1)q(x).

Como f, é outra raiz de f(x) = 0, temos que B, tem que ser raiz de g;(x) = 0, e,

assim, x — B, é um fator de g;(x), com quociente, digamos g, (x).
f(x) = (x = B1)(x — B2)ga(x),
continuando o processo até f3,,, observamos que f(x) pode ser fatorado em,
f(x) = (x = B1)(x = B2) (x = B3) - - - (x = u)qu(x), 3.3)

como f(x) tem grau n, entdo g,(x) é constante, de fato, g,(x) = a, para que a equa-

cdo esteja de acordo.

Consideremos agora a raiz 3,11, que é diferente das outras raizes. Pelo fato de

f(Bnt1) = 0, segue de (3.3), que:
(Bu+1 = B1)(But1 — B2) (Buv1 — B3) -+ (But1 — Bun)an =0,

o que ¢ absurdo, pois cada fator deste produto € nédo nulo, e o produto de fatores ndo

nulos ndo pode ser nulo. O que demonstra o teorema. O

Agora veremos que o conjunto dos niumeros algébricos é enumerdvel.

Teorema 3.6. O conjunto dos ntmeros algébricos é enumerdvel.

Demonstrag¢do. Tomemos uma equacao da forma (3.2)), definimos sua altura como

sendo o numero natural i, tal que,

i=n+ap+ |ag1 |+ |an2|+-+|a|+|m|+]a].
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Pelo Teorema vimos que a equacdo da forma tem no maximo n raizes
complexas distintas. Logo, algumas ou nenhuma delas podem ser reais, mas temos
no maximo # raizes reais. Temos também que o ntiimero de equagdes do tipo
com uma dada altura i é um numero finito, assim, as raizes de todas as equagdes de
uma dada altura formam um conjunto finito. Logo, o conjunto de todas as raizes de
todas as equacoes de todas as alturas formam um conjunto enumeravel, pois € a unido

enumeravel de conjuntos finitos [7]. O

Da sec#o [1.6] temos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. O conjunto dos niimeros reais ndo é enumerdvel.

Tomemos agora todos os numeros reais entre 0 e 1. Sabemos que os numeros algébri-
cos sdo enumeraveis, logo, os nimeros algébricos entre 0 e 1 também sdo enumerdveis.
Assim o que faz do intervalo real entre 0 e 1 ndo enumeravel sdo os nimeros transcen-

dentes. Portanto, temos:

Teorema 3.8. O conjunto dos ntimeros reais transcendentes ndo é enumerdvel.

Segundo Niven [[15], existem "mais" numeros transcendentes do que algébricos.

3.1.2 Numero de Liouville

O matemadtico francés Jouseph Liouville (1809-1882), em 1844, construiu uma
grande classe de niumeros transcendentes, sua ideia foi mostrar uma propriedade co-
mum a todos os nimeros algébricos (Teorema de Liouville). Assim, o nimero que ndo
cumpre esta propriedade € transcendente. A essa classe denominamos Nimero de Li-

ouville como veremos a seguir.

Teorema 3.9. (Teorema de Liouville). Seja a« um niumero algébrico de grau n, entdo

existe uma constante A > 0, tal que,

p

para todo racional =, comq > 1e a #
q

= 3

Demonstragdo. Por hipdtese, a« é numero algébrico, ou seja, é raiz de um polinomio da
forma (3.1)).
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Podemos tomar d > 0, tal que, a tnica raiz de f(x) no intervalo [a — d, a + d], seja
x = « (d pode ser qualquer nimero, menor que a menor das distadncias de a as raizes
reais de f(x)).

Entdo, dado Z € Q, temos:

Caso 1: ¢ [0« —d, o +d]

Caso 2:

|3

p

A funcdo f é continua e derivdvel no intervalo com extremos « e —, logo aplicando
q

o TVM (Teorema do Valor Médio)[T obtemos:
p / P
—f(E) = (s —),
f@) = (2) =) (a=)
onded € [x —d,a+d] e f(a) =0, dai,
o+|7 (£)] =110

onde M = max{f'(x),x € [x —d,a +d]}.

uc—p‘. (3.4)

Note ainda que

n n n—1 . n
0 # ‘f (p>‘ —lagtmB g, | = | TOPT T TP (3
q q q q
aoq" +arpg" 4 -+ anp” S 1
- g e
De (3.4) e (3.5) obtemos:
_P 1
¢ q’ ~ My
tomando,
1
A=minid, — ;,
mm{ M}
teremos,
A
N — P‘ > ey
q q
como queriamos mostrar. O

1 TVM Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [4, b], derivdvel nos pontos internos. Entédo existe

pelo menos um ponto ¢, compreendido entre a e b, tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b —a). [21]]
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Definicao 3.10. (Numero de Liouville) Um ntimero x € R ¢é dito niimero de Liouville,

se existe <p]> € Q, infinita, g; > 1, tal que,
9/ i1
i 1
qj q;

Proposigéo 3.11. A sequéncia de denominadores (q;) da definicdo anterior ¢ ilimitada.

Demonstracdo. Por contradi¢do, vamos supor (q]-) limitada, isto €, g; < M, Vj € N.

Dali, temos:
P

q;

1
<7<1,
qj

pois g > 1. Assim,
[xq; — pjl <q; <M= |pj| = [xq;| <M = |p;j| <M+ |x|[g;] <[|x] +1M.

Absurdo, pois existem infinitos &

q;

Teorema 3.12. Todo nitmero de Liouville é transcendente.

Demonstragdo. Supondo por contradicdo que um certo numero de Liouville x seja al-

gébrico de grau n, entdo pelo Teorema de Liouville e pela Definicdo (3.10] teremos:

A 11
n<\x_’”f <L ovisa,
qj

7

q;

por transitividade,

n A7
9 q; 4
, < i— 1 L o .
note que, se j > n+1entéo, g; < q;. "< 4 ©que implica (g;) limitado, contradizendo
a Proposicdo [3.11} O

A existéncia dos numeros transcendentes foi provada por Liouville com o seguinte

exemplo:

Z 10~™ = 0,110001000000000000000001...

n=1
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FRAGOES CONTINUAS PERIODICAS

Teorema 3.13. O nilmero .
I=Y 10", (3.6)
n=1

é transcendente.

Demonstragcdo. Mostremos que / é o numero de Liouville.

Definimos, Z] = 2{1:1 10~™. Dai segue,
j
> 1 1 1 1
_ —n! _ J— e
- Z 10 - 10G+1)! + 100G +2)! + 10G+19 <1 + 100+2)!=(+1)! + > :

n=j+1
3.7)

=
9

A expressao do ultimo parénteses é majorada por:

TR IO (B S I
10 ' 102 B P
10

e o ultimo membro da equacdo (3.7) é majorada por
1 10 1

10H10" 9 = a0’
dai,
Pj 1
l - A I~/
‘ 9| = (107

por fim, como g; = 10", temos que [ definido na equacéo ¢ um numero de

Liouville, portanto, transcendente. O

Podemos dizer ainda, que qualquer numero da forma

[ee]

Ak
a=)
= 108

onde g; é qualquer um dos algarismos de 1 a 9, é numero de Liouville.

Finalmente, vale observar que todo niimero de Liouville é transcendente, mas nem

todo transcendente é numero de Liouville [4].

3.2 FRACOES CONTINUAS PERIODICAS E EQUACOES QUADRATICAS

Agora mostraremos a importante relacdo entre as fracoes continuas periddicas e os

numeros irracionais algébricos de grau 2, descrita a seguir pelo Teorema de Lagrange.
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Teorema 3.14. (Lagrange) Seja « um numero irracional, a expansdo em fragbes conti-

nuas de a € periddica, se, e somente se, « € raiz de uma equagdo quadrdtica com coefici-
entes inteiros.

Demonstracdo. Tomemos «, cuja representacdo em fracdo continua € periddica da
forma (3.1I). Pela equacdo (2.2.4), temos que:

= YiPi-1 + Pi—2 . v = Pia = giok
Xiqi—1 + qi-2 Yoagio1 — piaa

Sejai =k = k + h, teremos,

Xk = [k, a1, - | = (@ Gkrngr, -] = Xigns

ou seja,

Pk—2 = k2% _ Pk+h-2 — Gk+h—2%
k-1 = Pk=1 Ak+h—1 — Pk+h-1

(3.8)

Entdo Aa? 4+ Ba + C = 0, onde:

A = Ge1Gksn—2 — Ge—2k+h—1;
B = pran-19k—2 + Pk—2Gk+h—1 — Pk+h—2k—1 — Pk—1qk-+h—2; (3.9)
C = Pr—1Pk+h—2 — Pk—2Pk+h-1-

Note que A # 0, POis gi_1i+1—2 — fk—2k+h—1 7 0. Sendo

Jk—2 _ qrk+h—2
- 7
k-1 Jk+h—2

absurdo, pois essas fracoes sdo irredutiveis, pois

Pk1qk — Prdre1 = (=1)" = mdc(qx, gr11) = 1.

Analogamente para g,y € Pxi+i+1, temos ainda, qx_1 < gxip—1, poisk < k+he a
sequéncia dos gx’s € mondtona crescente.

Concluimos entdo, que se a € fracdo continua periddica, entdo, € raiz algébrica de
um polinémio de grau 2.
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Agora vamos provar que se a € irracional algébrico de grau 2, entdo sua expansao

em fracdo continua é periédica.

Seja,
ae> +ba+c=0, (3.10)

substituindo «, teremos:

p <kak—1 + Pk—z)2 b <kak—1 + Pk—2> Le—o.
Xk qk—1 + Gr—2 Xkqk—1 + Gr—2

Desenvolvendo e colocando em evidéncia os coeficientes teremos:
Anx% “l_ ank + Cn — 0,

onde,
Ap=apy i +bp, g1 +cqi_y;
By = 2apy 1pr—o + b(pr—1qx—2 + Pr—2k—1) + 2cqx1qx—2; (3.1D)
Cn = api_, +bpx 22 + cqz_y-

Da equagdo (3.11)), segue,
Cyh=Au1. (3.12)

Queremos provar que existem m < k inteiros positivos com
Xl = Xgy1 = Aop = Gk, Vh 21 = a, =a,+ (k—m),Vn > m+1.
Para isso € suficiente mostrar que existe M > 0, tal que para Vn € IN

0<|As <M,  [Bs<M, |Cu <M.

Sabemos « é raiz, entdo tomemos &’ € RR, tal que

Ax* +Bx+c=A(x —a)(x —a').

Dai,
2
o) )
dn dn qn n
Al 2ol Po| AL P
n dn T qn
mas,
o/—Z" <la—a'| + o P < |a—a|+1.
n
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3.2 FRAGOES CONTINUAS PERIODICAS E EQUAGOES QUADRATICAS

2
A (’9”> +B <p”> e
In In

= |Apy + Bpagn + Ca| = [An| < |Al(Ja — &' +1).

Entao,

A
<A—w)+1)
Un

Logo, |Cy| = |An-1| < |A|(Ja — | +1).

Provamos assim, que An e Cn sdo limitados.

Temos ainda que:
Bn® — 4AnCn = (B* — 4AC)(pngu_1 — pn_1qn)* = B> — 4AC

— Bn? = 4AnCn + B> —4AC < 4A%*(Ja — a'| +1) + B*> — 4AC,

Portanto, M = \/4A%[a — /| + B2 — 4AC.

Por fim, A, # 0, pois A, = g2A (Z” —a) (Z" —uc’) ea, o’ € Q.
n n

Mostrando, assim, que a representado por uma fracdo continua periddica é raiz de

uma equacdo quadratica com coeficientes inteiros [1]], [5]. O
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INTERPRETACAO GEOMETRICA DE FRACOES
CONTINUAS

L

Figura 5: Retangulo L x I.

Tomemos um retadngulo qualquer, de lados L e [, com L,! € R}, supondo sem perda
de generalidade L > I, podemos construir a fracdo continua que representa a razdo

entre eles apenas por construcao geomeétrica.

l
ainda livre, ou seja, colocamos quadrados de lado /, denominamos de 41 a quantidade

Vamos representar —, entdo colocamos o maior quadrado possivel dentro do espaco

de quadrados de lado I que coube no retangulo LxI, assim, obtemos a; quadrados de
area [, que se preencherem completamente o retAngulo, entio — € IN, ja se sobrar

l
um retangulo /XL — a; - [, onde | > L — a; - | continuamos o processo, ou seja,

L a1-l+L—aq-1 L—ay-1
Tl =at

onde,
O0K<L—a-1<],

se,
L—a1-l:O,
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~ L
entao 0 processo encerra e — = aq € N,

[

se,
L— aj - ) 75 0,
entdo continuamos 0 processo.
L—ay-l
[
L
. ~ Lo L 1
Figura 6: Representacdo geométrica de 7 a + —7
L— ai - l

Construimos a, quadrado(s) de lado L — a; - I, dentro do retdngulo restante, se este

for preenchido por completo, o processo acaba, e

L
T = [al;aZ] S Q/

mas, se restar um retangulo de lados (L —ay - 1) x (I —ax(L —a; - 1)), continuamos o

processo, ou seja,

L 1 1 1
7omt T _al+az(L—a1~l)—|—l—a2(L—a1-l)_a1+a [~ m(L—a- 1)
L—a-1 L—a-1 2 L—ay-l

onde,
0<l—a2(L—a1-Z)<L—a1-l,
se,

l—ay(L—a,-1) =0,

~ L
entdo o processo encerra e 7= [a1;a2] € Q,

se,
l—ay(L—ay-1) #0,
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4.1 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA FRACAO CONTINUA DE UM NUMERO RACIONAL

entdo, continuamos o processo, obtendo uma sequéncia de quadrados a4, 45,43, - - ,a,

L L
finita se 7€ Q e infinita se 7€ QF°.

L—a -l

l—as- (L —ay-l)

L 1
Figura 7: Representacio geométrica 7= ai + PR
JRE

Assim,

% = [a1;a2,a3,- -+ ,a,] se % €Q,
ou

% = [a1;a0, a3, -+ ,an, -] se % €Q”.

As demonstragdes algébricas do capitulo 2, também justificam a interpretacdo geo-

métrica feita aqui.

4.1 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA FRAGAO CONTINUA DE UM NUMERO RA-
CIONAL

Exemplo 4.1. Obtenha por meio da interpretacdo geométrica a representacio em fra-

40 continua de —.
¢ 10

Solucao:
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10

17

Figura 8: Retangulo 17 x 10.

e Obtemos a; = 1, construindo um quadrado de lado 10, restando assim, um retangulo
10x7;

e Obtemos a; = 1, construindo um quadrado de lado 7, restando assim, um retangulo
7 x 3;

e Obtemos a3 = 2, construindo dois quadrados de lado 3, restando assim, um retangulo
3x1;

e Obtemos a4 = 3, construindo trés quadrados de lado 1, obtendo assim, todo o retan-
gulo 17 x 10.

Logo,
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4.2 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA FRAGAO CONTINUA DE UM NUMERO IR-
RACIONAL

Exemplo 4.2. Obtenha por meio da interpretacdo geométrica a representacio em fra-

cdo continua de v/2.

Solucéo: Construimos um retangulo v/2 x 1;

(‘
\l\_'vl|

Figura 9: Retangulo v/2 x 1.

e Obtemos a; = 1, construindo um quadrado de lado 1, restando assim, um retangulo

1X(\/§—1);

e Obtemos a, = 2, construindo dois quadrados de lado /2 — 1, restando assim, um
retangulo (v2 — 1) x (1 —2(v/2 — 1)), ou seja, (v2 — 1) x (3 —2v/2), cuja razdo é
proporcional 4 1 x (/2 — 1). De fato,

vV2—-1 1
—2V243 V2-1

e Obtemos a3 = 2, construindo dois quadrados de lado 3 — 2+/2, restando assim, um
retangulo de medidas proporcionais ao anterior (3 —2v/2) x (v/2 — 1 —2(—2v/2+3)),
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ou seja, (3 —2v/2) x (5v/2 — 7), cuja razdo é proporcional a 1 x (v/2 — 1).

Assim, todos os a,,s com n > 2, sdo iguais a 2.

Logo,

1 _
V2=1+ 1 =[1;2,2,---] =[12].
2+ ——————
24t
24
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EXPANSAO EM FRACOES CONTINUAS DE 7, ¢, ¢
E OUTROS IRRACIONAIS

Apresentaremos a seguir, a expansao em fracoes continuas de alguns nuimeros ir-
racionais, verificando a sequéncia dos convergentes, o Teorema de Dirichlet eo
Teorema de Hurwitz-Markov

5.1 NUMEROS IRRACIONAIS DA FORMA N, coM N € N

Observe que todos os niimeros irracionais da forma v/N sdo algébricos de grau 2,
pois sdo raizes de x> — N = 0. Desta forma, a expansio em fracdes continuas resulta

periodica.
A seguir, ilustraremos com exemplos alguns casos particulares.

Exemplo 5.1. Represente v/2 em fracdes continuas, determine seus primeiros conver-
gentes verificando sua sequéncia, o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Hurwitz-
Markov

Solucéo: Pelos exemplos[2.5]e temos que:

e seus primeiros convergentes sao:

17

3 7
Cl_]-/ CZ_E/ CS_EI C4_§/
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que formam a seguinte sequéncia,
7 - 17 3
1< Z < ... << <2
<g<i< V2<.oo< 5 <3

equivalente a,

1<1,4<---<1,414213562... < --- < 1,416 < 1,5.

Pelo Teorema de Dirichlet|2.15] sabemos que:

para todo n € IN.

O que implica dizer, que podemos obter aproximacdes de /2 com erro tdo pequeno

quanto se queira, bastando tomar n suficientemente grande.

Assim, para n = 4, temos:

o711
P [P
‘¢ 12| 5122~ 144

Na verdade, essa aproximacdo é muito melhor, pois,

1
‘\/2—- =0,002453104... < 0,0025 = 200 < Tz

Também ¢é facil verificar o Teorema de Hurwitz-Markov [2.16] tomando trés conver-

gentes consecutivos, por exemplo Cq1, C, e Cs.

Supomos a desigualdade valida paran = 1,

’ﬁ—1‘<
1
=4 —7<\/2—1<T
& —;;+1<¢2 ¢§+1
-1+V5 =~ 1+5
AN T<\/2<7
6 —2v5 6+ 25
5 <2< 775

& 6—2v5<10 < 6+ 245,
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verdadeiro, para o primeiro convergente.

Supomos a desigualdade valida para n = 2,

3 1 1
f-\ -1
‘ 2] V5.22 45
1 3 1
o= - <i\/§-— <
4\/’ 4NK§
3
== —|— < V2 <
4»/7 V2 4»/7
- —1+6xf Vi< 1+6\f
45 45
181 — 12v/5 181 + 12v/5
80 <2< 80

< 181 —12v/5 < 160 < 181 + 12+/5,

verdadeiro, para o segundo convergente.

Supomos a desigualdade véalida para n = 3,

'xiz- ' xﬁ;>52-_ 251/5
= _2;/<<V§_<<2;@
& 25[%— <\f<25\[ !
o s s

6124-—70\/’<2 _ 6124 + 12+/5
3125 3125

& 6124 —704/5 < 6250 < 6124 + 704/5,

verdadeiro, para o terceiro convergente.

Neste caso, as desigualdades sdo verdadeiras para os trés primeiros convergentes.

Exemplo 5.2. Represente /3 em fracdes continuas, determine seus primeiros conver-

gentes verificando sua sequéncia, o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Hurwitz-
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Markov[2.16l
Solucao:
=3 =1
e 1 V3 +1
1 31 >
V3+1
a) = 5 :1,
1
= A4,
? V3+l
2

a3:‘\/§+1‘:2,
1 1

X2 = = :x,
T VBr1-2 B-1
como x; = x3 concluimos que x, = x4, logo:
1 _
V3=1+ 1 = [1;1,2).
1+ 1
2+ —u—
1+ L
24 ...
Dai, os convergentes de /3, sdo:
Clzal—lzl, logo,p1=1eq1 =1;
1 1
CGQ=m+—=1+-=2, logo,pp=2eqr=1;
an 1
asp+p1 2:-241 5
C; = = = —, logo, p3 =5eqgs;=23;
T mptq 2 1+1 3 8ePTUEE
agps+p2 1-5+2 7
Cy = = =—, logo,pys=7eqgy =4.
YT g q 1341 4 CBRPaTICm
Que formam a seguinte sequéncia:
7
1<§<---<\f3<---<1<2,

equivalente a,

1<1,6<---<1,732050808... < --- < 1,75 < 2.
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Pelo Teorema de Dirichlet [2.15] para Cs, temos:

5 1 1

Também ¢é facil verificar o Teorema de Hurwitz-Markov [2.16] tomando trés conver-

gentes consecutivos C;,C; e Cs.

Supomos a desigualdade valida paran =1,

\\@—1)<[112
& f<f—1<\1[
& %+1<\f<\[+1
- —1:/L§f V< J\r/gf

& 6-2v5<15< 6425,

o que é um absurdo. Portanto a desigualdade do Teorena de Hurwitz-Markov nao é

vdalida para o primeiro convergente.

Supomos a desigualdade valida para n = 2,

‘\/5 2’<\[12
1 1
= ——<V3-2< —
V5 V5
1 1
& - 42<V3< 42
V5 V5
-1
o +2\@<\@<1+2\@
V5 V5
21 —44/5 21 +44/5

& 21 —4v5 <15 < 21 +44/5,

verdadeiro, portanto € valido para o segundo convergente.

Supomos a desigualdade valida para n = 3,
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1 1

J—’ _
‘ xfsz 9v/5
1
& ——< 3—7<—
9[ V3 9\@
5
o +3 <f<
9\F \f 3
~1+1
+ 5\f<ﬁ<1+15f
9/5 9/5
1124 —
30v/5 e 1126 + 30+/5
405 405

< 1124 —304/5 < 1215 < 1126 + 304/5,

absurdo, pois o ultimo termo da desiguldade é menor que 1200, portanto, ndo é vdlido

para o terceiro convergente.

Assim, entre os convergentes Cq, C, e C3 a desigualdade € valida apenas para Cy, ou

seja, para pelos menos um entre trés convergentes consecutivos.

Exemplo 5.3. Represente /17 em fracoes continuas, determine seus primeiros conver-

gentes verificando sua sequéncia, o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Hurwitz-

Markov

Solucao:
m = |V17] =4,
o1 V1744
YT V74 1
o= |Vi7+a| =5,
X ! =341
’ V3+1 ’
2
= V341 =2,
B 1 I S
VI7+4-8 17-4 7
como x; = x3 concluimos que x3 = x4, logo:
1 _
V17 =4+ T = [48].
8%—71
8
+8+---
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Dai, os convergentes de 1/17, sdo:

C1:4;

1 33
C :4 _ = —
2 +8 3’
C._8:33+4 268
3T 8.8+1 65’

c,_ 8268433 2177
T 8.65+8 58

Que formam a seguinte sequéncia:

268 2177 33
<2 i 17 <o 220 22
< 5 < < < < 508 < g’

equivalente a,

4 < 4,123076923 < - -+ < 4,123105626... < - -- < 4,123106061 < 4,125.

Pelo Teorema de Dirichlet [2.15] temos para C;:

B 11
72 <=2
'\F 8’<82 64

Na verdade, essa aproximacao é muito melhor, pois,

33 1 1
’\/ﬁ— 3= 0,001894374... < 0,002 = 500 < o

Também ¢é facil verificar o Teorema de Hurwitz-Markov [2.16 tomando trés conver-

gentes consecutivos C1,C; e Cs.

Supomos a desigualdade valida para n = 1,

1
\/17—4’ <
‘ \@.12

1 1
= ——— < V17 -4 < —
V5 V5

1 1
& 44 <VV17< —+4
V5 V5

—1+45 1445

1— 1
8 58\@<17< 8 +58\@

< 81—8v5<85<81+85,
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verdadeiro, portanto valido para o primeiro convergente.

A desigualdade também ¢é valida para n = 2, tomando a verificacdo do Teorema de

Dirichlet para C,, temos:

33 1 1
17 — —| = 1894374... 2= —— < —
’\/ 3 ‘ 0,0018943 < 0,00 500 < o1’
como,
1t 1
500 " 645 647
entao,
33 1
V7 - ' <L
‘ 81 64V5
Ja para n = 3, temos:
268 1
-] <
V5 - 652

= 0,000028702... < 0,000105849...

verdadeiro, para o terceiro convergente.

Neste caso, verdadeiro para os trés primeiros convergentes.

5.2 UTILIZAGAO DA CALCULADORA PARA DETERMINAR FRACOES CONTINUAS

Utilizando uma calculadora cientifica podemos facilmente escrever a fracdo conti-

nua de um numero « € R qualquer, fazendo o seguinte processo.

1°0 a1 = |ua];
2°. Digitando o numero «, teclando =, aparecerd a aproximacao decimal;
3°. Subtraindo a parte inteira, e clicando na tecla x ! (inverso);

4°. A parte inteira do resultado obtido € a;,1, onde i é o numero de vezes que foi

realizado o processo;

5°. Se a € Q, o processo é finito, onde repetimos o processo até resultar em um nu-

mero inteiro, se « € Q€ o processo nio termina, sendo periédico se a é algébrico
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de grau 2 e nao periddico se a é transcendente ou algébrico de grau distinto de
2.

5.2.1 Numero 7t em Fragbes Continuas

Exemplo 5.4. 7 = 3,141592653589...

Solucéo: a; = || = 3.

Tomando « = 7t e realizando o processo descrito em
resultando em: 7,062513306. Logo,

612:7,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 15,99659441. Logo,

asz = 15,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,003417231. Logo,

ag =1,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 292,6345907. Logo,

as = 292,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,575818815. Logo,

616:1.

Assim,

=[3;7,15,1,292,1,- - -].
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De onde podemos determinar os seguintes convergentes, que resultam em boas apro-

ximacoes racionais do nimero 7.

G =3
Cy—3+ ; - % _ 3142857143
Cy = 122243 333 1500434,

15-7+1 106
1-333+22 355
292355+ 333 103993

57 202113+ 106 33102

Cy =

= 3,141592653.

Por fim, podemos observar que C4 oferece uma excelente aproximacao racional de

7r, na qual o erro € menor do que 3000000°

5.2.2 Ntmero e em Fracdes Continuas

Utilizaremos o procedimento para apresentarmos a bela expansdo em fragoes

continuas do numero e.

Exemplo 5.5. ¢ = 2,718281828459...

Solucdo: a; = |e| =2
Tomando « = e e realizando o processo descrito em |5.2}
resultando em: 1,392211191. Logo,

ﬂ2:1,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 2,549646778. Logo,

613:2,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,819350244. Logo,

ag =1,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,220479286. Logo,

as =1,
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repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 4,535573476. Logo,
ag = 4,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,867157439. Logo,

a7:1,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 1,153193129. Logo,

ag =1,

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 6,52770793. Logo,

g = 6.
Assim,
1
e=2+ 1 =1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,---].
1+ 1
2+
1
1+
1
1+
1
4+
1
1+ ———
1+ !
64 ---
Teorema 5.1. A expansdo em fragbes continuas do niimero de e pode ser aproximada,
como:
e = [ﬂ],’[lz,ﬂg,,' A, I]
aq 2,
a, =1,
tal que, 2 para k > 1,
ay = 2k
3k ,

a3k41 = Azk42 = 1,

A demonstracao deste Teorema € extensa e técnica, e pode ser vista no Apéndice
e [4].

e=1[2,1,2,1,1,41,1,8,1,1,16,- - - .
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Podemos assim, determinar os seguintes convergentes, que resultam em boas apro-

ximacoes racionais do numero e.

C =2

c2_2+%:3,
a3t

N

Cs = m = 179 — 2,714285714;

Co = 474': ‘12111 — % — 2,71875;

Cr = m - % — 2,717948718;
Cs = m - % — 2,718309859;
6198106 1264

6-714+39 465

O erro de aproximacdo do nono convergente é aproximadamente 0,000002258...,
1

ou s€ja, menor que 300000

5.3 A RAZAO AUREA E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Definicdo 5.2. Diz-se razdo durea a divisdo de um segmento AB em dois pedacos a e
b, tal que, a razdo entre eles, é igual a razdo entre a linha inteira e o pedago maior, ou
seja,

a+b

a
=9
a b

1+ e seu inverso l
2 )

S

Proposicdo 5.3. O niimero @ da defini¢do anterior € igual a é
1-+v5
5|

igual a

Demonstracdo. Da segunda igualdade, temos que:

a=bd,
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substituindo na primeira igualdade, teremos:

b@+b_bg®®+1_
bd b

o,

portanto,

P*P-—Dd—-1=0. (5.1)

Resolvendo a equagéo do 2° grau, obtemos:

1+
o = 2\@.

Definimos a raiz positiva como o niimero de ouro ®, e o médulo da raiz negativa
coincide com seu inverso:

1-5
2

1 2 1-v5) V6-1

O 1445 (1-v5) 2

como queriamos mostrar. O

Por sua vez, a expansao em fra¢des continuas do ®, é simples e elegante.

2
N 1 1 2 (V541) VB+1,
ool 145 L VA1 (VBrD o 2
2
a; = =1l=u;
2
assim,
NS S 1 _ Vel
2T - \/5+1_1 2 v
2
logo, concluimos que: x1 =X, =x3=---=Xx,€ea1 =4, =a3 = -+ = ay,
portanto,
1 1
oo 1TV5_ —[L1,1,1,---],
2 1
1+ ———
1+ L
1+---
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e,
1 v5-1 1
) 1
@ 2 1+——T—
1
+1+...

=1[01,1,1,---]=11,1,1,---].

Também € possivel obter a expansdo em fra¢des continuas da raiz positiva da equa-
cdo do 2° grau (5.1). A saber,

PP P-1=0=>P*=Dd+1.

Como ® # 0, temos:

D +1

P=—
P

1

Sd=—+—

D

D14

=1+ 2.

Substituindo ® no 2° membro da igualdade sucessivamente, obtemos,

1
1
1

14 ...

D=1+ =[1;1,1,1,---].

1+
1+

Com base nas equacdes (2.3), (2.4) e na observacédo [2.1.1} sabemos que, os nume-
radores e denominadores dos convergentes C,,’s satisfazem:

Pn = AnpPn-1 + Pn—-2, (5.2)
Gn = andn-1+qn-2, 1 =2,
e
pr— pr— 1’
{m o (5.3)
po =1 qO =0.
Aplicando as equacoes (5.2) e (5.3) a fracdo continua &, tem-se:
Pn = Pn-1 + Pn—2, (54)
gn =qn-1+qn-—2, n=2,
e
=1 =1,
{m n (5.5)
p() =1 qO =0.
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Observamos que (5.4) d4d origem a conhecida sequéncia de Fibonacci F, = F,_1 +

F, o paran >3 com F; =1e F, =1, de onde obtemos:

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, - - - }.

Logo, {gx},._, € a sequéncia de Fibonacci. E, por indugéo, verificamos que no caso

do numero de ouro @, p, = gy+1.

De fato. Se, n = 0.
po =1, 91 =1 = po = 1, portanto, a propriedade é valida para n = 0.

Se,n=1.
pr=a =1leqgy =ax41+q0=1-1+0 = 1, portanto, a propriedade € valida para

n=1.

Supondo que seja valida para todo n € IN, verificamos se vale paran =i+ 1,7 € IN.

Supondo, p, = g,+1 para 1l <i < n, obtemos:
Pi+1 = ajrapj + pji-1 = aj11qj+1 + 4 = G2,

portanto, a propriedade é vdlida, como queriamos mostrar.

Entdo, p, = gn41 = Fyt1 € qu = F,, dai, pelo Teorema [2.13}

lim Funt — lim P == L+ V5 =1,618033988749895...,

n—oo F, n—oo 2

e
lim il = lim n _ l = 1-V5 = 0,618033988749895...
n—soo F, 1 n—oo py () 2

O que ilustramos na seguinte tabela:
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w p B R R R

Ey Ey Fua Fua
1 1 - - - -
2 1 I . 1
3 2 2 2 : 0,5
4 3 3 1,5 z 0,6
5 5 2 1,6 2 0,6
6 8 8 1,6 2 0,625
7 13 B 1,625 & 0,615384615...
8 21 2 1,615384615.. 2  0,619047619...
9 34 3 1,619047619.. %  0,617647058...
10 55 2 1,617647059... ¥ 0,618
11 8 & 1,618 2 0,617977528...
12 144 3 1,617977528.. & 0,61805
13 233 2% 1,618055556... i 0,618025751...
14 377 3% 1,618025751.. 32  0,618037135...
15 610 £ 1,618037135.. 27 0,618032786...
16 987 27 1,618032787.. S  0,618034447...
17 1597 27 1,618034448.. 57 0,618033813...
18 2584 2% 1,618033813.. 22  0,618034055...
19 4181 318 1,618034056.. 57 0,618033963...
20 6765 9% 1,618033963.. 451 0,618033998...

Por fim, vale observar que pelas caracteristicas da expansdo em fracdes continuas
do niimero &, a aproximacdo deste niumero pelos convergentes se da de forma muito
lenta. De fato, por serem os a;’s = 1, isso pode ser observado pela estimava apresen-

tada anteriormente.

5.3.1 Verificacdo Geométrica da Aproximagdo da Razdo Aurea Obtida pela Sequéncia

de Fibonacci

Como vimos, quanto maior tomarmos 7, melhor serd a aproximac¢ao obtida com a
Sequéncia de Fibonacci. Assim sendo, podemos construir geometricamente a Espiral
de Fibonacci, que apresenta uma excelente aproximacdo da Espiral Aurea, como foi

mostrado anteriormente com a utilizacdo das Fragdes Continuas.

76



5.3 A RAZAO AUREA E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

A seguir, descrevemos a construcio do Retangulo de Fibonacci e da Espiral de Fibo-

nacci.

e Tomemos dois quadrados de lado 1u, formando um retangulo 2x1;

e A partir do lado superior deste retidngulo construimos um quadrado de lado 2;

e Seguindo no sentido anti-horario, construimos a partir do retdngulo acima um

quadrado de lado 3;

e Seguindo o processo anterior descrito, tomamos um quadrado de lado 5, como

na figura;
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78

13

21

Figura 10: Retangulo de Fibonacci.

e Com esse algoritmo construimos o Retangulo de Fibonacci.

e A Espiral de Fibonacci é representada pela unido dos arcos, cujo raio € o lado de

cada quadrado, como ilustramos na figura a seguir.

21

34

Figura 11: Espiral de Fibonacci.

A seguir, descrevemos a construcao do Retdngulo Aureo e da Espiral Aurea.

e Tomamos um quadrado ABCD de lado a;
e Sobre AB, tracamos o ponto médio M;

e Construimos o arco CF de centro M e raio MC, chamando de F o ponto de

interseccdo do arco CF com a reta que contém o segmento AB;



5.3 A RAZAO AUREA E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

e Construimos o retangulo ADEF, utilizando os pontos A, D e E como vértices,

obtemos assim, o Retangulo Aureo ax(a + b).

a+b

Figura 12: Retangulo Aureo

Proposicao 5.4. O retangulo da Figura (12|é retangulo dureo.

Demonstragdo. Seja AB = BC = a, lado do quadrado ABCD, tomando M ponto

médio de AB, entdo, AM = MB = %,

assim, pelo Teorema de Pitdgoras podemos determinar a medida de MC;

MszAﬂ¥+BC2:<%Y+mz

542 av/5
MC=\% =7~

por construcdo MC = MF e BF = MF — MB = b, entdo,

po W5 _a_alv5-1)
2 2 2
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portanto, podemos definir a razdo %.
a_ a 2 V5+1  V5+1
b a(v/5-1) V5-1 5+1 2

2
como queriamos mostrar.
O

Um retangulo Aureo tem a seguinte propriedade, ao dividirmos o retangulo axb exa-
tamente num quadrado de lado b e num retangulo bx(a — b), este retdngulo também

¢é aureo, podendo repetir o processo tanto quanto se queira;

a+b

e A Espiral Aurea é representada pela unido dos arcos, cujo raio é o lado de cada

quadrado, como ilustramos na figura a seguir.

Figura 13: Espiral Aurea.

Observando a Espiral de Fibonacci e a Espiral Aurea, Figura e|13|respectivamente,

percebemos geometricamente a excelente aproximacao racional da razdo 4urea, con-
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forme Figura

° 34za,—|—b °

Figura 14: Espiral Aurea e Espiral de Fibonacci.
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NUMEROS IRRACIONAIS NO CURRICULO DA
EDUCAGAO BASICA

Quais os impactos da Crise da Incomensurabilidade para professores de matemadtica
e alunos da Educacio Basica[[P Como ¢ pensado o ensino dos ntimeros irracionais?

Como € apresentado este assunto nos livros didaticos?

A seguir, apresentamos uma analise de como € tratado este assunto na Base Nacional
Comum Curricular (BNCQC) El, na Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo, em uma
colecdo de livro diddtico para o Ensino Fundamental IT e uma colecéo de livro didético
para o Ensino Médio da Matemadtica indicados, respectivamente, pelo PNLD @2014 e
2015.

6.1 NA BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR - BNCC

A BNCC [14], no que se refere a drea de matematica, diz que ela deve ser vista como
um processo em permanente construcao. Seu estudo ndo deve se prender ha um aglo-
merado de conceitos, assim como mostra a Historia da Matematica, deve-se motivar o
questionamento, a formulacdo, o teste e a validagdo das hipdteses, o contra exemplos,

o desenvolvimento de linguagens, construindo formas de pensar que levem a reflexao

Educacédo Basica: Modalidade obrigatéria dos 4 aos 17 anos de idade, compreende a pré-escola, ensino

fundamental e ensino médio [6].
Documento em construcdo desde 30/07/2015, cuja 22 versdo foi apresentada em abril/2016, que visa

deixar claro os conhecimentos essenciais aos quais todos os estudantes brasileiros tém o direito de ter

acesso e se apropriar durante sua trajetdria na Educacédo Bésica.

3 PNLD: Programa Nacional do Livro Didatico.
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e acOes de maneira critica sobre as questdes com que se depara.

Os objetivos de aprendizagem foram divididos em cinco eixos: Numeros e Opera-

¢Oes; Geometria; Grandezas e Medidas; Algebra e Funcoes; e Estatistica.

Em cada ano, cada um dos eixos recebe uma énfase diferente, valendo ressaltar que
essa divisao é feita para facilitar a compreensao do conjunto de objetivos de aprendiza-
gem e desenvolvimento e como eles se relacionam, ndo podendo fragmenta-los, assim,
as articulacoes devem ser o foco das atencoes. O documento ressalta que a matemadtica
nos oferece modelos para compreender a realidade, e que no ambiente escolar pode
estar envolvida em diversos contextos, sejam eles oriundos de préticas sociais, de ou-

tras areas de conhecimento ou, até mesmo, contextos da propria matematica.

As nocgdes de conjuntos numéricos iniciam no Ensino Fundamental, com grande én-
fase ao conjunto dos ntimeros naturais (IN) desde o 1° ano, e com a introdugéo aos

numeros racionais (Q) nos anos finais do Ensino Fundamental I.

Em relacgéo a este tltimo, a BNCC espera que o educando associe as fracdes ao resul-
tado de uma divisdo e a ideia de parte de um todo, reconhecendo as caracteristicas dos
numeros naturais e decimais no que se refere a leitura, escrita e ordenacdo. Por sua
vez, deixa de lado um aspecto histdrico de grande relevancia desde o tempo dos pita-
goricos, que é o de tratar a fracdo como a razdo entre dois niumeros inteiros positivos
obtidos em constru¢des geométricas na busca de uma unidade comum para relacionar
dois segmentos, desprezando inclusive o que o proprio documento propde na area de
grandezas e medidas, em que se orienta a trabalhar o conceito de medir, que € verificar
quantas vezes uma unidade de medida cabe num referido comprimento, fazendo uso

de unidades de medidas ndo convencionais.

O documento apresenta as seguintes competéncias que os educandos devem obter

até o fim do Ensino Fundamental I:

e Compor e decompor nimeros naturais e decimais, identificar o valor posicional
dos algarismos, avaliar a magnitude de um ntmero e a aproximacao de um deci-

mal para o numero natural mais préximo;
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e Identificar e representar fragdoes (menores e maiores que a unidade), associando-
as ao resultado de uma divisédo e a ideia de parte de um todo, utilizando a reta

numérica como recurso;

e Comparar e ordenar numeros racionais positivos (representacdo fracionaria e
decimal), relacionando-os a pontos na reta numérica;

11 1 .
—, =, — e — | como unidade de
2°3°4 5
medida menores do que uma unidade utilizando a reta numérica como recurso;

e Reconhecer as fracOes unitarias mais usadas <

e Associar as representacoes 10%, 25%, 50%, 75% e 100% respectivamente a dé-
cima parte, quarta parte, metade, trés quartos e um inteiro, para calcular porcen-
tagens, utilizando estratégias pessoais, calculo mental e calculadora, em contex-

tos da Educacao Financeira.

No Ensino Fundamental II, muitos conceitos com os quais os estudantes ja vivencia-
ram sao levados ao amadurecimento, por meio de sucessivas descobertas de possibili-
dades e conceitos. No campo dos nimeros constroem-se 0os nimeros inteiros negativos,
os racionais e os irracionais tendo, assim, adquirido o conhecimento sobre o conjunto
dos ntimeros reais, sabendo identifica-los, compara-los e ordena-los, relacionando cor-

retamente esses niimeros na reta numérica.

Para aprofundar a nogdo de nuiimero, é preciso coloca-lo diante de problemas nos
quais os numeros racionais ndo sejam suficientes para resolvé-los ja no oitavo ano,
levando-os a perceber a necessidade dos numeros irracionais, que serdo trabalhados
de forma sistematica no nono ano, possibilitando resolver problemas como a medida

das diagonais de poligonos.

Segundo a BNCC, nessa etapa é importante trabalhar com aproximacao e erro, uti-
lizando, para isso, a calculadora, que apresenta arredondamento para os numeros
racionais, que resultam em decimais com muitas casas ou dizimas periddicas, e para

0s numeros irracionais.

Assim, nas operagoes aritméticas e algébricas com os irracionais, o estudande deve
ser conduzido a efetud-las seguindo regras operatdrias andlogas as que sdo validas

para os racionais ou, entdo, no caso de radicais, operar com poténcias de expoente
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fracionarios.

O documento apresenta as seguintes competéncias que os educandos devem obter

até o fim do Ensino Fundamental II:

e Compreender a relacdo entre potenciacgao e radiciagdo, efetuar calculos com po-
téncias de expoentes naturais e aplicar esse conhecimento na representacdo de

notacdo cientifica;

e Reconhecer, comparar e ordenar nimeros reais, com apoio na relagdo com pon-

tos na reta numeérica;

e Compreender e efetuar cdlculos com numeros reais, inclusive poténcias com ex-

poentes negativos e fraciondrios;

e Resolver e elaborar problemas com nuimeros reais, inclusive em notagéo cienti-

fica, envolvendo diferentes operacdes.

No Ensino Médio, os estudantes tém o direito e a necessidade de ampliar sua capa-
cidade de abstracdo, tendo acesso na matemadtica a uma linguagem sintética, direta
e objetiva, com menor grau de ambiguidade, ampliando as possibilidades de ler o

mundo e interagir na vida cidada.

No estudo das grandezas e medidas, o documento diz que é fundamental a discussdo
sobre a necessidade de ampliacdo dos conjuntos numéricos, principalmente dos raci-
onais para os reais, partir da utilizacdo de ntimeros irracionais para representacdo de
medidas de segmentos incomensuraveis, sendo importante ampliar o conhecimento
sobre a circunferéncia e tomar cuidado com a apresentagdo, por vezes inapropriada
do numero 7t como a razdo entre as medidas do comprimento e do didmetro da cir-
cunferéncia, sem destacar o fato de pelo menos uma dessas medidas ser um ntimero

irracional.

Espera-se que, ao fim da Educacdo Basica, o estudante tenha compreendido a ne-
cessidade de ampliar os conjuntos numéricos dos naturais aos reais, sistematizando
procedimentos de calculo e propriedades para resolver problemas do cotidiano, de ou-
tras areas do conhecimento e da prépria matematica. As dreas da matematica devem
ser articuladas, por exemplo em relacio & Numeros e Operacdes e Algebra e Funcdes,

o estudante pode ordenar ntimeros reais, localizando-os na reta numérica, compreen-
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dendo as nogodes de intervalo, densidade e completude do conjunto dos niimeros reais,

no contexto de equagdes e inequacdes.

O documento apresenta as seguintes competéncias que os educandos devem obter

até o fim do Ensino Médio:

e Resolver e elaborar problemas utilizando a semelhanca de tridngulos e o teorema
de Pitagoras, incluindo aqueles que envolvem o célculo das medidas de diagonais
de prismas, de altura de pirdmides, e aplicar esse conhecimento em situacoes

relacionadas ao mundo do trabalho;

e Resolver e elaborar problemas envolvendo medidas de 4reas e perimetros de
figuras planas, incluindo o circulo e suas partes, deduzindo expressodes de calculo,

aplicando-as preferencialmente, em situacdes cotidianas;

e Compreender as caracteristicas dos diferentes conjuntos numéricos a necessi-
dade de amplid-los (naturais, inteiros, racionais, reais), suas operacoes e as pro-

priedades das operacoes;

e Comparar e ordenar numeros reais, localizando-os na reta numérica e compre-
ender intervalos numéricos, densidade e completude do conjunto dos ntimeros
reais, os significados de modulo e de simétrico, no contexto de equacoes e ine-

quacoes.

O documento BNCC apresenta a esséncia do que cada estudante tem o direito de
aprender ao cursar a Educacio Bésica em cada uma de suas etapas e em cada com-
ponente curricular. Aqui foi apresentado, de forma sintética, as principais ideias, nas
quais a utilizagdo das Fracoes Continuas nao como contetido especifico, mas sim como
um facilitador para compreensao, exploracdo e aprofundamento dos contetidos associ-
ados a teoria dos numeros, em especial o conjunto dos ntimeros reais pode desempe-
nhar um importante papel na aquisicdo destes conhecimentos pelos estudantes. Vale
ressaltar que o documento nao substitui as Diretrizes Curriculares de cada sistema de

Ensino e nem os limita.

6.2 NO CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO

Em 2008, a Secretaria Estadual de Educacdo organizou e apresentou o Curriculo do

Estado de SP e revisou-o em 2012. O documento foi dividido em cadernos dentro de
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cada drea do conhecimento. Aqui apresento uma analise do Caderno Curriculo do Es-
tado de SP - Matematica e Suas Linguagens [|9], Caderno do Professor de Matematica

e Caderno do aluno, divididos por semestre, ano e ciclo.

Os conteudos estdo organizados em trés grandes areas e matematica pertence a Ci-

éncias da Natureza e Matematica, que ainda inclui Fisica, Quimica e Biologia.

Para os organizadores a contextualizagdo é imprescindivel, mas esta precisa ser equi-
librada com a capacidade de abstracao, criando um ciclo contextualizar/ abstrair/ con-
textualizar/ abstrair. A abstracdo € um instrumento para construir o conhecimento em
todas as dreas, ndo se deve em nome de um utilitarismo imediatista privar os alunos

de temas epistemoldgica e culturalmente relevantes.

A ideia de aproximacdo € bastante valorizada no documento, que ressalta que os nu-
meros irracionais, por exemplo, s existem na realidade concreta, inclusive nos compu-
tadores, por meio de suas aproximacoes racionais. Destacando ainda que um célculo
aproximado, em geral, é tdo digno de crédito quanto um calculo exato, desde que
cumpra procedimentos matematicos bem explicitados, em geral, uma aproximacao é
otima se, e somente se, tenhamos permanentemente condicdes de melhora-la, tanto

quanto se queira.

Os conteudos bésicos foram divididos em trés grandes blocos temdticos: Numeros,
Geometria e Relacoes. No que se refere aos Numeros, as situacoes de aprendizagem
podem estar apoiadas na Histdria, por exemplo, a ampliacdo dos ntimeros naturais
para inteiros por causa das necessidades preementes do desenvolvimento comercial e
financeiro dos séculos XV e XV I, ou em situacoes concretas de medida, em que se
pode articular desde a relagdo entre notagdo decimal e fraciondria de um numero até
a ampliagdo para o campo real, como a necessidade de utilizar as raizes para represen-

tar, por exemplo, a diagonal de um quadrado de lado 1.

Ressaltamos que no Ensino Fundamental os numeros racionais surgem de relacoes
entre os inteiros e a motivacao bdsica para a compreensao dos irracionais envolve gran-
dezas incomensuraveis, e ao fim desta modalidade espera-se que o estudante saiba

operar no campo numeérico real, o que constitui porta de entrada para aprofundar,
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sistematizar e estabelecer novas relacées no Ensino Médio. O estudo de sucessdes nu-

méricas, numeros irracionais e aproximacoes racionais usadas em problemas praticos,

bem como a extensdo do campo numérico para o conjunto dos niimeros complexos,

constitui o mote central para o desenvolvimento do eixo Ntumeros no Ensino Médio.

Por fim, o documento ressalta que compreender o significado é mais importante do

que a utilidade pratica, sendo assim, a Historia da Matemadtica € muito importante

para que os significados sejam construidos.

Na divisdo dos contetidos nos anos podemos destacar os seguintes momentos, o qual

se trabalha com as seguintes habilidades:

e 8° ano - 1° Bimestre: Numeros Racionais na transformacdo de decimais finitos
em fracdo e de dizimas periddicas em fracdo geratriz, desenvolvendo as habilida-
des de relacionar fracoes e razdes, bem como as condi¢Oes nas quais uma razao
pode ser expressa como dizima periddica, bem como saber calcular a fragdo ge-

ratriz de uma dizima;

9° ano - 1° Bimestre: Conjuntos Numéricos, Numeros irracionais e Potenciagéo e
Radiciacao de Reais. Compreendendo a necessidade da ampliacdo dos conjuntos
numéricos, saber ordenar os nimeros na reta real e incorporar a ideia basica de
que os numeros irracionais sé6 podem ser utilizados em contextos praticos por
meio de suas aproximacodes racionais, sabendo calcular a aproximacdo racional

de um numero irracional;

9° ano - 4° Bimestre: O numero 7t, compreender o significado do v como uma

razdo e sua utilizacdo no cdlculo do perimetro e a drea da circunferéncia;

1° ano - 1° Bimestre: Consolidacao dos Conjuntos Numéricos, verificando e apri-
morando os conceitos pertinentes ao conjunto dos niumeros reais, tais como, den-
sidade, R = QUQC, caracteristicas de conjuntos enumeraveis e ndo-enumeraveis,

entre outras.

6.2.1 No Caderno do Professor e Caderno do Aluno

O Caderno do Professor e do Aluno [[13]] é composto por Situagdes de Aprendizagem

que sdo sugeridas com o intuito de aprofundar o conhecimento dos estudantes nos di-
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ferentes contetidos propostos no curriculo do Estado de SP.

rentes momentos do Ensino Fundamental para o trabalho com Conjuntos Numéricos,
sendo que, algumas dessas sugestoes vao ao encontro do proposto em minha pesquisa
que visa a utilizacdo das Frac¢des Continuas e da Histéria Matemadtica para compreen-

sdo dos estudantes da necessidade dos diferentes Conjuntos Numéricos, bem como as

A seguir, apresento uma analise de algumas sugestdes que sdo propostas em dife-

caracteristicas presentes no Conjunto dos Numeros Reais (IR).

cionalidade. Sugere-se que os alunos realizem medidas de perimetro da circunferéncia

e de seu respectivo diametro, e apos calculando a razdo entre essas grandezas perce-

bam que esta se aproxima de 3,14 que é o numero 7.
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Figura 15: Retirado do Caderno do Professor 7° ano vol. 2 pdg. 43 e 44
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E importante ressaltar a dificuldade de medir com precisdo o perimetro e o didmetro

da circunferéncia, o que justifica o "erro" nas aproximagoes desta medida e no calculo

da razdo que deve se aproximar de 7t que € irracional, sendo assim, perimetro e/ou

didmetro também ¢€ irracional, logo sé somos capazes de obter aproximacoes racionais,

o que serd melhor compreendido no 9° ano.

Outro nimero especial na matematica, que pode ser apresentado neste momento,

refere-se a razdo aurea, que é o numero ¢ = 1,618..., que assim como 7 é irracional,

o caderno sugere que seja apresentado a definicdo da razédo aurea:

todo _

maior

R S ———-

Maior parte (b) Menor parte (a — b)

Figura 16: Retirado do Caderno do Professor 7° ano vol. 2 pag. 47

maior

menor

=

a
b a-b

E que a razdo durea, pode ser observada de forma aproximada por meio da razédo

entre os lados dos seguintes retangulos:

N

N

=R
/

Figura 17: Retirado do Caderno do Professor 7° ano vol. 2 pdg. 48

Retingulo

Lado maior | Lado menor

(cm)

63

i9

L&

{cm)

L5

Le

Média

Razdo

91



NUMEROS IRRACIONAIS NO CURRICULO DA EDUCAGAO BASICA

Esta situacdo de aprendizagem visa que os alunos sejam capazes de reconhecer a
proporcionalidade em figuras geométricas, propiciando que conhecam as principais
razdes existentes na geometria, como a razao entre a diagonal e o lado do quadrado

(ﬁ) e a razdo entre o comprimento e o perimetro de uma circunferéncia (71).

Essa é mais uma etapa do trabalho de proporcionalidade. Nesse momento ndo ira
aprofundar nas questdes das grandezas incomensuraveis que dao origem aos numeros

irracionais, mas essa sensibilizacdo serd retomada posteriormente.

No 8° ano, o caderno do professor e do aluno volume 1, na Situacdo de Aprendiza-
gem 1 tem como objetivo diferenciar o que € fracdo e o que € razdo, além disso, define
melhor o conjunto dos nimeros racionais. Por meio de um conjunto de atividades que
propde um trabalho com fracoes equivalentes e ressalta que cada nimero racional pos-
sui uma posi¢do bem definida na reta numeérica, € importante notar o curioso fato de
que o Conjunto dos Numeros Racionais (Q) é denso sem ser continuo, ou seja, entre
dois nimeros racionais quaisquer ha uma infinidade de nimeros racionais, uma vez
que ele é denso, mas nao completa a reta, pois isso é uma caracteristica do conjunto
dos ntimeros reais, quando cada ponto da reta - imagem associada a continuidade -

corresponderd a um numero real, seja racional ou irracional.

J& no 9° ano, o caderno do Professor e do aluno volume 1, denota Situacoes de
Aprendizagem 1, 2 e 3 o aprofundamento do conjunto dos niimeros reais, apresen-
tando segmentos comensuraveis e incomensuraveis, cita os nimeros algébricos e trans-
cendentes, e no caderno do professor ha uma sugestao para utilizar fracoes continuas

para ampliar a compreensdo de aproximacao de irracionais por numeros racionais.

Na situacdo de aprendizagem 1, retoma-se as no¢oes de conjuntos numéricos dando
grande énfase aos niimeros irracionais, que representam grandezas incomensuraveis,
que sdo aquelas que ndo podem ser representadas na forma de fragdo entre dois intei-

ros.

No caderno do aluno, temos atividades para representar nimeros racionais e irra-

cionais na reta real utilizando régua e compasso, também é apresentada a Espiral de
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Cirene que representa os nimeros irracionais da forma /N, com n natural e ndo qua-

drado perfeito.

Ja o caderno do professor sugere aprofundar o assunto, apresentando a diagonal de
um quadrado de lado 1 como grandeza incomensuravel, e apresentando a prova que

\/2 é irracional.

A situacdo de aprendizagem 2, mostra que todo numero racional pode ser escrito

como dizima periddica, assim, temos por exemplo:

% =0,8=0,79999- - -

Esse aspecto é abordado com boa intensidade no caderno do aluno, ja no caderno
do professor, nas consideracdes sobre a avaliacdo, sugere-se ao professor aprofundar
o trabalho com as fra¢des continuas no seu curso sobre os niimeros reais, sendo esta
também uma possibilidade de explorar o uso da calculadora em sala de aula, € apresen-
tada uma breve sugestio sobre uma possivel abordagem, sendo descrita trés atividades
(ver Apéndice[A.2). Com duas atividades voltadas para representacio de nimeros ra-
cionais em fragdes continuas e uma voltada para representagdo de nimeros irracionais

em fracOes continuas, e aproximacao de irracionais por racionais.

Também no caderno do professor sugere-se, sob o ponto de vista da Historia da Ma-
temadtica, a divisdo dos numeros irracionais entre algébricos e transcendentes. Apods
uma breve explicacdo sobre esses conceitos, justifica-se esta abordagem para que os
estudantes estabelecam a diferenca entre os niimeros irracionais como /2 e 7, que é

irracional algébrico e transcendente, respectivamente.

Por fim, espera-se que o aluno compreenda que a reta real é o conjunto que retne
os numeros racionais e irracionais ou, em outras palavras, o conjunto que retine os nu-
meros algébricos e os niumeros tanscendentes, concluindo que todo nimero racional é
algébrico, e nem todo numero irracional é algébrico e que todo ntimero transcendente

¢ irracional.
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Ja no 1° ano do Ensino Médio, sugere-se verificar a compreensdo dos alunos quanto
ao conjunto dos numeros reais, trabalhando os conceitos que os alunos ainda nao

apropriaram no ensino fundamental.

6.3 NOS LIVROS DIDATICOS

A escolha das duas colecoes de livros didaticos que irei apresentar deve-se ao fato
de serem utilizadas na EE Professor Joviano Satler de Lima, escola na qual leciono o
ensino da matematica. Sao elas, Vontade de Saber Matematica - FTD [16]] e Matema-

tica, Contextos e Aplicacoes - Atica [31.

6.3.1 Ensino Fundamental

O conjunto dos ntmeros irracionais é introduzido no 8°ano do Ensino Fundamental,
o texto de introdugdo remete aos pitagoricos a descoberta dos nimeros irracionais, na
busca de determinar a medida da diagonal de um quadrado de lado 1. O breve texto
ndo apresenta o conceito de grandezas incomensuraveis, e de forma muito superficial
cita a comunidade pitagdrica. Logo apds, apresenta um numero racional com represen-
tacdo decimal na forma de dizima periédica, e a aproximacio decimal de /3, pedindo
que o estudante observe que no ultimo caso nao ocorre a periodicidade, sendo essa

uma caracteristica dos niimeros irracionais.

Em seguida, sdo apresentados alguns exemplos de nimeros irracionais com suas
respectivas aproximacoes decimais. Também é apresentado o diagrama dos conjuntos
numeéricos, onde pode-se observar que o conjunto dos nimeros racionais e irracionais
sdo disjuntos, enquanto IN C Z C Q, mas sem aprofundar este conceito, na mesma
pagina tem uma caixa de texto que indica que o numero 7 é irracional, podendo ser
obtido pela razdo entre o perimetro e o diametro da circunferéncia, citando que varios
povos ao longo da histdria realizaram aproximacoes para 7, fazendo referéncia a Bi-
blia que apresenta aproximacdo de 7t como 3. Ainda na mesma pagina ilustra-se como

representar o nimero /2 na reta numérica utilizando compasso.
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Na primeira lista de atividades, pede-se que classifique alguns nimeros como racio-
nais e irracionais, atividade com a utilizacdo da calculadora para operar com medidas
de perimetro e didmetro de circunferéncias e determinar a sua razdo. Também é pro-
posto um desafio, no qual se busca contextualizar o niimero irracional 7t num problema

de irrigacdo, cujo uma drea circular é irrigada por um pivo central.

Retomando conceitos tedricos, o livro apresenta a relacdo entre os conjuntos numé-
ricos e destaca algumas propriedades do conjunto dos numeros irracionais, além da
posicao de diversos numeros reais na reta. A seguir, temos mais algumas atividades
para fixar esses conceitos, e a unidade encerra, com uma atividade onde sdo explici-
tados os passos para representar /5 no Geogebra, percebendo algumas caracteristicas

geométricas, relacionando area de quadrado, medida do lado e raio de circunferéncia.

Observamos de forma clara que muito do que se pede na BNCC esta sendo atendido
no livro didatico, mas é perceptivel que, apesar de citar fatos da Histéria da Matema-
tica, ndo buscou-se contextualizar estes conceitos dentro da propria Histéria. Além
disso, deve-se atentar a necessidade de explicitar alguns conceitos tedricos evitando,
assim, que os estudantes aprendam conceitos equivocados, por exemplo, ao relacio-
nar o numero 7t a razdo entre o perimetro da circunferéncia com o seu didmetro, nao
se explicitou que ao menos uma dessas grandezas € irracional, podendo levar a falsa
impressdo de que este nimero possa ser representado pela razdo de dois nimeros ra-
cionais. Ressaltamos que compreendo que no 8° ano o objetivo é introduzir o assunto
que sera aprofundado no 9° ano, mas entendemos que essa introducdo poderia en-
fatizar os aspectos historicos, possibilitando aos estudandes sensibilizarem-se com as

questOes que motivaram o avanco da matematica.

No 9° ano, o estudo € voltado a radiciagdo, propriedades, simplificacdo, operacoes
dos radicais e racionalizacdo dos denominadores, relacionando alguns conceitos aos
aspectos geométricos e utilizando a calculadora como apoio tecnoldgico. Embora reco-
nheca a importancia do dominio das técnicas operatérias que sdo apresentadas, falta
o aprofundamento dos conjuntos numéricos, e a conceitualizacdo das caracteristicas
do conjunto dos numeros reais de densidade e continuidade, deixa-se de lado os con-
ceitos de nimeros algébricos e transcendentes, enfim, muito do que fora trazido na

Proposta Curricular do Estado de SP néo esta presente no livro didatico dos anos finais
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do Ensino Fundamental.

6.3.2 Ensino Médio

Ao retomar os Conjuntos Numéricos no 1° ano do Ensino Médio, é apresentado que
os Gregos do século V a.C. tinham a ideia de que os nimeros naturais (inteiros posi-
tivos) e a razdo entre eles (racionais positivos) eram suficientes para comparar duas
grandezas quaisquer de mesma espécie. O texto cita a primeira grande crise no desen-
volvimento da matemadtica, como o momento em que se percebeu que a comparacdo
entre duas grandezas de mesma espécie nem sempre correspondia a razao entre dois
numeros naturais, o que significava que a reta numerada continha pontos que nao
correspondiam a nenhum numero conhecido, sendo esses novos nimeros os nimeros

irracionais.

1+V5 _
S =
1,61803398 - - -, e alguns exemplos de onde podemos encontrar esse nimero na natu-

Para exemplificar esse novo nimero o texto cita o numero de ouro, ® =

reza, arte e arquitetura.

Apos essa sensibilizacdo, apresenta a utilidade dos numeros para realizar contagem
e medicdo, também apresenta a nocao de conjunto, para, em seguida, revisar os con-
juntos numeéricos. Inicia a revisdo com os numeros naturais, apresentando alguns de
seus subconjuntos (exemplo: niumeros pares), bem como aplicagdes, faz o mesmo com

o conjunto dos numeros inteiros, representando-os na reta numérica.

Ao expor o conjunto dos niimeros racionais, observa-se a possibilidade de realizar
divisbes que eram impossiveis no conjunto dos niimeros inteiros, retoma a representa-
cdo decimal dos numeros racionais, apresentando que o matemadtico holandés Simon
Stevin(1548-1620) do século XVI, foi quem a sistematizou em seu livro "A dizima", pu-
blicado em 1585. Ainda, reapresenta a fracdo geratriz, relaciona os nimeros racionais

a medida de grandezas e ordena os nimeros racionais na reta numeérica.

Apos, expde os numeros irracionais, apresentando a ideia de segmentos de reta inco-

mensuraveis, ilustrando essa situacdo com a diagonal do quadrado de lado 1, utiliza-se
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da representacio decimal e calculadora para aproximar a v/2, ilustrando assim, a ideia
de aproximacoes sucessivas para mostrar que esse numero € irracional, cita 0 nimero
7t e o numero de ouro ¢ como numeros irracionais, mostrando que o primeiro refere-

se a razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro e o segundo a razao
a+b

a . . , o .
= —, ilustra ainda que o numero 7 ja foi escrito com

b
1,2 trilhdes de casa decimais e que o numero de ouro fora utilizado em pinturas de

entre dois segmento, onde

Leonardo da Vinci.

O autor propde uma leitura na qual relata a crise dos incomensurdveis no pensa-
mento pitagorico e a resisténcia dos matemdticos com 0s numeros irracionais que
perdurou até o século XIX, até George Cantor fundamentd-los adequadamente. Na

sequéncia h4 uma demonstracio de que /2 é irracional.

Por fim, define-se o conjunto dos numeros reais, apresentando a reta real, apds
define-se a desigualdades entre ntimeros reais, médulo de um numero real e a distan-

cia entre dois pontos na reta real.

Percebe-se a preocupacio nessa obra de contextualizar os contetidos internamente
a prépria Historia da Matemadtica possibilitando, assim, como descrito na BNCC e na
Proposta Curricular do Estado de SP o movimento de contextualizar/ abstrair/ contex-
tualizar/ abstrair, porém, ndo apresenta alguns aspectos histéricos como os paradoxos
de Zendo (1)), a proporcédo de Eudoxo (2), ou o corte de Dedekind (1.6)), nem traz
conceitos de numeros algébricos e transcendentes, nem conjuntos enumeraveis e ndo
enumeraveis, como também ndo apresenta com clareza que o numero 7T que é a razao
entre o comprimento e o diametro de uma circunferéncia implica que ao menos uma

destas grandezas seja irracional.

O referido livro embora apresente a ideia de que ntimeros irracionais ndo possuem
representacdo na forma de fracdo e nem decimal, podendo apenas ser bem aproxima-
dos por estes, ndo apresenta uma forma sistematica de realizar boas aproximacoes de
numeros irracionais por racionais, o que poderia ser feito com a utilizacdo das fracoes

continuas.
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As atividades a seguir apresentam possibilidades de utilizacao das fragdes continuas
ndo como mais um conteudo a ser trabalhado na Educacdo Bésica, mas como faci-
litador para compreensdo dos numeros racionais e irracionais, contextualizando as
situacOes que os envolvem por meio da histéria da matematica, possibilitando o movi-
mento contextualizacdo/abstracdo, por meio das questdes que impulsionaram diversos

matematicos ao longo da histéria da humanidade.

O objetivo das atividades propostas é o de possibilitar aos alunos a compreensao do
conjunto dos niimeros reais e as suas aplicacdes, ndo como um amontoado de regras
operatorias e nem como aspectos histéricos deixando de lado tal competéncia presente
na matemadtica, mas como um caminho de pesquisa e experimentos, oportunizando aos

educandos uma teia de aprendizagens, com significados dentro e fora da matematica.

Segundo Nilson José Machado [[12], p.154:

"Especialmente no que se refere ao planejamento das atividade didaticas,
a concepc¢do de conhecimento como uma teia acentrada de nds e relacoes
significativas, em permanente transformacao e atualiza¢do, conduz a uma

radical mudanca de perspectivas e expectativas."

Embora haja o objetivo de ampliar as possibilidades de aprendizagem, propiciando
ao aluno o protagonismo como artifice deste processo, ndo podemos deixar de lado

objetivos claros e caminhos bem tragados para o desenvolvimento das competéncias e
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habilidades dos educandos, pois estes evitam que andemos em circulos.

Ainda, segundo Machado [12], p.155:

"... De fato, nos processos cognitivos, sempre serdo necessarios ordenamen-
tos, procedimentos algoritmicos, hierarquias, ainda que o conhecimento
ndo possa ser caracterizado apenas por estes elementos constitutivos, iso-
ladamente ou em conjunto. Analogamente, afirma-se a flexibilidade das
fronteiras diciplinares tornam-se dispensaveis; seguramente elas nao o séo.
Parafraseando o poeta, sdo demais os perigos desta rede de significagoes,
com sua multiplicidade de nds e de vias de interligacdo, sobretudo para
aqueles que nela "navegam" com entusiasmo e paixdo; sdo intmeras as
possibilidades de vagar a toa, de se perder. Para enfrentar tais perigos,
sempre sera necessario um mapeamento que oriente e articule os cami-
nhos a seguir, que apresente um espectro ndo-hierarquico e acentrado de

opgoes."

Embora apresentamos sugestoes de atividades especificas para alguns anos da Edu-
cacdo Basica, estas podem ser utilizadas, de acordo com os objetivos estabelecidos,
em outros anos, de outras formas, de acordo com o desenvolvimento dos alunos, ndo
sendo necessario segui-las numa sequéncia rigida, a ideia principal é apresentarmos
uma possibilidade de construir os conceitos associados aos ntimeros reais de forma

significativa.

7.1 7° ANO

A Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo [9] prevé para o 7° ano o trabalho
com os numeros racionais, sendo que no ano anterior os alunos devem ter tido a ex-
periéncia de representar situacoes na forma de fragdes, compara-las e ordena-las, e
realizar as operacOes. Neste ano, espera-se que os alunos aprendam a representar as

fracoes na forma decimal e operem com ntimeros decimais.

Ainda no 7° ano, trabalha-se com o conceito de razdes constantes na geometria,

dando énfase especial a constante 71 na geometria.
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Nas atividades apresentadas a seguir, sugerimos a apresentacao do conceito de apro-
ximagdo, mostrando a possibilidade de usar fragdes com denominadores menores, que
apresentam aproximacoes aceitdveis da fracdo inicial, como motivagdo descrevemos o
trabalho do holandes Christiaan Huygens que para construir um planetario mecanico,
utilizou a aproximacao racional. Este trabalho também possibilitard aos alunos estu-

darem conceitos relacionados a astronomia em ciéncias.

Ja para introduzirmos o conceito de razdes constantes na geometria, vamos encon-

trar a expansao em fracoes continuas do ntimero 7t.

7.1.1 Representagdo de Numeros Racionais em Fragbes Continuas

O holéandes Christiaan Huygens, no século XVI, construiu um Planetario Mecanico,
um modelo reduzido do sistema solar. Ele desenvolveu uma relacdo entre engrenagens

que simulavam o movimento de cada planeta em torno do Sol, em seu estudo ele con-
77708431

72640858 , Imas como

cluiu que a razéo entre os periodos da Terra e Saturno era de

construir engrenagens com este nimero de dentes?

Essa tarefa ndo é nem um pouco razoavel, Christiaan Huygens foi o primeiro a de-
monstrar a aplicacdo de fracoes continuas, explicando como usar os seus convergentes.
Assim, para podermos responder a esta questdo, vamos primeiro conhecer a represen-

tacdo de ntimeros racionais em fracdes continuas.
Para isso, utilizaremos dois métodos, o geométrico e o das divisOes suscessivas.

A Fracdo Continua de um numero racional, é uma expressdo da seguinte forma:

1
q

comay € Zea, € Nparan > 2.
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Pelo método geométrico, apresentado na secéo [4]

17
Tomemos a fracdo 10’ pensemos entdo, em um retangulo de lados 17 e 10.

1. Qual a maior medida de lado para um quadrado contido nesse retdngulo?

Resposta: 10.

2. Quantos quadrados de lado 10 (maximo), podemos colorir nesse retangulo?

Resposta: 1.

Observe que resta um retangulo de lados 10 e 7, ou seja,

7,7
10 10°

Agora repetimos as perguntas e o processo nesse ultimo retangulo.

1. Qual a maior medida de lado para um quadrado contido nesse retangulo (10x7)?

Resposta: 7.

2. Quantos quadrados de lado 7 (mdximo), podemos colorir nesse retdngulo?

Resposta: 1.
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Observe que resta um retdngulo de lados 7 e 3, ou seja,
10 3

— =142
7 =177

Agora repetimos as perguntas e o processo nesse ultimo retangulo.

1. Qual a maior medida de lado para um quadrado contido nesse retangulo (7x3)?

Resposta: 3.

2. Quantos quadrados de lado 3 (maximo), podemos colorir nesse retangulo?

Resposta: 2.

Observe que resta um retdngulo de lados 3 e 1, ou seja,

7 1
- =24 .
3 +3

Agora repetimos as perguntas e o processo nesse ultimo retangulo.

1. Qual a maior medida de lado para um quadrado contido nesse retangulo (3x1)?

Resposta: 1.

2. Quantos quadrados de lado 1 (maximo), podemos colorir nesse retangulo?

Resposta: 3.
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i

Observe que o retangulo fora prenchido por completo, ou seja,

- =23
1

Assim, podemos reescrever a fracdo dada em fragdo continua, veja:

17 7 1 1 1 1
E:l—l—ﬁzl—l—ﬁ:l—l—j:l—i-il:l-l‘il
= 1+ = 1+ = 1+ ——=
7 7 Z 2_|_1
3 3

E o que ocorre se fossemos representar a fragao ﬁ?

Isso é simples, basta perceber que no retangulo inicial ndo cabem quadrados de lado

17, entdo, a sua representacdo em fracdo continua é:

0_, 1
7=0" 17
10
Como ja conhecemos a representacdo em fragdo continua de —, temos que:
10 1
Y o
17 14 1
1
1+ ——=
241
3

Agora é com vocé! Represente as fragcoes a seguir em fracoes continuas, com auxilio

do papel quadriculado.
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Pelo método das divisOes sucessivas.

~ 1 . s .
Tomemos a fracao 10’ novamente, agora, iremos efetuar a divisdo pelo algoritmo de
Euclides, assim:

ou seja,
v_, .7
10 10°

Reescrevemos a ultima fracéo, utilizando o conceito de inverso, aprendido anterior-

mente, para que a divisdo resulte em um nimero maior que, ou igual a 1, assim:

17 1
10 10
7

Efetuando esta ultima divisdo, obtemos:

10 3
10=7-1 — =1+,
+3<:>7 +7
ou seja,
17_1+ 1

10 3

1 _

+7

Repetimos o processo, tanto quanto for possivel, assim obtemos:

17_1+ 1
0t T
1—1—7
3
mas,
7 1
7=3-241&-=2+,
+ 3 +3
ou seja,
17_1+ 1
0 ", 1
10 1+71
2 —_
+3

Assim, temos outro método para obter fragdes continuas, entdo agora faga voce, uti-

lizando as mesmas fracoes do exercicio anterior.

12 5 18 7
a
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Agora que ja sabemos representar um numero em fracoes continuas, vamos tentar
entender como elas podem nos ajudar no problema do Planetdrio Mecanco de Huy-
gens. Para isso, vamos conhecer os convergentes de um ntimero que sdo obtidos pela

expansdo em fracdo continua.

Exemplo 7.1. Tomemos como exemplo o nimero 1o’ €@sua expansdo em fragdo con-

tinua:
17 1
S ,
10 14 1
241
3
e O primeiro convergente €,
Cl — 1/
e O segundo convergente €, .
Co=1+-=2;
2 + 1
e O terceiro convergente é,
1 1 2 342 5
C3—1+E—1+m—1+§—T—§z
2 2
e O quarto convergente €,
1 1 1 1
Ci=14 —i—=14— =14 —— =1+ =
1 1 1 1 1 1 1
o1 Tert 73
3 3 3 7
1 1 7 10+ 7 17
- 1 - Q" — 1 _— = 1 —_— = = —.
L T T R TV TR
7 7

Isso é um tanto quanto 6bvio, pois tomamos a fragdo continua que fora gerada pelo

numero —.
10

Vocé deve ter percebido que necessitamos refazer toda a soma para cada conver-

gente que calculamos, entdo observe que podemos definir um método pratico para
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determinar os convergentes, apds conhecermos os dois primeiros.

Seja,
1
Z = + 1 ,
ap + N 1
BT
. . + .
an
a expansdo em fracdo continua de P,
e O primeiro convergente &,
Ci=m — p1=m e qlzl;
e O segundo convergente €,
1 ajax +1
C2=611+f=L = p2=maz +1 e g2 = a;
an an
e O terceiro convergente é,
1 a+3
3=m 1 1+612613+1 1+a2a3+1
a; + — —
as as

_ a3 +a+4a3 az(may +a1) + a1 azpr +pr

araz + 1 asay + 1 asqr + g1
= p3 =azp2+p1 e g3 = aszq2 + q1;

¢ O n-ésimo convergente €,

AnPn-1+ Pn-2
Ch=""—""""" = Pn=anpp-1+Pr—2 €  Gn=anGn-1+Gn-2.
Anqn-1 + qn-2
A demonstracdo do n-ésimo convergente pode ser vista na equacao (2.3). Por ser
complexa para o 7° ano ndo iremos fazé-la aqui, mas é importante ressaltar que existe

essa prova.

Agora apresentamos a seguinte tabela, para nos auxiliar na escrita dos convergentes

de uma fracdo continua:
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m az a3 ay an
ap | ap-ax+1 | az-p2+pr|as-ps+tp2 |- | An Pu-1+ Pna2
q| 1 a az-qo+q1 | as-q3+qo | | AnGuo1+ Gu2

G G Cs Cy Cu

ap =1 ap = asz = a; =3
1 1-1+41=2|2-241=5|3-542=17
q 1 1 2:-1+41=3[3-3+1=10
G G Cs Cy

Agora é a sua vez de praticar. Faca a tabela e encontre os convergentes das seguintes

fracoes continuas:

1+ — 24—
1+
3

E sdo os convergentes que interessavam a Huygens, veja que a sequéncia de conver-

gentes se aproxima do numero dado, tanto quanto queremos, observe:

17 17 — 10 7
Errodo Cy : 0 1= 10 _E_O’Z
17 17 — 20 -3
Errodo C;: E_Z_ 10 —ﬁ——0,3,
17 5 51-50 1 _
Errodo Cs: 0 3= 30 —%—0,03.
17
C C510 Cy

Wl ot

Como pode-se observar, quanto maior o indice do convergente mais préximo do
numero dado ele serd, sendo que desde o primeiro convergente a diferenca é menor

que 1. Huygens utilizou esse processo para encontrar uma boa aproximacao racional

que resolvesse o seu problema, veja:
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Sabemos que:

77708431 o 1123549 o 1o 1
2640858 2640858 2640858 ~ © 393760
1123549 1123549
1
—29 ¢ — 294
) 1 ) 1
T 1123549 *‘2_+_336029
393760 393760
— 294 11 — 294 11
24— - y
2y 1 L
T 393760 L 577l
336029 336029
— 294 L —29 4 1 =..
1 1
2+ 2+
1 1
24— S
1+ 336029 1+5+4mm
57731 57731

Termine em seu caderno a representagdo em fragdo continua, por enquanto vamos

determinar os primeiros convergentes, onde encontraremos a aproximacao utilizada

por Huygens.
29 29-241|2-59429 | 1-147+4+59 | 5-206 + 147
q 1 2 2:2+1 2:5+42 5.74+5
=] a=-F[a-¥]a=-% [ =17

Huygens utilizou o quarto convergente. Embora Cs seja uma aproximag¢do melhor.

No entanto, ndo seria razodvel fazer uma engrenagem com mais de 1000 dentes.

Apoés terminar a expansdo em fracdo continua, termine também a tabela dos con-
vergentes, e o erro de aproximacdo obtido em cada um dos convergentes. (Utilize

calculadora).

Célculo do Erro:
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77708431
2640858

Errodo Cj: 29,42544847 — 29 = 0,42544847;

Errodo C,: 29,42544847 — 29,5 = —0,074551528;
Errodo Cs: 29,42544847 —29,4 = 0,02544847;

Errodo Cy: 29,42544847 — 29,42857143 = —0,003122956;
Errodo Cs: 29,42544847 — 29,425 = 0,00044847.

= 29,42544847

77708431

2640858
G C3Cy Oy
29 147 206 29

5 7 2

Note que o erro para C4 é menor que 300°

7.1.2 Razdo Constante na Geometria.

Observe as circunferéncias a seguir, desenhadas com auxilio do Geogebra. Observe
pela malha quadriculada a medida do raio de cada uma das circunferéncias. Como
temos a aproximacao de seu perimetro, determine a razdo entre o perimetro e o dia-
metro de cada uma das circunferéncias. (Lembre-se que o didametro equivale ao dobro

do raio).

Circunferéncia de C, = 12.57  Circunferéncia de C, = 18.85

Circunferéncia de C; = 6.1
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G, 12,57
= =3,142
2- r 4 3, 5,
C2 18,85
= = 3,1416;
2- T2 6
C 6,1
= = 3,05.
3. r3 2

A proximidade dos resultados ndo é um acaso. Desde a antiguidade, estudos reve-
laram que a razdo entre o comprimentro da circunferéncia e o seu diametro é uma
constante, o qual denominamos de 7r. Além disso, quando o raio é um ntmero raci-
onal, seu perimetro serd irracional, ou seja, s6 poderemos aproxima-lo por racionais.
Isso explica a diferenca nos resultados obtidos acima. Como o perimetro foi aproxi-

mado, o valor de 7t também é uma aproximacao.

1
Os egipicios no papirode Ahmes atribui a 7t o valor de 38’ e no papiro de Rhind,

4
temos 71 = 3> . Ja na Biblia (1 Reis 7 : 23 e Cronica I1,4 : 2) encontramos que 0s

hebreus utilizava 71 = 3 como aproximacao.

22 22 1 1
Arquimedes, 240 a.C., concluiu que 7—13 << = ou seja, 37—2 << 3;. Ja Pto-

3
lomeu, 150 d.C., fez 7 = 120° enquanto o chinés Tsu Ch’ung-chih deu a aproximacao

racional @
113"

Desde o século passado, computadores foram utilizados para calcular as casas de-
cimais de 7. Em 1949, o ENIAC, computador eletrénico do Army Ballistic Research
Laboratories de Aberdeen, Maryland, calculou 7r com 2037 casas decimais. Em 1961, o
IBM 7090 calculou com 100 265 casas decimais, e em 1973, num CDC 7600, realizaram

uma aproximacao de 7t com 1000000 de casas.

Em 2010, os japonese Shigeru Kando e Alexander Yee determinou 5 trilhdes de ca-
sas decimais, e em 2013 The Santa Clara University com 8 000 000 000 000 000 de casas

decimais.
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Agora vamos utilizar uma calculadora cientifica para calcular 7t e verificar que os

primeiros convergentes equivalem a resultados histdricos. Veja:

Na calculadora cientifica tecle 7t e =, obtendo:

T = 3,141592654...

Vamos subtrair a parte inteira, e digitar a tecla inverso, obteremos o préximo coe-

ficiente da fragdo continua, e repetimos o processo, tanto quanto desejarmos, obtendo:

1 1
T =340,141592654 = 3 + - 34 -
- 74 -
0,141592654 + 1
0,062513306
=34+ 1 =34+ 1
1 1
74+ - 7 + -
15+ - 15+ -
- 1o -
0,996594406 T 1
0,003417231
1
—34
1
7+ -
15 + -
1 -
T

Agora complete a tabela dos convergentes e encontre algumas aproximacdes de 7t

que equivalem a resultados historicos:

a; = ay = az = ag = a5 =

C = G = Cs = Cy = Cs =

Diga agora qual convergente equivale a aproximacdo dada por (pela):

a. Biblia: 1 =3 =

22
b. Arquimedes: 7T = - =
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, . 355
c. Tsu Ch’'ung-chih: 7 = 115 =

o 355 ,
Observe que o erro de aproximagao para 71 = —— € menor que

1
113 3000000

T = 3,141592654 — % = —0,000 000 266,

3141592

1000000’ SWo erro € 0,000 000 654.

esta aproximacao é melhor que

7.2 8% ANO

No 8° ano, trabalha-se com equacoes do 1° grau, dando énfase a resolucdo da equa-
¢do do 1° grau, sistemas de equacdo do 1° grau com duas ingdgnitas e resolucdo de

problemas.

Néao ha na Proposta Curricular do Estado de SP [9] a sugestdo de introduzir Equa-
coes Diofantinas. Aqui sugerimos apresentar as fragdes continuas como método para
encontrar uma solucdo particular para Equagao Diofantina e, consequentemente, a so-
lugdo geral. Dentre os objetivos da atividade a seguir destacamos que o intuito é de
apenas introduzir o tema, possibilitando aos alunos verificar que algumas equacoes do
1° grau com duas incégnitas possuem infinitas solucoes inteiras, bem como perceber

mais uma aplicacdo das fragdes continuas.

Embora ndo tenhamos abordado essa possilidade anteriormente nesta pissertacao,
acreditamos que seja pertinente introduzi-la aqui. Na secdo a seguir, apresentaremos
algumas demonstragdes que comprovam a possibilidade de utilizar fragdes continuas
na resolucdo de equacoes diofantinas lineares, porém, ao levarmos esse tema aos alu-
nos do 8°ano sugerimos que seja revisada a necessidade de todas as demonstracoes,
que podem dificultar a compreensao dos alunos. O principal intuito é a interpretacdo
de situages-problemas, que envolvam as equacoes diofantinas lineares, utilizando as
fracoes continuas como método para obter uma solucdo particular e, consequente-

mente, a solucdo geral.
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7.2.1 Equagoes Diofantinas Lineares e Fragbes Continuas

A Equacgdo Diofantina Linear recebe esse nome em homenagem a Diofanto de Ale-

xandria, que viveu aproximadamente no século 111 d.C. [10].

Definicdo 7.1. Uma equagdo da forma
aX +bY =c,

sendo a, b e c nimeros inteiros ndo nulos, é denominada Equacdo Diofantina Linear.

Definicdo 7.2. Uma solucdo particular da equacdo diofantina linear aX + bY = ¢,
descrita anteriormente, é um par ordenado (xp,yo) de numeros inteiros tal que

axo + byg = c.

Uma pergunta natural é: Em quais situaces as equacoes diofantinas lineares pos-
suem solucdes e, caso tenham, como determina-las? As duas préximas proposicoes

respondem a esta questao.

Proposicao 7.3. Sejam a,b,c,€ Z e d = mdc(a,b). A equagdo aX + bY = ¢ admite

solugdo em niimeros inteiros se, e somente se, d|c.

Demonstragdo. Supomos que a equagdo aX + bY = ¢ possua solugdo xq e yo.

Entao,
axo + byg = c.

Como mdc(a,b) = d, entédo

dla = a = day; e dlb=b=db.
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Logo,
dayxo + dbiyo = d(a1xo + b1y,) = c.

Portanto d|c.

Como d|c, entdo ¢ = dcy e mdc(a,b) = d, logo d = ax + by.

Multiplicando a ultima equagéo por ¢, obtemos
dey = (ax + by)C1 = c=acix+bayy = c=aX+ bY,

como queriamos mostrar. O]

Assim respondemos a primeira parte da questao.

A proposicdo a seguir mostra como determinar a solucdo geral a partir da solucao

particular (xo, yo).

Proposicao 7.4. Seja xo,yo uma solugdo particular da equagdo aX + bY = c, onde

mdc(a,b) = 1. Entdo a solugdo geral x,y € Z da equagdo é

X = xo+ bt
Yy =yo—at; teZ.

Demonstragdo. Tomemos uma solucéo (x,y) de aX + bY = c, assim,

axg + byg = ax + bx = c.

Dali,

a(x —x9) = b(yo—vy) (7.1

Como a e b sdo coprimos, entdo b|(x — xp). Logo, podemos fazer

X —xo = bt, para algumt € Z.

Substituindo x — x( na equacao (7.1I)), segue que

bt:b(y;yo)@y—yo:at.

115



APLICAGOES DE FRAGOES CONTINUAS NA EDUCAGAO BASICA

Portanto, as solugdes sdo do tipo exibido.

Por outro lado, (x,y) do enunciado, é solucéo, pois
ax + by = a(xo + bt) + b(yo — at) = axo + byo = c.

O]

Agora iremos mostrar como utilizarmos fra¢des continuas para determinarmos a so-

lucgdo particular e consequentemente a solucao geral de uma equacao diofantina linear.

Tomemos uma equacdo diofantina linear do tipo aX + bY = 1, com a e b inteiros

.. . , . a o ;
positivos e coprimos. Representamos o nimero racional 5 como fracdo continua
a
E = [611;612,' o /an]~

Aplicando a férmula do determinante aos dois ultimos convergentes C,,_1 e C,, se-
gue que
Pndn—-1 — qnPn—-1 = (_1)n
a

b

Como o ultimo convergente da fracdo continua € o proprio niumero racional —, subs-
tituindo p, e g,, obtemos

a1 — bpuy = (~1)".

Assim, se 1 é par xo = g,_1 € Yo = —p,_1 satisfazem a Defini¢do

Ja se n ¢ impar, entdo xg = —,_1 € Yo = pu—1 satisfazem a Defini¢do 7.2}

. ~ , x = xo+ bt
Dai, podemos determinar a solugdo geral, que é: 0
Yy =Yyo—at; teZ.

Que equivale a
X = qn_1+ bt
Y= —pu_1—at; te”,

se n é par.

X = —qn_1+bt
Y= pu—1—at; te”Z,
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se n é impar.

As proposi¢coes demonstradas anteriormente, equivalem ao Teorema de Bézout.

Exemplo 7.2. Obter a solucdo particular e geral da equagdo 17X + 10Y = 1.
Solucao:

~ - , 1
1° Escreva a expansdo em fracdes continuas de —

10°
17 7 1 1
LU DA U S P .
(TS RS (I
7 7
SR S
1 T
1+ 1+ ——
z 24z
3 T3

2° Determinamos os convergentes:

ﬂ1:1 azzl 613:2 a4:3

pl1 1-14+4112-241(3-5+2
1 1 2-14+1(3-3+1
Ci=1]C=2 ngg C4:%
s . 5 . ~
O penultimo convergente é C3 = 3 e n é par, entdo:
(x0,y0) = (gn—1,—pu-1) = (3, -5)

é solucdo particular, veja:
17-34+10-(—5) =51—-50=1.
Como,

X = qn-1+ bt
Y= —pu_1 —at, teZ.

¢ solucao geral da equacdo diofantina.

Entao,

x =3+ 10t
y=—5—17t, teZ.
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¢ solucao geral da equacdo diofantina dada.

Exemplo 7.3. Obter a solucdo particular e geral da equagdo 18X + 13Y = 1.

Solucao:

1° Escreva a expansao em fracdes continuas de

O pendltimo convergente é Cy =

13
18 5 1 1
5 5
1
=14+ —— =1+ 1
1 1 2 L
+§ +1+g
3 3
1 1
=14+ 7 =1+ 7
24+ —— 2+
1 1
1+ = 1+ ——+
3 1
2 2
a1=1|a=2 a3 =1 ag =1 as =2
1 2:-14+1(1-3+1|1-443|2-74+4
1 2 1-24+1(1-342]2-5+3
G =1 szg ng% C4:% C5:%
7 (. ~
geneunpar, entio:
(x0,%0) = (=qn-1,pn-1) = (=5,7)

¢ solucao particular, veja:

Como,
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¢ solucao geral da equacdo diofantina.

Entao,
x=—-5+4+13t
y=7-18t, teZ.

é solucdo geral da equacdo diofantina dada.

Exemplo 7.4. Obter a solucdo particular e geral da equagdo 18X + 13Y = 5.
Solucao:
Primeiro determinamos uma solucdo particular para 18X + 13Y = 1.

Pelo exemplo anterior, temos que (xo, o) = (—5,7), logo, a solugdo particular para
18X 4 13Y = 5, equivale a

5-(x0,y0) =5 (—5,7) = (—25,35).
O que é facilmente verificavel.

18- (—25) + 1335 == —450 — 455 = —5.

E a solucdo geral é:

x = —25+ 13t
y =35—18t, te”Z.

E importante que o professor oriente os alunos a determinarem a solu¢édo particular
e a solucao geral das equacdes diofantinas lineares para a ou b inteiros negativos, com

c =1ec # 1, exercitanto o algoritmo e aplicando em situacoes problemas.

Apresentamos um ultimo exemplo, no qual os alunos além de encontrarem uma so-

lugéo particular e uma solucdo geral da equacdo diofantina linear, devem determinar
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uma solucdo que satisfaca a situagdo apresentada:

Exemplo 7.5. Com 100 reais, quais sdo as quantias que podem ser gasta para comprar

carrinhos que custam 7 reais e bonecas que custam 11 reais?
Solucéo:

Seja a equacao diofantina linear

11X + 7Y = 100.

~ ~ , 11 . \
Escrevemos a e€xpansao €em frac;oes continuas de 7, que equlvale a.

11
— =11,1,1,3].
S =[1,1,1,3]

. 3 , N
Calculamos os convergentes, em especial C3 = > como 7 € par, entdo,
(x0,%0) = (qn-1,—Pn-1) = (2,-3).

Essa solucdo particular satisfaz 11X 4+ 7Y = 1, logo,
100 - (2, —3) = (200, —300),

equivale a uma solugéo particular da equacéo diofantina linear dada.

Entao,
x =200+ 7t
y = —300 — 11¢, teZ”Z,

é solucdo geral da equacgdo 11X 4 7Y = 100.

Como o problema s6 adimite solucdo inteira positiva, devemos determinar ¢ que

satisfaca essa condicdo. Como

—300 =11 = —27,27.

Entdo, t = —28 satisfaz o problema. Dali,
x =200+ 7t =200+7-(—28) =200—-19 =4
y =-300—11t = —-300—11-(—28) = —300+308 =8&.
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Portanto, pode-se comprar 11X bonecas, logo a quantia gasta com bonecas é de

11 - 4 = 44 reais. E para comprar 7Y carros, a quantia gasta é de 7 - 8 = 56 reais.

7.3 9%9aANO

Na proposta Curricular do Estado de SP [|9]], neste ano intensifica-se o trabalho com
o Conjunto dos Numeros Reais, dando énfase aos nimeros irracionais e a potenciacao
e radiciacdo de numeros reais. Em dlgebra, apresenta-se a equacdo do 2° grau, dando

prioridade a determinar suas raizes e a solucdes de problemas.

Neste ano, espera-se que os alunos compreendam melhor os nimeros racionais e
irracionais, porém, muitas vezes o trabalho com os nimeros irracionais se dd com um
amontoado de regras, nem sempre contribuindo para a construcdo do seu real sig-
nificado. Com o intuito de contextualizar os nimeros irracionais dentro da propria
Histéria da Matemadtica, sugerimos uma atividade onde os alunos explorem grandezas
comensuraveis e incomensuraveis, com o auxilio das fragdes continuas e a teoria das

propor¢oes de Eudoxo de Cnido.

Ja para o trabalho de radiciacido em reais, a sugestio é de uma atividade para aproxi-
mar numeros irracionais por racionais utilizando fracoes continuas, levando os alunos
a perceberem que nuimeros racionais tém representacdo em fracoes continuas finitas,
enquanto os numeros irracionais tém expansao infinita, sendo periddica quando € raiz

algébrica de um polinémio de grau 2.

7.3.1 Grandezas Comensurdveis e Incomensurdveis

Euclides viveu em Alexandria em torno de 300a.C. Em sua obra Os Elementos, divi-

dida em treze livros, abriu o Livro X com a seguinte definicdo:

Dizem-se grandezas comensuraveis as que se medem pela mesma medida,
e incomensurdveis aquelas das quais nao é possivel nada tornar-se medida

comuin.
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E em seu livro V, exp0s de forma magistral a teoria das proporcoes de Eudoxo que é

aplicavel a grandezas comensuraveis e incomensuraveis.

Atribui-se aos Pitagoricos a descoberta das grandezas incomensuraveis. Pitdgoras
viveu no século VI a.C., era profeta e mistico, e fundou uma ordem, que tinha como
lema "Os numeros governam o mundo", sendo que, para eles nimeros eram apenas 0s

inteiros, e as fracOes eram as razdes desses ntimeros.

H4 a ideia de que a descoberta das grandezas incomensuraveis tenha causado uma
grande crise no pensamento pitagdrico, ndo se sabe ao certo se a primeira grandeza in-
comensuravel tenha sido obtida na tentativa de encontrar a razéo entre a diagonal e o
lado de um quadrado, ou se entre o lado e a diagonal de um pentdgono regular. Alguns
historiadores atribuem esta descoberta a Hipasus de Metaponto, chegando a dizer que

o mesmo teria sido expulso por ter criado tal grandeza ndo representavel por nimeros.

Embora nao haja evidéncias concretas desta suposta crise, sdo as grandezas inco-
mensuraveis que servem de origem para o conjunto dos nimeros irracionais e, s6 em
1858, Cantor e Dedekind descreveram uma teoria que provava a continuidade da reta

real, estabelecendo melhores contornos aos nimeros irracionais.

Agora vamos apresentar duas situacoes na busca de encontrar uma medida comum

para grandezas distintas, veja:

Situacdo 1. Vamos utilizar a teoria da proporcdo de Eudoxo, para determinarmos

uma medida comum entre Z, p e v onde g < p.
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i) Com auxilio de um compasso vamos ver quantas vezes a medida g cabe em p;

ou seja,
B:2+7p_2q:2+ ;
q 1
p—2q
q
d
q q
p

ii) Agora vejamos quantas vezes a medida p — 2¢q cabe em g;

ou seja,
p 1 1
— =2+ =2+ ;
q oy 1=2(p—29) 24 1
p—29 _r—29
q—2(p—2q)
D — 2q
q d
D — 2q
q q
D p—2q

iii) Vamos ver quantas vezes a medida g — 2(p — 2g) cabe em p — 2g;
ou seja,
p_ 1
=24+ —7

24 =
+2

Fazendo a malha quadriculada com 1u, podemos observar que p = 12 e g = 5, e
obtemos os mesmos valores pelos convergentes da fragdo continua que foi escrita pela

método de eudoxo, veja:
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q—2(p—2q) = lu
p—2q
a d
p=—2
q q lu lu
p P—2q
m=2| ap=2 as =2
2 2:-241|12-542
q 2 2-2+1
Ci=2| CG=3 |G=2%2

Agora faremos ;

i) Quantas vezes g cabe em d? quantas vezes d — 2g cabe em q?

q—(d—2q) d—2q
q
q
d—2q ¢ d
p
ou seja,
é:2+7d_2q:2+ ! =2+ ! .
q 1 _ 14 1= (d=29)
d—2q d —2q

ii) Quantas vezes g — (d — 2q) cabe em d — 2¢? E quantas vezes 1u cabe em g —

(d—2q)?
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d—2¢—[¢—(d—2¢g)]=1u

q—(d—2q)
ou seja,
d 1 1
P 14 14+ ——
! 1+1
2

b q—(d—2q)
d—2q—[qg—(d—2q)]

Observe que pela malha quadriculada de 1u que:

g=5u e d=2q+1]qg— (d—29)]+ 1y,

mas,
q—(d—2q)=2u,

entao,
d=2-5u+1-2u+1u = 13u.

Que também ¢ verificavel pela tabela dos convergentes,

aa=1 | a3=1 | agz=2
1-2+1|1-34+2|2-54+3

1 1-14112-2+1

Ci1=2| CG=3|GCG=3|C=2=2

111:2

L d .
Para a razao —, basta verificarmos que:

q—(d—29) =p—2q=2u.

Entdo, p = 12ued = 13u = p + 1u,
nessa ultima igualdade dividimos tudo por p, entdo obtemos:
d 1

=14 =,
p +12
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que é a expansdo em fracdes continuas de

d 13

p 12

Situacdo 2. Vamos utilizar a teoria da proporcdo de Eudoxo, para determinarmos

uma medida comum entre o lado 1 e a diagonal 4 de um quadrado.

1 d
1
d—1
d/
d—1
1 d
d—1
1
Observe que,
d=1td-1elo14 o 1
B 1 1 1

Agora quantos d — 1 cabem em 1? Sabemos que:
1=d+d-1,
fazendo, d’ = d"” +d — 1, e substituindo d’ teremos:
1=d"+2(d-1),

assim,
1 d’ 1
P i B B B

d//
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d—1 1
P icdo 7.5. Not = —
roposicao 7 ote que, 77 1
Demonstragdo. Temos:
1 d-1
d d '

pois sdo lado e diagonal de quadrados, (respectivamente, numerador e denominador

de cada fracdo). Portanto, tridangulos semelhantes pela caso AAA.

Da igualdade anterior, segue que:

1 d

d—1 d’
Substituimos d’ no segundo membro da igualdade, e obtemos:

d
1 d d i1 d d+d"
SR e e [ (A
d—1+1

substituindo d” no numerador, concluimos que:

1  d+d—-d+1 d+1
d—1 a’ 47

como querl'amos mostrar.

Assim, a situac¢do ocorre infinitamente, logo,
1
1
2+
24 ..

d=1+

Como o processo € infinito, ndo temos o ultimo convergente, logo, a diagonal de um

quadrado nao pode ser representada pela razdo de dois nimeros naturais.

Pelo Teorema de Pitdgoras, podemos determinar a diagonal do quadrado, veja:

P2=12+12<=d=2

Assim como os Pitagdricos, encontramos uma grandeza incomensuravel, tentando

encontrar a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado unitario.
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Com a utilizacfio da calculadora vocé determina uma aproximacio decimal para v/2,

que € 1,141421356, a fragdo continua obtida acima determina 6timas aproximacoes

para v/2, veja:

N
N
N
+
—_
N
a1
+
N

Dai, o erro de aproximacéo do Cs é:

17
V2 - 35 = ~0,002453104,

. 1
ou seja, menor que oo

Agora compare as duas situagdes que acabamos de estudar. Na Situagdo 1, consegui-
mos determinar as razoes na forma racional, ou seja, as grandezas sdo comensuraveis
e a expansdo em fracdo continua foi finita. J& na Situagdo 2, a razdo ndo pode ser
expressa na forma racional, ou seja, sdo grandezas incomensuraveis, cuja expansao

em fracdo continua ¢ infinita, logo V/2 é irracional.

Agora é com vocé. Tome dois retangulos o primeiro de lados 16 e 7, o segundo
de lados /3 e 1, utilize as fracdes continuas e diga em qual dos casos relacionamos

grandezas incomensuraveis.

7.3.2 Numeros Irracionais com Expansdo em Fragdo Continua Periédica

Apresentar aos alunos o ntumero @, que é raiz positiva da equacdo de 2° grau
®? — ® —1 = 0. Logo, ® é um ntimero algébrico de grau 2, cuja expansiio em fracoes

continuas é periddica.
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Como visto na se¢io

Apbés apresentar outro niimero irracional que também é algébrico de grau 2, o /2.
Facilmente percebemos que /2 é raiz da seguinte equacio:

x2—2=0.

Entao,
-2=0ex"-1=1

s x+D)x-1)=1
1

x+1
1

=14+ —
= +x—|—1'

substituindo x no 2° membro da igualdade, obtemos:
1 1
x =14 —F—— =1+ —g—.

1+ ——+1 2
+x+l+ +x+1

Sx—1=

Como podemos substituir x infinitamente no 2° membro e como /2 é solucdo desta

equacao por construcao, temos que:

1

R
+2_|_...

Portanto, a expansdo em fracio continua de /2 é periddica.

Agora é com voce! Verifique o que ocorre com V3 e /5.

7.4 1° ANO DO ENSINO MEDIO

Pela Proposta Curricular do Estado de SP [9], neste ano, verifica-se o que os alu-
nos ja compreenderam nos anos anteriores sobre os conjuntos numéricos, sendo assim,
todas as atividades propostas anteriormente sdo possibilidades de trabalho para reto-

mada dos conjunto dos nimeros reais, dando maior énfase aos nimeros racionais e

irracionais.
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Ap6s a consolidagdo deste tema, os alunos tém uma breve revisao sobre sequéncias,
para entdo introduzir o conceito de Progressdo Aritmética e Geométrica. Muitas vezes,
a retomada dos conjuntos numéricos é deixada de lado, dando maior énfase ao traba-

lho com as progressdes.

Sem diminuir a importancia deste ultimo tema, sugerimos a retomada dos conjuntos
numéricos, dando énfase aos nimeros irracionais, que podem ser bem aproximados
por racionais, pelos convergentes de suas expansdes em fracoes continuas, introdu-
zindo a nogao de irracionais algébricos de grau 2 pela representagdo em fracoes conti-

nuas infinitas periddicas.

7.4.1 Aproximagbes Racionais de Niimeros Irracionais

Para a atividade de hoje, vamos utilizar uma calculadora cientifica e relembrar al-

guns numeros irracionais que conhecemos nos anos anteriores.

Qual é a representacdo decimal para 7, P, V2, /3, \/5 e outros ntimeros irracionais

que conhece?

Bem, quem pensou que 7t é 3,14 ou algo parecido, esta levemente enganado.

Vocé ja se perguntou qual a diferenca dos ntimeros racionais e irracionais?

Vamos relembrar!

Os numeros racionais sdo aqueles que podem ser escritos na forma P com p.qeEZ

e g # 0, e os numeros irracionais sdo aqueles que ndo podem ser escritos desta forma,

ou seja, nao sdo racionais.

Agora n6s vamos dividir os niimeros irracionais em dois grupos, os algébricos e os
transcedentes. S3o numeros algébricos aqueles que sdo raizes de um polinémio algé-

brico e transcendentes aqueles que nao sao raizes de polindmios algébricos.
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Vamos agora descobrir uma maneira pratica de determinarmos fracoes tdo proximas

desses nimeros irracionais, quanto quisermos.

Para isso, pegue sua calculadora, lapis e papel!

Vamos iniciar relembrando que a expansdo em fracdo continua de um nudmero «

irracional é:

1
a=a+——g—

ap +

a3+...
ondea, € Zea, € Nparan > 2.

Agora vamos escrever a representacio de /2 em fracdes continuas, facamos juntos:
Na calculadora, digite v/2 =, obtendo, 1,414213562.

A parte inteira desse numero € a;, ou seja, a; = 1. Subtraimos a parte inteira desse

ntimero e digitamos a tecla inverso (x~!), obtendo 2,414213562.

Vamos escrever na fracdo continua o que fizemos até agora:

V2 =1,414213562 = 1 + 1,414213562 — 1 = 1 + 0, 414213562

1 1

=1+ i =1t s mise

0,414213562

Agora vamos repetir o processo!
Subtraimos a parte inteira que € 2, e digitamos a tecla inverso, o que ocorreu?

Isso mesmo! Obtivemos o mesmo resultado, vocé vai cansar os dedos de tanto digitar

e o resultado serd sempre o mesmo! Entdo:

1 1
\@_1+2+0,414213562 _1+2+

1
2,414213562

131



APLICAGOES DE FRAGOES CONTINUAS NA EDUCAGAO BASICA

Logo,
V2=1+ !
2+
2+

1
1

24 ...

Dai, podemos escrever a tabela e determinar seus primeiros convergentes, veja:

a1 =1 a) =2 az =2 ag =2 as =
p 1 2-14+12-3+1|2-74+3|2-17+7
2:-2411(12-5+2 121245

=
N

Cujo erro de aproximacdo para os convergentes sdo:

. V2 —1=0,414213562;

3
V2 - 5= V2 —1,5 = —10085786437;
7
V2 — = V2 —1,4 =0,014213562;
17 _
V2 — i V2 — 1,416 = —0,002453104;

41
V2 — 5 = V2 —1,413793103 = 0,000420458.

Observe que quanto maior o indice do convergente, menor é o erro, e podemos

tornd-lo tdo pequeno quanto se queira, bastanto para isso, tomar n adequado.

1
P C $ —
ara o Cs O €170 € menor que 2000

Agora é com vocé! Faca o mesmo para 77, ® e /5. Observe que o tinico que nio tem

como expansdo em fracdo continua infinita periddica é o 7t. Dos nimeros dados, ele é

o Unico transcendente, todos os outros sao algébricos de grau 2.
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O presente estudo teve como motivacdo ampliar a compreensdo do conjunto dos

numeros reais, em especial os numeros racionais e irracionais.

As fracOes continuas, principal tema desta dissertacdo, é apresentada como uma
importante ferramenta nesta tarefa. Houve uma grande preocupagdo em apresentar
uma base sélida para introduzir este assundo, apresentando e provando os teoremas,
proposicoes e coroldrios. Apresentamos caracteristicas das fracoes continuas finitas e
infinitas, associadas aos nimeros racionais e irracionais, respectivamente, dando én-
fase aos convergentes, que fornecem as melhores aproximacdes racionais a um numero

real & qualquer, com erro tdo pequeno, quanto se queira.

A associacao dos temas ao periodo histérico de seu desenvolvimento nédo € por acaso,
acreditamos que a contextualizacdo interna dentro da propria histéria da matematica
possibilita uma aprendizagem significativa e reflexiva. Outra caracteristica importante
deve-se a utilizacdo da interpretacdo geométrica da maioria dos conceitos apresenta-
dos, sendo essa, uma importante ferramenta na aula de cada professor, pois em ativi-

dades como essas os alunos tornam-se artificies de seu conhecimento.

Com a preocupacao de propor atividades possiveis dentro do curriculo que é uti-
lizado na Educacdo Bdsica Nacional, apresentamos uma andlise de como é proposto
os objetivos e, consequentemente, os conteudos associados aos niimeros racionais e
irracionais. Buscamos relacionar a Base Nacional Comum Curricular ao Curriculo do
Estado de Sao Paulo e aos livros didaticos, evidenciando possilidades de ampliar a com-
preensdo dos assuntos, dentro dos objetivos jd existentes com a utilizacdo das fracdes
continuas em diversos temas. Embora tenha dado grande importancia aos aspectos da

matematica, o presente tema pode ser associado a outras areas do conhecimento.
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Por fim, as sugestdes de atividades ndo limitam-se a Teoria dos Numeros, embora
seja esse um norte da pesquisa, o leitor facilmente percebe que estas caminham pela

algebra, geometria e Historia da matematica.

A divisdo das atividades por ano é apenas para facilitar a leitura e a exposicao dos
objetivos, podendo ser utilizadas e adaptadas para qualquer ano, de acordo com os

objetivos especificos e gerais de cada turma.

As atividades foram aplicadas em uma turma do 1° ano noturno do Ensino Médio
publico Estadual de Sdo Paulo. Utilizei 10 aulas de 45 minutos, para apresentar aspec-
tos historicos, as relagdes algébricas e geométricas presentes na aproximacao racional

de numeros racionais e irracionais por meio dos convergentes das fragdes continuas.

Alternado momentos de aula expositiva e de atividades nas quais os alunos aplica-
vam os conhecimentos geométricos e algébricos adquiridos, percebeu-se grande empe-
nho da turma nas atividades, e a relacdo dlgebra/geometria facilitou a compreensao
por parte dos alunos, que compreenderam a importancia da generalizacao algébrica

para aplicacdo dos conhecimentos em situacoes diversas.

Encerramos o trabalho com uma atividade avaliativa. Os resultados da turma foram
muito satisfatérios, no Apéndice apresenamos esta atividade. Ressaltamos que
houve a preocupacdo em nao utilizar elementos que nédo sao facilmente encontrados
nas escolas. Utilizamos lousa, giz, caderno, lapis, borracha, lapis de cor, régua e cal-
culadora, embora reconhecamos a importancia das tecnologias e de outros materiais,
mostramos que o minimo oferecido pelas escolas ja € suficiente para propiciarmos uma

aprendizagem significativa aos alunos.

Acreditamos que o presente estudo possa contribuir para formacgao inicial e continu-
ada de professores, possibilitando que os mesmos utilizem esse tema em suas aulas.
O que defendemos como uma importante ferramenta para o ensino dos assuntos que
sugerimos, bem como outros em que puderem ser utilizados. Sugerimos ainda, aos

que querem se aprofundar ao tema, que consultem a bibliografia indicada.
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Al

ATIVIDADE AVALIATIVA

Exercicios aplicados a 40 alunos do 1° ano do Ensino Médio noturno do Estado de

Sao Paulo, no municipio de Suzano.

D
a)
b)
)

2)
a)
b)
)

3)

a)
b)

4)

. 14 .
Dada a fracdo 5 determine:
Sua expansao em fra¢des continuas pelo método geométrico.
Seus convergentes.

O erro para C; e C;.

. 309 .
Dada a fracao 17 determine:
Sua expansao em fragdes continuas pelo método das divisdes sucessivas.
Seus convergentes.

O erro para Cq1, C; e Cs.

Como\@:2+
4+

T determine:

44 ...
Seus cinco primeiros convergentes.

O erro para cada um destes convergentes.

Com suas palavras explique:

135



APENDICE A

a) Conjunto dos ntimeros racionais (Q):

b) Conjunto dos ntimeros irracionais (Q°):
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A.1 ATIVIDADE AVALIATIVA
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A.2 FRACOES CONTINUAS NO CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO

Apresento a sugestdo colocado no Caderno do Professor [|13]] volume 1-9°ano, pagi-
nas 32 a 38.

Consideracoes sobre a avaliacido

Uma vez que o professor se decida por trabalhar com as fra¢gdes continuas no seu
curso sobre niimeros reais, recomendamos que aproveite também a oportunidade para
explorar o uso da calculadora em sala de aula. Utilizar a calculadora para calcular a
representacdo decimal de numeros racionais e para encontrar aproximagoes de raizes
pode ser uma interessante porta de entrada para a expansao do conhecimento numé-

rico de um aluno do 9° ano.

Deve-se observar que nos anos anteriores ja haviam aparecido representantes numé-
ricos de todos os conjuntos; porém, entendemos que o 9° ano seja o ambiente para
organizar as informacdes numéricas, bem como conceder novos contornos a discussdo

feita sem grande aprofundamento sobre niimeros racionais e irracionais no 8° ano.

As avaliacOes sobre o tema tratado nesta Situagdo de Aprendizagem podem ser fei-
tas por meio de listas de exercicios em que se peca para o aluno determinar fracoes

geratrizes.

Identificado um interesse sobre o assunto por parte dos alunos, outra possibilidade
de avaliacdo pode ser um trabalho de pesquisa em que os alunos possam se aprofundar

no assunto estudado.

Fracoes continuas.

Professor, caso considere adequado trabalhar as fragdes continuas com seus alunos,

sugerimos a abordagem e atividades apresentadas a seguir.

139



APENDICE A

N o 4
A fracgdo 5 situa-se entre os inteiros 0 e 1. Dessa forma, podemos escrever 5 como

1 4 1 . 5 .
0+ o sendo que x > 1. Se 5 = 0+ oL entio x = T 0 que nos permite escrever,
portanto,

4
-=0 A.l
G + (A.1)

| a1 =

Q1

. o ~ 5, .
Pode-se repetir o mesmo raciocinio para a fracdo —. Sabemos que 2 € um ntmero

1 5 1
entre 1 e 2 e que, portanto, pode ser escrito como 1 + g, comy >1. Se - =1+ —,

B

4
entdo y = 4. Segue, portanto que

5 1
- =14 -. A2
1 + 1 (A.2)
Substituindo (A.2) em (A.1) teremos
4 1
- =0+ —. (A.3)
5 1+ E
4
) . .1 1 1
Repetindo mais uma vez o mesmo processo para a fragéo v teremos: & = 0+ o
1 1 1
com w > 1, o que implica dizer que w = 4, portanto, 1= 0+ T Note que esta ultima
. X1 . 1
etapa dos cdlculos ndo implicou uma representacao diferente para a fragao 7 0 que,

em ultima andlise, quer dizer que o processo esta encerrado. Na pratica isso sempre

ocorrerd quando x,y, w, - - - for um ndmero inteiro.

. 5 .
No caso do exemplo analisado, x = —, o que nos fez calcular y, que por sua vez é
2 4’

igual a 4 € Z, encerrando assim o processo em y. Decorre do processo realizado a

o . 4 < ,
seguinte igualdade (A.3]), que chamamos “desevolvimento do 5 em fracdo continua”.

Pode-se demonstrar que todo niimero racional pode ser escrito como fracdo continua
por meio de um desenvolvimento finito, como ocorreu no exemplo anterior. Observe
que o racional g, cuja representacdo decimal era explicitamente uma dizima perid-
dica, também pode ser escrito como fracdo continua por meio de um nuimero finito de

passos. O raciocinio sera o mesmo utilizado para —:
VA 7 1
(1 3 estd entre 1 e 2, portanto, 6= 1+ —,comx >1;
X

1
G :1+6.Comox:6€Z,o
processo estd encerrado e esta € a fracdo continua.

7 1
(i) De 3 =1+ po decorre que x = 6, ou seja,
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Atividade

~ . . 16
1) Com relagdo ao numero racional VA pergunta-se:

a) Utilizando o algoritmo da divisdo para 16 = 7, encontraremos um decimal finito

ou uma dizima periddica?

16 ~ ,
b) Escreva + como fracdo continua;
30 ~ ,
c) Escreva 13 como fracdo continua;
Em resumo, alguns dos objetivos especificos que o professor podera levar em consi-
deracdo se decidir por abordar fragcdes continuas para representar numeros racionais

sao:

e as fracoes continuas descrevem um processo finito (por meio de fracdes) para
a representacdo de todo e qualquer numero racional. Sem as fracoes continuas,
e restritas apenas a representacdo decimal dos numeros racionais, uma dizima

periodica sé podera ser representada como a soma infinita de fracoes;

e as fragbes continuas sdo trabalhadas em um contexto em que se faz necessaria
a retomada de operagoes e representacdo de fragdes, o que € positivo dentro da

otica de curriculo em espiral;

e 0 estudo das fracoes continuas abre uma interessante perspectiva de interpreta-

¢do e analise dos nimeros irracionais, como veremos a seguir.

FracOes continuas e os numeros irracionais

Uma forma muito utilizada de se referir aos niumeros irracionais é a de que sao
os numeros cuja representacdo decimal € infinita e ndo periddica depois da virgula.
Nesse caso, ao observarmos no visor de uma calculadora de oito digitos o resultado
1,4142135 de /2, sabemos, de antemao, que o niimero indicado é apenas uma aproxi-

macao de V2, dado que v/2 é um numero irracional.

Se fosse possivel ter uma calculadora que calculasse /2 com infinitas casas, o fato de

se tratar de um numero irracional nos da garantias de que ndo haverd formacao de pe-
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riodo em sua parte decimal. Se nos referirmos aos ntimeros irracionais dessa maneira,
apos a discussdo da representacdo dos racionais por fracGes continuas, surge quase na-
turalmente a pergunta: Existe um processo para a representacdo dos irracionais com
fraces continuas? Veremos a seguir que, além de existir tal processo, surpreendente-

mente ele nos conduzird a um tipo de representacdo periddica e, portanto, previsivel.

A seguir, aplicaremos o mesmo processo que foi utilizado para a obtencdo de fragdes

continuas de nimeros racionais para o caso do nimero irracional V2.

1
I. /2 estdentre 1 e 2, portanto, V2=1+ 2 com x > 1;
1
IL V2=1+ - decorre que:

! L2445

v2-1-= Vi-1 V2-1 VZ2+1

> X =

R

1
Temos, portanto, V2 =1+ ———;

1++2°

1
III. 1+ +/2 é um nimero entre 2 e 3, portanto, 1 + /2 =2+ g, y>1;

1
IV. De1+\ﬁ:2—l——decorrequey:1+\@

e, portanto, temos:

1+V2=24
1+v2
V. Substituindo no resultado do passo II. o resultado obtido no passo anterior tere-
mos:
1
T
2+
1+v2

VI. Note que x = y = 1+ /2. Se fossemos continuar o processo, partiriamos de
y e encontrariamos w = 1+ V2. Na sequéncia, partiriamos de w = 1+ V2 e
encontrarfamos z = 1+ /2, e assim sucessivamente em um processo infinito.

Portanto, a fracdio continua que representa /2 sera:

1
V2=1+
2+

1
1
1

24 ...

2+
2+

142
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O processo descrito nos fornece uma sucessio de aproximacdes racionais para v/2,
bastando para isso parar em algum ponto da sequéncia infinita indicada na fracédo

continua.

e 1?2 aproximacao:

1
e 22 aproximacao: ~1+ 5 = g =1,5;
. - 1 7
e 3?2 aproximacio: V2 ~ 1+ — == 1,4;
2 _
+ 2
. L 1 17
e 42 aproximacdo: /2 ~ 1+ — =~ 1,4167;
2+ ——
2 _
* 2
. - 1 41
e 52 aproximacio: /2 ~ 1+ =5 1,4138;
2+ ——9—
24+ —
2 _
+ 2

Pode-se demonstrar que as sucessivas aproximacdes racionais obtidas de /2 por
meio da sua fracdo continua formam uma sequéncia convergente em que seus termos
sdo, alternadamente, aproximacdes por falta e por excesso de v/2. A tabela a seguir

resume esse conjunto de informacgoes:

Aproximacio de v/2 Erro Tipo de aproximacao
1 0,4142 Falta
32=15 —0,0858 Excesso
I=14 0,0142 Falta
% ~ 1,4167 —0,0024 Excesso
% ~1,4138 0,0004 Falta

O processo de determinacgdo das fragdes continuas dos ntimeros racionais e do nu-
mero irracional v/2 sinaliza para as seguintes evidéncias, que podem ser matematica-

mente demonstradas:

1. Todo numero racional pode ser representado por uma fracdo continua por meio

de um numero finito de passos.

2. Todo numero irracional do tipo /7 (com n natural ndo quadrado perfeito) pode
ser representado, por um processo finito de passos, na forma de uma fracdo

continua, cuja configuracéo é periddica.
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3. Todo numero real pode ser representado por uma fracao continua.

O segundo resultado enunciado é curioso porque, contrariamente as outras aproxi-
macdes dey/2, que envolvem infinitas fracdes nio periédicas, ao ser expressa por uma

fracdo continua a representacao da segunda aproximacdo serd periddica.

A titulo de curiosidade, apresentamos a seguir a representacdo com fragao continua

1++/5

de dois importantes niumeros irracionais, ou seja, a razdo aurea — er

1+5 1

=1+
2 P -
1+1+“
e
T =3+ 11
7+ 1
15+ 1
1+ 1
292 + 1
1+ 1
1+ 1

Atividade

Determine a fracdo continua que representa o nimero /24.

Finalizada esta breve apresentagdo sobre o assunto, queremos ressaltar, mais uma
vez, que o tratamento dado na ampliagdo desta Situagdo de Aprendizagem aos nume-
ros racionais e irracionais por meio de fracdes continuas consiste em uma alternativa
a abordagem tradicional conduzida por boa parte dos programas curriculares e livros
didaticos. Deve ficar claro que a decisdo sobre incorporar ou nédo essa abordagem (ou

parte dela) caberd ao professor.
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B.1 A EXPANSAO DO NUMERO DE EULER ¢
A seguir transcrevo a demonstracio dada por Diaz [4] nas paginas de 56 a 63.

Vejamos que a expansao em fragdes continuas do nimero e é dada por

2+[1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1,1,- - -].

Para isso consideremos o nimero © cuja expansao em fracdes continuas é
e = 2+ [(x‘l]_,llQ,[l?,,' t /]

ap =1,
onde ¢ a3, = 2F, para k > 1.

azx = aspr1 =1,
TeoremaB.1. ® =2+ [1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1,1,-- -] = ¢

Para facilitar a leitura, explicaremos as principais etapas da prova do teorema dei-

xando para o final deste Apéndice as partes técnicas.

Demonstragdo. Para provar que e é igual ao nimero © usaremos a representacdo do e

como série de poténcias
00 xk
P — -
e = Z k!°
k=o
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Fixado m € Z:
0 1 k
=ra(a)
Assim,
1,1 a1 x© q 1\2
2 (e e = L 01 <m> ’
LG ”)—k§M<m> -

Considere os nimeros positivos

) Tl+k) 1 2k+n
Z:k' (2n + 2k)! ( > ' (B.1)

Observamos que este nimeros estdo bem definidos, ou seja, que a série acima é

convergente. Para isso vemos primeiro que

o k! 1\ ., 1 1\
o =X () =T o ()

L)

Temos também

_ (L+R) (1N*T o 2(14 k) Ly
¢1 Zk“k'(2+2k).<> _Zk_”k!(2+2k)(1+2k)!<m)

i 1 1\ 2k+1 1
T =k 12k \m )

O seguinte lema fornece uma férmula de recorréncia para os ¢,:

Lema B.2. Os numeros &, na equagcdo (B.I]) verificam

Cn - m(Zn + 1)€n+1 = (:n + 2.

Proporemos a prova deste lema para o fim deste Apéndice.

Cn

§n+1

. Temos

Seja 6, =

1 _1 1,1 _1 2

5 _éo _6m—|—3 m 67n(€n1—|—e m) em +1
0= &7 — 1T "1 T :
é(l em — e m m
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Por outro lado, pelo Lema [B.2]

Cn _ Cni2 +m(2n +1)&n1 = m(2n+1)+ Cnt2 =m(2n+1)+

-
! §n+1 §n+1 §n+1 5n+1
Portanto,
2
w1 1 1
e2+ R T E T pp—
em —1 o1 3m + —
J2
Acabamos de obter o seguinte resultado que usaremos mais adiante.
Lema B.3. Para m > 1 considere o numero
2
em +1
Tm - 2 .
em — 1
Entdo
Tm:[m;bZ/"'/bn/"']/ bn:(2n+1)m~
Em particular, para m = 2 temos
1
¥, = Z‘_Ll =2+41[6,10,--,2(2k+1),---].
. Py n
Seja — a sequéncia dos convergentes de ¥,,onde P_1 = 1e Q_; = 0, temos que
Py 2
—_— = - = 2,
Qo 1
P P+ P, 13
Q1 b2Qo+ Q-1 6’
Py kP + Py 22k +1)Prg + Py

Qr Qi1+ Q2 2(2k+1)Qpo1 + Qk—2

O seguinte resultado estabelece a relacdo entre o numero ® do inicio deste Apéndice

e o numero ¥,.

Lema B.4. Os convergentes gk de ¥; e Zk de © verificam:
k k
® pak+1 =2(2k + 1)p3k_1)+1+ Pak—2)41, k>1,
o Pak+1 =22k + 1)g3-1)41 + B3k-2)41, k=1,

® p3k+1 = P+ Qx e g3k = Pr — Qx, k>0.
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Deixaremos a prova deste lema para o fim da se¢do. Agora ja estamos prontos para

terminar a prova do Teorema Usando as relacdes do Lema obtemos que:

e+1 Py
1 — +1
e :€—1+ :T2+1:11m Qk
€—|—1_1 Y, — 1 k%w&_l
e—1 Qk
. Pr + Qx . P3k+1
=limp_e ——— = limy_ e = 0.
7 P — Qk 7% 43k

Assim provamos que ¢ = © concluindo a prova do teorema. Agora provaremos oS
Lemas e O

Demonstragdo. (Lema[B.2)): Escrevemos A = &, — m(2n + 1)&41.

Temos

I 2"(n+k)!
A= Zkzo <k'(2n+2k)' m(21’l+1)

2"(n+k)!(2n + 2+ 2k) (2n + 1+ 2k) (1"
k!(2n + 2k +2)! m

(2n+ 12 (n+1+k)! (1)
k!'(2n + 2 4 2k)! m

27 (n 41+ k)! ) (1 >2"+"

mk!(2n +2+2k)! ) \m

= Y

- Zlio:o

oy 2"(n+k)zz(n+1+k)(zn+1+2k)<1>Zk+”
- k=o o

k!'(2n + 2k +2)! m
(21 +1)2" (n + 1+ k)! < 1 >2k+"

k!(2n + 2 + 2k)! m

- Zlio:o

27 (n+ 1+ k)!((2n + 1+ 2k) — (2n+1))> (1 )2’<+”

B ZH( k!(2n 4 2k +2)! m

o2 D) (2n A1) — 2n41)) e (2MT(nH14K)1(2K)N [ 1\FT
- (2n+2) +Z’<1< k!'(2n + 2k +2)! ><m>

I 242k (1 + 1 + k)1 L
= Y1 <k(k_1)!(2n+2k+2)!> (m)

_ oy 2"2((n42) + (k—1))! 1\ 20D +(n+2)
- b ((k— D!(2(n+2) +2(k - 1))!) <m>

- €n+2~

Concluindo a prova do lema. O
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Pk

Demonstragdo. (Lema B.4): Seja — o convergente k-ésimo de ®. J4 sabemos que:

p_2 . pn_38

q 1 1

Como az, = az,1 = 1 e ag_; = 2, podemos obter pela equacio dos convergentes

(2.8), para k > 1,

P3k+1 = A3k+1P3k T P3k—1 = P3k T P3k—1

= a3kP3k—1 + P3k—2 + P3k—1 = 2P3k—1 + Pak—2

= 2(a3x—1P3k—2 + Pac—3 + Pax—2 = (2(2k) + 1) par—2 + 2p3r—3
= (2(2k) + 1)psx—2 + (ask—1P3k—4 + P3k—5) + P33
= (2(2k) + 1)p3k—2 + (P3k—3 + Pak—4 + P3k—s5
= (2(2k) + 1)p3k—1)+1 + (a3(k—1)41P3k—3 + P3k—4) + P3k—2)+1
= (2(2k) + 1) p3k—1)4+1 + P3(k=1)+1 + P3(k—2)+1
= (2(2k + 1) p3k—1)41 + P3(k—2)+1

_|_
_|_
+

Concluimos assim o primeiro item do lema.
A prova para os gi’s € analoga, o que prova o segundo item do lema.

A prova do ultimo item também € por inducdo. Para k = 0 temos que
Py+Q =2+1=3=p; e P—Q=2-1=1
Suponha que, para todo 1 < j < k, se verifica
pairn=Pi+Q; e g1 =F—Q;
Entdo, pela equacio dos convergentes (2.8),
Pe+ Qu=bkP —k =1+ Py + bQp-1 + Q2

Pela hipétese de inducédo em e pelos dois primeiros itens do lema,

P + Qx

2(2k +1)Pq + Py +2(2k + 1) Q-1 + Q2
22k +1)(Pe—1 + Qk—1) + (Pr—2 — Qx—2)
2(2k + 1) (p3k-1)+1) + (P3(k-2)+1) = Pak+1-
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Analogamente,

P — Qx

2(2]( + 1)Pk,1 + Py — 2(2]( + 1)Qk71 4+ Q_»
2(2k +1)(Pr—1 — Qk-1) + (P2 — Qx—2)
2(2k + 1) (q3k-1)+1) T (@3(k=2) 1) = 3k+1-

Assim, terminamos a prova do lema.
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