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Resumo

Neste trabalho é feito inicialmente um estudo dos conceitos basicos sobre triangulos,
apresentando a definicéo, classificacdes dos triangulos quanto aos lados e angulos, desigualdade
triangular, principais cevianas, pontos notaveis de um triangulo. Em seguida é apresentado 0s
casos de congruéncia e semelhanga de triangulos. Finalmente serdo apresentadas algumas
aplicacdes sobre os casos de congruéncia e semelhanga de triangulos. Todas as figuras que

constam neste trabalho séo construidas com o auxilio do software livre Geogebra.

Palavra chave: Triangulos; Congruéncia de Triangulos; Semelhanca de Triangulos;
Geogebra.



Abstract

In this work, a study of the basic concepts about triangles is presented, presenting the
definition, classifications of the triangles for the sides and angles, triangular inequality, main
cevians, notable points of a triangle. Next, the cases of congruence and similarity of triangles
are presented. Finally, some applications will be presented on the cases of congruence and
similarity of triangles. All the figures that appear in this work are built with the help of free

software Geogebra.

Keyword: Triangles; Triangles Congruence; Triangles Similarity; Geogebra.
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1. INTRODUCAO

As afirmaces sobre a origem da matematica, seja da aritmética, seja da geometria, sao
necessariamente arriscadas, pois os primdrdios do assunto sdo mais antigos que a arte de
escrever. Herddoto e Aristételes ndo quiseram se arriscar a propor origens mais antigas que a
civilizacdo egipcia, mas é claro que a geometria que tinham em mente possuia raizes mais
antigas.

Herddoto entendia que a geometria se originava no Egito, pois acreditava que tinha
surgido da necessidade préatica de fazer novas medidas de terras apds cada inundacdo anual no
vale do rio. Aristoteles achava que a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é
que tinha conduzido ao estudo da geometria. Ndo podemos contradizer com seguranga nem
Herddoto nem Aristoteles quanto a motivacao de produzir a matematica, mas é claro que ambos
subestimaram a idade do assunto.

O homem neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de medir terras, porém
seus desenhos e figuras sugerem uma preocupacao com relacdes espaciais que abriu caminho
para a geometria. Seus potes, tecidos e cestas mostram exemplos de congruéncia e simetria, que
em esséncia sdo partes da geometria elementar. O desenvolvimento da geometria pode também
ter sido estimulado por necessidades praticas de construcdo e demarcacdo de terras, ou por
sentimentos estéticos em relacdo a configuracfes e ordem. Podemos fazer conjecturas sobre o
que levou os homens da Idade da Pedra a contar, medir e desenhar. (BOYER. 2000, p.4 e 5).

Neste trabalho serd feito um estudo sobre um dos mais importantes elementos da
geometria, o tridngulo. O objeto principal de estudo sdo as condi¢es necessarias e suficientes
para que dois tridngulos possam ser congruentes e também as condicGes para que dois triangulos
sejam semelhantes. Antes de abordarmos estes conteldos, iremos relembrar os principais
conceitos bésicos de triangulo, tais como definicdo de tridngulo, como esses tridngulos sao
classificados quanto a medidas de seus lados e medidas de seus angulos, a desigualdade
triangular, que mostra as condicGes necessarias e suficientes para a existéncia de um triangulo,
0s pontos notaveis de um triangulo, como o baricentro, circuncentro e o ortocentro, o conceito
de congruéncia em geral e suas principais propriedades, suas principais cevianas (que sao retas
que passam pelo vértice de um tridngulo), como: a altura, mediana, bissetriz interna e bissetriz
externa, 0s pontos notaveis do triangulo.

Em seguida serdo apresentados os casos de congruéncia de triangulos: L.A.L (lado,

angulo, lado), A.L.A (&ngulo, lado, angulo), L.L.L (lado, lado, lado), L.A.Ao (lado, angulo,



angulo oposto) e os dois casos especiais de congruéncia que envolve o triangulo: H.A
(hipotenusa, angulo agudo), C.H (cateto, hipotenusa), o Teorema de Tales 0s casos de
semelhanca de triangulos: L.L.L ( lado, lado, lado), L.A.L (lado, angulo, lado) e o caso A.A
(angulo, angulo)

Finalmente, neste trabalho, serdo feitas diversas aplicacdes classicas dos casos de
congruéncia e semelhanga de triangulos, concluindo com os dois importantes teoremas de Ceva
e de Menelaus,

O software livre Geogebra, que serd utilizado em todas as construc@es e desenhos neste
trabalho é um aplicativo muito Util e rico em funcionalidades de construgdes geométricas, além
de ser facil seu aprendizado com o manuseio de suas variadas fungdes. Ele foi criado pelo
professor Markus Hohenwarter, que comecgou a dar vida ao seu projeto incialmente no ano de
2001, durante sua dissertacdo de mestrado, e posteriormente, tese de doutorado em educacao
matematica na Universitat Salzburg na cidade austriaca de Salzburg, porém s6 no periodo de
2006 a 2008 apos passar por varios aperfeicoamentos, ajustes e manipulacgdes, foi concluido em
outro local na Flérida Atlantic University e escolas do Condado de Broward na Flérida, e até
hoje ele ainda continua sendo aperfeicoado e atualizado anualmente com versdes cada vez mais

dinamica e criativa.
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2. CAPITULO I

2.1 Triangulos

Introducdo: Neste trabalho sera feira uma revisdo bibliografica dos seguintes trabalhos:
REZENDE, Eliane Quelho Frota. QUEIROZ, Maria Lucia Bontorim, Geometria Euclidiana
Plana e Construgdes Geométricas. 22 ed. Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2008. MUNIZ
NETO, Antdonio Caminha, Geometria. Rio de Janeiro: SBM, 2013. MORGADO, Augusto
César, Geometria vol.1. Rio de Janeiro: Editora S/A, 1990. MORGADO, Augusto César, E.
WAGNER, M. JORGE. Geometria Il: métrica plana. Rio de Janeiro: F. C. Araudjo da Silva,
2002. WAGNER, E.; CARNEIRO, J. P.. Construcbes Geométricas. Colecdo Professor de
Matematica. 4 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2001. BARBOSA, Jodo
Lucas Marques, Geometria Euclidiana Plana. Rio de Janeiro: SBM 2000. BOYER, Carl B.,
Historia da Matemética. 32 ed. — Sdo Paulo: Blucher, 2010. EVES, Howard, Introducéo a
Histdria da Matematica. Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2004.

Definigéo (1):
Consideremos trés pontos A, B e C no plano e uma reta AB, se 0 ponto C estiver sobre

essa reta diremos que 0s trés pontos A, B e C sao colineares; caso contrario, os trés pontos ndo

serdo colineares. Como segue na figura abaixo.

Figura 1.1: Pontos nio colineares

A B
@ @
r

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Definicéo (2):

Trés pontos ndo colineares formam um triangulo. Neste sentido temos que a regido
correspondente é a regido limitada do plano, delimitada pelos segmentos que unem os trés
pontos dois a dois. Sendo A, B e C esses pontos, dizemos que A, B e C sdo os vértices do

triangulo ABC. Como segue na figura abaixo.
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Figura 1.2: Triingule ABC

A L B
Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Temos ainda em relacdo ao tridngulo ABC acima, que os segmentos AB, AC e BC (ou
comprimentos) séo os lados do triangulo; de modo geral denotamos,

AB = c,AC = b, BC = a, para descrever os comprimentos dos lados de um triangulo ABC

qualquer.

2.2 Classificacdes dos triangulos:

1) Quanto aos lados:
Equilatero: Quando os trés lados sdo congruentes, ou seja, com a mesma medida.

Figura 1.3: Tridngulo equilitero
A

L\

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Isosceles: Quando dois lados sdo congruentes e o terceiro lado tem medida diferente.

Figura 1.4: Tridngulo Isdsceles

A
I{-'—-\.

C
Fonte: Priprio autor, softaware Geogebra
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Escaleno: Quando os trés lados tém medidas distintas.

Figura 1.5: Triingulo escaleno

A
I,.r-"-\

VA

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

2) Quanto aos angulos:
Acutangulo: Quando os trés angulos internos agudos, ou seja, todos 0s angulos sdo menores que
90°.
Figura 1.6: Tridngulo acutingulo
A

A

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Retangulo: Quando um dos angulos € reto, ou seja, com medida igual a 90°.
Figura 1.7: Triingulo retingulo
A

™~
\“x

B .

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Obtusangulo: Quando possui um dos angulos com medida superior a 90°.



Figura 1.8: Triingulo obtusingulo

— H\-\--\--\-\-
— ____:-@ c
5 N e

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

2.3 A desigualdade triangular
Proposicao (1):

Se ABC é um triangulo tal que B > €, entdo AC > AB.

Prova:

Figura 1.9: Triingulo isdsceles ABP

B  Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Como B > C, podemos tracar a semirreta BX, intersectando o interior do triangulo ABC e tal

que CBX = %(E — €). Sendo P o ponto de intersecdo de BX com o lado AC, segue do teorema
do angulo externo que: APB = CBP + BCP = %(E -C)+C= %(E +C).

Mas, como ABP = B — % (B-C)= %(B + (), segue que o triangulo ABP é isosceles de base

BP. Portanto, AB = AP < AC.

A proposicéo a seguir é o resultado principal desta secéo, sendo conhecida como:

Proposic¢éo (2): Desigualdade Triangular.

13

Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor que a soma dos comprimentos

dos outros dois lados.

Prova:
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Seja ABC um triangulo tal que AB = ¢, AC = b e BC = a. Mostremos que a < b +
¢, sendo a prova das demais desigualdades totalmente analoga. No tridngulo ABC marquemos o
ponto D sobre a semirreta CA tal que 4 € CD e AD = AB. Uma vez que CD = AC + AD =
AC + AB = b + c, pela proposicao anterior basta mostrarmos que BDC < DBC. Mas visto que
BDA = DBA, temos que BDC = BDA = DBA < DBA+ ABC = DBC. Sendo a,bec 0s
comprimentos dos lados de um tridngulo, segue da desigualdade triangular que: a < b +c,
b<a+c c<a+b. Reciprocamente, dados seguimentos cujos comprimentos
a, b e c satisfazem as desigualdades acima, ndo é dificil provar que é sempre possivel
construirmos um triangulo tendo tais segmentos como lados.

Terminamos essa secdo colecionando duas consequéncias interessantes da desigualdade

triangular.

Exemplo (1):
Se P é um ponto situado no interior de um tridngulo ABC, entdo:
(@) PB + PC < AB + AC.
(b) PA+ PB + PC < AB + AC + BC.
Prova item (a):

Figura 1.10: Tridngulo A5C com o ponto P no seu
interior

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Dado um triangulo ABC prolongue a semirreta BP até gue a mesma encontre o lado AC
no ponto Q. Aplicando a desigualdade triangular sucessivamente aos triangulos CPQ e ABQ,
obtemos:

PB+PC<PB+(PQ+CQ)=BQ+CQ< (AB+AQ)+CQ = AB + AC.
Prova item (b):
Argumentando de modo analogo ao item (a), temos PA + PB < AC + BC e PA+ PC < AB +

BC. Somando ordenadamente essas duas desigualdades com aquela do item (a), obtemos:
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2(PA+ PB +PC) < 2(AB + AC + BC) o que implica que: (PA+ PB+PC) < (AB +
AC + BC).

Exemplo (2):
Em um triangulo ABC, escolhemos aleatoriamente pontos P € BC,Q € AC e R € AB,
todos diferentes dos vértices do triangulo ABC. Prove que o perimetro do tridngulo PQR é menor

que o perimetro do triangulo ABC.

Demonstracéo:

Figura 1.11: Trigngulo AEC com tridngulo RP{ no seu interior
A

B P c
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Dado o triangulo ABC acima temos 0s pontos R, Q e P respectivamente sobre os lados
AB, AC e BC do tridngulo. Agora analisando os triangulos BRP, ARQ e CQP formados por esses
pontos no interior do tridngulo ABC, temos pela desigualdade triangular aplicada
respectivamente sobre esses triangulos:
PR < BR + BP, RQ < AR + AQ e QP < QC + CP , somando essas trés desigualdades, segue:
PR+ RQ + QP <BR+ BP + AR + AQ + QC + CP. Como o perimetro do tridngulo PQR é
igual & PR + RQ + QP, e o perimetro do tridngulo ABC é dado por AB + BC + AC e ainda,
AB = BR+ 4R, BC = BP + CP e AC = AQ + QC, concluimos que: PR + RQ + QP < AB +

C + AC, ou seja, que o perimetro do tridngulo PQR é menor que o perimetro do tridngulo ABC.

=)

2.4 Principais cevianas

Definicéo (3):
Uma Ceviana € qualquer reta que passa por um vértice de um triangulo. Onde as

principais sao:
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a) Altura (h): Segmento que liga o vértice de um tridngulo ao seu lado oposto formando um
angulo de 90°.

Figura 1.12: Altura do triingule ABC
A

/N

WA .

H
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

b) Mediana (m): Segmento que liga um vértice do triangulo ao seu lado oposto, dividindo esse
lado em duas partes iguais.

Figura 1.13: Mediana do Triingulo ABC

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

c) Bissetriz interna (bi): Segmento que liga um vértice do tridngulo ao seu lado oposto, dividindo
0 angulo desse vértice em dois angulos iguais.

Figura 1.14: Bissetriz interna do tridngule ABC

Fonte: Priprio autor, software Geogebra
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d) Bissetriz externa (be): Segmento que liga o vértice de um tridngulo ao prolongamento do lado

oposto desse vértice, dividindo esse angulo em dois angulos iguais.

Figura 1.15: Bissetriz externa do trifingulo ABEC

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Lugares geométricos béasicos

O conceito de lugar geométrico aqui apresentado é essencial para uma compreensao mais
profunda da Geometria Euclidiana, e usualmente é conhecido como método sintético. De posse
dessa nocao, estaremos aptos a discutir varias propriedades notaveis de triangulos e

quadrilateros, destacando dentre elas, o problema dos mesmos em circunferéncias.

Definicéo 4.
Seja P uma propriedade relativa a pontos do plano, o lugar geométrico (LG) dos pontos

que possuem a propriedade P € o subconjunto X do plano que atende as duas condi¢des a seguir:

(@) Todo ponto de X possui a propriedade P.

(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a X.
Mediatriz: Dado um semento AB em uma reta r. Chamamos mediatriz do segmento AB, a
reta s perpendicular a reta r que passa pelo ponto médio de AB.

Proposicao 3.
Tomamos dois pontos A e B no plano, a mediatriz de AB é o LG dos pontos do plano

que equidistam de A e B.

Demonstracao.
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Dado M o ponto médio e m 0 segmento que representa a mediatriz de AB. Se P € m,
entdo, no triangulo PAB, PM é mediana e altura, respectivamente, logo isso garante que o
triangulo PAB ¢ isoscele de base AB. Disto temos que, PA = PB.
Figura 1.16: Mediatriz do segmento 4B
'm
=

M B

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

+

A

Reciprocamente, seja P um ponto no plano tal que PA = PB. Entdo o triangulo PAB é
iséscele de base AB, donde segue que a mediana e a altura relativa a AB coincidem. Como a

mediana de relativa a AB é o0 seguimento PM, segue que PM L AB, 0 que é 0 mesmo que dizer

que PM é a mediatriz de AB.

Bissetriz:

A bissetriz de um angulo é a semi-reta com origem no vértice do angulo e que o divide

em dois angulos congruentes.

Proposicao 4:
Seja AOB um angulo dado, se P é um ponto desse angulo, entdo d(P,A0) = d(P, BO)

se, e somente se, P pertence a bissetriz do angulo AOB.

Prova:

Suponha primeiro que P pertence a bissetriz de AOB, e seja M e N, respectivamente, 0s
pés das perpendiculares baixadas de P em relacdo as retas A0 e BO. Como MOP =
NOP,OMP = ONP =90° e OP é comum, segue que os triangulos OMP e ONP sdo
congruentes por LAA,. Dai PM = PN, ou seja, d(P,A0) = d(P, BO).
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Figura 1.17: Bissetriz interna do Angulo 40B

A

Fonte: Proprio autor, software Geogebra
Reciprocamente, seja P um ponto no interior do angulo AOB, tal que PM = PN, onde
M e N sdo os pés das perpendiculares baixadas de P respectivamente as retas A0 e BO. Entio
os triangulos MOP e NOP sdo novamente congruentes, agora pelo caso cateto hipotenusa,

PM = PN e OP comum. Mas ai MOP = NOP, donde P esté sobre a bissetriz de AOB.

Exemplo (6):

Dadas no plano as retas r e s, concorrentes em O, temos pela proposicao acima que um
ponto P do plano equidista de r e s se, e somente se, P estiver em uma das retas que bissectam
os angulos formados por r e s. Assim, o LG dos pontos do plano que equidistam de duas retas
concorrentes € a unido das bissetrizes dos angulos formados por tais retas.

Figura 1.18: Retas concorrentes

.-"r-

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

2.5 Pontos notaveis de um triangulo

Proposicao 5.
Em todo tridngulo as mediatrizes dos lados passam todas por um mesmo ponto, o que

chamamos o circuncentro do mesmo.
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Prova.
Sejam ABC um triangulo qualquer, r, s e t, respectivamente, as mediatrizes dos lados

BC,CA e AB, e 0 o ponto de intersecéo das retas r e s.

Figura 1.19: Circuncentro do trifingule ABC

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Pela caracterizacdo da mediatriz de um segmento como LG, temos OB = 0A (pois O € s).

Portanto, OB = 0A, e segue novamente da caracterizacio da mediatriz como LG que O € t.

Como coroléario da discussao acima, podemos estudar o problema da concorréncia das alturas
de um triangulo. Note primeiro que, caso o triangulo seja obtusangulo, as alturas que ndo partem

do vértice do angulo obtuso sdo exteriores a0 mesmo.

Figura 1.20: Alturas do triingule ABC

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Proposicéo 6.
Em todo triangulo, as trés alturas se intersectam em um s6 ponto, que chamamos o

ortocentro do triangulo.
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Prova.

Seja ABC um triangulo qualquer. Ha trés casos a considerar:
(a) ABC é retangulo: suponhamos, sem perda de generalidade, que BAC = 90°. Entdo A é o pé
das alturas relativas aos lados AB e AC. Como a altura relativa ao lado BC passa (por defini¢éo)

por A , segue que as alturas de ABC concorrem em A.

Figura 1.21: Ortocentro do trifingulo retingulo ABC

C /
L ;‘:
7~
F
#
f
i/ -
F .
i
#
¥ \‘
/A B

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

(b) ABC é acutangulo: trace por A, B e C, respectivamente, retas r, s e t paralelas a

BC,CA e AB, também respectivamente, e sejar Ns = {P},s Nt = {M},t nr = {N}. Como
os quadrilateros ABCN e ABMC s&o paralelogramos, segue que CN = AB = CM, e dai C é 0
ponto médio de MN e A é o ponto médio de PN.

Figura 1.22: Ortocentro do trifingulo acutingule ABC

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Reciprocamente a altura relativa a BC também é perpendicular a PN, ja que BC e PN
sdo paralelos. Do mesmo modo, as alturas relativas a AC e AB sdo perpendiculares
respectivamente a MP e MN. Segue que as alturas do triangulo ABC sdo as mediatrizes dos
lados do triangulo MNP. Mas ja provamos que as mediatrizes dos lados de um triangulo sé&o
concorrentes, de modo que as alturas de ABC devem ser concorrentes.

(c) ABC é obtusangulo: A prova é totalmente analoga a do caso (b).
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Proposicéo 7.

As bissetrizes internas de todo triangulo sdo concorrentes em um Unico ponto, que
chamamos o incentro do triangulo.
Prova:

Dados duas retas r e s no plano, sejam respectivamente as bissetrizes internas dos angulos
A,B e C do triangulo ABC, e 10 ponto de intersecdo das retas r e s. Como I € r, segue da
caracterizagéo das bissetrizes como LG que I equidista dos lados AB e AC do triangulo ABC.
Analogamente, I € s garante que I é equidistante dos lados AB e BC. Assim, I equidista de
AC e BC, usando novamente a referida caracterizagdo das bissetrizes, concluimos que I pertence

a bissetriz do angulo C, ou seja, a reta t. Portanto r,s e t concorrem em I.

Figura 1.23: Incentro do trigngule AEC

1
VA .
]
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=
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B A\ g c

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

2. 6 Conceito de congruéncia

A congruéncia € um conceito geométrico. Mais formalmente, dois conjuntos de pontos
do plano sdo ditos “congruentes”, se e sO se, um pode ser transformado no outro por isometria,
ou seja, uma combinagdo de translacdes, rotacdes e reflexdes. Na congruéncia quanto aos
angulos, dizemos que dois angulos séo congruentes, se sobreposto um sobre o0 outro, todos 0s
seus elementos coincidem.

De maneira mais geral, de um modo intuitivo, duas figuras planas serdo ditas
“congruentes” se uma delas puder ser deslocada, sem que haja modificacdo em sua forma ou
suas medidas, até que passe a coincidir com outra em todos os seus elementos. Por nomenclatura,

se duas figuras A e B sdo congruentes, isso serad denotado por A = B.

Definicéo (4):
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Dados dois triangulos ABC e DEF diremos que eles serdo congruentes se for possivel
definir uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que sejam congruentes 0s
pares de lados correspondentes e também sejam congruentes os pares de angulos
correspondentes. Assim definida a correspondéncia A< D, B E, e C & F entre 0s
triangulos ABCeDEF, se A=D,B=E, C=F, AB =DE, BC = EF e AC = DF,
dizemos que os dois triangulos sdo congruentes, o que denotamos por AABC = ADEF.

Figura 1.24: Dwois triingulos congruentes
E

B

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Para verificarmos a veracidade da congruéncia entre dois triangulos por definicéo,
precisamos verificar as seis congruéncias entre seus elementos, que foram listadas acima.

Em decorréncia das congruéncias de triangulos segue as trés propriedades a seguir:
1° Reflexiva: Essa propriedade afirma que qualquer triangulo serd congruente a si mesmo, ou
seja, AABC = ACBA.

2° Simetria: Se um AABC = ADEF, entdo ADEF = AABC. Isso de fato é verdade, pois se
pudermos mover o AABC sem deformé-lo, até coincidi-lo com o ADEF, entdo certamente

poderemos fazer o movimento contrario com o ADEF, até sobrepor sobre o AABC.

3° Transitividade: Se 0 AABC = ADEF e ADEF = AGHI, entdo 0 AABC = AGHI. Isso porque
podemos mover 0 AABC até fazé-lo coincidir com o AGHI por partes: primeiro, movemos o
AABC até que ele coincida com 0 ADEF e, entdo, continuamos mové-lo até que coincida com o
AGHI.
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2.7 Casos de congruéncia de triangulos

No que segue iremos abordar os varios casos de congruéncia de triangulos sob um ponto
de vista informal. Cada caso sera precedido por um problema com construcdo de régua e

compasso, cuja solucdo motivara a sua formalizacéo.

Exemplo (3):
Construa com régua e compasso 0 AABC, conhecidos BC = a, AC = b,e C = «x.
Solucao:

Figura 1.25: Segmentos de medidas a e b,
e ingulo com medida x

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Descricdo dos passos.

1. Marque um ponto Z no plano e, em seguida, trace uma semirreta ZG de origem Z..

2. Transporte o 4ngulo dado para um angulo GZY = x, de vértice Z, determinando a semirreta
ZY de origem Z.

3. Sobre as semirretas ZG e ZY marque, respectivamente, os pontos B e A tais que AC =
beBC = a.

Analisando os passos da construgcdo acima percebemos que se escolhermos outra posi¢do
para o vértice C e outra diregio para os lados do angulo GZY, a construgdo do AABC continuara
determinada pelos dados do exemplo e teriamos um novo tridngulo que, intuitivamente,
gostariamos de nomear como congruente ao triangulo inicial. Essa discussdao motiva nosso

primeiro caso de congruéncia, conhecido como LAL.
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Figura 1.25.1: Construcdo do caso de congruéncia
de tringulos (L.AL)

Fonte: Priprio autor, software Geogehra

1°) O caso lado, angulo, lado (L.A.L) :
Axioma (1):
Se dois lados de um triangulo e o angulo formado por esses dois lados forem

respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo formado por esses dois lados,

entdo os dois tridngulos serdo congruentes.

Figura 1.26: Dois trifngulos congruentes pelo caso (L.AL)

./ .

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Em simbolos, o caso de congruéncia acima garante que, dados dois triangulos ABC e
DEF, temos:

~

- I - A LAL . , .-
AB = DE, BC =EF, B= E = ABC = DEF , com a correspondéncia de vértices

Ao D, Bo E, C < F.Em particular, segue, dai, que:

N

=D, C=F e AC =DF

a8

Exemplo (4):
Construa com régua e compasso 0 AABC, conhecidos BC =a, B=x e C = y.
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Solucéo:

Figura 1.27: Segmento de medida a e dois
dngulos com medidas x e ¥

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Descrigdo dos passos.

1. Trace uma reta r e, sobre essa reta, marque os pontos B e C tais que BC = a.

2. Construa uma semirreta BD tal que CBD = «x.

3. No semiplano determinado por r e D construa a semirreta CF tal que BCF = y.
4. Marque o ponto A como intersegio das semirretas BD e CF.

Aqui novamente, analisando os passos da construcdo acima, notamos que, escolhendo
qualquer posicdo para o lado BC e mantendo BC = a, a constru¢do do AABC continuara
determinada pelas medidas fixas aos angulos B e €, de modo que resultaria em um novo
tridangulo que sera congruente ao triangulo inicial. Essa discussao motiva 0 nosso segundo caso

de congruéncia, o caso A.L.A.
2°) O caso angulo, lado, angulo (A.L.A):

Axioma (2):
Se dois angulos de um tridngulo e o lado compreendido entre esses dois angulos forem
respectivamente iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao lado compreendido entre esses

dois angulos, entdo os dois tridngulos serdo congruentes.
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Figura 1.28: Dois triingulos congruentes pelo caso (AL.A)
E

F
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Em simbolos, dados os triangulos ABC e DEF, temos:

N ~ o~ ~ S — ALA

A=D,B=E, AB=DE = ABC = DEF, com a correspondéncia de vértices
Ao DB ECeoF.

Em particular, também devemos ter: ¢ = F, AC = DF, e BC = EF.
Analisaremos, agora, 0 exemplo que ird motivar 0 nosso terceiro caso de congruéncia, 0 caso

LLL.
Exemplo(5):
Construa com régua e compasso 0 AABC, conhecidos AB = ¢, AC = b, BC = a.
Solucéo:
Figura 1.29: Trés segmentos com medidas a, be e
¢
@
C
b
a
e @

Fonte: Préprio autor, software Geogebra

Descricdo dos passos.
1. Trace uma reta r e, sobre essa reta marque os pontos B e C tais que BC = a.
2. Trace os circulos de centro B e raio ¢ e de centro C e raio b.

3. Marque o ponto A sendo o ponto de intersecao dos circulos tragados no item anterior.
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Poderiamos nesse caso acima indicar outro posicionamento para o lado BC (mantendo a
condicdo BC = a), que ainda obteriamos um tridngulo que seria qualificado como sendo
congruente ao triangulo inicial. Como isso surgiu a motivacdo do nosso terceiro caso de

congruéncia, o caso LLL, enunciado a seguir.
3% O caso lado, lado, lado (L.L.L):
Axioma (3):

Se um triangulo possui em alguma ordem, respectivamente os trés lados congruentes aos

trés lados de outro tridngulo, entdo esses dois tridangulos serdo congruentes.

Figura 1.30: Dois trifngulos congruentes pelo caso (L.L.L)

E

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Em simbolos, dados dois triangulos ABC e DEF, temos:

- - - — LLL
AB = DE, BC = EF, AC = DF = ABC = DEF, com correspondéncia de vértices A &

~

D,B < E,C & F.Em particular, também temos: A=D, B=F e C =F.

49) O caso lado, angulo e angulo oposto (L.A.Ao):
Se dois triangulos possuem um lado, um angulo adjacente e um angulo oposto a esse

lado, respectivamente iguais, entdo esses dois triangulos serdo congruentes.
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Figura 1.21: Dois trifngulos congruentes pelo caso (LA A:)

F
/1

A H"m.%_m c ffg’f’f.
E\O—-—__k____[l‘ o,

Fonte: Proprio Autor, software Geogebra
Em simbolos, o caso de congruéncia acima garante que, dados dois triangulos ABC e

- —_ A ~ A ~ LAA, n s .-
DEF, temos: BC = EF, C =F, A=D = ABC = DEF, com a correspondéncia de vértices
Ao D,B < E,C & F.Em particular, seque, que AB = DE,AC = DF e B =E.
2.7.1 Casos especiais de congruéncias com triangulos retéangulos:

1) Caso Hipotenusa, Angulo agudo (H.A).

Se dados dois triangulos retangulos possuem respectivamente a medida da hipotenusa e
um dos angulos agudos iguais, entdo esses dois triangulos serdo congruentes.

Figura 1.32: Dois trifngulos congruentes pelo caso especial (H.A)

o & %
C
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Em simbolo, dados os triangulos retangulos acima ABC e DEF, temos:

. — . . HA : -
AC =DF, A=D = ABC = DEF, com a correspondéncia de vértices

-~

Ao D, Bo E, C < F. Em particular, também temos AB = DE, BC = EF, C =F.

2) Caso Cateto, Hipotenusa (C.H)

Se dois tridngulos retangulos possuem respectivamente a medida de um dos catetos e da
hipotenusa iguais, esses dois tridngulos serdo congruentes.
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Figura 1.33: Dois tridngulos congruentes pelo caso especial (C.H)

R

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Em simbolos, dados os tridangulos retangulos acima ABC e DEF, temos:

- - —_ CH
BC = EF, AC = DF = ABC = DEF, com a correspondéncia de vértices A < D, C & F,
B < E.Em particular, também temos: AB = DE, C = F, B = E.

2.8 Teorema de Tales

Proposicéo 8:
Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos A,A"' € r,B,B' € se C,C’' € t,

de modo que 4, B, C e A’, B’, C' sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo:

Prova:

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Dadas no plano trés retas paralelas r,s e t. Tracamos, em seguida, retas ueu’, a
primeira intersectando r, s e t, respectivamente, nos pontos A, B e C, e a segunda intersectando

T, s e t, respectivamente, em A’,B’e C'.
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!

Se tivermos AB = BC, entdo pelo teorema da base média de um trapézio teremos A'B’ = B'C’.

De outra forma, se:

A'B’
BC BICI

>

3l &l

. , . . 2 .
Suponha, agora, que seja um numero racional, digamos 5 Para exemplificar.

Dividamos, entdo, os segmentos AB e BC, respectivamente, em duas e trés partes iguais,
obtendo os pontos X,Y e Z em u, tais que: AX = XB = BY =YZ = ZC. Se tragarmos por
X,Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam u’, respectivamente,em X', Y' e Z', entdo
mais trés aplicacdes do teorema da base média de um trapézio garantem que:

A'X'=X'B'=B'Y' =Y'Z'=7'C"¢, dai,

~

2 'B 2
- ==
3 B¢’ 3

E—
==

oy

4B
BC
Entdo, uma pequena modificacdo de argumentos acima (dividindo, inicialmente, AB e BC em

Prosseguindo com tal raciocinio, suponha, agora, que fosse — = % com m,n €N,

. . . . . A/Br m
m e n partes iguals, respectlvamente) garantiria que: T = o de sorte que:

AB m AB" m

_ = S5 == .
BC n B'C' n
De outra forma, concluimos que a relacao:

AB A'B
BC B(C
é valida sempre que o primeiro (ou segundo) membro for um ndmero racional.

2.9 A reciproca do Teorema de Tales
Sejam dados, no plano, retas r, s e pontos A, A’ € r, B, B’ € s, com AB N A'B’ = {C}.

AB AIBr o
— =—entaor || s.
BC BICr

Se

A demonstragéo pode ser encontrada no link:
http://matematicasblogs.blogspot.com.br/2013/09/teorema-de-tales-demonstracao-relacao-
e.html

2.10 Casos de semelhanca de triangulos
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Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existe uma correspondéncia
biunivoca entre os vértices de um e outro triangulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja

sempre a mesma.

Figura 1.35: Dois triingulos semelhantes

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Fisicamente, dois triangulos sdo semelhantes se pudermos dilatar e/ou girar e/ou refletir e/ou

transladar um deles, obtendo o outro ao final de tais operacdes.

Na figura acima, os triangulos ABC e A'B'C' sédo semelhantes, com a correspondéncia de
vértices A & A',B & B'e C & C'.AssimA = A',B =B e C = C' eexiste k > 0 tal que:

AB B BC B AC B

A'B' B'C' AC
Tal real positivo k é denominado razdo de semelhanca entre os triangulos ABC e A'B'C’ nessa

ordem.

Escrevemos ABC ~ A'B'C' para denotar que os tridngulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes, com
a correspondéncia de vértices A & A',B & B'e C & C'.

Se ABC ~ A'B'C’' narazdo (de semelhanca) k, entdo k é também a razéo entre os comprimentos
de dois seguimentos correspondentes quaisquer nos dois triangulos.

As trés proposicdes a seguir estabelecem as condicdes suficientes usuais para que dois triangulos
sejam semelhantes. Por tal razéo as mesmas sdo conhecidas como os casos de semelhanca de

triangulos usuais.

Proposicéo 9:
Seja ABC e A'B'C' triangulos no plano, tais que:
AB _ BC AC

A'B BC AC
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Entdo ABC ~ A'B'C’, com a correspondéncia de vértices A< A', B B', C & C'. Em
particular, A=A, B=B"eC =C.

Figura 1.36: Dois trifingulos semelhantes pelo caso (L.L.L)

,-’f b
/ H“R
B ka C
Fonte: Praprio antor, software Geogebra
Prova:
. AB BC AC ~ AB AC
Suponha sem perda de generalidade k > 1 e = = = = == = K ENtao, = = ——,

assim pela reciproca do Teorema de Tales, BC || B'C', o que implica em uma correspondéncia

—~

biunivoca de vértices: 4 & A’,B & B'e C « (', tal que, A= A",B = B’ e € = C'. Portanto,

ABC ~ A'B'C".

Figura 1.37: Prova do caso de semelhanca de triingulos (L.L.L)
A=A

B.’i\ 7<\. ¢

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

O critério para a semelhanca de dois triangulos constantes da proxima proposicdo é conhecido

como o caso L.A.L de semelhanca.

Proposic¢ao (10):
Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano, tais que:
4B _ BC
A'B" B'C
Entdo, ABC ~ A'B'C', com correspondéncia de vértices A< A',B < B',C & C'. Em

- ~ ~ A~ P C
particular, A =A",C = C'e
ArCr

=keB=F.

= k.
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Figura 1.38: Dois trifingulos semelhantes pelo caso (L.AL) '

B ka' C

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Prova:

Figura 1.39: Prova do caso de semelhanca de triingulos (L.AL)
A=A

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

AB C ~ p
—== k. Entdo, segue da reciproca do Teorema de Tales que BC ||

Suponhak > 1e

B'C’. Assim existe uma correspondéncia biunivoca entre os veértices: A & A',B & B',C <
C',B =B e = C'. Temos também que:

AB=k.AB' =251+ S2=£kS1 (i)

AC = k.A'C' = S1+ 52 + 53 = k(S1 + S2) (ii)

De (i) e (ii), temos:

k.S1+S3=k.S1+k.S2 =S3=k.52= BC.-=k.B'C.

NS
NS

= BC = k. B'C’. Portanto,

B
BICI
Por fim a proposicéo a seguir apresenta o caso A.A. de semelhanca de triangulos.

Proposicao (11):

Sejam ABC e A’B’C’ triangulos no plano, taisque A = A’ e B = B'.
Entdo, ABC ~ A'B'C’', com a correspondéncia de vértices A & A',B o B'eC & C'. Em
BC _ AC

. _AB _
particular: = = = 5




Figura 1.40: Dois trifngulos semelhantes pelo caso (A.A)

C

Fonte: Proprio antor, software Geogebra
Prova:

Figura 1.41: Prova do caso de semelhanca de triangulos (A.A)
A=A

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Seja ABC um triangulo com BC || B'C'e A = A'. Entdo, pelo Teorema de Tales, segue:

ic 4B

AC AB
Seja BCB'P um paralegramo com BB’ || PC, entdo, por Tales novamente:
iC _BP _BC
AC’ BC BC
Em consequéncia das duas relagGes de igualdade a cima, temos:
AB BC AC

AB" B'C AC
Portanto, pela Proposicao (9), seqgue que: ABC ~ A'B'C’.

35
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3. CAPITULO 2:

Neste capitulo iremos abordar algumas aplicacGes importantes dos casos de congruéncia
e semelhanca de triangulos que foram vistos no capitulo anterior. Essas aplicaces serdo

construidas com o auxilio do software livre Geogebra.
3.1 Aplicagéo dos casos de congruéncia de triangulos
Exemplo (1):

Construir com régua e compasso a bissetriz do angulo AOB dado abaixo.

Figura 2.1: Bissetriz do ingulo AOB

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Descricéo dos passos:
1) Centre 0 compasso em O e, cOmM uma mesma abertura r, marque pontos X € OA e Y € OB.

. 1o . , .
2) Fixe uma abertura s > EXY e trace, dois circulos de raio s e centros em X e Y, arcos que se

intersectem num ponto C. A semirreta 0C é a bissetriz do angulo AOB.
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Com isso temos em relagdo aos AXOC e AYOC construidos acima, temos 0X = 0Y =re XC =
YC = s; como o lado OC é comum aos dois tridngulos, pelo caso de congruéncia LLL segue que
0s AXOC = AYOC. Decorre desse fato que, XOC = YOC ou, ainda, AOC = BOC. Como
queriamos demonstrar.

Outra aplicacao bastante Gtil dos casos de congruéncias € a construcao do ponto médio de
um segmento, isto €, o ponto que o divide em duas partes iguais. O proximo exemplo mostra com
essa construcao é feita.

Exemplo (2):

Construir com régua e compasso o0 ponto médio do segmento AB.

Figura 2.2: Construcdo do ponto médio do segmento AE

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Descricéo dos passos:
. 1——= . , .
1) Fixe uma abertura r > EAB e trace, dois circulos de raio r e centros A e B, arcos que se

interceptam nos pontos X e Y.

2) O ponto M de interse¢do da reta XY com o segmento AB € o ponto medio de AB.

Com efeito, em relagio aos AAXY e ABXY, temos AX = BX e AY = BY; como o lado
XY é comum aos dois triangulos, pelo caso de congruéncia LLL segue que AAXY = ABXY.
Logo, AXY = BXY e também segue que, AXM = BXM. Agora nos AAXM e ABXM, temos que
AX = BX e AXM = BXM; como o lado XM é comum aos dois triangulos, segue pelo caso de
congruéncia de triangulos LAL que AAXM = ABXM. Logo, AM = BM. Com isso concluimos

gue o ponto M é ponto médio do segmento AB, como queriamos demonstrar.
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No préximo exemplo iremos mostrar como aplicar os casos de congruéncia para construir

uma reta perpendicular a outra reta dada e passando por um ponto também determinado.

Exemplo (3):
Seja, no plano, uma reta r e um ponto A, construir com régua e compasso uma reta s tal

quer LseA €s.

Figura 2.3: Construcdo de dois segmentos ortogonais

5

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Descricéo dos passos:
1) Com o compasso centrado no ponto A, faca um arco de circulo que intersecte a reta r em dois

pontos distintos B e C.

2) Faca a construcio do ponto médio M de BC e faca s = AM.

Com efeito, em relacdo aos AABM e AACM, segue que AB = AC pois, AB e AC s&o raios
da mesma circunferéncia de centro A e BM = CM, pois 0 ponto M é médio do segmento AB;
como o lado AM é lado comum de ambos os tridngulos, decorre do caso de congruéncia de
tridngulos LLL que AABM = AACM, logo os angulos AMB e AMC sio iguais. Mas, como
AMB + AMC = 180°, devemos ter, entdo, que os angulos AMB = AMC = 90°, ou melhor,

AM 1 r. Como queriamos demonstrar.
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Exemplo (4):
Construa com régua e compasso todas as medianas do tridngulo ABC dado abaixo:

Figura 2.4: Tridngulo ABC
A

B Fonte: Proprio autor, software Geogebra C
Descricéo dos passos:

. 1—== . , .
1) Fixe uma abertura r > 5 BC e trace dois circulos de raio r e centros B e C, arcos que se

intersectem nos pontos X e Y.

2) O ponto M de interse¢éo da reta XY com o segmento BC é o ponto médio de AB.

3) Trace o segmento AM que por definicdo sera a mediana do tridngulo ABC relativa ao lado BC.
4) Faga 0 mesmo procedimento nos demais lados do triangulo ABC, para encontrar as outras duas

medianas.

Figura 2.5: Construcdo das trés medianas do triingule ABC

LY

Fonte: Proprio autor, software Geogebra
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De fato, em relacdo aos triangulos BXY e CXY, temos BX = CX, pois ambos segmentos
sdo raios do circulo com mesma abertura r e BY = CY pelo mesmo motivo anterior; como o
segmento XY é comum aos dois triangulos, segue pelo caso de congruéncia LLL que ABXY =
ACXY. Portanto, BXY = CXY, e ainda, BXM = CXM. Agora analisando os triangulos
BXM e CXM, temos que BX = CX e BXM = CXM; e como o lado XM é comum aos mesmos,
segue pelo caso LAL que os tridngulos BXM e CXM sdo congruentes. Logo, BM = CM. Ou seja,
provamos que o ponto M é de fato médio do lado BC do triangulo, com isso AM é uma mediana
relativa a esse lado, esse mesmo procedimento se aplica aos outros dois lados e confirma a

veracidade da construcdo das trés medianas com régua e compasso.

Exemplo (5):

Prove que a mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos que equidistam das
extremidades do segmento.
Prova:

Dado um segmento AB com ponto médio M. Seja ainda m a mediatriz de AB e seja P um

ponto pertencente a m.

Figura 2.6: Construcio da mediatriz do segmento AF

m

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Se P esta sobre o segmento AB, entdo P = M e isso implica que PA = PB, pois M é
ponto médio de AB. Caso 0 ponto P ndo esteja sobre AB, entdo temos MA = MB, PMA =

PMB = 90° e PM lado comum aos dois tridngulos PMA e PMB, Logo pelo caso de congruéncia
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L.A.L, temos que os triangulos PMA e PM B sdo congruentes. Portanto PA = PB. Nos dois casos
obtivemos que o ponto P é equidistante dos pontos A e B.

Agora, seja 0 ponto P equidistante dos pontos A e B. Se P esta sobre AB, entdo P coincide com
0 ponto médio M do segmento AB, e portanto, P esta na mediatriz m.

Analisaremos agora 0 caso em que 0 ponto P nao é pertencente ao segmento AB.

Figura 1.7: Demonstracdo dos pontos equidista de.d e B

- .
L
# "
L

N 7.

e | I",_l | ; ® B

M '

m’

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Sejam’ = PM. Como MA = MB, PA = PB e PM é lado comum aos dois triangulos
PMA e PMB, logo pelo caso de congruéncia L.L.L os triangulos PMA e PM B ser&o congruentes.
Com efeito disso os angulos PMAe PMB s&o iguais. Como esses dois angulos sdo
suplementares, concluimos que cada um deles medem 90°, logo a reta m” é perpendicular ao
segmento AB. Pela unicidade da mediatriz temos m = m’ e, portanto, 0 ponto P estd em m.

Como queriamos demonstrar.

Exemplo (6):
Considere a figura abaixo. Encontre a distancia entre os pontos A e B, separados por um

pequeno lago, sem medir de fato a distancia AB. Justifique seu procedimento.
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Figura 2.8: Um lago entre os pontos 4 e B

\ 0

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Solugéo:

Figura 2.9: Prova do exemplo por congruéncia de trifngulos

Fonte: Priprio autor, software Geogehra

Primeiramente com centro no ponto O, construimos dois circulos de raios A0 e BO,
prolongando o segmento A0 até encontrar o ponto D pertencente a circunferéncia de raio 04, do
mesmo modo prolongamos o segmento BO até encontrar o ponto C pertencente a circunferéncia
de raio OB. Agora analisando os tridngulos formados AOB e COB, temos que A0 = OD pois
ambos séo raios dessa circunferéncia, do mesmo modo os segmentos OB e OC também sdo iguais

pelo mesmo motivo anterior, e analisando os angulos AOB e COD notamos que sdo angulos
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opostos pelo vértice que por definicdo sdo congruentes. Sendo assim concluimos que 0s
triangulos ABO e COD sao congruentes pelo caso de congruéncia de triangulos L.A.L, com
efeito, AB = CD. Ou seja, mostramos como é possivel medir a distancia AB sem medir de fato

essa distancia passando pelo rio.

Exemplo (7):
Seja um triangulo ABC isosceles de base BC, prove que a bissetriz, a mediana e a altura

relativas ao lado BC coincidem.

Solugéo:

Figura 2.10: Coincidencia da bissetriz, mediana e altura relativa ao
lade BC do tridngulo ABC
A

\

T oo
]|
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Seja M o ponto médio do lado BC, temos que AM serd a mediana do triangulo relativa
ao lado BC, e ainda, os tridngulos ABM e ACM serdo congruentes pelo caso L.L.L, pois AB =
AC, BM =CM e AM ¢é lado comum aos dois triangulos. Com efeito disso, os angulos
BAM e CAM s#o iguais, ou seja 0 segmento AM ¢é bissetriz relativa ao lado BC do triangulo. E
ainda, da congruéncia dos tridngulos ABM e ACM os angulos AMB e AMC s&o iguais. Como
esses angulos sdo suplementares, ou seja, AMB + AMC = 180°, concluimos que cada um deles
medem 90°, logo o segmento AM também sera a altura do triangulo relativa ao lado BC, como

queriamos demonstrar.
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Exemplo (8):

Dado um triangulo ABC, com P, M e H sendo respectivamente os pés da bissetriz interna,
mediana e alturas relativas ao lado BC. Se P e H ou M e H coincidirem, prove que o triangulo
ABC é isoscele de base BC.

Solugéo:

Seja AP a bissetriz do tridangulo ABC relativa ao lado BC, temos que os angulos
BAP e CAP s#o iguais. E seja AH um segmento coincidente com AP a altura do triangulo ABC
relativa ao lado BC, temos que os angulos BPA = CPA = 90°. Agora analisando os triangulos
BPA e CPA, vemos que eles sdo congruentes pelo caso A.L.A, pois BAP = CAP, AP é lado
comum aos dois tridngulos e BPA = CPA, com efeito, os lados AB e AC sio congruentes, assim
como os angulos ABP e ACP também serdo congruentes, concluimos ent&o que o triangulo ABC

¢ isosceles de base BC.

A
@

R\

o« 4 o] B
H C

r

Seja AM a mediana do triangulo relativa ao lado BC, os segmentos BM e CM s&o
congruentes, e seja também AH a altura do triangulo relativa ao lado BC coincidente ao segmento
AM, entdo os angulos BMA e CMA sdo ambos retos, logo sdo congruentes entre si. Agora
analisando os tridngulos AMB e AMC, temos que BM = CM, BMA = CMA e AM é lado
comum aos dois triangulos, logo esses triangulos serdo congruentes pelo caso A.L.A, com efeito,
os lados AB e AC s&o congruentes, assim como os angulos ABM e ACM também s&o, logo o

tridangulo ABC sera isosceles de base BC, como queriamos demonstrar.



45

Figura 2.11: Prova que o trifingulo ABC é izsdsceles de base BC

A
N

- "o AN
o7l Fe !
B P,H C
Fonte: Proprio autor, software Geogebra

Exemplo (9):

Dado uma circunferéncia a de centro O e seja AB uma corda dessa circunferéncia. Se M
é um ponto sobre AB, prove que: OM 1L AB & AM = BM.

Solucéo:

Temos que A0 = BO, pois ambos sio raios da circunferéncia, com isso o triangulo ABO
serd isosceles de base AB, logo os angulos 0AB = OAM e O0BA = 0BM s#o congruentes. Para
que os triangulos AMO e BMO sejem congruentes pelo caso L.A. L, os angulos AMO e BMO
devem ser congruentes. Como esses dois angulos sdo suplementares, cada um deles deve medir
90°, ou seja, 0 segmento OM deve ser a altura do tridangulo AOB relativa ao lado AB, se e somente

se isso ocorrer os tridngulos AMO e BMO sero congruentes, o que implicara que AM = BM.

Figura 2.12: Tridngulo isdsceles no interior de uma circunferéncia
E

o

a

Fonte: Proprio autor, software Geogebra
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Se AM = BM, o triangulo AOB sera isosceles de base AB, com isso os angulos OAB =
0OAM e OBA = OBM serdo congruentes, com efeito teremos nos triangulos AMO e BMO,
AO = BO, 0AM = BM, AM = BM, logo pelo caso de congruéncia de triangulos L.A.L, esses
dois triangulos serdo congruentes. Em consequéncia desse fato os angulos AMO e BMO serdo
congruentes, como esses dois angulos sao suplementares, concluimos que cada um deles medem

90°, com isso temos que OM L1 AB, como queriamos demonstrar.

Figura 2.13: Prova de que o triingulo no interior da
circunferéncia é isosceles

Fonte: Préprio autor, software Geogebra

3.2 Aplicacao dos casos de Semelhanca de Triangulos.
3.2.1 RelacBes métricas no triangulo retangulo

Proposicéo (12):

Se ABC um triangulo retangulo em A, com catetos AB = ¢, AC = b e hipotenusa BC =
a. Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, CH = x, BH = y e AB = h, entio:
@a.h=b.c
(b) a.x = b%ea.y = ¢*
(c) a®? = b? + ¢?
(d) x.y = h?

Prova:
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Figura 2.14: Relacdes métricas no trifngulo retingulo

Fonte: Proprio autor, software Geogebra

(a) e (b). Como AHB = CAB e ABH = CBA, os triangulos BAH e BCA sdo semelhantes pelo

(caso AA), como a correspondéncia de vértices A & C, H <& A, B < B. Assim,

BH AB AH AB
AB BC - AC BC
ou, ainda,
y ¢ h c
cTa®ra

De onde ah = bc e ay = ¢*. Arelagdo a.x = b? é provada de maneira analoga.
(c) Somando membro a membro as duas relagdes do item (b), obtemos a igualdade a(x + y) =
b? + . Mas, uma vez que x + y = a, concluimos que a? = b? + c2.

(d) Multiplicando membro a membro as duas relagdes do item (b), obtemos a?. xy = (bc)? ou,

2
. b .y . syt . . ,
ainda, x.y = (;C) = h?, onde utilizamos o item (a) na ultima igualdade acima e concluimos a

demonstracdo.

O item (c) da proposi¢do acima é o Teorema de Pitagoras.

3.2.2 Teorema de Ceva

Num triangulo ABC, trés cevianas AL, BM e CN sdo concorrentes, se e somente se,

AN BL CM _

NB'LC MA

Prova:

Inicialmente vamos supor que AL, BM e CN sejam concorrentes em P.
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Figura 2.15: Trifngulo AEC e as trés cevianas AL, EM e CIV
D A E

E L ©
Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Tracando uma reta paralela ao lado BC pelo veértice A, temos que os triangulos:

BCM ~ AEM, pelo caso de semelhanca (AA).Assim,E =45 0]
MCc ~ BC

BCN ~ AND, pelo caso de semelhanca (AA).Assim,% = % (i)

LCP ~ APD, pelo caso de semelhanga (AA).Assim,£ =L (iii)
AD ~ PA

BPL ~ APE, pelo caso de semelhanca (AA).Assim,E =L (iv)
AE ~ PA

. LC BL
De (iii) e (iv), temos: T (v),

Multiplicando (i), (ii) e (v), segue que:

MA NB LC _ AE BC AD _ AE BC AD
MC NA BL  BC AD AE  AE BC' AD'

AE BC AD ~ ,
Como, —.—.— = 1, entdo concluimos que:
AE BC AD
MA NB LC _
MC NA BL

Figura 2.16: Reciproca do Teorema de Ceva

B L C
Fonte: Priprio autor, software Geogehra
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NA BL MC

Reciprocamente, vamos supor que vale: —.—.
NB LC MA

=1, e que BMn AL = {P}.
Estendendo o segmento PC até o lado AB, num ponto N'. Precisamos mostrar que N’ = N.
De fato, como AL, BM e CN' séo concorrentes em P, segue da parte ja provada que:

N'A BL MC _
N'B LC MA

. NA BL MC
Como por hipétese: —.—.— = 1, temos que:
NB LC MA

N'A _NA
N'B NB
Portanto, as trés cevianas sao concorrentes.

>N =N

3.3 Teorema de Menelaus

Sejam trés pontos L, M e N localizados respectivamente nas retas suporte dos lados

AB,BC e CA de um triangulo ABC qualquer, com L,M e N diferentes dos vértices. Entdo
L,M e N sdo colineares se, e somente se:

Prova:

Fonte: Priprio autor, software Geogebra

Inicialmente, suponha que L, M e N sejam colineares. Tracando por A uma reta paralela
a LM e aplicando o Teorema de Tales, temos:
IA ™MD _ LA MEB
—=—>
M

S om0

AN MD o, MD NC 1 i)

NC MC AN MC

Multiplicando (i) e (ii), temos:
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Fonte: Proprio autor, software Geogebra

LA MB N4 _ 1, e que L,M e N séo pontos

Reciprocamente, vamos supor que vale: =.—.
LB MC NC

localizados, respectivamente, nas retas suportes dos lados AB,BC e CA do tridangulo ABC.
Vamos tracar uma reta por L e M cortando o lado AC em N'. Assim, L,M e N' sdo colineares,
por construcdo. Logo pela parte ja provada segue que:
LA MB N'C _
LB "MC N'A
Como por hipoétese,

LA MB NC _ )
LB MC NA
Concluimos, que:
N'C _NC N N
NA Na_ VT

Portanto, os pontos L, M e N sao colineares.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi feito inicialmente um estudo sobre os triangulos, suas classificagdes
quanto aos lados e aos angulos, a condicdo de existéncia e a desigualdade triangular, suas
principais cevianas, 0s pontos notaveis de um triangulo como: baricentro, circuncentro e
ortocentro, todos os casos de congruéncia e semelhanca de tridngulos, as relacfes métricas no
triangulo retdngulo, assim como o Teorema de Tales, de Ceva e de Menelaus.

Finalmente foram feitas vérias aplicacGes classicas dos casos de congruéncia e
semelhanca de triangulos, onde as construcdes dessas aplicacBes foram realizadas pelo
software Geogebra.

A realizagdo desse trabalho me proporcionou a oportunidade de aprofundar meus
conhecimentos nos contetdos aqui abordados, o que contribuiu de forma significativa para a

minha formag&o docente.
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