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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre as expressoes indefinidas e indeterminadas, bem como
os recursos de limites para contornar essas expressoes. Inicialmente € relatada a construgdo
do conceito de limite ao longo da histéria da matemadtica, desde os paradoxos de Zendo até a
sua fundamentacgdo tedrica com Cauchy e Weiertrass. Em seguida, abordam-se as expressoes
indefinidas e indeterminadas e expdem-se os conceitos e algumas teorias de limite por meio de
exemplos. Por fim, um aplicativo matematico € proposto como ferramenta didatico-pedagdgica
para a manipulacdo e geracdo de gréficos, com objetivo de que o aluno venha a construir o seu
proprio conhecimento sobre limites de uma funcao.

Palavras-chave: Expressoes Indefinidas, Expressdes Indeterminadas, Limite, Funcao.



ABSTRACT

This work presents a study on the indefinite and indeterminate expressions, as well as the
limits resources to solve these expressions. Initially is reported the construction of the concept
of limits throughout the history of mathematics, from the Zeno’s paradoxes to its theoretical
foundation with Cauchy and Weiertrass. Then indefinite and indeterminate expressions are
addressed and expose the concepts and some limits theories by way of examples. Finally, a
mathematical application is proposed as a didactic-pedagogical tool for the manipulation and
generation of graphs, in order for the student to build his own knowledge about the limits of a
function.

Keywords: Expressions indefinite, Expressions indeterminate, Limit, Function.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa faz uma abordagem das expressdes indefinidas e indeterminadas da
matematica no estudo de limites de uma funcdo, sem o rigor matemético das demonstracdes
utilizadas nos cursos de graduacdo em matemadtica, visando contemplar todas as demais

graduagdes que contenham a disciplina de calculo.

Nas literaturas estudadas, nenhum autor esclarece as relagdes com as expressoes
indefinidas e indeterminadas da matemadtica no estudo de limites de uma funcdo. De uma
forma padronizada informam que ndo se pode aplicar a Lei do Limite em uma determinada
func¢do, pois a mesma ndo estd definida naquele ponto, omitindo por certas vezes a ocorréncia
da indeterminacdo. Entre os autores estudados, Gongalves e Flemming (2006) e Guidorizzi
(2001) sdo os unicos que abordam os tipos existentes de indeterminacdo, no entanto, essas
expressOes também ndo sdo explicadas, conceituadas. H4 uma preocupacdo, por parte dos
estudiosos do assunto, de que o aluno encontre uma maneira de sair das situagdes criticas,
impostas pelas expressdes indefinidas e indeterminadas, porém, pouco se explica o porqué elas

sao criticas.

Sera utilizado neste trabalho o aplicativo matematico GeoGebra, versdo 5.0, como
ferramenta didética no estudo de limites de uma fun¢do, objetivando ampliar a compreensao
do conteudo pelo aluno e permitindo por meio das manipulagdes graficas o desenvolvimento

das habilidades visuais e de seu conhecimento empirico.

Para melhor visualizacdo desta pesquisa, o estudo se divide em 5 Capitulos, incluindo
este que € a introducdo. No capitulo 2, apresentard a introdugdo histérica do percurso para
a construcdo e consolidacdo do conceito de Limite. No capitulo 3, abordard as expressoes
indefinidas e indeterminadas da matemaética. No capitulo 4, explorard os conceitos intuitivos e
algébricos de Limites dando €nfase nas expressoes indefinidas e indeterminadas. O capitulo 5,
exibird o software GeoGebra como ferramenta didatico-pedagdgica para o estudo de limites de
uma fun¢do com aplicagdes graficas. E, por fim, apresentard as conclusdes obtidas diante da

pesquisa realizada.



2 O SURGIMENTO DO CONCEITO DE LIMITE

O conceito origindrio de limite surgiu na Grécia antiga no século V a.C., influenciado
pelos paradoxos de Zendo. Os argumentos de Zendo que causaram maior perturbacio foram
os quatro paradoxos sobre a impossibilidade do movimento, sendo eles: o da Dicotomia, o da

Flecha, o do Estddio e o de Aquiles.

Segundo o paradoxo mais famoso o de Aquiles e a Tartaruga: Aquiles e a tartaruga
resolvem apostar uma corrida, como Aquiles é muito mais veloz, decidiu dar uma vantagem a
tartaruga que comecou num ponto A mais a frente do ponto de largada; o veloz Aquiles corre
para alcancar a tartaruga, mas quando chega ao ponto A de onde partiu a tartaruga, esta se
encontra mais adiante, numa outra posi¢do B. Quando Aquiles chega a posi¢do B, a tartaruga
também avanca para uma nova posicdo C, e assim sucessivamente, de tal forma que Aquiles

sempre se aproximara da tartaruga, porém sem nunca alcanca-la.

Figura 1: Aquiles e a tartaruga

Fonte: préprio autor, 2016

As afirmacdes de Zendao envolvem conceitos de continuidade do infinito e do
infinitesimal, e sdo ainda hoje, motivo de debate tanto quanto o foram no tempo de Aristoteles,
que ndo obteve sucesso ao tentar explicar os paradoxos de Zendo, onde nenhuma explicacdo
fora satisfatoria até a criagdo do continuo e da teoria dos agregados por George Cantor (1845 -

1916 ) (CAJORI, 2007).
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O trabalho de Eudoxo de Cnido (408 - 355 a. C.), com sua definicdo de igualdade de

duas razdes, constréi uma nova definicdo de proporcao, de cardter mais geral, utilizando
apenas os numeros inteiros positivos. Embora tenha sido uma solucdo genial para a crise dos
incomensuraveis, ele atrasou por mais de mil anos o desenvolvimento da Aritmética e da

Algebra, pois subordinou essas disciplinas aos estudos da geometria.

Segundo Arquimedes, Eudoxo forneceu o axioma que hoje tem o nome de
Arquimedes, as vezes, chamado axioma de Arquimedes e que serviu de base para o
método de exaustio, o equivalente grego de calculo integral. O axioma diz que dadas
duas grandezas que tém uma razdo (isto €, nenhuma delas sendo zero), pode-se achar
um multiplo de qualquer delas que seja maior que a outra. Esse enunciado eliminava
um nebuloso argumento sobre segmentos de reta indivisiveis, ou infinitésimos fixos,
que as vezes aparecia (BOYER, 1999, p. 62).

Do axioma de Eudoxo (ou Arquimedes) é facil, por uma reducdo ao absurdo, provar

uma proposi¢cdo que formava a base de método de exaustao dos gregos.

Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo menor que sua metade e do
resto novamente subtrai-se ndo menor que a metade e se esse processo de subtragdo é
continuado, finalmente restard uma grandeza menor que qualquer grandeza de mesma
espécie"(BOYER, 1999, p. 63).

De acordo com Boyer (1999, p. 226), Galileu (1564-1642) havia tido a intencdo de
escrever um tratado sobre o infinito em matematica, mas tal tratado ndo foi encontrado.
Enquanto isso seu discipulo Cavalieri (1598-1647) fora motivado por Kleper (1571-1630),
bem como por ideias antigas e medievais e pelo encorajamento de Galileu, a organizar seus
pensamentos sobre infinitésimos em formas de livro. Mas a obra que mais o projetou € o
tratado Geometria indivisibilibus, publicado em sua versdo inicial no ano de 1635, onde

apresenta seu método dos indivisiveis.

Merece destaque, a obra de Fermat (1601 - 1665), que de acordo com Boyer (1999, p.
239) € possivel que desde 1629 Fermat ja estivesse de posse da sua Geometria Analitica, pois
por essa época ele fez duas descobertas significativas que se relacionam de perto com seu
trabalho sobre lugares geométricos. A mais importante foi o chamado "Método para achar
méaximos e minimos” que de acordo com Laplace (1749 - 1827), lhe rendeu o titulo de
descobridor do Calculo Diferencial, bem como co-descobridor da Geometria Analitica. Afirma
Boyer (1999, p. 240), que evidentemente Fermat ainda ndo possuia a definicdo formal do
conceito de limite, mas por outro lado o seu método para achar miximos e minimos se

assemelhava muito ao usado hoje no Célculo.
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No século XVII, surgem os trabalhos de Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried

Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) que embora tenham tido muitos precursores, a criagdo do
calculo, em geral, € atribuidas a eles. No periodo de 1665-1666, segundo Boyer (1999), fora o
periodo mais produtivo de descoberta matematica, pois durante esse periodo, Newton realizou
quatro de suas principais descobertas: 1. O teorema binomial, 2. O célculo, 3. A lei da

gravitacdo e 4. A natureza das cores.

Em 1687, em Principia Mathematica, o mais admirado tratado cientifico de todos os
tempos, Newton tentou dar uma formulacao precisa do conceito de limite: ”Quantidades, e as
razdes de quantidades, que em qualquer tempo finito convergem continuamente a igualdade, e
antes do fim desse tempo se aproximam mais uma da outra que por qualquer diferenca dada, se
tornam finalmente iguais” (BOYER, 1999, p. 274). Isto, é claro, € uma tentativa de definir o

limite de uma fungao.

Segundo Boyer (1999, p. 277), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) inventou seu
célculo entre 1673 e 1676. Usou pela primeira vez o simbolo integral, um S alongado,
derivando da primeira letra da palavra latina summa (soma) em 29 de outubro de 1675. O
objetivo era indicar a soma de indivisiveis. Algumas semanas depois ja escrevia diferenciais e

derivadas como o fazemos hoje, assim como escrevia / xdy e / ydx para integrais.

Houve uma infeliz polémica entre Newton-Leibniz, onde Leibniz foi acusado de
plagiar as descobertas de Newton, mas hoje ndo hd dividas de que ambos criaram o cdlculo
independentemente. Embora a descoberta de Newton seja anterior, Leibniz foi o primeiro a

publicar seus resultados.

Entretanto, em ambos os calculos faltavam os fundamentos; tanto Newton como
Leibniz tinham problemas com os infinitesimais, vistos por ambos de maneira diferentes, mas
que operavam de maneiras parecidas, pois esses infinitesimais as vezes eram cancelados como
fatores diferentes de zero ou desprezados como equivalentes a zero. “Essas operacdes
contraditorias dominaram o célculo por muito tempo, até que surgissem trabalhos decisivos

para a fundamentagdo 16gica da disciplina no comego do século XIX” (AVILA, 2006).

Muito se deve as contribuicdes aos membros da familia Bernoulli, que no final do

século XVII os irmaos Jacob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667 - 1748),
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estavam entre os primeiros matematicos que perceberam a poténcia espantosa do cdlculo e

aplicaram esse instrumento em uma gama ampla de problemas.

Johan Bernoulli foi um dos professores mais inspirado de seu tempo e em troca de um
saldrio regular, forneceu ao francés de Marqués de L’Hospital (1661-1704) informagdes sobre
suas descobertas matematicas, concedendo a este o direito de usd-las como lhe conviesse,
compondo entdo seu primeiro texto de cédlculo a ser publicado. Foi assim que o conhecido
método de determinagdo de forma indeterminada g tornou-se incorretamente conhecido, em

textos posteriormente de cdlculo, como regra de L’Hospital (EVES, 2005).

D’ Alembert (1717-1790), reconheceu explicitamente a importancia central do limite, e
em 1754, segundo Eves (2005), fez a mais importante recomendagdo de que, para colocar em
bases firmes os fundamentos da andlise, era preciso desenvolver uma teoria dos limites bem

estruturada, mas seus contemporaneos quase nao lhe deram ouvidos.

Dois mateméticos que merecem destaque, Cauchy (1789 - 1875) e Weierstrass (1815 -
1897), foram fundamentais na busca de uma construcdo rigorosa dos fundamentos do Calculo.
Uma das principais contribuicdes de Cauchy para o cdlculo foi a definicdo de limite
relativamente clara: “Quando valores sucessivos atribuidos a uma varidvel se aproximam
indefinidamente de um valor fixo de modo a acabar diferindo dele tdo pouco quanto se queira,

este ultimo chama-se o limite dos outros todos” (BOYER, 1999, p. 355).

Enquanto muitos matemadticos pensavam no infinit€simo como um ndmero fixo muito
pequeno, Cauchy definiu-o claramente como uma varidvel independente: “Diz-se que uma
quantidade varidvel se torna infinitamente pequena quando seu valor numérico diminui

indefinidamente de modo a convergir ao limite zero” (BOYER, 1999, p. 355).

No entanto, se buscavam mais rigor na fundamentagdo dos nimeros reais, uma vez que
a teoria de limites de Cauchy fora construida sobre uma nog¢ao intuitiva simples do sistema dos
numeros reais. Foi entdo que, segundo Eves (2005), Weierstrass defendeu um programa no
qual o préprio sistema de nimeros reais fosse tornado mais rigoroso para que assim tudo que
dele decorresse na anélise inspirasse seguranca. Esse notdvel programa ficou conhecido como
aritmetizacdo da andlise, que se concretizou no final do século XIX com os trabalhos de

Richard Dedeking (1831-1916), George Cantor (1845-1932), os quais permitiram a
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demonstracdo rigorosa dos teoremas fundamentais sobre limites sem utilizar recursos

geométricos, criando dessa forma, uma nova forma de 16gica matematica.

Foi assim que, no século XIX, quando segundo Avila (2006), a defini¢do de limite de
Cauchy, correta, porém eivada da nog¢do esptria de movimento - € agora substituida pela
definicdo puramente numérica de Weierstrass: f(x) tem limite L com x tendendo a x( significa

que dado qualquer € > 0, existe & > 0 tal que se 0 < |x —xo| < d=[f(x) —L| <&



3 EXPRESSOES INDEFINIDAS E INDETERMINADAS

3.1 EXPRESSAO INDEFINIDA g COMk #0

. k : : :
As expressoes algébricas da forma 0’ com k # 0, ndo existem, pois considerando um

k . .
numero x = 0’ tem-se que k = x 0, sendo por hipétese k # 0, logo ndo existe um nimero para x
que satisfaca a igualdade. Isso porque qualquer nimero multiplicado por zero resultard em zero,
. k. . . . . . 18 ) o
portanto a divisdao 0 € indefinida ou impossivel. Exemplificando, seja 3= 6, isto significa que

18
num total de 18 objetos € possivel separd-los em 3 grupos de 6. Seja 5= 9, 1sto significa que

18
num total de 18 objetos € possivel separd-los em 2 grupos de 9. Mas, se fizermos o nao é

possivel separar os 18 objetos em 0 grupos. Por isso, a divisdo por zero nao tem significado.

3.2 EXPRESSAO INDETERMINADA g

0 . . . .
Pode-se pensar no o como sendo igual a 1, tendo em vista que todo nimero dividido
0

por si mesmo ¢é igual a 1. Porém ao supor que 0= 1 tem-se que
0 2x0 0 0 3x0) 0
2:2*1:2*(6):( ; ):6:1,bemc0mo,3:3*1:3*(6):( g ):6:1(uma

contradi¢do), e assim por diante levando a concluir que se trata de uma indeterminagdo

podendo o resultado desta divisdo ser qualquer valor real imagindvel.

0
Por outro lado, pode-se pensar também que o seja igual a 0, partindo da observacao de

0 0 0 S .
que 1 = 3 = 3 = etc = 0. Usando o raciocinio anterior, tem-se
0 2x0 0
0 = ( ; ) = 2% (=) =20 =0, ndo produzindo uma indeterminacéo, contudo, a defini¢do
0
0= 0, também ¢€ inaceitavel, pois produz resultados ndo naturais, por exemplo:
b
Seja a regra (aZ ) =a, se b # 0, ficaria diferente para
b b
(a;; ) =a se b#0 e (az ) =0 se b=0

Complica-se ao ndo se levar em conta o valor de a, podendo provocar resultados inaceitdveis, do
2
x*—4

. . o A ) 0
tipo da seguinte descontinuidade de tendéncia: y = ao aceitar o resultado 0= 0, segue



que:
2)(x—2
— X —
Y= 2)(x—2
GH2)E=2) o =2
x—2

Deste modo, a fun¢do ficaria descontinua em x = 2. Neste caso € preferivel deixar g
indeterminado em x = 2, mas com a possibilidade de redefini-la. Isto serd visto no préximo
capitulo com a introducao de limites.

Analisando as regras aritméticas onde a divisdo € o oposto da multiplicacdo, logo se tem
que % podera assumir qualquer valor numérico, pois qualquer nimero ao ser multiplicado por

zero € igual a zero.

3.3 EXPRESSAO INDETERMINADA 0°

1-1

2 . . L - . . a
E ficil verificar que 0° é indeterminado, partindo do resultado que — =a' ! = a°, logo
a

a® = 1 para a # 0. Quando a = 0 tem-se que g = 0", por 3.2 € uma indeterminacao.

Também partindo do pressuposto de que 0° é igual a 1, pois todo nimero n° (para n ndo
nulo) ao se forcar n = 0, levaria a considerar como natural definir 0° = 1. Por outro lado, é
razodvel também pensar que 0" seja igual a zero, tendo em vista que 0" = 0 (para z nio nulo),

portanto 0° = 0.

Existe uma longa discussdo entre matematicos, no entanto, ndo se pode dar uma
resposta universalmente vélida para 0°, normalmente é mais conveniente definir 0° = 1, porém
ha situagdes como no célculo de limites, onde a pritica é considerd-lo como uma forma

indeterminada.

Existem ainda, outras formas de indeterminagdes que podem ser facilmente deduzidas,

) 1 )
considerando o — = 0, conforme as expressdes apresentadas a seguir.
(o o]

3.4 EXPRESSAO INDETERMINADA oo — o

Quando um numero € dividido por oo, o resultado € um ndmero muito préximo de 0,
mas nao exatamente igual a 0. Mas, serd visto no proximo capitulo, (Teorema 5), que o limite

1 o N <
de — com x tendendo a o € 0. Logo, intuitivamente pode-se inferir o — = 0. Entdo, fazendo
X o)

1 )

0
=5 (indeterminado)

81—[8 1~



3.5 EXPRESSAO INDETERMINADA it

Fazendo

0
=0 (indeterminado)

oo
oo

81—|81—

3.6 EXPRESSAO INDETERMINADA 0.c0

Fazendo

1 o 0
Oo=—00=— = 0 (indeterminado)

3.7 EXPRESSAO INDETERMINADA 1~

Fazendo
1 1=
100 = (- e = —

00 —00

Como se viu em 3.4 o — oo ¢ indeterminado, entdo 1% ndo pode ser 1.

3.8 EXPRESSAO INDETERMINADA oo’

Fazendo

No préximo capitulo, serd visto a importancia do conceito de limites para o cdlculo
dessas expressdes indefinidas e indeterminadas onde se fard uso de processos intuitivos,

artificios algébricos e geométricos para solucionar essas expressoes.



4 O LIMITE DE UMA FUNCAO

O estudo de limite de uma fungdo visa determinar o que acontece (estudo do
comportamento) com valores da imagem da fun¢do quando, no dominio dessa funcdo, toma-se

valores suficientemente proximos de um determinado ponto (nimero).

4.1 DEFINICAO INTUITIVA DE LIMITE DE UMA FUNGCAO

De acordo com Stewart (2006, p. 93) escrevemos

lim f(x) = L

Xx—a
e dizemos "o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L " se pudermos tornar os valores
de f(x) arbitrariamente préximos de L (tdo préximos de L quanto quisermos), tornando x

suficiente proximo de a (por ambos os lados de @) mas ndo igual a a.

Em outras palavras, isso significa que a existéncia de um limite de uma funcao, quando
x tende a a, ndo depende necessariamente que a fungao esteja definida no ponto a, pois quando
calculamos um limite, considera-se os valores da funcdo tdo préximos quanto se queira do
ponto a, porém diferente de a, ou seja, considera-se os valores da fun¢@o na vizinhanca do

ponto a.

Deve-se prestar atencdo quando se diz que x # a na definicdo de limite, ou seja,
significa que ao procurar o limite de f(x) quando x tende a a nunca consideramos x = a. Na
verdade, f(x) ndo precisa sequer estar definida quando x = a. A tnica coisa que importa é
como f estd definida proximo de a (STEWART, 2006, p. 93).

Considere a func¢@o dada por Leithold (1994, p. 56) definida por fi(x) = ZJCZ—E—)CI_?)
com x € R e x # 1. Estudando o limite de f}(x) quando x tende a 1, ou seja: igr} fi(x).
Observa-se que para x = 1, a func¢o ndo € definida, ou seja, ndo existe o fi(1), pois

2x2+x—3 2124+1-3 0
lim f1(x) = lim ——— 1—1 0

resulta numa indetermina¢do. Uma alternativa para solucionar esta indeterminagdo sera fatorar

o numerador, obtendo

10



Assim, simplificando a expressao, tem-se

x—1

Portanto, mesmo ndo existindo fi(1), o limite de f(x) quando x tende a 1 existe.

lim fj(x) = lim
x—1

fi(x)

23 +x—3 (2x+3)(x—1)

Conforme Leithold (1994, p. 69), se x # 1, o numerador e o denominador podem
ser divididos por (x — 1) para obtermos 2x + 3. Lembre-se que quando calculamos o
limite de uma fun¢do, a medida que x aproxima-se de 1, estamos considerando valores
de x préximos a 1 mas ndo iguais a 1. Portanto é possivel dividir o numerador e o

x—1

denominador por x — 1.

fi(x) =

2x24+x—3 B

x—1

2% +x—3
x—1

Limite = 5

x—1

—1)

Figura 2: Grifico de fj(x)

=2x+3

=lim2x+3=243=5
x—1

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Analisando intuitivamente a funcdo f; quando x assume valores préximos de 1, porém

diferente de 1. Inicialmente atribuindo a x valores préoximos de 1, porém menores que 1,

obtem-se os valores apresentados na Tabela 1.

2%+ x—
Tabela 1: Tabela de valores para fj(x) = Lxl3
x_
x<1[0]0,25]0,5]0,75|0,9|0,9 | 0,999 | 0,9999
fi) 13135 |4 |45 | 484,984,998 | 4,9998

Depois, atribui-se a x valores proximos de 1, porém maiores que 1, obtendo-se os valores

apresentados na Tabela 2.
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2% +x-3
Tabela 2: Tabela de valores para f(x) = %
x J—

x>112]1,75]1,5]1,25] 1,1 ] 1,011,001 | 1,0001
fik) 7165 |6 |55 |52]5,02]5,002]5,0002

Observa-se em ambas as tabelas que, a medida que x se aproxima cada vez mais de 1,
f1(x) torna-se cada vez mais préxima de 5.
Nota-se na Tabela 1, que para
x=0= fix) =3 ,istoé, x—1=0—-1=—-1= fix) -5=3-5= -2
x=0,25= fi(x)=3,5 ,istoé, x—1=0,25—-1=-0,75= fi(x)—-5=3,5-5=-1,5
x=0,5= fi(x)=4 ,istoé, x—1=0,5-1=-0,5= fi(x)—5=4-5=-1

x =0,9999 = fi(x) = 4,9998 ,istoé, x—1=0,9999 —1 = —0,0001 = fi(x) -5 =
4,9998 —5 = —0,0002

e os resultados da Tabela 2 mostram que quando

x=2= fix)y =7 ,istoé, x—1=2—-1=1= fix) —5=7-5=2
x=175= fi(x) =6,5 ,istoé, x—1=1,75-1=0,75= fi(x)-5=6,5-5=1,5
x=1,5=filx)=6 ,istoé, x—1=1,5-1=0,5= fi(x)-5=6-5=1

x = 1,0001 = fi(x) =5,0002 ,istoé, x—1=1,0001 —1 = 0,0001 = fi(x) -5 =
5,0002 —5 = 0,0002

Portanto, pelos resultados das duas tabelas, tem-se que

=1 =1=[fi(x)-5[=2

x—1]=0,75=|fi(x)=5|=1,5

x—1]=0,5=|fi(x)—5]=1

|x— 1] =0,0001 = | f1(x) —5| = 0,0002
Percebe-se que se pode tomar fj(x) tdo préximos de 5 quanto se deseja, bastando para

isto tomar x suficiente proximos de 1.

Outra forma mais precisa de dizer isto, é que se pode tornar o valor absoluto da diferenca
entre x e 1 suficiente pequeno. Isto é, |fi(x) — 5| pode se tornar tdo pequeno quanto se desejar,
tomando |x — 1| suficientemente pequeno. A matemadtica utiliza as letras gregas € (epsilon) e

d (delta) para indicar essas pequenas diferengas. Assim, dado um ndmero €, podemos tornar
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| f1(x) — 5] < €, onde, calculando o médulo, resulta

1-8<x<14+8=5—-e< fi(x) <5+¢

E importante perceber que & depende do € considerado. Nas duas tabelas tem-se que

=1 =1=[filx)-5]=2

Entdo, se dado € = 2, toma-se 8 = 1 e para garantir que |x — 1| # 0 (isto &, x # 1), toma-se que

0 < |x— 1] e afirma-se que

0<|x—1|<1=|fi(x)=5<2

onde calculando o médulo, resulta
l—l<x<l4+1=5-2<fi(x) <542

0<x<2=3<filx) <7

Figura 3: Grafico de fj(x)

A /

flx) S5+&
esté{ 5
aqui 5-

0 1-611+6

guando x esta aqui
(x#1)

Fonte: Préprio autor, 2016
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Desde que, para qualquer valor positivo de €, pode-se encontrar um valor apropriado

para d tal que
O0<|x—1|<d=|filx)—5|<¢e
portanto, se diz que o limite de fj(x), para x tendendo a 1, é 5, notado por

lim fi(x) =5

x—1
Porém, nem sempre as nog¢des intuitivas produzem resultados verdadeiros, essas

estimativas podem, por certas vezes, induzir a erros.

T
Veja a fungdo f>(x) = sen— que ndo estd definida em x = 0. Obtendo a fung@o para
X

alguns valores pequenos de x, tem-se

Com base nessa tabela, pode-se intuir a seguinte conjectura

lim sen(E) =0
x—0 X

No entanto, esta conjectura esta errada. Ao analisar a Figura 4 observa-se que o grafico

dessa funcdo oscila numa vizinhanga de zero sem tender para um limite. Portanto, pode-se

. . T, . .
concluir que o lim sen(—) ndo existe.
x—0 X

Figura 4: Grifico de f>(x)

124¥

fy(x) = sen (;——J

limite = indefinido

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra
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4.2 DEFINICAO FORMAL DE LIMITE

Segundo Stewart (2006, p. 115) seja f uma funcdo definida sobre algum intervalo
aberto que contém o ndmero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo, dizemos que o limite
de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos

lim f(x) =L

x—a

se para todo nimero € > 0 hd um nimero correspondente § > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre

que 0 < |x—a| < d.

Nota-se, de acordo com o exemplo abaixo que quando a fun¢do é determinada num
ponto o lim f(x) = f(a), mas quando a fungio nao for determinada, ou seja, representada por
X—a
uma das formas indeterminadas apresentadas no capitulo 3, que neste caso o conceito de limite

se apresenta como alternativa para a abordagem adequada destas questdes.

x—=2 ) .
2 4 neste caso a fun¢do ndo estd definida para
x —

Exemplo 4.1 Seja a fungio f3(x) =
x = 2, por isso que a defini¢do de limite faz a diferenca, pois ela aceita valores de x que estdo
proximos de a, mas ndo iguais a a. Para resolver limites de funcdes indefinidas e
indeterminadas, pode-se lancar mao de resolucdes por intui¢do, recursos algébricos ou mesmo

geométricos.

4.2.1 Resolugdo de limite utilizando nogao intuitiva

Na resolu¢do intuitiva constréi-se tabelas com valores se aproximando do ponto 2, uma

com valores inferiores e outra com valores superiores, mas nunca igual a 2. Assim,

x<?2 \ 1,5 \ 1,9 \ 1,99 \ 1,999
£(x) . 0,28 . 0,256 . 0,2506 . 0,25006..

ou

x>2 \ 2,5 \ 2,1 \ 2,01 \ 2,001
£(x) ‘ 0,222 ‘ 0,2439 ‘ 0,2493 ‘ 0,24994..

o ox—=2 1
Com base nestes valores pode-se intuir que i;rr% 24"



16

4.2.2 Resolucao de limite por recursos algébricos

Neste caso, tem-se a fatoragdo algébrica e os pressupostos matematicos como principais

recursos. No exemplo, pode-se comecgar fatorando o denominador, assim

.ox=2 . x=2 , (x—2)
lim —— = lim = lim
x=2x2—4  x=2 (X2 — 22) x—2 (X — 2) (x+ 2)

Como na fatoracdo encontra-se no denominador um termo igual no numerador, mas no
ponto x = 2 ele representa uma indeterminagao, e considerando a definicao de limite onde diz
que x pode assumir valores proximos a 2 mas ndo iguais a 2. Logo, pode-se dividir o numerador
e o denominador por x — 2, entdo

. 1 1
lim —
x—=2x+2 4

4.2.3 Resolugao de limite utilizando recursos geométricos

A resolucao de problemas por meio de recursos geométricos podem ser feitas com a
utilizacdo de softwares matemdticos como o GeoGebra, utilizado neste trabalho. Com a
insercdo destes softwares educativos os alunos sdo motivados a desenvolver habilidades de
visualizagdo, interpretacdo e resolucdo de problemas, proporcionando-lhes a constru¢do do
proprio conhecimento. Porém, os graficos feitos com o software GeoGebra ndo apresentam os

furos nas funcdes indefinidas e indeterminadas.

Figura 5: Grifico de f3(x)

x—2

fa(x) = ——
a(x) 2_3

limite = 0.25

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra
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k
4.3 FORMAS INDEFINIDAS DO TIPO 0 QUE PODEM SER RESOLVIDAS
COM O USO DE LIMITES
. -k . . L N ¢
De acordo com o item 3.1 a expressdo 0 ¢ indefinida. Porém, a divisdao 0 pode ser

contornada em se tratando de limites, ou seja, esta divis@o pode ser infinita aplicando-se valores

aos quocientes proximos a zero. Considerando k = 1 tem-se

0711 =10

T(l)l =100

O,Tl()l = 1000

0,0001 = 10000

0,00001 = 100000
1

= ndmero muito grande
0,0000000000001
Nota-se que, quanto mais proximo o denominador de zero, maior € o valor da divisao
tendendo ao infinito. Portanto, embora o seja indefinido no conjunto dos nuimeros, ficaria
definido no célculo de limites através do objeto numérico infinito. E importante destacar que o
infinito ndo € um numero real, ndo podendo ser realizadas determinadas operagdes aritméticas,

as quais levariam a resultados absurdos e contraditérios.

Teorema 1 (Limites infinitos com x — 0 (se aproximam de zero pela direita) oux — 0~
(se aproximam de zero pela esquerda)). Segundo Leithold (1994, p. 80) se r for um inteiro

positivo qualquer, entdo

ii) lim — = —oo  se r for impar

U |
iii) lim — = 4o se r for par
x—0— X"

Exemplo 4.2

1
Seja fa(x) = 72> comx # 0. Verificando os valores de f1(x) quando x estd préximo de

Atribuindo a x valores préximos de 0, a esquerda de 0, tem-se
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x<0[]—-0,1]—-0,0l | —0,001
£(x) | 100 | 10.000 | 1.000.000

Depois, atribuindo a x valores préximos de 0, a direita de 0, tem-se

x>010,1]0,01 0,001
fa(x) | 100 | 10.000 | 1.000.000

Teorema 2 (Limites Laterais). Segundo Leithold (1994, p. 74) o limite de f(x) existe e
serd igual a L se e somente se lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais.
x—a~ x—at
Nota-se que, quando x se aproxima de 0, quer pela esquerda (x — 07), quer pela direita
(x — 0™), fa(x) assume valores cada vez maiores (aumenta ilimitadamente). Logo, de acordo

com o Teorema 2 pode-se escrever que

1
lim f4(x) = lim — = +o0

x—0 x—0 x2

Para melhor compreensao, observe o esbo¢o do grafico desta fungdo na Figura 6.

Figura 6: Grafico de fi(x)

¥

limite = oo

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Exemplo 4.3
1

Seja fs5(x) = ——. De forma andloga, quando x se aproxima de 0, quer pela esquerda,
X

quer pela direita, f5(x) assume valores cada vez menores (decresce ilimitadamente). Logo, pelo
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teorema dos limites laterais pode-se escrever que

xHOfS( ) x—0 x2

Para melhor compreensio, observa-se na Figura 7, o comportamento de f5(x) tendendo

ao infinito negativo, quando x se aproxima de O.

Figura 7: Grafico de f5(x)

21y

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Usa-se a notagdo lim f(x) = 4o0 ou lim f(x) = —eo, contudo, o simbolo +oeo ndo é

X—a xX—a
considerado um nimero real, e, portanto, ndo existe o limite, entretanto, o simbolo indica que
a funcdo pode assumir valores tdo grandes quanto quiser, bastando para isso escolher os

valores de x tdo préximos de a quanto se queira.

Teorema 3 (limite de uma funcdo racional) Pode ser aplicado se li_r>n fix)=0e
X—a

lim g(x) = K, onde K é uma constante diferente de zero.
X—a

(i) Se K > 0 e se f(x) — 0 por valores positivos de f(x),

G
e =
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(ii)) Se K > 0 e se f(x) — O por valores negativos de f(x),

lim @ = —o0
—a

x—=a f(x)
(iii) Se K < 0 e se f(x) — 0 por valores positivos de f(x),

g(x)

a f(x)
(iiii) Se K < 0 e se f(x) — 0 por valores negativos de f(x),

@—oo
Safl)

O teorema serd valido se ”x — a” for substituido por "x — at” ou ”x — a~” (LEITHOLD,

1994, p. 81).

Aplicando esse terorema, pode-se frequentemente obter uma indicacdo de que o
resultado serd +oo ou —oo, tomando um valor adequado de x proximo de a para se assegurar de

que o quociente € positivo ou negativo.

Exemplo 4.4
Seja fo(x) =

Atribuindo a x valores préximos de 1, a direita de 1, tem-se

2x

N sendo x # 1

x>1|1,1 1,01 1,001 | —»1
fo(x) |22 | 202 |2002 | — 4o

Observa-se que, quando x tende a 1 pela direita, fg(x) assume valores positivos

arbitrariamente grandes (aumenta ilimitadamente). Assim,

2 2
lim fs(x) = lim ——

x—1t x—=1tx—1 N ot -

—+o0

Agora, atribuindo a x valores proximos de 1, a esquerda de 1, tem-se

x<1]0,9 1099 [0,999 [ —1
fo(x) | =18 | =198 | —1998 | — —oo

Por outro lado, quando x tende a 1 pela esquerda, fs(x) assume valores cada vez menores

(decresce ilimitadamente). Assim,

lim = lim = — = —o0
Jim folx) = lim =7 = 5=
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Figura 8: Grifico de fg(x).

2x

x—1 s

fe(x) =

limite= indefinido

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

) 2x . . ~
Considerando a fungdo fg(x) = T exibida no grafico da Figura 8. A funcdo
x —
aumenta sem limite quando x tende a 1 pela direita, mas decresce sem limite, a medida que x
se aproxima de 1 pela esquerda. Entdo, neste caso nao ha simbolo tinico para o limite bilateral.

Portanto, se diz que lim ndo existe.

x—1Xx—

4.4 AS FORMAS INDETERMINADAS

Conforme Stewart (2006, p. 124), para o célculo do limite de uma func¢io quando x
tende a a pode muitas vezes ser encontrado simplesmente calculando-se o valor da fun¢do em
a. No entanto, algumas vezes esta regra falha. Isto acontece quando se faz a substituicdo direta
de x por seu valor de tendéncia e encontram-se indeterminacdes. E importante entender que,
quando isso acontece, ndo se estd diante da resposta final. Neste caso, deve-se utilizar de

artificios algébricos para solucionar essas indeterminacoes.

0
441 Formado Tipo 0

Se f e g forem duas fungdes tais que lim f(x) = 0 e lim g(x) = 0, entdo a fungdo =
Xx—a X—a g

. i 0
tem a forma indeterminada 0 em da.
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Essas situacdes acontecem frequentemente, logo para solucionar a indeterminacdo,
torna-se necessario o uso de técnicas de simplificacdo para calculd-las, como: fatoragdo,

racionalizacdo, dispositivo prético de Briot-Ruffini para divisao de polindmios, etc.

Exemplo 4.5
Seja fo(x) = = enta
eja f7(x) = , entdo
Ja j7 1
2 2
. Cox—=1 1--1 0 . .
il_rg f1(x) —il_f)[} 1T -1-1-0 (indeterminagdo)

Resolvendo o

2

. ox =1 . (x+1D)(x-1)
lim fr(x) = lim ~— = lim (x—1)

Como na defini¢cdo de limite estd pressuposto que x pode ser proximo de 1, mas nunca

igual a 1. Condi¢do que se habilita fazer a simplificagdo, entao

lim f5(x) = lim(x+1)=1+1=2
x—1 x—1

Figura 9: Gréfico de f7(x)

v

x2—1

{T(X) = x—1

limite = 2

B1

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Exemplo 4.6

2 _
Seja f3(x) = z _ix, entdo

2
x°—3x
li =1l
xl—r>r?1>f(x) xl—rg X — 3
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Resolvendo o

lim x 3 = 333 _0 (indeterminacdo)
3 x—3 3.3 0 ¢

Logo, deve-se simplificar a expressao para solucionar a indeterminac¢do, assim,

2 B
fim XYy X3 g
=3 x—3 =3 x—3 x—3

Figura 10: Grifico de fg(x)

1z
/
yd

10 //

¥ —3x 8
fa(x) =
x—3
a
Lo d
limite = 3 . S
4
y,
2
o
-24 -22 -20 -18 -18 -14 -12 -10 -8 -8 -4 -2 o 2 4 B8 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
/
S
y,
/ .4
&
/' 8
/ -10
Tg

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Teorema 4 (Teorema do confronto). Segundo Stewart (2006, p. 110) Se f(x) < g(x) <

h(x) quando x estd préximo de a (exceto possivelmente em a), e

lim f(x) = limh(x) = L

xX—a X—a

entdo
lim g(x) = L
Exemplo 4.7
. sen(x) . . . L
Seja fo(x) = ———, entdo para calcular o limite fundamental trigonométrico
X
lim sen(x)

1 inicia-se pelo conceito intuitivo atribuindo valores a x pela direita e pela esquerda
X— X
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de zero, conforme mostra a tabela 3. Nota-se que, para valores cada vez mais préximos de

zero, obtem-se valores de fo(x) cada vez mais préximos de 1.

Tabela 3: Tabela de valores para fo(x) =

sen(x
. x( )
+1 0,84147098
+0,5 0,95885108
+0,4 0,97354586
+0,3 0,98506736
+0,2 0,99334665
+0,1 0,99833417
+0,05 | 0,99958339
+0,01 | 0,99998333
+0,005 | 0,99999583
+0,001 | 0,99999983

Assim, tem-se i1_r>r(1) ser;ﬁ =1
Figura 11: Grifico de fo(x).

05

¥

sen(x)

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

05

Demonstracdo algébrica: Considerando a circunferéncia de raio 1.
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Figura 12: Circunferéncia de raio 1

A

Fonte: Gongalves e Flemming (2006, p. 99), editado pelo autor

. . . VR N\ . T
Seja x a medida em radianos do arco AOM = AM e considerando x entre 0 e 5 de acordo

com a Figura 12. Observa-se que:

area A\ MOA < érea setor MOA < area ANAOT

_ Y~
OA.MM'’ < OA.AM < OA AT
2 2 2

MM < AM < AT

sen(x) < x < tg(x)

Dividindo tudo por sen(x) > 0

sen(x) X tg(x) X rg(x)
sen(x) < sen(x) < sen(x) < sen(x) < sen(x) )
sen(x)  _
Sendo: 1g(x) = cos(x)’ entio,
tg(x) 260’;83 _sen(x) 1 1

sen(x)  sen(x)  sen(x) cos(x)  cos(x)
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Substituindo em 1, tem-se

1
1< —— < , invertendo obtem-se, 1 > sen(x)
sen(x)  cos(x) x

> cos(x)

Como o lir% (I)=1e lirr(l) cos(x) = cos(0) = 1, entdo de acordo com o teorema do confronto a
X— X—

funcao sen() , que estd entre cos(x) e 1, tem também limite igual a 1 quando x tende a 0 (zero),
logo

lim sen(x) _q

x—0 X

442 Formado Tipo =

Esta forma de indeterminacdo ocorre quando se tem no numerador e no denominador

polindmios com x — oo,

Teorema 5 (Limites infinitos com x — F-o0) Segundo Leithold (1994, p. 90) Se r for um

inteiro positivo qualquer, entdo
oo 1
i) im —=0
X——oo x¥
) 1
ii) lim —=0
x——oo xI

Exemplo 4.8

Seja
2x° 4 3x+5

fol) =455

entao

5 () = I 20 43x45 200 +3.00+5
Hm fiolo) = im = = 2

818

Para solucionar a indeterminagdo precisa-se manipular algebricamente a expressao.

Conforme Guidorizzi (2001, p. 101), coloca-se em evidéncia a mais alta poténcia de x

que ocorre no numerador e procede-se da mesma forma no denominador. Deste modo, irdo
. ) 1

aparecer no denominador e numerador expressdes do tipo —, que conforme o teorema 5,
X

tendem a zero para x — +oo, 0 que facilitard o calculo do limite.

2 5 3 5 XS 2_’.14_1 2 5 2 002
limxt—)H_:l'mM: im=" —lim L == = fe
xeo 4x0 =2 x—yeo x3(4—)%) x—eodyd x—mee 2 2
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Figura 13: Grifico de fjo(x)

¥

2x543x45
fo(x) = — 55— e

limite = oo

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Nota-se que, se o grau do numerador for superior ao grau do denominador entdo o

limite € mais ou menos infinito.

Exemplo 4.9
. _x <
Seja f11(x) = 5,3 entdo
5xt Seo?

}glolo flx)= )}grolo 3= )}glolo = (Indeterminacao)

Para solucionar esta indeterminac¢do deve-se simplificar a expressdo dividindo o

numerador e denominador pela poténcia mais elevada do denominador, que é justamente x>

(STEWART, 2006, p. 142).

xt st Sx

. . . 3 .

lim fi;(x) = lim — = lim =5 = lim — =
X—¥oo x—00 QX3 x—poo 2% x—o0 2

X

Observa-se que, o comportamento do polindmio no infinito € ditado pelo termo de

maior grau, chamado de termo dominante.
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Figura 14: Grifico de fi;(x)

so4Y

a0

5 x4

2x3 40

fi1(x) =

limite = oo

20

-100 80 -80 -4 -20 0 20 0 a0 80 100 120

20

-&0

-80

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Exemplo 4.10

2
2x+3
Seja fia(x) = %, entao
X

im fio() = I 2 42x4+3 0’ 4200+3 oo
xﬁnfoo 12X _xﬁn};loo X2 +x - 002—|—oo B [e3S)
Para solucionar esta indeterminacéo coloca-se o x> em evidéncia, logo
2 2.3 2.3
x(I+=+ 3 I+2+5 1
im (—XIxZ):hmx—lxz:_zl
X—+oo X2(1+;) X—roo 1_{_; 1

Observa-se que quando se tem uma fun¢do polinominal com numerador e denominador
do mesmo grau, o limite é o quociente dos coeficientes dos termos de maior grau.

Figura 15: Grifico de fi»(x)

v

X 42x+3

falx) = x2 4 x

limite = 1

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra
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Exemplo 4.11

2 —3x+42
Seja fi3(x) = %, entdo

203 —3x4+2 oo
lim fi3(x) = lim al rre_ = (Indeterminag@o)
X—so0

x—eo 4x*—5

oo
Para solucionar a indeterminacdo — divide-se todos os termos pelo termo de maior grau,

oo
obtendo X
2x 3x 2 2 3 2
lim 2 e ta 0
X—yo0 ‘%_)% X—y00 _)65_4 4

Percebe-se que quando o grau do numerador for inferior ao grau do denominador o

limite serd zero para x tendendo ao infinito.

Figura 16: Grifico de f3(x)

¥

2x} —3x+2 a

fut) = a5

limite = 0

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

4.4.3 Forma do Tipo oo — oo

Nesta forma, vale lembrar que pode acontecer que a diferenca entre f e g quando

duas fun¢des tendem ao infinito, que o limite pode ser finito, como:

Exemplo 4.12

1
Seja f(x) = K+ — e g(x) = —, onde K é uma constante arbitraria. Logo,
x x

lim f(x) = limg(x) = oo
x—0 x—0
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lim[£(x) — g(x)] = K

x—0
Esse exemplo mostra que € possivel um limite da forma do tipo co — o ter limite finito.

Entretanto, limite dessa forma também pode ser infinito.

Exemplo 4.13

Seja fi4(x) = x° — 3x%, entdo lim fi4(x) = lim (x* —3x%) = lim x> — lim 3x® = 00 — 0
X—00 X—$00 X—$00 X—$o0
Logo, ndo se pode aplicar a Lei do Limite, pois e ndo é um nimero (ndo se pode definir oo —oo).
No entanto, pode-se escrever
lim (x* — 3x?) = lim x*(x —3) = oo

X—roo X—roo

2

pois, como x~ e x — 3 tornam-se arbitrariamente grandes, 0 mesmo acontece com seu produto.

Figura 17: Grifico de f14(x)

a0{¥

20
fa(x) = x* = 3%

limite = oo 10

-20

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Exemplo 4.14
Seja fi5(x) = x> — 2x* + 3, entdo

lim fis(x)= lim (x* —2x* +3) = o0 — oo

X—>-o0 X—>-o0

Para solucionar a indeterminacdo, utiliza-se artificios do cdlculo, colocando X em
evidéncia.
lim fis(x) = lim (x> —2x*+3
x—>+°°f15( ) x—>+°°( )
3

2
lim (1 — =4+ 5) = lim x° = o0
X—ro0 X X X—poo
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Figura 18: Grifico de fi5(x)

¥

fis(x) = 2% +3

limite = oo

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

4.4.4 Forma do tipo 0.0

) o ) o . 0
A indeterminag@o 0.cc pode ser transformada numa indeterminacdo do tipo — ou o’
(o o]
conforme exemplos a seguir:

Exemplo 4.15

Seja fie(x) = (x+7) , entdo

1
4x2 +3

. . 1
Jim fio(x) = lim (x+7)y [ 7375 = =0

Manipulando a func¢do para escapar da indeterminacao, tem-se

, 1 : (x+7)2 o x%+ 14x+49
S R B e paia e

Como visto no exemplo 4.10 com fungdes polinomiais de mesmo grau, tem-se que o

limite € o quocientes dos coeficientes dos termos de maior grau, logo

. X2 4 14x+49 \f 1
llm _— _——= -
fraes 4243 42
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Figura 19: Grifico de fi¢(x)

v

fiol) = (x+7) \"“"Ja x21+ 3

limite = 0.5

e e L ET] -8 -4 2 o 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20 22 24 28

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra

Exemplo 4.16

1
Seja f17(x) = X entdo

1 0
li = limx.— = —
xl—r>r(l)f17(x> xl—r>r(l)x 4)6 O

Lembrando que a funcdo nao estd definida para x igual a zero, apenas nas proximidades
de zero, logo pela definicdo de limite se permite dividir o numerador e o denominador por x,

entao
Figura 20: Grifico de f7(x)

1
fiz(x) = x ry e

limite = 0.25

Fonte: Préprio autor, com auxilio do software GeoGebra
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Observa-se que, os casos de indeterminagdes foram resolvidos através do uso de técnicas
matematicas, porém existe outro método para resolvé-los, conhecido como Regra de L'Hospital,
a qual ndo explanaremos neste trabalho, pois exige o conceito de derivada que ndo foi objeto

deste estudo.



5 O SOFTWARE GEOGEBRA

O uso de softwares educativos em ambientes de aprendizagem visa aprimorar a
qualidade de ensino, propiciando aos alunos a construcdo do préprio conhecimento, que
segundo Borba e Penteado (2000, p. 10):

"O professor pode deixar de ser a tinica fonte de informacdes, precisando desempenhar
outras fung¢des no sentido de orientar os estudantes na pesquisa de novos conhecimentos
e administrar as dificuldades decorrentes do uso de tecnologias e do excesso e dispersao
de informagdes nas redes de informatica."

A matemadtica possui um nimero privilegiado de softwares educativos, tendo em vista a
necessidade de se fazer o conteido mais atrativo e compreensivel. Contudo, neste trabalho,
utiliza-se o software GeoGebra com objetivo de introduzir a informética como ferramenta
motivadora no processo de ensino aprendizagem. Este software serd utilizado para construcdes

gréficas no processo de ensino de limite de funcdes, com a finalidade de se obter por meio das

andlises e manipulacdes melhor compreensdo do comportamento dessas fungdes.

O GeoGebra é um software educacional matematico, livre e dindmico, criado em 2001,
por Markus Hohenwarter, na Universidade Americana Florida Atldantic University, idealizado

para ser utilizado em sala de aula, nos estudos das dreas de Algebra, Geometria e Calculo.

A interface do GeoGebra tem duas janelas de trabalho sendo uma com informagdes
algébricas e a outra com informacdes geométricas. Nesse sentido, proporciona melhor
visualizacdo, pois apresenta simultaneamente as representacdes algébricas e geométricas de
um mesmo objeto, tendo uma interacdo constante a medida que sdo fornecidos os comandos

no campo de entrada.

5.1 CONHECENDO O PROGRAMA

Para baixar a ultima versio do GeoGebra, basta acessar a pdgina do programa:
www.geogebra.org e fazer o download da versdao correspondente ao sistema operacional da
maquina. Ao abrir o programa, o GeoGebra apresenta em sua tela inicial, uma barra de
ferramentas e menus, uma janela algébrica e outra geométrica denominada “janela de

visualiza¢do”. Na parte inferior localiza-se o campo de entrada, onde sdo digitados os
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comandos algébricos. Estes sdo mostrados na janela algébrica e a sua correspondéncia grafica

¢ visualizada na janela geométrica.

Figura 21: Tela inicial do GeoGebra

€7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A PEREINER

ela de Algebra X [ »_Janela de Visualizago ]

Fonte: préprio autor, 2016

Para construir o grafico de uma funcio € muito simples, basta introduzir a fun¢do no

campo de entrada.

Figura 22: Inserindo a fun¢do no campo de entrada

Entrada: (x*2-1)/(x-1) a s

Fonte: préprio autor, 2016

Aperte a tecla enter para visualizar o grafico gerado pela fun¢do.

(1)

Figura 23: Grifico da fungdo f(x) = o)
x —_—

Fonte: proprio autor, 2016
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Para colocar a funcao limitada a um intervalo, basta digitar no campo de entrada: Se[-5

<= x <=5, (xA2-1)/(x-1)] ou Funcado[(xA2-1)/(x-1),-5,5]. Se quiser trocar novamente o

intervalo da fun¢do, na janela algébrica, clique na fun¢cdo com o botdo direito, clique em

propriedades e troque o valor do intervalo, ou até mesmo a cor e o estilo do gréfico.

2
—1
Figura 24: Inserindo intervalo na fungéo f(x) = ((x—1>)
x —

AL B OO Ll N =]

» Janela de Visualizagio

@ fpy =<1

-1 (==

IA
IA
X

THe EES

Funcio
o

Cor Estio Algebra Avancado Programagio

i

Sel-5 =x= 5 (- 1)/ (x- 1)

egends

Fibir Ohjeto

Exibir Rétulo: | Nome
[ Exibir Rastro

[ Fixar Opjeto
P -a

L_| Definir come Objeto Auxiliar

Fonte: préprio autor, 2016

Para alterar a cor e o estilo da curva, basta também clicar com o botdo direito sobre a

linha da curva. Em seguida clique em propriedades.

Figura 25: Mudanca da cor e estilo da curva

THeER®

Funcio asico Cor Catio Algebra Avangade Frogramagio
Ll [ Cstilo Algebra Avangado Mrogramaci

Fungio t

Exibir Objeto

SE AL

Propriedades

22

Fonte: proprio autor, 2016

Para trocar a unidade e o rétulo do eixo x (ou eixo y), clique com o botdo direito em

cima da linha do eixo x (ou eixo y) e selecione o menu janela de visualizacao.
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Figura 26: Janela de visualizacio do eixo x

€2 GeoGebra - x
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Janela de Visualizagao
-2 iX0S

P i wama
-4 arra

@ Zzoom

Fonte: préprio autor, 2016

Em seguida, selecione a aba do eixo x e insira o rétulo e a unidade desejada. De forma

andloga para o eixo y.

Figura 27: Inserindo rétulo e unidade no eixo x

ibir Opgles Ferramentas Janela Ajug Entrar.

LIPS £l N]=2l 4

= X[~ Janelade agio X

Origem em:[0.0

permir Selecan

Fonte: proprio autor, 2016

Para uma melhor visualiza¢do gréifica, ainda na aba do eixo x ou eixo y, caso deseje
diminuir ou aumentar as distancias entre as casas numéricas, basta clicar no campo distancia e
inserir o nimero desejado. Também caso o gréfico esteja distante da origem, vocé pode
aproximi-lo de um dos eixos desejados digitando uma nova origem para facilitar a

visualizagao.

Agora, para visualizar ou plotar o grafico do tamanho desejado, clique na aba basico ao

lado da aba do eixo x e insira as dimensdes desejadas.
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Figura 28: Alterando as dimensdes graficas

cies Ferramentas Janela Ajuda

& AL el <l =

» Janela de Algebra XI | = Janela de Visualizagéo
Funcao -
® f(x) =

Entrar.

€7 Prefere
v ol

Bisico EixoX EpoY Malha

X

Dimensdes

iz 5 xMax13.1147919320
yMin:| 5 ywiac g
EixoX: EixoY

1 119376 -

ExbirEios [ Negrito
cor| M Estio: —> v
Estilo do Rétule [] Serif []Negrito [] talico

Barra de Navegacdo para Passos da Construcdo
O esivie

< >
Entrada

Botio para reproduzir a construcio

Botdo para abrir e construgio

Outros
Cor de Fundo

Dicas:|Modo Automatico -

[ Exibir Coordenadas do Mouse

Fonte: préprio autor, 2016

Para verificar o limite da fung¢do, no campo de entrada digite o comando

Limite[<fun¢do>, <nlimero>] e tecle enter.

Figura 29: Limite da fungdo f(x) =

€2 figuraf 29.99b

(1)
(x—1)

- X
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A . N . a=2
[&] A~ 2 @ AN S
» Janela de Algebra | [ » Janela de Visualizagéo X
x2—1 25
® f(x) = 10 (5=x<5)
Numero
"
,
os
. 3
,
"

Fonte: préprio autor, 2016

Pode-se analisar o comportamento da fungdo para certificar de que os limites laterais

sdo iguais ou ndo e se tendem ao mesmo valor.

Exemplo 5.1 Digite no campo de entrada a funcio g(x)= 1/xA2 e tecle enter.
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1

Figura 30: Grifico da fungdo g(x) = —
X

Fonte: proprio autor, 2016

Para estudar a funcdo e certificar de que o limite desta funcdo existe. Primeiro,

verifica-se o limite tendendo a 0O pela direita. Digite no campo de entrada:

limitesuperior[1/xA\2,0], logo, conforme Figura 31, observa-se que lim — = co.
x—=0t X
Figura 31: Cdlculo do limite superior de g(x) = —
X
7 figura f_31.9gb - o X
AR ClC< =]

X [»_Janela de Visualizagdo

Fonte: préprio autor, 2016

Depois, verificando a fun¢do quando o limite tende a O pela esquerda, e digitando:

oo,

1
limiteinferior[1/xA2,0], verifica-se conforme Figura 32 que lim — =
x—0" X
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Figura 32: Cdlculo do limite inferior g(x) = —

» Janela de Visualizagdo

Fonte: proprio autor, 2016

Segundo Teorema em Leithold (1994, p. 74) o limite de f(x) existe e serd igual a L se e
somente se lim f(x)e lim f(x) existirem e forem iguais. Logo, ao se digitar: limite[1/xA2,0],
x—a~ x—at

. .. - L. .. o
confirma-se, conforme a Figura 33, que o limite da fun¢do g(x) = — existe e € igual a infinito.
X

1
Figura 33: Cdlculo do limite de g(x) = —
x

Fonte: préprio autor, 2016

Exemplo 5.2 Digite no campo de entrada a funcio h(x)=(2x)/(x-1) e tecle enter.



Figura 34: Grifico da fungéo h(x) =

7 1382744

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

[&][A L~ B @2l <l N ==l
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- o x
Ent
» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagdo X
Fungao
2x
W) — 2%
® he) = 2%
4
0
Entrag

Fonte: proprio autor, 2016

Digite: limitesuperior[(2x)/(x-1),1] e tecle enter.

Figura 35: Cdlculo do limite superior de h(x) =

(x—1)

e eora cuse Spsses Forameniss Janai Auss
[&] 2 L~ e @) 4N =2 4
» X [ » Janela de Visualizagéo

Nimero

(2x)

- X
X
q

Fonte: préprio autor, 2016

Digite: limiteinferior[(2x)/(x-1),1] e tecle enter.
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2
Figura 36: Célculo do limite inferior de h(x) = ) ( X)l)
x J—

7 figurs £ 35.95b

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

- o x
Entrar
A . Mo Y Y . o |l a=2
DR cERNEE
» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagéo X
Funcio Yy
@ h(x) — 2% "
x—1
Nimero 12
Limitelnferior = -
Limite Superior = e of |
|
|
\
s \
4 \
— 4
R I
h T
B} x
E7 = ¢ T =
2]\
|
|
|
- ‘
- ‘
10 ‘
Entrada

Fonte: proprio autor, 2016

Portanto, como ndo se tem um simbolo tnico para o limite bilateral se diz que o limite
desta funcdo ndo existe. Pode-se confirmar ao digitar no campo de entrada o limite da funcado

com x tendendo a 1 e este retornard o valor de indefinido, como mostrado na figura abaixo.

Digite: limite[(2x)/(x-1),1] e tecle enter.

(2x)

Figura 37: Cdlculo do limite de h(x) = ﬁ
x J—

€7 1382x744 x
Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A . e Y Y . ollla=2
RN ERENEE
» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagéo X
Funcio Yy
@ he = 2% "
Tox—1
Nimero 12
Limite indefinido
Limitelnferior = -
eSuperior - w ol
|
|
of |
\
4 \
- ld
- 2 ——
0 —
B} x
i
2|
|
|
|
. ‘
B ‘
10 ‘
Entrada

Fonte: proprio autor, 2016



6 CONCLUSAO

Esta pesquisa fundamentou-se na investigacdo das expressoes matemadticas indefinidas
e indeterminadas, formas estas que consistiram um grande desafio ao longo da histéria da
evolucdo do pensamento matemdtico. Além de apresentar o conceito de limite como forma de
contorné-las, pretendeu-se apresentar o conteido de forma que atendesse o interesse e a
necessidade de alunos oriundos dos cursos tecnoldgicos e de engenharias e que ndo necessitam

dos rigores necessarios em cursos formais.

Em muitos momentos no cdlculo de limites depara-se com fun¢des indefinidas e
indeterminadas, as quais passam despercebidas nos estudos, pois em sua maioria se
apresentam como ponto onde a funcdo ndo estd definida. Neste trabalho, foram apresentadas
essas fungdes, bem como a melhor maneira de resolvé-las usando o conhecimento de limites.
Para facilitar a compreensdo do tema apresentou-se a resolu¢do dos exercicios enfocando trés

aspectos o intuitivo, o algébrico e o geométrico.

Foi proposto o software GeoGebra, de facil manipulacido e usabilidade, como uma
importante ferramenta no estudo de limites, visando através das manipulacdes e andlises
gréficas, auxiliar no processo de constru¢do do conhecimento do aluno. Por fim, recomenda-se
para melhor eficicia do software GeoGebra, a corre¢ao dos recursos graficos para as funcodes
indefinidas e indeterminadas, tendo em vista que as mesmas ndo sdo apresentadas

corretamente nos graficos, tornando-os inconsistentes.
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