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RESUMO

O presente trabalho é um estudo feito sobre otimizacdo de embalagens utilizando
maximos e minimos de funcGes. O texto apresenta conceitos de derivadas parciais e 0s
passos para encontrar os pontos criticos das funcdes para classifica-las em ponto de
maximo, ponto de minimo ou ponto de sela. Apresentamos também o teorema de
Weierstrass e 0 método multiplicadores de Lagrange e para finalizar alguns problemas
de mé&ximos e minimos aplicados na confec¢do de embalagens a fim de diminuir custos
de producdo, relacionados a quantidade de material utilizado. Foram explorados quatro
exemplos: (1) a caixa comercial de sabdo em p6 (1 kg de produto e volume de 1928,5
cm?®) foi utilizada a funcdo A = 2ab + 14a + 14b a qual foi resolvida para os minimos
e levou a diminuicdo da area total do material. (2) a confeccdo de uma caixa para
armazenar 48 latas cilindricas teve como base a funcdo A = 72xy + 12xh + 12yh
(restricdo xy = 48) a qual resultou em 36 cm X 48 cm, e a altura das latas a serem
acomodadas. (3) Caixa para acomodar 512 cm® de leite, contendo dois componentes
diferentes, fungdo custo C = 0,1xy + 0,06xz + 0,06yz e que resultou nas dimensdes
x=y=675 e z=1125. (4) Lata cilindrica (1000 cm®) A = 2nr?+ 2mrh,
independente do volume, o formato “6timo” do cilindro ¢ h = 2r, e para 0 volume dado

_ 10 eh_ 20
A

Palavras-chave: otimizagéo, embalagens, maximos e minimos.



ABSTRACT

The present work aims to optimize packaging using functions maximum and minimum.
The text presents concepts of partial derivatives and the steps to find the functions
critical points to classify them at maximum point, minimum point or saddle point. We
also present the Weierstrass theorem and the Lagrange multipliers method to finalize
some problems of maximum and minimum applied to packages manufacture in order to
reduce production costs. Four examples were explored: (1) commercial laundry soap
box (1 kg of product and 1928.5 cm3 volume) was used the function A = 2ab + 14a +
14b solved for the minimums and led to a decrease in material total area. (2) a box to
store 48 cylindrical cans, whose function A = 72xy + 12xh + 12yh (restriction
xy = 48) which resulted in 36 cm x 48 cm, and the height is of the cans accommodated.
(3) Box for 512 cm3 of milk, containing two different components, cost function
C =0,1xy + 0,06xz + 0,06yz, which resulted in the dimensions x =y = 6,75 and
z = 11,25. (4) Cylindrical can (1000 cm3) A = 2mr? + 2mrh, regardless of volume, the

cylinder's optimal shape is h = 2r, and for the given volume r = 35—20_11 and h = 352()_”

Keywords: optimization, packaging, maxima and minima.
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1. INTRODUCAO

Em praticamente todos os ramos industriais, as embalagens possuem um papel
crucial na apresentacdo do produto ao consumidor final. S&o desenvolvidas, em setores
especificos da empresa, para acomodar o produto e tem funcGes diversas, dentre elas:
aumentar o tempo de vida de prateleira de um produto perecivel, ter uma apresentacéo
atrativa, utilizar materiais resistentes, ter um design que possibilite melhor
armazenamento e transporte, entre outras. Este ramo da industria € primordial,
principalmente por ser um dos fatores da escolha do consumidor pelo produto, além de
ser responsavel por transmitir uma mensagem de qualidade e comprometimento da
empresa com valores sociais.

O processo de otimizacdo destas embalagens, no que diz respeito a capacidade
de armazenamento versus economia de material, & muito utilizado nas industrias de todo
ramo para que se consiga fazer embalagens de forma que contemplem a quantidade de
produto que se pretende armazenar e, a0 mesmo tempo, confecciona-la de maneira que
0 custo com material e transporte fique o menor possivel. Para isto, sdo usadas funcdes
especificas que partem desta necessidade para um determinado volume de produto,
desenvolvendo os calculos para encontrar a dimensao “6tima” da embalagem, desta
forma langa-se mao de alguns conceitos de Calculo Diferencial e Integral.

O principal foco deste estudo é utilizar os minimos e maximos de fungbes de
area, com restricdo de volume, para minimizar a utilizacdo de material com a producéo
de embalagens, a partir de exemplos comerciais. Ressalta-se que este trabalho explora
uma importante ferramenta para seu desenvolvimento, sendo a diminui¢do dos custos
um dos fatores que leva a escolha de suas dimensdes.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:

Segundo Capitulo: realizard a apresentagdo dos conceitos de maximos e
minimos, e para isto foi realizado um levantamento bibliografico sobre derivadas
parciais e pontos criticos de fungfes, que sdo de extrema importancia para a realizacdo
dos calculos utilizados nos exemplos das embalagens comerciais.

Terceiro Capitulo: versara sobre o Teorema de Weierstrass, o qual auxilia nos

calculos quando se trata de uma fungéo continua em um conjunto fechado e limitado.
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Quarto Capitulo: apresentard o principal método utilizado quando a fungéo
possui alguma restricdo “Os Multiplicadores de Lagrange”.

Quinto Capitulo: a partir de todo o estudo realizado, serdo mostrados alguns
problemas quanto a otimizacdo do tamanho de embalagens e com a realizacdo dos

calculos para que se obtenha as dimensdes “6timas” dos exemplos dados.
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2. MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES DE VARIAS
VARIAVEIS

Definicdo: uma funcdo de duas varidveis tem um maximo local em (a, b) se
f(x,y) < f(a,b) quando (x,y) esta proximo de (a,b). O nimero f(a, b)é chamado
valor maximo local. Se f(x,y) = f(a,b) quando (x,y) esta proximo de (a, b), entdo
f(a,b) é um valor minimo local. (STEWART, 2007)

f terd um méaximo absoluto ou um minimo absoluto se, para todos os pontos
(x,y) do dominio de f, denotado por D(f), estas inequagdes forem validas.

Observando a figura 1, um méaximo local pode ser comparado com o pico da
montanha, e um minimo local com um vale. Os pontos de maximo e minimo da fungéo

podem ser chamados de pontos extremantes (locais ou globais).

Figura 1 - Gréafico mostrando os pontos de maximos e minimos de uma func&o.

Maximos locais

(nenhum valor maior de f por perto)
/ \
/ °

Minimo local .

(nenhum valor menor de [ por perto)

Fonte: THOMAS, 2009

Exemplo 1 (FLEMMING, 2007) - Ponto de maximo de uma fungdo: na fungdo
f(x,y) = 4 —x% — y? (Figura 2), o ponto (0,0) é um ponto de maximo absoluto ou
global de f, pois, para todo (x,y) € D(f), 4 —x2—y2 < f(0,0) ou 4 —x%2 —y? < 4
para todo (x,y) € R?.

Ou seja, 0 valor maximo de f(x,y) = 4 —x? —y?é £(0,0) = 4
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Figura 2 - Grafico descrevendo a fungio f(x,y) = 4 — x* — y?.

z

¥

Fonte: Préprio autor, 2016

Exemplo 2 (FLEMMING, 2007) - Ponto de minimo de uma fungdo: na funcéo
f(x,y) =1+ x>+ y* (Figura 3), o ponto (0,0) é um ponto de minimo absoluto ou
global dessa funcdo, pois, para todo (x,y) € R% 1+ x*+y?>f(0,0) ou 1+ x*+

y* > 1. Desta forma £(0,0) = 1 é o valor minimo dessa funcao.

Figura 3 - Gréfico mostrando a fungdo f(x,y) = 1 + x* + y°.

Fonte: Selhorst, 2016
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Exemplo 3 (FLEMMING, 2007): No gréfico da funcdo z = sen®x +%y2 (Figura 4)

pode ser verificado a existéncia de infinitos pontos de minimos locais no dominio de z,

isto é, em R?.

Figura 4 - Gréfico mostrando a funcéo z = sen®x + %yz.

Fonte: Préprio autor, 2016

Para encontrar estes pontos de méaximo local e minimo local, devemos encontrar
0s pontos que o grafico tem a reta tangente horizontal. Assim como nas funcdes de uma

variavel, encontram-se estes pontos utilizando o teste da derivada de primeira ordem.

2.1 DERIVAS PARCIAIS

2.1.1 Derivadas Parciais de Funcdes de Duas Variaveis

Definicdo (FLEMMING, 2007): Sejam f: A € R* - R, z = f(x,y) uma funcéo

de duas variaveis e (x,,y,) € A. Fixado y = y,, podemos considerar a fun¢do g(x) =
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f(x,y0). A derivada de g no ponto x = x,, denominada derivada parcial de f em

relacdo a x no ponto (x,,y,), denotada por (xo, Yo),

d . (x)- 2.1
é (%0, ¥0) = llmx—>x0 g% xx_isx(]) 1)
ou
%(x ) = lim f(x,y0) — f(x0,Y0) (2.2)
Ox 0, Yo om P

se 0 limite existir.
Analogamente, a derivada parcial de f em relacdo a y no ponto (x,,y,) € dada

por

0 V) — )
f(xo:YO) _ 3}_)y()]r(950 J’})] _ ;fxo Yo) (2.3)

Exemplo 4 (GUIDORIZZI, 2011): Seja f(x,y) = 2xy — 4y. Calcule:

a) Z—i (%)

Solucéo: devemos olhar 0 y como constante e derivar em relacéo a x:

0 2.4
—f( y)——(ny 4y) =2y @4

b) 2 (x,y)

Solucéo: devemos olhar 0 x como constante e derivar em relacdo a y:

Q( Y) == (ny 4y) =2x — 4 (25)

0 L

Solugédo: como Z—i (x,y) = 2y, entao — (1 1) =



15

d) 3 (-1D)

Solugdo: como %(x, y) = 2x — 4, entdo Z—i(—m) =2.(-1)—4=-2—4=—6

2.1.2 Interpretacdo Geométrica das Derivadas Parciais

Sabendo que z = f(x,y) representa uma superficie S (Figura 5), entdo
f(a,b) =c € o ponto P(a,b,c) pertencente a superficie S. Fixando y = b,
restringimos nossa atencdo a curva C; na qual o plano vertical y = b intercepta S. Logo
C; é o corte de S no plano y = b. Da mesma forma, o plano vertical x = a intercepta S

na curva C,. As curvas C; e C, passam pelo ponto P.

Figura 5 - Gréfico da superficie S representando Geometricamente as
Derivadas Parciais.

g
,,.,/ r’ 4 I P(a’ b’ C) / (
/ / "v'/ dits |
£ 0 =ul
[
— — I // --__-.)
’ — . s — y '\.

(a, b, 0)

Fonte: STEWART, 2007

A curva C; € o gréfico da funcdo g(x) = f(x, b), de modo que a inclinacdo da
tangente T, em P é g'(a) = f,(a, b). A curva C, é o gréfico da funcdo G(y) = f(a,y),
de modo que a inclinagédo da tangente T, em P é G'(b) = f,(a, b).

Sendo assim, as derivadas parciais f,(a,b) e f,(a,b) podem ser interpretadas
geometricamente como as inclinagdes das retas tangentes em P(a, b, c) aos tracos C; e
C, de S nos planos y = b e x = a. Ou seja, f,(a,b) é a inclinagdo da superficie na

direcdo x em (a, b) e f, (a, b) a inclinagdo da superficie na direcdo y em (a, b).
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2.1.3 Derivadas Parciais de Func¢des com Mais de Duas Variaveis

As definicdes de derivadas parciais de funcGes de mais de duas variaveis
independentes sdo parecidas com as definicdes para funcGes de duas variaveis. Por
exemplo, se f é uma funcdo de trés variaveis x, y e z, entdo sua derivada parcial em

relagdo a x é definida como

af . f(x-l'h'yrz)_f(xvy'z) (26)
a=ﬂc(x,y,z)=}ll_r)r(1) A

se o limite existir, e pode ser encontrada, olhando-se y e z como constantes e

diferenciando-se f(x,y, z) com relacéo a x.
Sew = f(x,y,z), entdo f, = g—: pode ser interpretada como a taxa de variacédo

de w em relacdo a x quando y e z sdo mantidos fixos. Porém, ndo pode ser interpretada

geometricamente pois o grafico de f pertence ao espago de quatro dimensdes.

2.2 PONTOS CRITICO DE UMA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

2.2.1 Teste da derivada de Primeira Ordem para Valores de Extremos Locais

Proposicdo: Se f(x,y) tiver um valor de maximo ou de minimo local em um

ponto interior (a,b) do seu dominio e se as derivadas parciais de primeira ordem
. . s Of 0. 9f _

existirem I, entdo a(a, b)=0¢e 3y (a,b) = 0.

Prova: Se f tem um valor extremo local em (a, b), entdo a fungdo g(x) = f(x, b) tem

um valor extremo local em x = a. Assim sendo g'(a) = 0. Agora, g'(a) = S_i(a' b);
portanto Z—£ (a, b) = 0. Um argumento similar com a funcéo h(y) = f(a,y) mostra que
of _

5(a, b) =0.m

Se substituirmos os valores g—i (a,b) =0¢e Z—f/ (a,b) = 0 na equacao

L@hE-a+L@bhy-b-(z2-f@h)=0 (2.7)
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para o plano tangente a superficie z = f(x,y) em (a, b), a equacdo se reduz a

0.(x—a)+0.(y—b)—z+f(a,b) =0 (2.8)

ou
z=f(a,b) (2.9)

Portanto, a superficie tem de fato um plano tangente horizontal em um extremo
local, desde que exista um plano tangente |a.

Definicéo: Seja z = f(x,y) definida em um conjunto aberto U c R?. Um ponto
(x0,Y0) € U € um ponto critico de f se as derivadas parciais Z—i(xo,yo) e %(xo,yo)

sdo iguais a zero ou se f ndo é diferenciavel em (x,,y,) € U.

Geometricamente, os pontos criticos de uma funcdo z = f(x,y) pode ser
interpretado como 0s pontos em que seu gréafico ndo tem plano tangente ou o plano
tangente é horizontal.

Um ponto critico nem sempre é extremante. Neste caso, 0 ponto critico é

chamado de ponto de sela.

2.2.2 Uma Interpretacdo Geométrica Envolvendo Pontos Criticos de uma Funcéo

z=f(xy)

e PONTO DE MINIMO RELATIVO OU LOCAL
Quando, de uma funcdo z = f(x,y), o paraboloide que d& uma melhor
aproximacdo é um paraboloide elitico, de concavidade voltada para cima, conforme
mostrado na Figura 6 (FLEMMING, 2007).
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Figura 6 - Paraboloide de concavidade voltada para cima.

A

Fonte: Flemming, 2007

e PONTO DE MAXIMO RELATIVO OU LOCAL
Quando, de uma fungdo z = f(x, y), o paraboloide que da melhor aproximacéo
é um paraboloide elitico de concavidade voltada para baixo, como mostrado na Figura 7
(FLEMMING, 2007).

Figura 7 - Paraboloide de concavidade voltada para baixo.

Fonte: Flemming, 2007

e PONTO DE SELA
Quando, de uma fungdo z = f(x,y), o paraboloide que da melhor aproximacéo

€ um paraboloide hiperbolico, como mostrado na Figura 8 (FLEMMING, 2007).
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Figura 8 - Paraboloide hiperbdlico mostrando o Ponto de Sela.

42z

Fonte: Flemming, 2007

2.2.3 Condicéo Suficiente para um Ponto Critico ser Extremante Local

Proposi¢do: Seja z = f(x,y) uma fungdo cujas derivadas parciais de 12 e 22
ordem sdo continuas em um conjunto aberto que contém (x,,y,) € suponhamos que

(%0, Yo) Seja um ponto critico de f. Seja H(x,y) o determinante
0% f a2 f

H(x,y) = | .. 2
o°f 9°f
axay (x' y) ﬁ(x' y)

(2.10)

Temos:
a) Se H(xg,y,)>0¢e ZZT’;(xO,yO) > 0, entdo (xg, ) € um ponto de minimo local
de f;
b) Se H(xy,v,) >0¢e ZZT]; (x0,¥0) < 0, entdo (xg,y,) € um ponto de méaximo local
de f;
c) Se H(xgy,yo) <0, entdo (x,,y,) ndo é extremante local. Nesse caso, (x,,Vy) €

um ponto de sela.

d) Se H(xy,v,) = 0, nada se pode afirmar.

Exemplo 5 (ANTON, 2007): Localize todos os extremos relativos e pontos de sela de

f(x,y) = 3x* — 2xy + y? — 8y. A funcio f esta representada na Figura 9.
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Solucéo: Como Z—’; (x,y) =6x—2ye Z—f/ (x,y) = —2x + 2y — 8, 0s pontos criticos de
f satisfazem as equacdes
{ 6x—2y =0 (2.11)
—2x+2y=8 (2.12)

Resolvendo-as para x e y, obtemos x = 2 e y = 6, logo (2,6) é o Unico ponto

2 2
critico. Sabendo que as derivadas de segunda ordem %(x,y) =6, Z—y’;(x,y) =2,

0%f
0xdy

2
(x,y)=-2¢e %(x, y) = —2, no ponto (2,6) temos que
_|6 2| _a5_4_
H(x,y)—|_2 5 |_12 4=8

2
ComoH(2,6)=8>0c¢ %(2,6) = 6 > 0 entdo (2,6) € um ponto de minimo local de

f.

Figura 9 - Gréfico de f(x,y) = 3x* — 2xy + y* — 8y

2,

K7

CSEPAL T —

S
L ;II;'J

Fonte: ANTON, 2007

Exemplo 6 (GUIDORIZZI, 2011): Seja f(x,y) = x3 + y® — 3x — 3y + 4 (Figura 10).
Temos que Z—i(x,y) =3x*-3 e Z—;(x,y) = 3y* — 3, entdo os pontos criticos de f

satisfazem a equacao:
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sendo assim, x =+1 e y = +1. Logo, os pontos criticos de f sdo: (1,1), (1,—-1),
(-1, e(-1,-1).

Como

9%f _
Fye (x,y) = 6bx,

o%f oy P ) PO
57 (0 Y) = 6y, 522 (x,y) = 0e 2= (x,y) = 0, entdo:

6x O
H(x,y) = ‘ 0 6y| = 36xy

Analisando os pontos criticos:

2
H(1,1)=36>0c¢ %(1,1) =6 > 0, entdo (1,1) é ponto de minimo local de
f;

H(1,—1) = —36 < 0, entdo (1, —1) ndo sera extremante local, logo sera ponto
de sela;
H(—1,1) = —36 < 0, entdo (—1,1) também sera ponto de sela;
2
H(—1,-1)=36>0¢ 27’;(—1,—1) = —6 < 0, entdo (—1,—1) seré& ponto de

méaximo local.

Figura 10 - Gréfico da fungdo f(x,y) =x*+y*—-3x -3y + 4

Fonte: Proprio autor, 2016
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3. TEOREMA DE WEIERSTRASS

Teorema 1 (GUIDORIZZI, 2011): Se f(x,y) for continua no compacto A,

entdo existirdo pontos (x1,y,) e (x5, y,) em A tais que, para todo (x,y) em 4,

[, y1) S f(xy) < f(x2,52)

Ou seja, se f for continua no compacto A, entdo f assumird em A valor maximo
e valor minimo.
Segundo STEWART (2007), para determinar um maximo ou minimo absolutos
de uma funcdo continua f em um conjunto fechado e limitado A:
e Determine os valores de f nos pontos criticos de f no interior de A;
e Estabeleca os valores extremos de f na fronteira de A4;
e O maior desses valores é o valor de maximos absoluto e o menor desses valores

é o valor de minimo absoluto.
Exemplo 1 (STEWART, 2007): Determine os valores maximo e minimo absolutos da
funcdo f(x,y) =x*—2xy +2y (Figura 12) no retangulo D ={(x,y) |0 <x <

3,0 <y < 2} (Figura 11)

Figura 11 - Grafico mostrando o retangulo D = {(x,y) |10 < x < 3,0 <y < 2}.

Ly
,4o.2) o132
Ly 1 L,
(0,0) : : L(3,0)
o I : 3
Ly
a4

Fonte: Préprio autor, 2016

(3.1)
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Solucdo: Como f é um polindmio entdo é continua no retangulo fechado e limitado D e
0 Teorema de Weierstrass garante que existem tanto o maximo absoluto quanto o
minimo absoluto.

e Calculando primeiramente os pontos criticos:

of . _ (3.2)
—(6y) = 2x =2y

O vy =— (3.3)
ay(x,y) =—-2x+2

resolvendo o sistema:

{Zx —2y=0 (3.4)
—2x+2=0

x =1ey=1.Logo o ponto (1,1) € o Unico ponto critico existente e
f(1,1)=1>-211+421=1-2+4+2=1 (3.5)

e Olhando para os valores de f na fronteira de D:

Para o segmento de reta L;, y=0 e f(x,0) =x% Como 0<x < 3, isto
corresponde a uma funcéo crescente de x que tem valor minimo em f(0,0) =0 e
maximo f(3,0) = 9.

Para o segmento de reta L,, x =3 e f(3,y) =3*—23.y+2y =9 — 4y.
Como 0 < y < 2, isto corresponde a uma fungéo decrescente de y, logo seu maximo é
f(3,0) =9 eominimo f(3,2) =9 —-4,2=1.

Paraosegmentodereta Ly, y = 2¢e f(x,2) = x*—2.2.x + 2.2 = x? — 4x + 4.
Como 0 < x < 3 e observando que f(x,2) = (x — 2)? entdo o minimo valor dessa
funcdo € £(2,2) = 0 e 0 maximo valor dessa funcédo é £(0,2) = (—2)? = 4.

Para o segmento de reta L,, x =0 e f(0,y) =2y. Como 0 <y < 2 o valor
maximo serd f£(0,2) = 4 e o valor minimo sera f(0,0) = 0.

Portanto, depois de analisar os quatro segmentos de retas na fronteira, o valor
minimo de f é 0 e 0 maximo, 9.

e Comparando esses valores encontrados com o valor de f(1,1) =1 no ponto
critico, pode-se concluir que o ponto méximo absoluto de f em D é £(3,0) =9,

e 0 valor minimo absoluto é £(0,0) = f(2,2) = 0.



Figura 12 - Gréfico mostrando a fungéo f(x,y) = x* — 2xy + 2y.

X 0
3

Fonte: Préprio autor, 2016

24
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4. MULTIPLICADOR DE LAGRANGE

Multiplicadores de Lagrange é um método para maximizar e minimizar uma funcéo
sujeita a restri¢fes sobre as variaveis. Esse método ajuda a resolver certos problemas de

otimizacdo que sédo dificeis ou impossiveis de resolver usando os métodos ja estudados.

Proposi¢cdo (FLEMMING, 2007):

Seja f(x,y) diferenciavel em um conjunto aberto U. Seja g(x,y) uma funcao
com derivadas parciais continuas em U tal que V£ (xq, o) # (0,0) para todo (x,y) € V,
onde V ={(x,y) € U | g(x,y) = 0}. Uma condi¢do necessaria para que (xo,yo) € V

seja extremante local de f em V é que

Vf (x0,¥0) = AVg(xo,¥0) (4.1)

para algum namero real A.
Ou seja, 0s pontos de minimos ou de maximos condicionados devem satisfazer

as equacoes

of _,9%9 (4.2)
dx dx
g _ Aa_g (4.3)
dy oy

O ndmero A que satisfaz o sistema de equacbes acima é chamado de
Multiplicador de Lagrange.

Deve-se entdo, definir a funcdo de trés variaveis

L(x,y,2) = f(x,y) — Ag(x,y) (4.5)

Problemas que envolvam fungdes de trés varidveis e uma restricdo consistem em

definir a funcéo lagrangeana
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L(X,Y»Z,)[) =f(x,y'z)—/19(x'y’z) (46)

Exemplo 1 (STWEART, 2007): Determine os valores extremos da funcdo f(x,y) =
x%+ 2y?nocirculo x2 + y2 =1
Solucdo: Neste exemplo, deve-se calcular os valores extremos de f sujeita a restricao
gly) =x*+y*-1=0

Entdo, a funcdo lagrangeana para este problema é dada por

Lx,y, 1) =x*+2y* = A(x? +y? — 1) 4.7

Derivando L em relacédo as variaveis x e y, é gerado o seguinte sistema:

4y = 2yA (4.9)
X +y*=1 (4.10)

De (4.8) é possivel observar que x = 0ou A = 1:
e Sex = 0, entdo de (4.10) conclui-se que y = +1;
e Sel=1,entdo (4.9) fornece que y = 0 ¢, assim, de (3), x = 1.
Desta forma, os valores extremos possiveis de f sdo os pontos (0,1), (0,—1),

(1,0) e (—1,0). Calculando f nesses quatro pontos:

f(01) =2 (4.11)
f(0,-1) =2 (4.12)
f(1,0)=1 (4.13)
f(-1,0) =1 (4.14)

Portanto, o valor maximo de f no circulo x*> + y* =1 ¢ f(0,+1) = 2 e o valor

minimo é f(+1,0) = 1. Analisando a Figura 13, verifica-se estes valores sdo razoaveis.
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Figura 13 - Paraboloide da funcdo f(x,y) = x* + 2y? e cuja projecéo é o circulo de
restricdo x* + y* = 1.

Fonte: STEWART, 2007

Exemplo 2 (STEWART, 2007): Uma caixa retangular sem tampa é feita de 12m? de
papeldo. Determine 0 volume maximo dessa caixa.

Solucéo: Sejam x, y e z 0 comprimento, a largura e a altura, respectivamente, da caixa
em metros. Ou seja, 0 volume V = xyz deve ser o maior possivel. A area total da caixa

é a funcdo

g(x,y,2) = 2xz + 2yz + xy = 12 (4.15)

A funcdo lagrangeana, para esse problema, é dada por

L(x,y,2,A) = xyz — A(2xz + 2yz + xy — 12) (4.16)

Derivando L em relacdo as variaveis x, y e z gera-se 0 seguinte sistema:
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yz =112z +y) (4.17)
xz = A2z + x) (4.18)
xy = A(2x + 2y) (4.19)
2xz +2yz +xy =12 (4.20)

Multiplicando (4.17) por x, (4.18) por y e (4.19) por z, os lados esquerdos
dessas equagdes ficam idénticos:

xyz = A(2xz + xy) (4.21)
xyz = AQ2Qyz + xy) (4.22)
xyz = A(2xz + 2yz) (4.23)

Observa-se que A # 0 pois A = 0 implicaria que yz = xz = xy = 0 de (4.17),
(4.18) e (4.19) e isso contradiz (4.20). Logo, de (4.21) e (4.22):

2xz +xy = 2yz+ 2y
2xz = 2yz
XzZ =yz

xX=y
De (4.22) e (4.23):
2yz + xy = 2xz + 2yz
Xy = 2xz
y =2z

Substituindo x = y = 2z em (4.20):

47% + 47° + 472 = 12

1222 =12
72=1
z=1

Como x, y e z sdo positivos,entdo z =1, x =2 ey = 2.
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Exemplo 3: Usando uma folha de papel medindo 30cm por 40cm, deseja-se construir
um cilindro circular reto, inclusive a tampa e o fundo. Qual o cilindro de maior volume

possivel de ser construido?
Solucéo: Levando-se em consideracdo o papel fornecido para a construcdo do cilindro,
sabe-se que esse cilindro pode ter uma &rea total de 30 x 40 = 1200cm2.

Ou seja, a area A do cilindro sera

A = 2nr? + 2nrh = 1200

Sabendo ainda que a formula do volume do cilindro é a area da base vezes a

altura, V = mr?h, obtém-se a funcdo lagrangeana
L(r,h,A) = mr*h — A(2nr? + 2rh — 1200)
Calculando as derivadas parciais de L, resulta-se no seguinte sistema:

{Zm‘h — A(4nr + 2mh) =0
mr?—AQ2nr) =0

Trabalhando com a equacéo (4.27):

nr? = 2Anr
r? =2Ar
r =21

Substituindo r = 24 na equagéo (4.26):

2nrh = A(4nr + 2mh)
4tAh = A(8mA + 2mh)
4mh = 8Am + 2mh

2h=41+nh
h =42
h=221=2r

Sendo assim, h = 2r
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Com a equacgdo (4.24), substituindo h, é possivel encontrar o raio e a altura para

ter o maior volume possivel.

2nr? 4 2nrh = 1200
2nr? + 4nr? = 1200

6mr? = 1200

200

r= |—

n

e, consequentemente,

200

h=2|—

s

Logo, com esses valores encontrados de r e h serd possivel construir o cilindro

de maior volume possivel com a folha de papel dada.
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5. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

A otimizagdo é utilizada, por exemplo, para minimizar custos. Além disso, ela
tem vérias aplicagbes em diferentes areas do conhecimento humano, até mesmo para
determinar a velocidade minima que um foguete deve estar para que escape da acdo
gravitacional da Terra. Ou seja, € o processo da busca pelo condigdo 6tima, por uma
solucdo que forneca o maximo de beneficio.

Um problema de otimizag&o visa procurar os valores extremos de uma funcéo,
ou seja, 0 valor madximo ou o valor minimo de uma fungéo.

De acordo com Mundim, o principio basico de otimizacdo ja era conhecido a
séculos atras pelos romanos e pode ser expresso pelos seguintes dizeres: “De doubus

malis, minus est semper aligendum”, que quer dizer: de dois males, escolha o menor.

Exemplo 1 - Embalagens de Caixa de Sabdo em P4

Antigamente, as caixas de sabdo em pO ja possuiam o formato de um
paralelepipedo, porém mais estreito e alto. Segundo QUINTANILHA, foi a Unilever®
que teve a brilhante e simples ideia de mudar o formato da caixa, ela continuou sendo
um paralelepipedo, porém com um formato mais “gordinho” e mais baixo.

A embalagem antiga (Figura 14) tinha as seguintes dimensdes: 4,8cm X 16,8 cm

X 24cm.

Figura 14 - Caixa antiga de Sabdo em P4é.

Fonte: imagem retirada da internet
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Fazendo o célculo de volume e area total:
Volume: 1935,36 cm?3
Area total:
e Avrea lateral: 4,8 * 24 = 115,2cm?, como sdo duas areas laterais, 2 * 115,2 =
230,4cm?
e Avrea da base: 4,8 * 16,8 = 80,64cm2, também sio duas bases, a de cima e a de
baixo, logo 2 * 80,64 = 161,28cm?
e Avrea da face: 16,8 * 24 = 403,2cm2, somando a face da frente com a face de
trés que séo iguais, 403,2 * 2 = 806,4cm?
Somando uma &rea total de 230,4 + 161,28 + 806,4 = 1198,08cm?

A embalagem nova (Figura 15) possui as dimensdes 19cm x 7cm X 14,5cm.

Figura 15 - Nova caixa de Sabdo em Po.

Fonte: imagem retirada da internet

Realizando os mesmos célculos feitos com a embalagem antiga:
Volume: 1928,5cm?
Avrea total:
e Area lateral: 7 * 14,5 = 101,5cm2 . Como s&o duas éreas laterais, 2 * 101,5 =
203cm?2.
e Areadabase: 7 * 19 = 133cm?, também sdo duas bases, a de cima e a de baixo,
logo 2 * 133 = 266cm?
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e Area da face: 19 14,5 = 275,5cm?, somando a face da frente com a face de
tras, que sdo iguais, 275,5 * 2 = 551cm?
Somando assim, uma area total de 203 + 266 + 551 = 1020 cm?2.

Como pode ser visto pelos calculos, a nova embalagem possui um volume um
pouco menos, porem suficiente para caber 1kg do produto. A area da embalagem nova é
menor que a embalagem antiga, o que resulta num menor custo de producdo visto que
sera necessario menos papeldo para produzir a nova caixa.

Vale lembrar que o paralelepipedo que possui menor area superficial com o
maior volume é o cubo, porém este formato ndo € interessante para o mercado ja que
fica dificil o manuseio da caixa.

Pode-se analisar este problema para ver se seria possivel diminuir ainda mais a
quantidade de papeldo utilizado na fabricacdo da embalagem mantendo o mesmo
volume. Sabe-se que o cubo teria a menor area, sendo assim, sera fixado a largura da
caixa em 7cm, conforme mostrado na Figura 16, pois parece ser uma largura adequada

para 0 manuseio.

Figura 16 - Esbo¢co mostrando dimensdes genéricas possiveis para a caixa de sabdao em

po.
Z

b

Fonte: Proprio autor, 2016

Considerando o volume da caixa igual a 1928,5cm3 e V = 7ab, logo 1728,5 =

1728,5

7ab. Sendo assim, a = —

A area superficial da caixa sera:
e Areada face: ab, sendo a face da frente e a face de tras iguais, entdo 2ab;

e Area lateral: 7a, como sdo duas laterais iguais, 2 * 7a = 14a
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e Areada base: 7b, sendo a base de baixo e a de cima iguais, 2 * 7b = 14b

Portanto, a area total A da caixa sera

A = 2ab + 14a + 14b. (5.1)
Substituindo a em A:
Ah) = 2 1728,5 +14 1728,5 + 14b (5.2)
7 7b
A(b)==§%?z4-§%?z4-14b (5.3)

Com a primeira derivada, encontra-se o ponto critico de A:
3857
A’(b) = —7 + 14 = 0 (54)

14b* = 3857

S
IR
-+

16,6
Calculando a segunda derivada:

7714 (55)

A”(b) — b3

Como A"(16,6) >0 e A"(—16,6) < 0, conclui-se que ¢ = 16,6 é o valor

minimo da funcdo A(c), entdo

3857 3857
A(16,6) = ——+ T —

+14%16,6 = 16,6

Portanto, para que haja ainda mais economia na confeccdo da caixa do sabdo em
po e ainda assim continue viavel seu manuseio, as dimensdes da caixa poderiam ser
7X16,6X16,6.
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Exemplo 2: Uma empresa precisa guardar 48 latas cilindricas iguais em uma caixa de
papeldo no formato de um paralelepipedo. Sabendo que cada lata possui um didametro de
6cm e que a altura da caixa deve ser igual a altura das latas, quais as dimensdes que a
caixa deve ter para que gaste 0 minimo de material possivel?

Solucdo: Considerando x o nimero de latas que cabem no comprimento da caixae y o
numero de latas que cabem na largura da caixa, conforme mostrado na Figura 17, e
sabendo que cada lata tem 6¢cm de didametro, entdo o comprimento da caixa € 6xcm e a

largura 6ycm.

Figura 17 - Esquema mostrando o formato da caixa de papel&o.

y latas

x latas

Fonte: proprio autor, 2016
Como o fabricante quer colocar 48 latas na caixa, entdo vale a equacgéo
xy = 48 (5.6)

Considerando a altura da caixa h, a equacdo que calcula a area da caixa é dada

por

A=6x.6y.2+6x.h.2+6y.h.2 (5.7)
A =72xy + 12xh + 12yh (5.8)

Ou seja, deve-se calcular essa area lembrando de que tem a restricdo do numero

de latas xy = 48. Com estes dados pode-se montar a equacgéo lagrangeana:
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L(x,y,A) = 72xy + 12xh + 12yh — A(xy — 48)

Calculando as derivadas parciais de L e igualando a zero, resulta no seguinte

sistema:

{72y+12h—y/1=0
72x +12h —xA =0

Uma maneira de resolver este sistema € isolando 12h nas equacdes (5.10) e
(5.11):

{12h =yl —72y
12h = xA — 72x

ou seja,
YA =72y =xA—72x
y(A=72) =x(A—72)
x(A—172)
Y=a=72)
y=Xx

Como y = x e xy = 48, entdo:

x? =48
X = 6,93

e, de acordo com os célculos, y também seria aproximadamente 6,93 mas, analisando a
situacdo, x e y devem ser valores inteiros pois representam um numero de latas. Sendo

assim, consideremos x = 6 latas:

xy = 48
6y = 48
y=8

(5.9)

(5.10)
(5.11)

(5.12)
(5.13)

(5.14)
(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
(5.19)

(5.20)
(5.21)
(5.22)
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Portanto, para que haja uma economia de material na fabricacdo da caixa, ela
deve conter 6 latas no comprimento e 8 latas na largura. Como cada lata tem 6cm de
didmetro, as dimensdes da caixa devem ser:

Comprimento: 6 *x 6 = 36cm
Largura: 8 * 6 = 48cm

Altura: a mesma altura da lata.
Exemplo 3: Uma empresa precisa projetar uma caixa retangular de leite com largura x,
comprimento y e altura z, que contenha 512cm? de leite. Os lados da caixa custam 3
centavos/cm? e o topo e o fundo custam 5 centavos/cmz2. Quais seriam as dimensdes da
caixa ideal para que minimizem o custo total? Qual é esse custo?
Solucéo: Conforme os dados do problema e por se tratar de uma caixa retangular, entéo:

V =xyz =512 (5.23)

e a funcdo que queremos minimizar

C = 2xy0,05 + 2x20,03 + 2yz0,03 (5.24)
C = 0,1xy + 0,06xz + 0,06yz (5.25)

Chegando a equacao lagrangeana:

L(x,y,z,4) = 0,1x + 0,06xz + 0,06yz — A(xyz — 512) (5.26)

Calculando as derivadas parciais de L, encontra-se 0 seguinte sistema:

0,1y + 0,06z = Ayz (5.27)
0,1x + 0,06z = Axz (5.28)
0,06x + 0,06y = Axy (5.29)

Sabe-se que x, y e z sdo diferentes de zero, entdo dividindo (5.27) por yz, (5.28)

por xz e (5.29) por xy temos:



0,1 0,06

(01 006 _
z y

0,1 0,06

— ==
Z X

0,06 0,06

De (5.30) e (5.31)

0,

oy T A

1 006 01 0,06
+——= ——

z y z X

De (5.30) e (5.32)

0,1

V4

Sabendo que o Volume V (5.23) €

De (5.39) e (5.35)

0,06 0,06

y X

xX=Yy

0,06 0,06 0,06
=+

y y X
0,1 _ 0,06
V4 — X

0,1x = 0,06z
x = 0,6z

512, entdo

xyz = 0,62.0,6z.z
0,36z3 =512
z=11,25

x =0,6.11,25
x = 6,75
y =6,75
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(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
(5.39)

(5.40)
(5.41)
(5.42)

(5.43)
(5.44)
(5.45)
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Exemplo 4: As latas cilindricas sdo utilizadas por diversas industrias para comercializar
seus produtos, como por exemplo leite condensado, leite em po, extrato de tomate, entre
outros. Uma lata cilindrica fechada deve conter 1 litro (1000cm3) de liquido. Como
poderiamos escolher a altura e o raio para minimizar a quantidade de material usado na
confeccdo desta lata?

Solucgéo: Sendo 1000cm? o volume entéo

V =mr?h = 1000 (5.46)
E a funcdo que queremos minimizar é
A =2nr? + 2nrh (5.47)
Sendo assim, a fungéo lagrangeana abaixo
L(r,h,A) = 2nr? + 2mrh — A(wr?h — 1000) (5.48)
Calculando as derivadas parciais de L, temos o sistema abaixo para resolver:

{4717" + 2mh = A(2nrh) (5.49)
2mr = A(mr?) (5.50)

Isolando Amr em (5.53) e (5.54):

2 = Anr (5.51)
2nr
e +m = Anr (5.52)
2
="y (5.53)
h
2
Zi1=2 (5.54)
h
2r + h = 2h (5.55)

h=2r (5.56)
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Como o problema pede o valor do raio e da altura, entéo de (5.40) temos:

r?2r = 1000 (5.57)
2nr3 = 1000 (5.58)
3 _ 1000 (5.59)

2T

10
ey (5.60)

E como h = 2r, entdo

p =20 (5.61)

)
3
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho surgiu da ideia de estudar sobre a otimizacdo de custos, com
material, de embalagens por meio de maximos e minimos de fungdes de vérias
varidveis. Para isto fez-se necessario realizar primeiramente um estudo sobre derivadas
parciais. Com este trabalho abordou-se apenas a relacdo do custo com a diminuicéo de
matéria prima necesséria, sem levar em consideragdo outros fatores.

A partir dos 4 exemplos, incluindo um comercial, é possivel concluir que:

A caixa comercial de sabdo em pd, que acomoda a quantidade de 1 kg de
produto, possui dimensbes anatdmicas (facilidade no manuseio por parte do
consumidor) cujo volume estimado foi de 1928,5 cm®. Com base nisto, utilizou-se a
funcdo A = 2ab + 14a + 14b a qual foi resolvida para 0s minimos, levando-se em
consideracdo a mesma condicdo anatbmica, ou seja, largura de 7 cm, causou uma
diminuicdo da area total do material utilizado na embalagem. Comparando-se a uma
antiga embalagem do mesmo produto (mesma fabricante) isto da cerca de 30% de
reducao.

O exemplo hipotético da confeccdo de uma caixa para armazenar 48 latas
cilindricas teve como base a funcdo A = 72xy + 12xh + 12yh, tendo como restri¢ao
xy = 48, a qual resultou nos seguintes parametros: comprimento de 36 cm, largura de
48 cm, sendo que a altura fica restrita a mesma das latas a serem acomodadas.

Com relaco a fabricacdo de uma caixa para acomodar 512 cm® de leite, cujos
componentes sdo de dois materiais diferentes e com custos diferentes, foi levada em
consideracdo a funcdo C = 0,1xy + 0,06xz + 0,06yz a qual resultou nas dimensdes
x=y=675ez=11,25.

Por fim, a confeccdo de uma lata cilindrica para armazenar 1000 cm?® de produto,

foi minimizada a fungdo A = 2nr? + 2mrh, na qual independente do volume, o formato

coras v e , _ __ 10 20
6timo” do cilindro é h = 2r, e para 0 volume dado r = 7= e h T
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Além da resolucdo destas fungdes, também sdo levados em consideracdes pela
indUstria outros fatores, tais como mao de obra e energia para a fabricagdo, praticidade
no manuseio pelo consumidor, aparéncia e design na prateleira comercial, entre outros.

Cabe ressaltar que todos estes exemplos foram feitos com base na reducdo de
custos relacionados unicamente a quantidade de material utilizado (area), sendo este um
importante passo para iniciar a pesquisa da embalagem que mais se adequa a
necessidade da inddstria, pois diminuindo a &rea de material necessario, para acomodar

0 mesmo volume de produto, havera um impacto no custo final da embalagem.
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