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INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é provar o Teorema de Dehn. Esse
teorema € resposta ao Terceiro Problema de Hilbert, este problema refere-se a
seguinte situacdo: Se dois poliedros possuem 0 mesmo volume eles séo
congruentes por corte, ou seja, € sempre possivel tomar dois poliedros de mesmo
volume e decompor um em poliedros menores de tal maneira que os reorganizando
seja possivel montar o outro. A resposta para esta questdo € negativa e sua prova
ficou conhecida como teorema de Dehn.

Inicialmente estudaremos conceitos de area, volume e congruéncia por corte
para figuras planas e no espaco. Nesta etapa discutiremos a decomposi¢cdo de
figuras em poligonos e poliedros.

Em seguida usando algumas propriedades de funcfes aditivas e os angulos
diedros de um poliedro, construiremos um invariante que sera a ferramenta principal
na demonstracao do Teorema de Dehn.

Como consideracdes finais, cito o Paradoxo de Banach-Tarski, uma vez que o
mesmo € relacionado naturalmente ao problema de congruéncia por corte e
decomposicdo de figuras no espaco e apresento um capitulo com algumas
atividades que podem ser desenvolvidas na educacéao basica.

ABSTRACT

The main object of this work is study the Third Problem of Hilbert and the Dehn
Theorem.



Capitulo 1
Existéncia e unicidade da funcéo area
1.1 Medida e area

O termo medida é comumente usado na linguagem cotidiana, enquanto que o
termo area foi elevado ao nivel de um conceito matemético. Usamos o termo "area"
em linguagem diaria também, no entanto, "area" da uma medicdo precisa de uma
figura, enquanto a medida tem a conotacdo de indefinicdo devido a sensacao
subjetiva do observador, onde que uma quantidade de area tem um significado
objetivo. Termos com significados objetivos que podem ser expressos
matematicamente sao chamados de "conceitos matematicos". No processo de
transformacdo da "medida" para o termo "area", isto €, no processo de
transformagdo da "linguagem cotidiana" em um conceito matematico, vemos a
historia da matematica que se desenrolou diante dos nossos olhos. Na verdade, &
bastante dificil estabelecer o conceito preciso de uma palavra que assumimos no
nivel do senso comum. Precisamos determinar claramente o escopo abrangente do

conceito em questao, no entanto, esta ndo é uma tarefa facil.

Vamos discutir como nocdes de senso comum como medida sao

transformados em conceitos matematicos como area.

A nocdo de medida apareceu a mais de 5000 anos atras, na época das
antigas civilizacbes mais precisamente no Egito, Mesopotamia e China. Os povos
dessa época precisavam saber a medida de figuras e compara-las. Por exemplo, no
antigo Egito, uma civilizacdo surgiu as margens do Rio Nilo e a atividade
predominante era a agricultura, ou seja, trabalhar a terra. De acordo com o livro
“History” escrito pelo Grego Herddoto (484 — 425 A.C. aproximadamente) os
governantes tiveram que distribuir a terra igualmente entre os agricultores do reino e,
com as cheias do Rio Nilo, era necessério refazer constantemente a divisao, isto fez
com que desenvolvessem técnicas para fazer a divisdo das terras surgindo entéo a

“Geometria” (medida da terra).

Imagine a seguinte situacdo, no antigo Egito existem dois agricultores cada
um com um lote de terra. Suponha agora que queremos mostrar que 0s seus lotes

possuem a mesma quantidade de terra, mesmas medida. A medida de um lote de
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terra era tdo importante no antigo Egito como nos tempos atuais, pois 0S impostos
eram cobrados de acordo com a producdo de cada proprietario, logo se possuem a
mesma quantidade de terra imagina-se que suas producdes sejam equivalentes e o
imposto a ser cobrado sera 0 mesmo. Se mostrarmos que suas parcelas sao iguais

nenhum ird se sentir injusticado.

Na Geometria, as figuras que tém a mesma forma e tamanho sdo chamadas
congruentes. Isto é, se duas figuras possuem angulos e lados correspondentes com
medidas iguais elas sdo congruentes. As condi¢des suficientes para congruéncia de
figuras triangulares séo: LAL (lado, angulo, lado), ALA (angulo, lado, angulo) e LLL
(lado, lado, lado).

Com estes critérios de congruéncia de triangulos € possivel mostrar que dois
lotes de terra sdo congruentes, para isto precisamos dividir os dois lotes em
triangulos congruentes e assim concluir que sdo congruentes, ou entdo, dividir em
figuras que sejam congruentes, se todas as partes de uma figura podem ser
reajustadas de tal modo que assuma a forma da outra teremos mostrado que estas

figuras possuem a mesma medida.

Figura 1.1
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Figura 1.2

Mesmo para as figuras mais complicadas, podemos decompod-las em partes
menores de tal forma que cada parte de uma seja congruente a uma parte da outra
mostrando assim que as figuras ttm a mesma medida. O termo mateméatico para

este método € “Congruéncia por Corte”.

TERMINOLOGIA 1. Duas figuras K; e K, sado chamadas congruentes se
tiverem &ngulos e medidas correspondentes idénticos. Neste caso escrevemos:
K15K2.

TERMINOLOGIA 2: Se um poligono K pode ser decomposto em n poligonos
Ky, K,, ..., K, entdo escrevemos que K = K; + K, + -+ K, .(Ver figura 1.3)

Figura 1.3

TERMINOLOGIA 3: Dois poligonos W e H sdo Congruentes por Corte e
escrevemos W ~ H, se um dos poligonos (por exemplo W) pode ser decomposto em
um numero finito de pecas poligonais de tal modo que possam ser rearranjadas para

a construcao do outro poligono (H). Ou seja, se



w=w,+W, +-+W, H=H+H,+-+H, e W =H para todo

i=12,...,n.
O seguinte teorema garante a existéncia de poligonos congruentes por corte!
Teorema 1.1.1. Cada triangulo é congruente por corte com algum retangulo.

Em particular a trés retangulos cada um deles com um dos lados igual ao lado do
triangulo e o outro lado igual & metade da altura relativa ao lado considerado do

tridngulo.

Demonstragdo: Seja o triangulo ABC com base BC e M e N pontos médios de AB e
AC, respectivamente. Trace o segmento MN e, em seguida, o segmento AH
perpendicular ao segmento MN no ponto H, assim teremos o triangulo ABC dividido

em trés partes:

(1) Triangulo MHA,;
(2) Triangulo NHA,
(3) Trapézio BCNM.

Reorganizando estas trés partes de tal modo que BM fique sobreposto com AM e
CN sobreposto com NA teremos o retangulo BCHH’ cuja area € igual a do tridngulo
ABC. (Ver Figura 1.4)

Justificativa para que a figura seja um retangulo.
Observando (1) triangulo MHA, temos:
- Os angulos BMN e AMN séao suplementares;

- O triangulo MHA ¢é reto em H logo os angulos AMH e HAM séo
complementares, temos ainda que os angulos AMH e ABC s&o congruentes pois MN
€ paralelo a BC(MN é base média do triangulo ABC). Logo os angulos ABC e HAM

sdo complementares formando assim um angulo de 90°.
Temos a mesma situacao para (2) triangulo NHA.

Teremos assim que as medidas dos angulos BH’'H, H'HC, HCB e CBH’ séo

retos e, portanto, o quadrilatero BCHH’ é retangulo.



Veja a Figura 1.4.

A=B C=A

Figura 1.4
1.2 Area

Para mostrar que duas figuras ocupam a mesma quantidade do plano
podemos utilizar o processo de congruéncia por corte. No entanto, este processo
ndo é muito conveniente de acordo com o tamanho da figura, pois poderia levar
muito tempo para desenhar as partes pesquisadas.

Portanto, faz sentido procurarmos outro critério. Uma idéia é associar um
numero a cada figura plana, ou seja, definir uma funcéo que possa ser utilizada para

verificar se duas figuras séo congruentes por corte.

Para alcancar nosso objetivo, essa funcdo, que sera chamada de funcao
area, devera satisfazer as seguintes propriedades. Para cada figura plana K, seja

m(K) sua érea. Entado
12) Positiva: m(K) > 0.

2%) Invariancia: Se as figuras poligonais K; e K, sdo congruentes por corte
entéo m(K;) = m(Ky).

3%) Aditiva: Se K for decomposto em n poligonos Ky, K,, ...,K,, temos que
m(K) = m(K;) + m(K;) + -+ + m(K,).
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43) Para o quadrado padrdo K, m(K) = 1.
1.2.1 Existéncia e unicidade da funcéo area

Pela propriedade (3) e pelo fato que cada poligono pode ser decomposto em
tridangulos no plano, a area do poligono serd determinada a partir das areas de
triangulos. Pelo teorema 1.1.1, basta determinar a area de triangulos.

Unicidade:

Seja k(a, b) um retangulo com largura a e comprimento b. Mostraremos que

m(k(a,b)) = ab, ou seja, a area € uma funcao de a e b.

Seja m(k(a,b)) = f(a,b) entdo a funcao f € uma funcéo de duas variaveis a

e b e claramente:
-Se k(a,b) = k(b,a) entdo f(a,b) = f(b,a).

- Se k(a,b) € decomposto em k(ay,b) e k(a,,b) onde a = a; + a, aplicando a 32
propriedade temos f(a,b) = m(k(a,b)) = m(k(ai,b)) + m(k(a,, b)) = f(ay,b) +
f(az,b).

Entdo para f vale as seguintes propriedades:

1- f(a,b) > 0 (positividade)

2- f(a,b) = f(b,a) paraa,b > 0 (invariancia)

3- f(a; + az,b) = f(ay,b) + f(ay, b) paraay,a, eb > 0 (aditiva)
4- f(1,1) =1

Teorema 1.2.2 Se uma funcdo f satisfaz as condigbes 1, 2, 3 e 4 entdo

f(a,b) = ab paratodo a e b, sendo uma funcédo area para poligonos.

Demonstragdo: 1° passo: Provar que f(m,n) = mn para m e n numeros

naturais.
Se m e n sdo numeros naturais entdo pela propriedade aditiva temos:

f(am,bn) = mn.f(a,b)
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pois f(am,bn) = f(a+--+a,bn) = mf(a,bn) = mf(bn,a) = mnf(b,a) =
mnf(a,b).
Como f(1,1) = 1, entdo f(m,n) = mn.

2° passo: Provar que f(a,b) = ab para a € b nUmeros racionais.

Sejaa = Ee b = Zsendop,g,r e s nUmeros naturais comr =0 e s #0. Entdo:
p - p.q

fab) = f&.5 = prfC.D @
Por outro lado:
fFAD = f@C)sQ) = asfC.D) ()
Dividindo (1) por (2):
f(a,b) = Z—Zf(1, 1) = ab.
3°passo: Provarquesea < a'e b < b’ entdo f(a,b) < f(a,b).

Podemos provar isso da seguinte maneira:

Sea=deb b’ o resultado é obvio.

Sea <aeb =>bentdof(a,b) = f(a + (a’-a),b) = f(a,b) + f((a'-a),b) >
f(a,b).

Sea =aeb < bentdo f(a,b) = f(b',a) > f(b,a) = f(a,b).
Sea < aeb < bentdo f(a,b) > f(a,b) > f(ab).
4° passo: Provar que f(a,b) = ab para a e b nimeros reais positivos.

Seja 0 numero positivo ¢ entdo existem 0s numeros racionais positivos a,, a;, b; € b,

tais que:

a—8<a1SaSa2<a+ge b—€<b1£b£b2<b+€

12



Logo f(ay, b1) < f(a,b) < f(azby) e
(@a— b — & < a;b; < f(a,b) < aby < (a + (b + o).

Portanto, ab — &la + b — ¢) < f(a,b) < ab + &a + b + ¢). Fazendo ¢ um

namero cada vez mais proximo de zero obtemos f(a,b) = ab.

Pelo resultado anterior, se a funcdo area existe e € Unica, entdo a area de um
retdngulo € o produto das medidas de sua largura e seu comprimento.
Consequentemente:

Teorema 1.2.3 Se existe e é Unica a funcdo area m entdo a area do triangulo é
(base)X(altura)/2.

Portanto pela aditividade, para duas fungcbes areas m; e m, temos m; (k) =
m,(k) para todo triangulo k. Como todo poligono pode ser decomposto em
tridngulos a fungéo area deve ser determinada de forma exclusiva, sendo provado

assim a unicidade da funcéo area.

Para sermos mais precisos, devemos verificar que a area de tridangulo nao
depende da escolha da base. Considere a seguinte figura, onde AD, BE e CF séo as
alturas. Verificaremos que ABXCF = ACXBE = ADxBC.

Os triangulos AEB e AFC sao semelhantes pelo critério AA~(angulo angulo)

pois 0 angulo em A € comum e os angulos em E e F sao retos.

A

Figura 1.6
Logo, as outras igualdades sao verificadas da mesma forma.

Para concluir a unicidade da funcdo éarea, falta mostrar que a area de um

poligono ndo depende de uma triangulacéo escolhida.
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Faremos esta demonstragcdo para um quadrildtero convexo. A ideia da

demonstracdo no caso geral é basicamente a mesma.

Considere o quadrilatero ABCD. E evidente que ABCD pode ser decomposto
em dois triAngulos por uma de suas diagonais, ou seja, pode ser no minimo
decomposto em dois triangulos. Vamos considerar para a demonstracdo as duas
triangulacdes pelas suas diagonais por serem a menor triangulacao possivel.

A A

Figura 1.7

Sejam 6; = AABD, 6, = ABCD, 63 = AADC e 6, = ACBA. Sendo E o ponto de

interseccao entre as diagonais AC e BD,

C
Figura 1.8
B1 = AADE, B, = AAEB, B3 = ADCE e B4 = ACBE concluimos
01 =1+ B2, 02 = B3 + Pa, 03 = B1 + PBs, 04 = B2 + Pa

Demonstraremos que vale a igualdade m(6,) + m(6,) = m(&) + m(6,).

14



Como m(6) =m(B,) + m(B,), m(6,) = m(B,) + m(B,), m(&) = m(B,) +
m(B,) em(6,) = m(B,) + m(B,)

Concluimos

m(ﬁ1) + m(ﬁz) + m(ﬂ3) + m(ﬂ4) = m(ﬂl) + m(ﬂg) + m(B,) + m(B,).

Portanto, a &rea de um quadrilatero ndo depende da decomposicao, isto mostra que
a funcéo area é Unica. Adotaremos isto vélido para qualquer poligono.

Existéncia:
Mostrar que a funcdo m definida é de fato uma funcéo area.
Se m é uma funcéo area devera satisfazer as quatro propriedades da pag.11.

A 12 Positiva e a 22 invariancia sao evidentes pela definicdo. Para o quadrado
K sendo adotado como unidade padrdo é evidente que m(k) = 1, logo a 42
propriedade também é valida. Para a 32 propriedade (aditiva), seja o poligono k
decomposto em n poligonos Kj,...,K,, agora decompondo adicionalmente cada
poligono K; (i = 1,...,n) em tridngulos tais que K, =K;; + -+ K{,, temos o
conjunto de triangulos K; com i =1,....,n e j = 1,...,m como sendo uma

triangulacéo do poligono k, logo:

m(K) = m(Ky1) + -+ m(Kyp,)

+m(Ky) + -+ m(Kyp,) + -

+ m(Kyq1) + -+ m(Kypp, ) = m(Ky) + -+ m(K,).
Demonstrando assim a propriedade aditiva.

Sendo assim a funcdo area m(K) para um poligono K é definida e ndo ha
nenhuma outra funcdo area como ja foi demonstrado. Portanto a funcdo area existe

e é Unica.
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Capitulo 2

Congruéncia por corte para poligonos

No capitulo anterior vimos que a congruéncia por corte de dois poligonos
implica a igualdade das areas. E natural perguntarmos se vale a reciproca. A
resposta para a pergunta € positiva e foi demonstrado por Farkas Wolfgang Bolyai
em 1832 e, independentemente, por P. Gerwien em 1833. Farkas Bolyai foi o pai do
famoso matematico hungaro Janos Bolyai, criador da Geometria Hiperbdlica
(também criada por Lobatchevski e Gauss).

Teorema 2.1 (Bolyai-Gerwien) Se dois poligonos K e W possuem a mesma area,

ou seja, m(K) = m(W), entdo K e W sdo congruentes por corte.

Para provar este teorema precisamos do Teorema 1.1.1 e 0s seguintes

lemas.

Lema 212 Sejam K=K + K, +—+K, e W =W + W, +- + W,

decomposicdes de K e W, respectivamente tal que K,, e W,, sdo congruentes por
corte para todo m = 1,...,, n. Entdo K e W s&o congruentes por corte. (Este lema &

evidente entdo omitiremos a prova)
Lema 2.1.3. A congruéncia por corte € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo: As propriedades reflexivas e simétricas sao evidentes.
Apresentaremos a demonstracdo da propriedade transitiva. Supbe L,KeW

poligonos tais que K~L e L~W mostremos que K~W.

Seja L4, Ly, ...,Lm decomposicédo de L, ou seja, L = Ly + L, +-++Lm, €0
poligono K construido usando as partes Kj, K, ..., K, que sao congruentes as
partes L4, Ly,...,Lm da decomposicdo de L. Entdo K = K; + K, + -+ K,, com
K =L (G=1,.. m).

Sejam Ly, Ly,..., L, outra decomposicdo de L, entdo L = L; + L, + -+ L, e
o poligono W construido usando as partes W;,W,,...,W, que sdo congruentes as
partes Lj, L,,..., L, da decomposi¢do de L. Entdo W = W, + W, +--- + W, com
W, =L, (i=1, ..., n).

16



Considere a decomposicdo de L obtida por uma combinacdo das duas
decomposicdes citadas acima, ou seja, L sera formada pelas partes L; = L NL;

(i=1,...,nej=1,..., m)

Considerando o indice j de L; como uma constante e variando o indice i
obtemos uma nova decomposicéo de L;, como a decomposicéo de L; corresponde a

decomposicdo de K; obtemos um refinamento {K;; } da decomposicao {K;} de K.

Considerando o indice i de L; como uma constante e variando o indice

j obtemos uma nova decomposigéo de L;, como a decomposicéo de L; corresponde
a decomposicdo de W; obtemos um refinamento {W;;} da decomposicéo {W;} de IW.

Logo, K;; = W;; e os poligonos K e W séo congruentes por corte. O

Lema 2.1.4 Todo paralelogramo € congruente por corte com um retangulo
com comprimento horizontal igual ao comprimento da base do paralelogramo e

comprimento vertical igual ao comprimento da altura do paralelogramo.

Demonstracéo: Observe a Figura 2.1 e considere que a medida CD seja igual
a medida C’'D’ e a altura do paralelogramo ABCD seja igual a medida C’'B’. Vamos
mostrar que ABCD é congruente por corte com A’'B’'C’D’. Na Figura 2.2, a medida
B’C(altura do paralelogramo) é igual a medida B”C (comprimento vertical do
retangulo) e a medida CD(base do paralelogramo) € igual a medida
C’D’(comprimento horizontal do retangulo). Logo, movendo o tridangulo CB'B de tal
modo que AD coincida com CB obtemos o retangulo DCB”B’ que é congruente ao
retangulo A’'B'C’'D’ pois CD = C'D’ e CB” = CB’ = C'B’. Portanto o paralelogramo

ABCD é congruente por corte ao retangulo A’'B'C'D’. ]
IA E AI BI
D Paralelogramo C D Retangulo '
Figura 2.1
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D H
Paralelograma

D Fetangulo [

Figura 2.2
Lema 2.1.5 Dois retdngulos com mesma area sao congruentes por corte.

Demonstragdo: Sejam os retangulos ABCD e EFGH com mesma &rea. Vamos
considerar que, em relacdo aos segmentos AB, BC, EF e FG, o segmento BC seja o
maior. Construindo uma semirreta GH com extremidade em G e que passa por H
tomemos em GH o ponto | de tal modo que EIl possua a mesma medida de BC.
Tracando por F uma reta paralela a El que intercepta GH em J temos assim o
paralelogramo EFJI que é congruente por corte ao retangulo EFGH (Lema 2.1.4). A
area do retangulo ABCD é igual a area do paralelogramo EFJI e suas bases
possuem a mesma medida (med(BC) = med(El)) entdo a altura de ABCD ¢ igual a
de EFJI. Logo, ABCD é congruente por corte a EFJI e, pelo Lema 2.1.4, ABCD é
congruente por corte com EFGH. (Ver figura) O

| H
A D a ©
|

Area ABCD = 15

Area EFGH = 15

E F

Pelo Lema 2.1.5, concluimos que todo retangulo K € congruente por corte

com um retangulo de comprimento horizontal 1 e o comprimento vertical m(K).
Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.1.
Demonstragéo do Teorema 2.1:
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1°. Todo poligono pode ser decomposto em triangulo.
2°. Todo triangulo € congruente por corte com um retangulo. (Teorema 1.1)
3°. Considere as decomposicdes de K e W da seguinte forma:

K = R1+ R2 + -+ Rn,W = RI + R; ++R;;l ,Onde R;; e Rk’ ’ k = 1,...,7’1 e
kl

1,...,m sé@o retangulos.

Pelo Lema 2.1.5, para todo retangulo R, (t = 1,2,...,n), considerando o
retangulo Q. com comprimento horizontal igual a 1 e comprimento vertical igual a
m(R;), entdo R, e Q, possuem a mesma area e dai sdo congruentes por corte. Se
empilharmos os retangulos Q, com t = 1, .., n, construiremos um retangulo Q com
comprimento horizontal 1 que sera congruente por corte com K (Lema 2.1.3). Note

gue o comprimento vertical de Q € m(K).

Aplicando o mesmo processo para o0s retangulos R (I = 1,2,...,n),
obteremos o retangulo Q; com comprimento horizontal 1 congruente por corte com
W. Note que o comprimento vertical de Q; € m(W). Como m(K) = m(W) temos

Q~0Q, e, pelolema 2.1.3, K é congruente por corte com W (K ~ W). 0

2.2 Algumas particularidades sobre congruéncia por corte para

figuras planas.
2.2.1 Quadratura de circulo

Um dos problemas que perturbou por muito tempo os matematicos foi a
quadratura do circulo: E possivel construir um quadrado de lado [, usando apenas

régua e compasso, cuja area € igual a area do circulo de raio r?

A resposta negativa para este problema foi dada por Carl Louis Ferdinand
Von Lindemann em 1882. De fato ele provou que © € um nimero transcendente, isto
€, ndo existe um polinbmio ndo nulo com coeficientes racionais tal que © seja sua

raiz. A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada nos livros sobre a teoria

de Galois.

2.2.2 Um retangulo pode ser dividido em um numero finito de

quadrados?
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Esta pergunta nos remete aos seguintes teoremas:

Teorema 2.2.3 Seja% um namero racional onde a,b € Z,, entdo o retangulo

K (a, b) pode ser dividido em um namero finito de quadrados.

12 demonstracdo: Seja % = % (m e n nUmeros naturais primos entre si e n=0).

Dividimos o retangulo verticalmente em m partes todos com largura igual a % eemn

a

: . . : b b
partes horizontais todas com comprimento igual a —~ Como —= denotando

S = ¢, teremos o retangulo K (a, b) decomposto em mn quadrados K(c).

22 demonstracdo: Considere a decomposicdo com um numero menor de

guadrados. Seja %z % Entdo K(a,b) é semelhante a K(m,n), logo é suficiente

considerar a decomposicdo de K(m,n). Considerando, sem perda de generalidade,

m > n, pelo algoritmo da diviséo, existem q, e r; taisque m = qon+ 1,0 < <n.

Se r;#0, dividimos n por r; e encontramos 0S numeros q; e r, tais que n = qr; +
r, 0<r,<r.Se r=0,dvidimos r; por r, € encontramos 0S nUmeros q, € 13
taisquer, = rg, + 13, 0< 13 <ry. Se r;=0 dividimos r, por r; e encontramos 0S

nameros gz e r, tais que r, = 1393 + 13, 0< rn <r;.

Repetindo o processo um numero finito de vezes obtemos uma sequéncia
decrescente de numeros nao negativos r; > r, > r; > --- > 0. Certamente existe um
numero [ tal que Yo = 1_-1q;-1 + 11, 0< n<Tr_q, n-1 = 1Nq )

141 = 0.

Pelo algoritmo da divisdo podemos afirmar que o retdngulo K(m, n) pode ser
dividido em qy + q; + q, + -+ + q; quadrados com tamanhos diferentes. Com efeito,

no retdngulo K(m, n) o quadrado K(n) esta contido exatamente q, vezes em K(m, n).
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A regido restante de K(m,n) é um retangulo K(m — gqyn,n) = K(r,n) e, neste
retdngulo, temos que o quadrado K(r;) estd contido exatamente q; vezes.
Continuando com este processo concluiremos que o numero de quadrados dentro

do retangulo K(m, n) é realmente q, + q; + q, + -+ q; como haviamos afirmado.

Exemplo 2.1
10=6.1+4
6 6=14+2
4=22

10

Observacado: Se m e n sdo numeros naturais entdo, 0 numero r; € 0 maior
divisor comum de m e n. O método utilizado para o calculo do maior divisor comum &

chamado Algoritmo de Euclides.

A decomposicdo em quadrados descrita na 22 demonstracdo do teorema

2.2.3 é chamada de Decomposicdo Candnica em quadrados.
Apos as duas demonstracdes provaremos 0 seguinte teorema:

Teorema 2.2.4 mn = qy+q; + q; + -+ q;, com a igualdade apenas para

n=1,ouseja,l=0.

Demonstracédo: Calculando a area de cada quadrado obtido pela segunda

prova da decomposicéo de K(m,n), area &
mn = qon®+ qr¢ + qur¥ + -+ qirt.
Como qon® + qi1¢ + qury + -+ qrf = qotaqi+ @+ +qp,
entiomn = qo+ q; + q; + -+ q;. Aligualdade vale se
qon* + i + @ + -+ qrf =qo+ 1+ g2 + -+ qy,

ou, qo(M* -1 +qf¥ -1+ ..+ q@?—1)=0. Como todos os termos s&o

positivos, go(n? —1) = q;(r{ —1) = .= q(# —1)=0,0useja, n=1.
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Serd que na decomposi¢do candnica temos o menor numero de quadrados

possiveis? A resposta é negativa. Por exemplo, para o retangulo K(6,5), entdo
6=51+1e5=15

Teriamos assim 1+ 5 = 6 quadrados, no entanto € possivel dividir o retangulo em

cinco quadrados, dois com lado medindo 3 e trés com lado medindo 2:

O proximo teorema garante que a racionalidade de a/b é uma condicao

necessaria para dividir o retangulo K (a, b)) em um nuamero finito de quadrados.

Teorema 2.2.5 Se % € um namero irracional o retangulo K(a,b) ndo pode

ser dividido em um ndmero finito de quadrados. No entanto, sempre é possivel

decompor o retangulo K em um namero infinito de quadrados.

Demonstracéo: Utilizaremos um método similar ao da divisdo algoritmica.

Sejam a > b>0 e q = [%] Entdo qob < a < (qo +1)b. Sendo % um

namero irracional, nesta desigualdade acima q,b < a. Consequentemente
2 _ n nn
b qo + b ,0 < b < 1.

Usando o método descrito na 22 demonstracdo do teorema 2.2.3, em K(a, b) existem
qo quadrados e a regido retangular restante é K(a — q¢b,b) = K(ry, b).
1) b=q1‘r‘1+‘r‘2,0<r2<7”1, Equ+r—2,0<r—2<1
1 1 1

2) T1:q2T2+T3,0 <T'3 <T'2, :—: q2+:_z’0 <:_z< 1

_ -1 __ Ti+1 TI+1
l) r—1 —qlT'[+T'H_1,O < T14+1 < n, T— ql+r—t,0 < ﬁ <1
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Este processo continua infinitamente e dentro do retadngulo K(a,b) existe: q
quadrados K(b), q; quadrados K(r;), q; quadrados K(r3),.... ApGs o retangulo ser
dividido em qy + q; + g2 + g3 + - + q;_1quadrados a regido restante K(q;, q;+1) €
retangular, repetindo o processo anterior infinitamente para o retangulo K(q;, q;+1)
temos dentro de K(a,b) uma infinidade de quadrados para este processo

apresentado. O
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Capitulo 3
Congruéncia por corte para poliedros

A congruéncia por corte para poliedros é semelhante & congruéncia por corte
para poligonos discutida no Capitulo 2.

Se o poliedro K for decomposto em pequenas partes poliédricas K;,K;, ..., K,

entdo K = K; + K, + --- + K,,, do mesmo modo que em poligonos.

Dois poliedros K e H sdo chamados de congruentes por corte se um for
decomposto em um numero finito de poliedros menores de tal forma que
reorganizando estes poliedros menores possamos formar o outro. Mais
precisamente,se K = K; + K, + -+ K, e H=H +H,+--+H, onde K;=H,

parai=1, 2, ..., n,entdo K e H sdo congruentes por corte e denotamos por K ~ H.

Exemplo: Todo prisma é congruente por corte a um paralelepipedo retangulo.
Ja demonstramos que todo poligono é congruente por corte com algum retangulo,
logo a base poligonal do prisma sera congruente por corte com uma base retangular
0 que nos remete a concluir que todo prisma € congruente por corte a um
paralelepipedo retangulo. Caso o prisma seja obliquo seccionamos ele por um plano
ortogonal as arestas laterais dividindo-o em duas partes. Movendo a parte superior
de modo a colocar a base superior sobreposta a inferior formamos um novo prisma

reto sendo assim congruente por corte a um paralelepipedo retangulo.

N

by

Discutindo sobre congruéncia por corte para poliedros surge a seguinte
pergunta: “Sendo dois poliedros de mesmo volume, eles sdo congruentes por

corte?”. O problema acima foi apresentado pelo matematico alemao David Hilbert
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em 1900, no Congresso Internacional de Matematica. Hilbert apresentou 23
problemas em aberto onde o terceiro é o problema acima. Ainda em 1900, Max
Dehn que era aluno de Hilbert apresentou a resposta negativa para este problema.
Dehn provou que um tetraedro regular com volume igual a um cubo ndo pode ser
decomposto em um numero finito de poliedros de maneira que a decomposicao de
um seja reajustada para formar o outro. Esta prova ficou conhecida como Teorema
de Dehn.

Teorema 3.1 (Dehn) O tetraedro regular ndo € congruente por corte a um
cubo.

Para demonstrar este teorema precisamos de um resultado sobre funcdes
aditivas. Lembre-se que uma funcdo f: R—R tal que f(x + y) = f(x) + f(y) onde
x,y R é chamada funcéo aditiva. E facil provar que se f uma funcdo aditiva, entdo

f(ax) = af(x) para a um namero racional e x um nimero real.

, . . . o -
Teorema 3.2 Para numeros reais 6, e 6, diferentes de zero, tais que é € um

namero irracional e nimeros arbitrarios a; e a, entdo existe uma funcéo aditiva f tal
que f(6) = a, e f(6,) = ay.

Observe que a fungcédo encontrada no teorema acima ndo é necessariamente
linear. Por exemplo sejam 6, = 1, 6, = /2. Entdo existe uma funcéo aditiva tal que

f(1) = 0 e f(+/2) = 1. Esta func&o n&o ¢ linear, pois supondo f(x) = ax:

a=f(1)=0,av2 = f(v2) = 1. Contradig&o, pois 0 = a =

5=

3.2 Invariantes

Seja X uma aplicacdo que associa a cada poliedro K um numero real
denominado por X(K). O namero X(K) € chamado de invariante se satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) Se K; e K, sé@o congruentes por corte, entdo X(K;) = X(K;).
(2) Se o poliedro K for decomposto em poliedro menores K;,K,,...,K,,, ou seja,
K=K +K,+-+K,,entdo X(K) = X(K;) + X(K;) + -+ X(K,,).
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Definimos a funcéo volume da forma analoga a funcao &rea: satisfazendo as
propriedades positividade, invariancia e aditividade. A fung¢do volume entdo é um

invariante de acordo com a definicdo acima.

Teorema 3.2.1 Dados um tetraedro regular K; e um paralelepipedo retangulo

K, existe um invariante X tal que X(K;) =X (K>).

O Teorema de Dehn é consequéncia deste teorema. Se um tetraedro regular
K; € congruente por corte a um paralelepipedo retdngulo K, entdo tomando o
invariante do Teorema 3.2.1 existe uma invariante X tal que X(K;) = X(K;). No
entanto, de acordo com o Teorema 3.2.1 X(K;)#X(K,). Tendo aqui uma

contradicdo, entdo o tetraedro regular ndo €& congruente por corte com um

paralelepipedo retangulo.

Para construir um invariante para o Teorema 3.2.1 utilizamos a fungéo aditiva

do Teorema 3.2.

Antes de determinarmos este invariante vamos determinar invariantes para
poligonos. A definicdo de invariante para poligonos € a mesma definida para

poliedros. Podemos calcular estes invariantes da seguinte maneira:

Seja X um invariante de poligonos. Entdo existe uma funcao aditiva f tal que

X(K) = f(m(K)) para todos os poligonos K, sendo m a fungéo area do poligono K.
Isto €, invariantes de poligonos sao essencialmente a funcéo area.

Demonstragdo: Sendo X o invariante. Se K; e K, sdo congruentes por corte,
entdo X(K;) = X(K3).

Sabemos que K € congruente por corte com um retangulo. Pelo Lema 2.1.5
podemos considerar o retangulo K(1,a) onde a = m(K) e 1 é a largura. Portanto,
X(K) = X(K(1,a)), a =m(K).

Seja g(a): = X(K(1,a)). Entdo g é uma funcao aditiva definida somente para

a > 0. Esta funcéo pode ser estendida a uma funcao aditiva f definida em R

g(a)paraa >0
fla) =4—g(a) paraa <0
Oparaa=0
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Claramente f é uma funcgéo aditiva e X(K) = f(m(K)). O
3.3 Construcéo de invariantes para poliedros.
Para construir invariantes para poliedros primeiro vamos definir &ngulo diedro.

Definicdo. Sejam a; e a; planos e r a reta de intersecéo de a; e a,. O angulo 6
construido pela intersecéo ortogonal de um plano B com a reta r e os planos a; e a,

€ chamado angulo diedro.

NVAN

Se o0 angulo 6 for o angulo diedro entdo o seu suplemento também é um

angulo diedro. Adotaremos a medida do angulo diedro em radianos.

Para um poliedro K os angulos diedros sao formados pela intersecao de duas
faces de K que se interceptam em uma aresta. Na realidade existem dois angulos
diedros formados pela intersecdo de duas faces e iremos considerar apenas 0S
angulos diedros que estdo internos ao poliedro. Usando os angulos diedros

construiremos um invariante da seguinte maneira:

Considere os angulos diedros &, &, ..., 6, medidos em radianos, e
a, a,,...,a, 0S comprimentos das arestas correspondentes a cada angulo diedro do

poligono K. Dada uma funcéo aditiva f, defina
Xe(K):= X(K):= a1f(0) + apf (&) + -+ a,f(6,).

Por definicdo se K; e K, sdo congruentes, entdo os comprimentos de suas

arestas e angulos diedros séo iguais. Logo, X¢(K;) = X((K,). Portanto, disto e da

aditividade provada, segue que se K~W entdo X;(K) = X;(W).

Para a fungdo X; construida para ser um invariante, as seguintes condi¢des

devem ser impostas sobre a funcao aditiva f.
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Teorema 3.3.1 (Hadwiger) Se uma funcéo aditiva satisfaz f(x) = 0, entédo
Xy € um invariante, isto €, se K~W entéo X;(K) = X;(W), dado um poliedro K e sua

decomposicdo K = K; + K, + - + K,,,
Xp(K) = X (Ky) + Xp(KQ) + -+ Xp(Ky),
para qualquer funcao aditiva f tal que f(n) = 0.

Demonstragcéo: Mostraremos primeiro a propriedade aditiva. Seja K, = K.
Considere todas as arestas das partes Ko, Kj,...,K,. Seja L;(i), j=1,2,...,n; as
arestas do poliedro K;,i = 1,2,...,n, onde n; € o numero de arestas de K;. Em cada
segmento pode haver outros vértices do poliedro K;, ou seja, pontos de intersecao
entre as arestas de poliedros diferentes de K;. Decompondo L; (i) por esses pontos

da seguinte maneira:

O numero n; € o nimero de vértices no interior de cada aresta L;(i). Os

]
pequenos segmentos Ly (i) (=12,..nj=12..,n;k=12,..,n; sao
chamados cadeias. Escolhendo uma cadeia L, (i) que seja uma aresta do poliedro
K; de modo que ajy (i) seja o comprimento de Ly (i) € 6, (i) o angulo diedro
correspondente a aresta Ly, (i) do poliedro K;, chamamos a;y, (i) -f(ejk (i)) o valor da
cadeia L, (i) em relagéo ao poliedro K;. Se a; (i) e 4 (i) séo o comprimento da aresta
L; (i) e a medida do angulo diedro relativa a L; (i) respectivamente entéo a; (i) e 6 (i)
S80 expressos por:

Hj(l) = ij (l), k = 1, 2, ...,TLL-]-,

a;i (i) = aj1(0) + ;@) + -+ A, (0.

Considere todas as cadeias das arestas do poliedro K; e o valor de cada

cadeia. A soma de todos os valores € obviamente igual a X, (K;), de fato:
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n; Tij n; My

ZZ @@+ (6 ) ZZ w0 £ (40)) =

j=1k= j=1k=

ni

=Y 4@ r(90)
j=1
= X; (K,).
Temos que provar que
N n; T
D0 a® f(®) =X ()
i=1j=1k=1

ApOs provarmos esta igualdade,
N
:E:X}(KD = X(Ko),
i=1

que completa a prova.

A ideia para a prova é usar a propriedade que f(x) = 0, isto demonstrara que

as cadeias dentro do poliedro ndo contribuem em nada para os valores.
Vamos nos concentrar em uma cadeia L. Sendo a o comprimento de L.

Na soma (3) vamos considerar 0s termos que correspondam a L, ou seja,
todos os termos (i,j, k) taisque L =Ly (i) (1<i<N), e denotamos (iy,j;, k;),
(iy, J2, k2)y ..., (is, js, ks) para cada (i,j, k). Aqui a cadeia L estd contida em cada
aresta dos poliedros K;;,K;»,K;3,...,K;;. A soma parcial da série (3) no que diz

respeito aos termos descritos acima € dada pela soma abaixo:
g, (1) F(0,, (D) + aj,, (i) F(0,, @)+ + ay, (i) (6, , (i)
= a{f (0, (i)) + F(0,_, (@) +-+f(0,, (i)}
Para simplificar a expressédo usaremos a seguinte notacao:

ejlkl (ll) = all szkz (12) = aZI L] Hjsks(is) = aS'
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Para examinar o que aconteceu em torno da cadeia L vamos considerar trés

casos.

() Quando a cadeia L esta contida no interior do poliedro K, (sem pontos em
seus extremos) e, neste caso, iremos considerar duas situagdes:

(@) A situacdo em que ndo existem outros poliedros além de
Ki1,Ki7, Ki3,...,Kis , 1 <iy,iy, ..,y <N que contém nas suas arestas a
cadeia L (se K, é seccionado por um plano ortogonal a cadeia L entao
a seccao resultante do poliedro é descrita na figura abaixo.

Entdo a; + a, + -+ a, = 27z. Consequentemente,
fla) + flaz) + -+ flay) =2f(n) = 0.

(b) No caso em que existe poliedro diferente de K;i,K;;, K;3,..., K,
1<1iy,1i,, ..,i;, <N que conttm em uma de suas faces a cadeia L (na
realidade, tal poliedro € Unico) a soma dos angulos diedros sera
a, + a, + -+ a, = = Consequentemente,

flay) + flap) + -+ f(ay) = f(n) = 0.

L]

(I Quando a cadeia L esta contida em uma face do poliedro K, mas ndo em

suas extremidades. Este caso € igual a situacdo (b) do caso (I).

Consequentemente, f(a;) + f(az) + -+ f(a;) = f(x) = 0.
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(I Quando a cadeia L esta contida na aresta L;(0) de K,. Entdo existe um
poliedro K tal que L =Ly (0). Portanto, a = a;,(0). Temos aqui duas
situacdes a considerar.

(a) Se, além de K,, ndo existem outros poliedros como K;1, K3, K;3,..., K

iss
1<iy,iy, ...,iy, <N que contém em uma de suas faces a cadeia L (ver

figura abaixo).

Ci1

Ciz

Cis

Entdo, a; + a; + -+ a; = §(0) = g, (0). Consequentemente,

fla) + fla) + -+ fla) = f (8 (0).
(b) Se, aléem de K,, existem outros poliedros como K;i,K;,, K;3,..., K,
1<iy,i,, .., iy, <N que conttm em uma de suas faces a cadeia L (Ver

figura abaixo).

Entdo, a; + a; + -+ a; = §(0) = 4, (0). Consequentemente,

flan) + fla) + -+ fla) = f(8;(0)).
Portanto, os termos da soma (3) que surgiram apenas no caso (lll), isto

é, que sdo diferentes de zero sera aj, (0) £, (0)).

Sendo os restantes termos da soma (3) iguais a zero,
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no Moj

2D @@ .f (e (0) =X (Ky).

j=1k=1

Portanto vale a propriedade aditiva da definicdo de invariante. Agora, observando
gue por definicdo, se K; e K, sdo congruentes entdo o comprimento de suas arestas

e angulos diedros sdo iguais o X;(K;) = X;(K;). Portanto disto e da aditividade

provada, segue que se K~W entdo X, (K) = X;(W).
3.4 Provado Teorema 3.2.1

Como todos os angulos diedros do tetraedro regular ABCD séo iguais,
denotando este angulo diedro por 6, vamos determinar o valor do cos 6. Para
determinar o angulo 6, tracamos a reta perpendicular a base ABC que contém o
veértice D. Seja E o ponto de interseccdo desta perpendicular com a base ABC, o
ponto E é baricentro do triangulo equilatero ABC, o ponto F de interseccéao da reta
AE com a aresta BC € ponto médio de BC e o0 segmento DF € mediana do triangulo
BCD. O comprimento do segmento EF € 1/3 da mediana AF( AF=DF)(ver figura 3.7).

Figura 3.7

Portanto, observando o triangulo DEF, concluimos que cosé = 1/3.

Lema 3.4.1 Se n é um numero natural, entdo cos(nf) = 3i onde ¢ é um

n’?

namero inteiro ndo divisivel por 3.

A demonstracéo é feita facilmente por Inducéo Finita.

Lema 3.4.2 Zé um numero irracional.
- 0
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Demonstragcédo: Vamos provar por absurdo. Suponha ’—; um numero racional

igual a % Assumindo que m e n sao positivos entdo —nz + mé = 0,mé = nx e

cos(m@) = cos(nz) =7 1. O resultado contraria o lema 3.4.1, portanto a suposicéo é

falsa, logo Z & irracional. .

Finalmente vamos provar o Teorema 3.2.1(Teorema de Dehn). Sendo g um
namero irracional (Lema 3.4.2), pelo Teorema 3.2 existe a funcao aditiva f tal que

f(n)=0ef(6)=1.

Definindo X (K) para todo poliedro K como a equagdo da Segdo 3.3, uma vez
que a funcéo f satisfaz a propriedade f(z) = 0 (Teorema 3.3.1) temos que X; &€ um

invariante do poliedro K.

O valor do invariante para um tetraedro regular K; é dado pela equacdo da
Secéao 3.3 como abaixo:

Xr (K1) = 6af(0) =6a(1) =6a=0. (1)
Por outro lado, o invariante para o paralelepipedo retangulo K, € dado por:

X () =4+ c+ f (5) =4+ c + d); f(x) = 2(b + ¢ + d)f (x) = 0 (2), onde b,
c e d a medida do comprimento, largura e altura de K,. Assim, por (1) e (2) temos

Xr(Kq) # X¢ (K3). o

Com esta prova Dehn estabeleceu que a condi¢cdo necessaria para que dois

poliedros sejam congruentes por corte é:

Sejam ay,ay,...,a, € B, B,,..., B, 0s angulos diedros dos poliedros K; € K,
respectivamente. Se K; e K, sdo congruentes por corte entdo deve existir uma

sequéncia de numeros naturais a4, a,,...,a, € by, by, ...,b, € um numero inteiro N tal

que (aaq + ayay + -+ aya,) - (b1, + by, + -+ b, ) = Nr.

A prova original do Teorema de Dehn foi obtida utilizando esta condicéo.
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Em 1965 Sydler provou que dois poliedros sdo congruentes por corte se
possuem o mesmo volume e o mesmo invariante de Dehn. Para obter esta prova

Sydler demorou aproximadamente 20 anos.

3.5 Paradoxo de Banach-Tarski

Até o momento discutimos a congruéncia por corte apenas para poligonos e
poliedros. Este problema é estudado para figuras mais gerais, ou seja, sem restricdo
de decomposicdes somente em poligonos e poliedros. Um resultado interessante e
ao mesmo tempo polémico é o paradoxo de Banach-Tarski.

O Paradoxo de Banach—Tarski estabelece que é possivel dividir uma esfera
solida tridimensional em um numero finito de pedagos (em um caso particular
Raphael M. Robinson dividiu em exatamente cinco pedacos), e com estes pedacos
construir duas esferas, do mesmo volume da original. E considerado um paradoxo
por ser um resultado contra-intuitivo, mas nao por ser contraditorio ou por introduzir
contradigdes.

Trata-se de uma abstracdo matematica. A demonstracdo prova a existéncia
tedrica de uma forma de repartir a esfera com estas caracteristicas. Nado ha uma
prova construtivista, isto €, que descreva a maneira pela qual a esfera deve ser
repartida. A demonstracdo faz uso do axioma da escolha.

Banach e Tarski propuseram este paradoxo como uma evidéncia para se
rejeitar o axioma da escolha, mas 0os matematicos apenas consideram que o0 axioma
da escolha tem consequéncias bizarras e contra-intuitivas.

34


http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Raphael_Mitchel_Robinson&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paradoxo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Demonstra%C3%A7%C3%A3o_construtiva
http://pt.wikipedia.org/wiki/Axioma_da_escolha
http://pt.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alfred_Tarski

Capitulo 4

Atividades a serem desenvolvidas envolvendo a teoria apresentada

nos capitulos anteriores.
Atividade 4.1
Relacionada a congruéncia por corte entre triangulos e retangulos.

Contetdos a serem abordados: Condicdo de existéncia de um tridngulo,
ponto médio de um segmento, base média do triangulo, retas perpendiculares, retas
paralelas, angulo reto, altura, areas, congruéncia de figuras planas e semelhanca de

triangulos.

Passos:

1° Construir um triangulo ABC com qualquer medida para seus lados.

2° Determinar os pontos meédios H e E de dois dos lados do triangulo.

3° Tragar o segmento EH.

4° Tracar a altura do triangulo ABC de maneira que seja perpendicular a reta EH.

5° Com o compasso comparar a medida da altura do triangulo ABC com a altura do

triangulo EHA.

6° Recortar o triangulo de maneira que as pecas recombinadas formem um

retangulo.

7° Definir a férmula para a area do triangulo sendo a do retangulo

(comprimento)x(largura).

Esboco das figuras
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B1 Ca

B C

Perguntas referentes a atividade 4.1:

1- Os lados AB, AC e BC do triangulo construido poderia ser 4 cm, 5 cm e 10
cm? Justifique sua resposta.

2- Qual a relagéo entre a medida EH e o lado BC? Podemos concluir que EH e
BC séo retas paralelas?

3- Qual arelacgdo entre a altura do triangulo EHA e ABC?

4- Por que os triangulos AGH e AGE encaixam perfeitamente para formar o
retangulo BCFD?

Atividade 4.2

Relacionada a congruéncia por corte de retangulos e quadrados.

Conteudos a serem abordados: Triangulo retangulo inscrito em uma
circunferéncia, relacbes métricas do triangulo retangulo, Teorema de Pitagoras,
perimetro, radiciacdo, nuUmeros racionais e irracionais, proporcdo, semelhanca de
triangulos e angulo inscrito em uma circunferéncia.

Passos:

1° Construir um retangulo com comprimento a e largura b de modo que a #b.

2° Construir uma circunferéncia com diametro igual a metade do perimetro do

retangulo.
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3° A partir de um dos extremos A de um diametro medir sobre ele o comprimento a e
marcar o ponto C, tragcando pelo ponto C uma reta perpendicular ao diametro de
modo que intercepte a circunferéncia no ponto D.

4° Construir um quadrado com lado congruente a DC.

Esbogo das figuras

D
)
H
D1 Ci
] E D
Ad B1 E G

Perguntas referentes a atividade 2:

1- Podemos afirmar que o triangulo ABD é retangulo em D? Justifique.

2- Calcule a medida do segmento DC em funcédo dos segmentos AC = a e CB=b
sendo B o outro extremo do diametro. Para demonstrar a semelhanca utilize
angulos inscritos em uma circunferéncia.

3- Por semelhanca de triangulos que relacdes existem entre os lados dos
triangulos ABD, ACD e BCD?

4- A medida do lado do quadrado FGHI é um numero racional ou irracional?
Justifique.

5- O que podemos concluir quantos as areas do retangulo e do quadrado?

Justifique.

Atividade 4.3

Relacionada ao calculo da area de algumas figuras planas com base na area

do retangulo e triangulo demonstrados no capitulo 1:

a) Area do paralelogramo:
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D H C H C H

Construindo o paralelogramo ABCD e tragcando sua altura AH ele fica dividido
em dois poligonos, o triangulo AHD e o trapézio ABCH. Deslocando o triangulo
AHD de tal maneira que AD coincida com BC formaremos o retangulo ABH'H
cuja area sera med(HH') * med(AH) como
med(HH') = med(HC) + med((CH') = med(CH) + med(HD) = med(CD) a é&rea
do paralelogramo serda med(CD) * med(AH), ou seja, base * altura.

b) Area do trapézio:

A b B A A b B

D B C D B C

Construindo o trapézio ABCD, em seguida, tracamos sua diagonal AC

dividindo-o em dois triangulos: ABC e ACD. A area do trapézio entdo sera igual a

soma da area dos dois tridangulos, pois a altura de ambas as figuras é igual a £, a

medida CD igual a B e a medida AB igual a # . Como a area dos triangulos

med (CD)=*altura med (AB)=*altura

ABC e ACD séao respectivamente igual a > > a area do

trapézio ABCD seré med (CD;*altura 4 med (AB;*altura _ med (CD)-Iz—med (4B) + altura, ou
. +5).A]J/2

seja: LB)AI/ :
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c) Area do losango:

C = C

Construimos o losango ABCD, em seguida, tracamos suas diagonais
dividindo o losango em quatro triangulos retangulos congruentes. Reorganizando os
triangulos, formamos o retangulo ACE”E’ com largura igual a medida da diagonal AC
e comprimento igual a metade da medida da diagonal DB do losango. Logo,
considerando as medidas das diagonais do losango D = med(DB) e d = med(AC),

sua area sera:

med (DB) *med(AC) — D*d.

2
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