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Resumo

Esta dissertacao tem como tema as triplas de niimeros naturais que podem ser medidas
dos lados de um triangulo retangulo. Esses nimeros sao caracterizados no inicio do traba-
lho, utilizando Teoria dos Numeros Elementar. Depois sao desenvolvidos varios métodos
utilizando a “Geometria Aritmética”, tais como Equacgoes Diofantinas Lineares, Teorema
de Pick, Método das Tangentes e Secantes de Fermat, Curvas Projetivas, Reticulados, o
Toro Plano e o Teorema de Minkowski. Por fim, utilizando esses métodos geométricos e
aritméticos, faremos a caracterizagao dos inteiros que sao soma de dois quadrados, o que

corresponde aos nimeros naturais que podem ser hipotenusa de um triangulo retangulo.

Palavras chave: Ensino, Matemadtica, Algebra, Geometria Analitica.
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Abstract

This dissertation has as its theme the triples of natural numbers that can be the measures
of the sides of a right triangle. These numbers are characterized at the beginning of the
work, using Elementary Number Theory. Then several methods are developed using
“Arithmetic Geometry”, such as Linear Diophantine Equations, Pick Theorem, Fermat
Tangent and Secant Method, Projective Curves, Reticulated, Flat Torus, and Minkowski’s
Theorem. Finally, using these geometric and arithmetical methods, the characterization
of the integers that is the sum of two squares, which corresponds to the natural numbers

that can be hypotenuse of a right triangle.

Keywords: Teaching, Mathematics, Algebra, Analytical Geometry.
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Introducao

“Deus criou os nimeros naturais; tudo o mais é produto
da mao do homem.”

(Leopold Kronecker)

O presente trabalho tem como nticleo o estudo dos ntimeros inteiros sob um ponto
de vista contemporaneo. Utilizamos a chamada “Geometria Aritmética” como ferramenta
para estuda-los. Na Idade Moderna, René Descartes criou a Geometria Analitica, que é
uma “fusao”da Geometria com a Algebra. Isso deu espago para aplicagoes da Geometria
Analitica a Teoria dos Nimeros. Na mesma época, Pierre de Fermat estava interessado
nas equacoes diofantinas e se aprofundou bastante na Teoria dos Numeros. Usou a Geo-
metria para desenvolver a Aritmética. Fermat era juiz de direito e advogado de profissao

e trabalhou a Matematica como um matematico amador.

Entre os séculos XVIII e XIX, podemos destacar dois grandes mateméticos que
desenvolveram muito a Geometria e a Teoria dos Numeros. Leonhard Euler, autor do
Teorema que caracteriza os inteiros que s@o soma de dois quadrados, Santos (2007) prova
este teorema. O presente trabalho o prova com outro ferramental. Outro grande ma-
tematico desse periodo foi Carl Friedrich Gauss, que provou, por exemplo, o Teorema de

Reciprocidade Quadratica, um teorema de Aritmética que usa Geometria.

Hoje em dia, a pesquisa em Geometria Aritmética estd presente em intimeros
trabalhos de muitos matematicos. Ela usa todo ferramental matematico para desenvolver
a Teoria dos Numeros, como Algebra, Anaélise, Geometria Diferencial, Analise Complexa,
Topologia, entre outros. Um exemplo disso foi o “Ultimo Teorema de Fermat”, provado

por Andrew Wiles em 1995.



Vamos analisar as triplas de inteiros que sao catetos e hipotenusa de um triangulo
retangulo, além de caracterizar os nimeros que podem ser hipotenusa. E um problema
milenar que esteve presente no livro “Os Elementos”de Euclides, e é também um problema
de ntimeros naturais e que pode ser explicado a estudantes do final do Ensino Fundamen-

tal e no Ensino Médio também.

No 12 Capitulo estudamos as Triplas Pitagéricas, Hefez (2013) nos d& o material

para fazermos o estudo.

No 2° Capitulo, apresentamos a Geometria Aritmética. Estudamos Equacoes Di-
ofantinas, o Teorema de Pick, o Método das Tangentes e Secantes de Fermat, as Curvas
Projetivas, o Principio Local-Global para conicas, os reticulados planos, o Toro Plano e o
Teorema de Minkowski. Gondim (2011) é a referéncia de Geometria Aritmética no qual

nos baseamos.

No 3° Capitulo, caracterizamos os inteiros que sao soma de dois quadrados uti-
lizando Geometria Aritmética. Gondim (2011), novamente, é o material no qual nos
beseamos. Como aplicacao desse resultado, provaremos o seguinte resultado: se houver

um numero perfeito impar entao ele serd soma de dois quadrados.



Capitulo 1
As triplas pitagodricas

Primeiramente, a referéncia para este capitulo é (Hefez, 2013).

Um problema milenar que consiste de encontrar as solugoes da equagao pitagorica:
X?24+Y?r=272

em 7Z, é conhecido desde a época de Pitagoras e ele proprio apresentou uma classe de

solucoes:
X — n?—1
2
Y=n
g n?+1
2

onde n > 1 é fmpar.

Porém, existem solugdes que nao sao dessa forma como, por exemplo, (8,15,17).

A equacao pitagérica provém do Teorema de Pitdgoras. X e Y sdo catetos e Z é a
hipotenusa de um triangulo retangulo.

Quando os lados de um triangulo retangulo sao niimeros naturais, dizemos que ele é um
Triangulo pitagérico. As tunicas solucoes inteiras com uma das coordenadas nula, sao
(a,0,%a) e (0,b,%b), com a,b € Z. E serao chamadas solugoes triviais. Como a equagao

pitagorica é quadratica, basta encontrar as solugoes naturais. Serd o que faremos.

Lema 1.1 Dados dois numeros naturais a e b, coprimos, se ab € um quadrado perfeito,

entdo tanto a quanto b sao quadrados perfeitos.



Demonstragao:

Suponhamos que ab = ¢

Ponhamos d = mdc(a,c). Temos que a = aid e
¢ = c1d, onde mde(ay, ¢q) = 1.
Dai,

arb = cid

E facil provar que mdc(ay, ¢;) = 1 = mde(ay, ) = 1.

Pelo Lema de Gauss(Se a|bc e mdc(a, b) = 1,entdo alc), a1b = cid e mdc(ay, c3) = 1 = ci|b.
Logo, b = ¢l para algum [ € N.

Entao la; = d.

Como dla e l|b, temos que mdc(d, l)|mdc(a,b), mas mdc(a,b) = 1, logo, mdc(d, 1) = 1.
Mas mde(d,l) = 1,lay = d = d|ay, ou seja, a; = Ad. Substituindo, obtemos Al = 1 =

A=1lel=1 Dal,b=clea =d=a=d.

Defini¢ao 1.1 Uma tripla (a,b,c) de nimeros naturais é uma tripla pitagorica se
a’ + b =’
Se mdc(a,b,c) =1 entao dizemos que (a,b,c) € uma tripla pitagdrica primitiva.

Observacao 1.1 As triplas pitagoricas primitivas (a,b, c) dao origem a todas as triplas
al |b| |
pitagoricas. De fato, se (a',b',c") € uma tripla pitagdrica, entio (%, %, %), onde
d =mdc(d’, V', ), € uma tripla pitagdrica primitiva.
Podemos, portanto, nos concentrar nas triplas primitivas.

O seguinte teorema caracteriza as triplas pitagoricas:

Teorema 1.1 As solucées em N da equacio pitagorica X* +Y? = Z% expressam-se de
modo tinico, a menos da ordem de X eY, como X = l(n* —m?),Y = 2nm,Z = l(n* +
m?), onde [,n,m € N, com m e n coprimos e com paridades distintas. Reciprocamente,

toda tripla, como acima, € uma tripla pitagorica.

Demonstragao:
Seja (a, b, ¢) uma tripla pitagérica primitiva. Como a, b, ¢ sdo coprimos e a®+b* =

2, temos que eles sdo dois a dois coprimos.



Devemos ter dois niimeros impares e ¢ nao é par.

Pois, se a e b sdo impares, entdo ¢ = 4k+2 para algum k € N, o que é impossivel.

Vamos supor que a e ¢ sao impares e b ¢ par.

2
e () (50)- ()

c+a c—a
Como mdc(a,c) = 1, entdo mdc ( ; — ) =1.
Pelo Lema 1, existem ndmeros naturais n e m com mdc(n,m) = 1 e paridades

distintas, tais que

c+a c—a
:n27 :m27
2 2

ou seja,

a=n*>—m?b=2nm,c=n>+m. (1.1)

Reciprocamente, dados n,m € N, com n > m, mdc(n,m) = 1 e de paridades

distintas, pondo @ = n?

—m?, b= 2nm, c = n* +m?, temos que (a,b,c) é uma solucio
primitiva. De fato, (n* —m?)? 4 (2nm)* = (n* + m?)? e se um primo p divide b entdo ou
p =2 ou p|n ou p|m, dai, se p = 2 entdo p nao divide nem a nem c. Se p|n ou p|m entao
p nao divide nem a nem c. Logo, mdc(a,b,c) = 1.

As solugoes (1.1) sao devidas a Euclides e toda solugao primitiva é representada

de modo tnico na forma (1.1).

De fato, se n> —m? =r  —s*e2nm=2rsen’*4+m> =r 4+ s’ entdon =re

Uma solu¢ao (a, b, ¢) determina n e m do seguinte modo:

Sebépar,sznmea—'—czﬁ
bie m

c
Se a é par, a = 2nm e = —.
a m

n
Por exemplo, na solugao (20, 21,29), basta calcular

21429 50 5
20 20 2

Y

entaon =5em = 2.

Dado um ntmero natural impar a > 1 é sempre possivel escrever a = a’ - a”

9

com mdc(a’,a") = 1,a" < a” e resolver o sistema em m en, n —m =d en+m =

a”, determinando dois naturais coprimos n e m e de paridades distintas, com os quais

obteremos a tripla pitagérica primitiva a = n* — m?, b = 2nm, ¢ = n® + m?.



Da mesma forma, dado um numero natural par b, para que ele seja cateto de um
triangulo primitivo, b deve ser miltiplo de 4. Escrevendo b = 2b'-b" com b’ par e b” impar,
e mdce(b',0") = 1, tomando n como o maior entre b’ e b” e m o menor dos dois, obteremos

2_m?b=2nm,c=n*+m’

o triangulo pitagérico a =n
Logo, dado um nuimero natural maior do que 2, existe sempre um triangulo
pitagérico com um dos catetos igual a esse niimero natural.
Entretanto, nem todo nimero inteiro pode ser hipotenusa de um triangulo pi-

tagérico. Por exemplo, 7,9, 11 ou 49 nao podem ser hipotenusa de um triangulo pitagdrico.

1.1 Exemplos

1. Se a,b e ¢ sao lados de um triangulo pitagorico, onde ¢ é a hipotenusa, entao:

(c—a)(c—10) . (c+a)(c+b)
2 2
De fato,consideremos

i)

sao quadrados perfeitos.

b= 2lnm
c = 1(n*+m?)
onde 1n,m € N e calealemos °— “>2(C —b) (et “)2(0 9 oo
e allemt) P oo
(c+ a)2(c o) 12(2n2)(2n s

que sao quadrados de niimeros naturais.
ii) um e somente um dos nimeros a ou b é divisivel por 3. De fato, sejam
a=n?>—m?
b=2nm
c=n>+m?
com mdc(n,m) =1 e n > m, com paridades distintas.
Se 3 divide n ou divide m, entao 3|b e 3 nao divide a, pois mdc(a, b) = 1.

Se 3 ndo divide nem n e nem m, entdo 3 nao divide b, mas 3|a, pois n> = 1 e

m? =1 mod 3.



iii) um e somente um dos nimeros a ou b é divisivel por 4.
De fato, b = 2nm e m,n sao de paridades distintas. Logo, b é divisivel por 4 e
a nao ¢é divisivel por 4.

iv) um e somente um dos nimeros a, b ou ¢ é divisivel por 5.

De fato, se 5 divide n ou 5 divide m entao 5|b. Como mdc(a,b,c) = 1, temos

que 5 nao divide nem a nem ¢. Se 5 nio divide nem n nem m, entdo n* m? =
+1 mod(5), logo, ou a é divisivel por 5 e ¢ nao, ou ¢ é divisivel por 5 e a nao.

v) o ndmero abe é miltiplo de 60. O triangulo nao é necessariamente primitivo.

De fato, temos que 4|b. Além disso, ou a ou b é divisivel por 3. Também a ou

b ou ¢ é divisivel por 5. Como mdc(4,3,5) = 1, vem que abc é divisivel por 60.
2. Mostre que existem infinitas triplas pitagéricas (a, b, ¢) tais que

i) ¢ é um quadrado

De fato, Seja (a’,V', ) uma tripla pitagérica, existem infinitas delas. Se mul-

tiplicarmos (a’, ¥, ¢’) por ¢ teremos a tripla pitagérica (a,b,c) onde ¢ = ()%

i) c—b=1

2

De fato: seja n = m + 1. Temos que ¢ = n®> + m? e b = 2mn. Dai, c — b =

(n —m)>.
Portanto, ¢ — b = 1.
3. Existem triangulos pitagoéricos com area medindo 787 967
Para 78, é impossivel, pois: Seja a,b,c € N tais que a® +b* = ¢* com b = 4k, k € N.
A area do triangulo é % = 78 e portanto, ak = 39.
Dai,oua=1ek=39oua=3¢e¢k=13oua=13ek=30oua=3%e k=1.

Temos o0s casos:

i) a=1eb=156 e ¢* = 24337, impossivel, pois 24337 ndo é quadrado perfeito.
ii) a=3eb=>52ec® = 2713, impossivel, pois 2713 nao é quadrado perfeito.
iii) a =13 e b= 12 e ¢* = 313, impossivel, pois 313 ndo é quadrado perfeito.

iv) a =39 e b=4e = 1537, impossivel, pois 1537 ndo é quadrado perfeito.



Agora, para 96, fazemos o mesmo procedimento e concluimos que a solugao é a = 12,

b=16 e ¢ = 20.



Capitulo 2

Geometria Aritmeética

A Aritmética é o estudo dos niimeros inteiros. Geometria é o estudo das formas,
tais como retas, poligonos e conicas. Na Grécia Antiga, Pitdgoras(500 AC), Arquime-
des(300 AC), Euclides(300 AC), Diofanto(250) produziram trabalhos sobre a Aritmética.

Heath (1956) contém a Geometria e a Aritmética bésicas daquele tempo.

Com o advento da Geometria Analitica, nos séculos XVII e XVIII, surgiram
grandes matematicos que usaram a Geometria no estudo da Aritmética, tais como Fermat,
Euler, Gauss, Lagrange, Legendre.

A Geometria Aritmética possui varios métodos de estudo, em particular, o Método
das Tangentes e Secantes de Fermat, o Teorema de Pick, as Curvas Projetivas, o Principio

Local-Global, os Reticulados no R?, o Toro Plano e o Teorema de Minkowski.

2.1 Equacoes Diofantinas Lineares

As equagoes diofantinas sao equacoes polinomiais a coeficientes inteiros, onde se
busca solucoes inteiras.

Uma equagao diofantina famosa é a equagao do Ultimo Teorema de Fermat, que
afirma:

n

nao tem solugao nao-trivial em inteiros se o nimero natural n for maior do que 2.
Andrew Wiles (1995) provou o Ultimo Teorema de Fermat usando muitos métodos

de Geometria Aritmética.Ver (S.Singh, 2006).



A equacao 2%+ y* = 2? tem solucio e ja provamos isso. Ela surge com Pitdgoras
e Euclides da solucao a ela.

O exemplo abaixo ¢ um problema de equacao diofantina linear.

Exemplo 2.1 (Euler) Um grupo de homens e mulheres gastaram, em uma taverna, 1000
patacas. Cada homem gastou 19 patacas e cada mulher, 13. Quantos eram os homens e

quantas eram as mulheres?

Primeiramente, aplicamos o algoritmo de Euclides para encontrar o MDC:
19=13+6

13=2-6+1

Portanto, MDC(19,13)=1.
Fazendo os calculos, temos —2-19+3-13 = 1.
Multiplicando tudo por 1000, temos —2000 - 19 + 3000 - 13 = 1000

Fazendo x para o nimero de homens e y para o nimero de mulheres, temos
x = —2000 + 13t

y = 3000 — 19¢.

Para que x > 0 e y > 0 ao mesmo tempo, temos: t = 154 ou t = 155 ou t = 156
out = 157.

Logo, existem quatro respostas possiveis para este problema: 2 homens e 74
mulheres ou 15 homens e 55 mulheres ou 28 homens e 36 mulheres ou 41 homens e 17
mulheres.

Veremos abaixo que uma solugao geral para a equacao diofantina 19x+13y = 1000

=2+ 13t

y=T4— 19t

onde t € Z.
Consideremos o conjunto Z? C R?, ou seja, os pontos inteiros do plano.

Seja I a reta dos pontos (z,y) € R? tais que bz + cy = a, onde a, b, c € Z.

10



v = (¢, —b) é um vetor diretor de [.

Se (z0,%0) € Z* é um ponto de [, entdo:

(g, yr) = (zo + ke, yo — kb) estd em [ para todo k € Z.
Seja d = mdc(b, c).

Se d nao divide a entao [ nao possui ponto inetiro.

Pois: se (z,y) ¢ um ponto inteiro entao d | b,d | ¢ = d | a.

Se d | a, entao:

a=duo
b=dfS
c=dy

e temos Sz + vy = a, com ( e 7y primos entre si.

Proposicao 2.1 Seja | a reta dada acima, bx + cy = a, com a,b,c € Z. Suponhamos
que a reta | possua um ponto inteiro (xg,yo). Seja w = (v, —f) o vetor diretor de l, com

B,y € Z e 3,7 coprimos. Entao todos os pontos inteiros de | sao:

(ke yx) = (z0 + kv, 90 — k) (2.1)

onde k € 7.

Demonstragao:
—b
v = (¢, —b) é um vetor diretor de [. Se d = mdc(b, ¢) entdo w = <§Z, 7) também

¢é vetor diretor de [. Pondo:

c b
7_865_87

[ ey sao coprimos e w = (v, —f3).
Fazendo

(ke yx) = (z0 + kv, 90 — k) (2.2)

onde k € Z, temos: bxy + cyr = bxg + cyo + kby — ke = bxg + cyo = a. Logo (x,yx) € L.
Provemos que entre Py, = (2, yx) € Prr1 = (Tgi1, Ypr1) Na0 existe outro ponto
inteiro de [.
@ é um ponto entre Py e Pyyq.
E Pyi11 e QJ sao paralelos ao eixo Oy, Pl é paralelo ao eixo Ox.
Temos que:

| Pry1I| = ||, onde |Pyy1I| é o comprimento do segmento Py 11,

11



k+1

Figura 2.1: Triangulo retangulo paralelo aos eixos.
| Pel] = [
Sejam |PpJ| =se |QJ| =t.

s _ D1l

t 18

s < |y] et <|[B], mas s|B8] = t|y].

mde(f,v) =1= 0| t,v | s.Absurdo.

Logo, os tinicos pontos inteiros de [ sao os P, para k € Z.

Teorema 2.1 (Algoritmo de Euclides) Sejam b > ¢ > 0 nidmeros inteiros. Entdo
existe um algoritmo efetivo para encontrar o mdc(b,c) a partir de um nimero finito de

sucessivas divisoes com resto.

Demonstragao:
Fazemos r_1 =beryg=c.

Temos que b = cqy + 11, com 1 < c.

E f4cil provar que mdc(b, ¢) = mdce(c,ry)

Fazendo as mesmas divisoes euclidianas, se o resto nao for zero, ry = rry1qps1 +
Tkt2, COM Tpio < g1 € Mde(rg, k1) = mde(Trat, Thaz)-

Vale que b > ¢ >ry > ... > r > 11 > .... Mas todos os restos sao maiores do
que ou iguais a zero.

Pelo Principio da Boa Ordem (Qualquer subconjunto nao-vazio de N tem um
menor elemento),

dn € N|r,.1 =0.

mde(rp_1,7y) = .

Logo, mdc(b, ¢) = r,.

12



Teorema 2.2 (Algoritmo estendido de Euclides e Lema de Bézout) Sejam b e ¢

inteiros tais que b > ¢ > 0 e mde(b,c) = d. Entao existem x,y € 7 tais que bz + cy = d.

Demonstragao:

Depois de realizar o Algoritmo de Euclides com b e ¢, obtemos os 1 € 0s .
Para k= —1temosz_; =1ey 1 =0,dondeb-1+c-0=r_; =0.
Para k =0, temos g =0eyg=1,donde b-04+c-1=1ry=c.
Suponhamos k£ > 0. E
bxp_o + CYp—2 = Th—2 bTp_1 + CTp_1 = Tp_1.

Como ry_o = rp_1qk + 75, Vem que:

1 = b(Th—2 — @uTr—1) + c(Yr—2 — QYr—1)

E assim, por recorréncia, obtemos os x; e 0s y.
O Algoritmo para quando 7,1 = 0.

Logo d = mdc(b, c) = r,, = bx,, + cy,. [ |

Teorema 2.3 (Euclides) Sejam a,b,c € Z , a equacao diofantina bx + cy = a, e
d = mdec(b, c).
Se d nao divide a entao nao hd solugcao para a equacao em x e y inteiros.

Se d | a entio hd pelo menos uma solucio (xg,y0) € Z* e todas as solugdes sao:

(zr, yr) = (w0 + vk, yo — Bk) (2.3)

b
Onde 8 = p ey = C—Ci $A0 COPTIMOS.

Demonstracgao: Se d nao divide a entao foi provado que bxr + cy = a nao tem solugao
em (z,y) inteiros. Se d|a entao pelo Teorema 2.2, podemos encontrar (zg,yy) e pela

Proposicao 2.1, vem a tese. [ |

2.2 Areas e Teorema de Pick

Seja ABC'D um paralelogramo com vértices em Z2.
Sejamvzﬁew:m.

Consideremos v = (a,b) e w = (¢, d).

13



No R* v = (a,b,0) e w = (c,d,0).
Pois podemos identificar R* = {(z,y, z) € R?|z = 0}.
Temos que v x w = (0,0, ad — be) é o produto vetorial.

Ou seja, |v x w| = |det(v,w)| é o determinante de uma matriz que tem colunas v

Sabemos que a drea de ABCD ¢é A = |det(v,w)| = |v x w.
Seja v = (a,b) € Z* e d = mdc(a, b).

Definigdo 2.1 A(v) = {det(v,w)|w € Z*} é o conjunto das dreas algébricas de paralelo-

gramos com uma das bases sendo o vetor v .
Teorema 2.4 : A(v) = dZ € o conjunto dos maltiplos de d.

Demonstracao: A(v) = {ax + by|z,y € Z}, pois v = (a,b)

(20, o) € Z*|azy + byy = d (Bezout).

z€Aw)=d| z.

d|z= (axo+byo)qg =z =z € Av).

Logo, A(v) = dZ.

[ |

Introduziremos agora o teorema de Pick, que é um interessante resultado que

calcula a area de um poligono de vértices inteiros , a partir de uma contagem dos pontos

de coordenadas inteiras no interior e na fronteira do poligono.

Definicao 2.2 : Um poligono plano € simples se nao possui “furos”e se suas arestas so

se intersectam nos vértices.

Teorema 2.5 (Pick) Seja P C R? um poligono simples cujos vértices pertencem a 7.
Defina F' o nimero de pontos inteiros na fronteira de P (vértices e arestas) e I o nimero

de pontos inteiros no interior de P. Entao a drea do poligono P é

A(P) = %F+[—1 (2.4)

Antes de apresentar a demonstracao deste teorema, vamos apresentar alguns

exemplos como ilustracao. Considere o triangulo descrito na figura a seguir.
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Figura 2.2: Exemplo do teorema de Pick, num triangulo.

A area deste triangulo é 6, usando a geometria que conhecemos desde o colégio.
1 1
Pela Férmula de Pick, A = §F—|—]— 1= 56—1—4—1 = 6.

Agora vamos considerar um trapézio conforme a figura:

5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.3: Exemplo do teorema de Pick, num trapézio.

1
A area do trapézio é 5(4 +6) - 2 = 10. Usando a férmula de Pick, temos

1
A:§~12—|—5—1:10.
Iremos agora demonstrar o Teorema de Pick.
Demonstragao:

Definamos Pick(P) = §F + I — 1 como sendo o numero de Pick associado ao poligono

simples P.
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Consideremos dois poligonos simples P; e P, com vértices em Z? que estdo con-

catenados, isto é, P; e P, tém uma aresta em comum como na figura abaixo:

Figura 2.4: teorema de Pick e concatenacoes

Dizemos que P = P, ® P, é a concatenacao de Py e Ps.

Provemos que Pick(P) = Pick(P;) + Pick(P)

Consideremos que a aresta comum a P; e P, tem k + 2 pontos inteiros, onde k
sao interiores a aresta.

Sejam [, I, I, o nimero dos pontos inteiros interiores a P, Py, P, respectivamente.

Sejam F, Fy, F5 o numero dos pontos inteiros da fronteira de P, Py, P, respecti-
vamente.

Temos que

I'=5L+15L+k

F=F+F-2k+2)+2

Entao:
) 1
chk(P):§(F1+F2—2(k+2)+2)+11—|—[2+k—1:

1 1
:§F1—|—Il—1+§F2+]2—1:PZC]€(P1)+PZC]€(P2)

Agora, todo poligono simples com vértices inteiros pode ser dividido em triangulos
cujos vértices sao vértices do poligono.

Um triangulo qualquer com vértices inteiros pode ser inserido num retangulo hori-
zontal de vértices inteiros. O triangulo esté contido nesse retangulo horizontal e podemos
dividir o retangulo em triangulos retangulos com bases paralelas aos eixos conjuntamente

ao triangulo em questao.
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Dai a area de um triangulo com bases paralelas aos eixos serd a metade de um
retangulo formado por quadrados 1 x 1.

Se a formula de Pick vale num quadrado 1 x 1, entao por concatenacao, vale no
retangulo, e no triangulo, e no poligono.

Mas no quadrado 1 x 1, temos que A = 1,F =4, = 0.

Entéo,1:%4+0—1:>A—%F+]—1.

Logo, o Teorema de Pick é verdadeiro. [ |

~ , : 1
Observagao 2.1 Podemos olhar para a Formula de Pick de outra forma: [ = A— §F+1,
ou seja, a partir da drea e dos pontos na fronteira, podemos calcular o niumero de pontos

nteiros interiores.

Proposigao 2.2 : Seja P = AgA1As... Ay 1Ay, com Ag = A, um poligono simples no
s
plano com vértices inteiros. Defina v; = A;_1A; = (a;,b;) e d; = mdc(a;,b;). Entao o

numero de pontos inteiros na fronteira de P € igual a

=1

Demonstragao:

Pela Proposicao 1 acima demonstrada, temos que se P, () sao pontos inteiros e v = @ =

(a,b) com mde(a,b) = 1 entao os tnicos pontos inteiros do segmento PQ sao P e Q.
Mas se d = mdc(a,b) > 1 entdo PQ tem d + 1 pontos inteiros, pois pode ser

dividido em d segmentos iguais cada um com a propriedade de que as coordenadas do

vetor sao coprimas, onde sé os extremos sao inteiros.

Logo, no interior de A; 1 A;, ha d; — 1 pontos inteiros.

Ouseja,F:idi—njLn:idi. |
i=1 i=1

2.3 Meétodo das Tangentes e Secantes de Fermat
Uma curva algébrica plana em R? é um conjunto da forma:
C = {(z,y) € R*|f(x,y) = 0}

onde f(x,y) é um polinémio com coeficientes reais.
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Uma conica é uma curva algébrica plana cujo polinomio possui grau 2.

Se ela for um conjunto vazio ou um conjunto de um nimero finito de pontos, ela

¢ uma conica degenerada.

As formas canonicas, com coeficientes inteiros, das conicas sao as seguintes:
1. Pardbola: C' = {(z,y) € R*|az* + by =0} com a,b € Z e a,b # 0.
2. Hipérbole: C = {(z,y) € R*az® — by* = ¢} com a,b,c € Z e a,b,c > 0.
3. Elipse: C = {(z,y) € R*|az® + by* = ¢} com a,b,c € Z e a,b,c > 0.
4. Circulo: C = {(z,y) € R*|z* + y* = ¢} com c € Z e ¢ > 0, quando na elipse a = b.

Proposicao 2.3 (Método das Tangentes e Secantes de Fermat) Sejam C uma conica,
P € C, el uma reta que nao passa por P = Py. Sejal a reta paralela a | passando por P

e CNl={P, P} ( ndo necessariamente distintos). Defina, ainda, P = TpC N 1.
Temos a funcdo:
p: C—{P, P} — | —{P}
Q  — R@Q=PQnI
€ bigetiva e
-1

) : l—{ﬁ} — C—{Pl,PQ}
R+~ Q(R)=PRNC

Figura 2.5: Secantes e tangentes.
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Demonstracao: De fato, para cada @ € C' — {P;, P»}, a reta PQ nao é paralela a [ (a
tnica paralela a [ passando por P é P; P,) Assim a interseccao PQNI = R(Q) = R define
o ponto R(Q). E para que ¢~ ' pudesse ser definida, tivermos que excluir o ponto P, caso

contrario, a reta PP seria tangente a C'. [ |

Teorema 2.6 : Sejam C C R? wma cénica com coeficientes racionais e P € C um ponto
racional. Considere | C R® uma reta com coeficientes racionais paralela a TpC' (ndo

coincidente). Entdo a fungao

p: C—-{P} — !
Q — R(Q)=PQnNI

estd bem definida, € bijetiva e leva pontos racionais de C' em pontos racionais de .

TPC | /

L

Figura 2.6: Tangente.

Demonstragao: E f4cil provar que ¢ estd bem definida e que é bijetora, como na Pro-
posicao anterior.

Como P é um ponto racional, se () é racional entao a reta P() tem coeficientes
racionais. Mas [ tem coeficientes racionais, logo, R(Q) é racional.

Se R(Q) = R é racional, a reta PR é do tipo y = mz +n com m,n € Q e
Q € CnNPR.

Mas C é do tipo az? + by* = ¢ com a,b,c € Q.

Entdo zp e zq sio solugdes de uma equagio az® + B +v = 0, com «, 3,7 € Q.

Mas P é racional. Logo, () ¢é racional. [ |

Corolario 2.1 : Se uma conica com coeficientes racionais possui pelo menos um ponto

racional, entdo possui infinitos pontos racionais.
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Demonstracao: Teorema anterior.

Exemplo 2.2 Sejam C = {(r,y) € R|z®> +y* = 1}, P = (=1,0) el = {(0,%)|t € R}.
Vamos parametrizar a circunferéncia com o parametro t. Seja
p: C—{P} — l
Q — R(Q)=PQnNI

onde TpC € a reta v = —1.
Yy
T =t
emosqu6x+1
Yy
Portant =0, —— ).
ortanto o(z,y) <’:p—|—1>

Masy =t(x+1) ex* +y* =1 nos dd 2* + t*(z + 1)? = 1, ou seja,

(1+tH2* + 2%z +1* — 1= 0.

2
-1
Como x = —1 € uma solucdo da equacao e o produto das solugoes é T3¢ temos
i solucio ¢ 1— ¢
ue a outra solucao € x = .
q ¢ —
Dai, y=t(z +1) = y= t(—) =y = —
al = T = PR =
» Y Y 112 Y 1+ 2
rizacio fi L) 1—¢ 2t
e a parametrizagao fica: = —,—— .
b ¢ 7 1+ 1+¢2

Exemplo 2.3 : C: 2 +y* =2, P=(1,1), [, :y — 1 =t(x — 1).
Temos que y = 1+ t(x — 1).
De 2° +y* = 2 vem que 2* + [1 +t(z — 1)]* = 2.
Daf, 2*+1+2t(z—1)+t*(z—1)° =2 = 0 = (1+t*)2°+ (2t —2t*)z+(t*—2t—1) = 0.

x =1 € solucao da equacao quadrdtica acima.

2 —92t—1
O produto d lucoes 6 ———————.
pT‘O uto aas Solucoes e 1—|—t2
I 2 —2t—1
0qo, Ty = ———(——

—2t—2 —t2—2t+1
=1tz —1) =1+ (1+t2> 112

Portanto, a parametrizagcao da circunferéncia fica:

b 2 —2t—1 —t2—2t+1
1+t2 7 1+ ¢2 '

Teorema 2.7 Seja C C R? a cénica de equacdo ax® + by*> = ¢ com a,b,c € Q. Se
Py = (x0,y0) € um ponto racional de C, entao todos os outros pontos racionais de C' sdo

da forma

<bt2xo — 20tyo — azg —bt’yo — 2atzo + “yo) (2.5)

bt2 +a ’ bt2 + a
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em que t € Q, bt? +a # 0, exceto (xg, —yo). Ou seja, o conjunto dos pontos racionais de

C pode ser parametrizado a partir de P,.

Demonstragao: Vamos parametrizar usando a reta [, : y — yo = t(z — xo) para cada t
nas condicoes dadas.
Entdo y = yo + t(x — x9) e ax® + by® = c.

Obteremos a equagao em x:
(a+ bt?)a? + (=2bt2zg + 2btyo)x + (bt*x) — 2btaeyo — ax]) = 0

. Temos que zy é uma solugao e a outra é x;.

L b2z — 2btyy — axg N b2z — 2btyy — axg
080, ToTy =T Ty = :
e e X b +a
—btyo — 2atxzy + ayo
Agora, y; = t(xe —x9) = Yy = _
gora, yp = yo + t(xe — z0) = Y " a
Pelo Método das Secantes e Tangentes de Fermat, vem a tese. |

2.4 Homogeneizacao e Desomogeneizacao:

Curvas Projetivas

Definicao 2.3 Um polinomio F' em mais de uma varidvel ¢ homogéneo se todos os seus
monomios sao de mesmo grau, digamos, n.

F(AP)=\"F(P) e se A\ # 0 entio F(P) =0« F(AP) =0.

s

Definigdo 2.4 A relagio de equivaléncia em R* — {0} v = w & v = Aw, A # 0 ¢

necessdria para definir plano projetivo.

Definicao 2.5 O plano projetivo P*(R) ¢ definido pelo quociente de R* pela relagdo de
equivaléncia acima.

Se a classe de v = (X,Y,Z) possui Z # 0, entio (X,Y,Z) = (x,y,1), caso
contrario, dizemos que v representa um ponto no infinito.

Assim, P2(R) = R*Ul,,. Onde I, representa a “reta no infinito”, ou seja, P*(R).

Se f(z,y) é um polinémio de duas varidveis de grau n, entdo podemos obter um
X Y
polinémio homogéneo F'(X,Y, Z) fazendoz = — ey = 7 e cancelando os denominadores,

Z
considerando F(X,Y, Z) = 0.
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Definigao 2.6 Seja f(x,y) um polinémio com coeficientes reais e C C R* a curva asso-
ciada. O polinomio homogéneo F', associado a f, é chamado homogeneizacao de f onde

C={(w:y:2)€P’ F(x:y:2) =0} éa curva projetiva associada.

Proposicao 2.4 Seja f(x,y) um polinomio com coeficientes racionais e F(X,Y,Z) a
homogeneizacdao de f. Existe uma bijecao entre as solugoes racionais de f e as solucoes

inteiras, sem fator comum e com Z # 0 de F' (a menos de sinal).

Demonstragao: Consideremos (x,y) uma solugao racional de f(z,y) = 0 e multiplique-
mos (z,y, 1) pelo mmc das fragdes z e y, irredutiveis. Obteremos (X,Y, Z) que, a menos
de sinal, é uma solu¢do em inteiros coprimos de F\(X,Y, 7).

Reciprocamente, se F'(X,Y, Z) é um polinomio homogéneo em trés variaveis, faze-
mos X =aZ eY = yZ e cancelamos Z". Para cada solu¢ao em inteiros de F'(X,Y, Z) =0

com Z # 0, obtemos uma solugao racional de f(z,y). [ |

Exemplo 2.4 Consideremos a circunferéncia x* + y* = 3. Veremos que ela ndo possui
ponto racional.

Homogeneizando, temos X* +Y? =322 com X,Y,Z dois a dois primos entre si.

Sejam
X=a
Y=0>
Z=c
modulo 3.

a’® +b* =0 mod 3.

Se 3|a mas 3 ndo divide b entdo a® + b* = 1, absurdo.

Idem se 3 nao divide a e 3|b.

Se 3 ndo divivir nem a nem b, entio a*> = b* =1, o que € absurdo.
Logo, a =b=0 mod 3.

Dessa forma:

Y =3n

Portanto, 9m* + 9n? = 3Z2. Ou seja, Z* = 3m® + 3n>. Logo, 3|Z, absurdo.
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Exemplo 2.5 (Curva Eliptica) Uma curva eliptica pode ser dada pela equagdao

v =2 —n’z,ne N

X Y
Sua homogeneizacao é obtida por x = Z V== onde

) -(G) ()

Y27 = X3 —n?XZ?

ou seja,

Temos que (0:1:0) é um ponto no infinito da curva projetiva.

Finalizamos essa secao enunciando, sem demonstragao, um importante resultado
devido a Hasse e a Minkowski que caracteriza quando uma conica possui um ponto ra-
cional, chamado de Principio Local-Global para conicas, que se encontra em (Gondim,

2011):

Teorema 2.8 (Hasse-Minkowski) Seja C C R? uma cénica com coeficientes racionais
e C C P? a curva projetiva associada (com coeficientes inteiros). Uma condi¢do necessdria
e suficiente para a existéncia de um ponto racional em C' é que sua equag¢ao homogénea

possua solu¢ao modulo p© para todo natural primo p e para cada e > 0.
Exemplo 2.6 Consideremos uma curva dada por
2 + 32y + 6y + 1 = 0.

Usemos p =3 e o anel Zs.

Temos:
e Sex =0 mod 3 entio 2* + 3z°y + 6zy + 1 =1 mod 3.
e Sex =1 mod 3 entio 2° + 32°y + 62y + 1 = 2 mod 3.
e Se x =2 mod 3 entio x* + 3%y + 6xy + 1 =2 mod 3.

Logo, pelo Teorema de Hasse-Minkowski acima, a curva dada nao possui ponto racional.
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2.5 Reticulados no Plano

Definicao 2.7 : Sejam vi, vy € R? dois vetores linearmente independentes.
L = {myv; + mava|mi, my € Z} é chamado um reticulado no plano R?.

D = {ayv1 + asv2|0 < ay,as < 1} € chamado um dominio fundamental para L.

Lema 2.1 L € um subgrupo aditivo de R?.

A prova disso € imediata. Encontra-se em (Gondim, 2011).

Definicao 2.8 X C R? ¢ discreto se todos os seus pontos sdo isolados, isto é
Vp e X,36 > 0|D(p,0) N X = {p}

Lema 2.2 Os subgrupos aditivos discretos de R sao isomorfos a 7.

Demonstragao: Seja G tal subgrupo. Suponhamos que G # {0}.
dm > 0 menor elemento positivo de GG, pois GG é discreto.
Portanto, mZ C G.
Seja g € G qualquer. Se g € mZ entao Jx € Z|lmx < g < m(z + 1).
Dai, 0 < g — mz < m. Mas g — mxz € G. Absurdo. Logo, G = mZ.
A referéncia usada é (Gondim, 2011). |

Observacgao 2.2 Os subgrupos aditivos de R que nao sao discretos sao bem mais com-

plicados. Por exemplo, Q C R ¢é subgrupo aditivo e é denso.

Proposicao 2.5 Seja G C R? um subgrupo aditivo. Entdo sio equivalentes:
1. G € um reticulado

2. G C R? € discreto

Demonstracgao: G é um reticulado = G ¢ discreto:
Seja G = {av + bw|a,b € Z} onde v, w € R? ndo sdo miiltiplos.
Provemos que O € G ¢é ponto isolado.
Tomemos § = %mm{”v”, l|wl|, [Jv + w]| }.
Onde ||v|| é a norma euclidiana de v, isto é, se v = (x,y) entdo ||v|| = /(2 + ).
0 € D(0,9) e D(0,5) NG = {0}.

Reciprocamente, provemos que G é discreto = G é um reticulado.
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Seja v € G o vetor ndo-nulo de menor norma (euclidiana).

Seja w € G o ponto mais proximo da reta [ = {\v|A € R} (ndo contido na reta).

Afirmamos que G = {av + bw|a,b € Z}.

Seja u € G e consideremos os pontos u — mw € G tal que m € Z.

Tomemos as retas paralelas a [ que contém mw para cada m € Z.

Se u nao estiver em nenhuma dessas retas, existird m € 7Z tal que u — mw estara
entre [ e a reta paralela a [ que passa por w.

Dai, u — mw é mais proximo de [ que w. Contradicao.

Logo, u — mw € l. E G é um reticulado. |

Exemplo 2.7 Consideremos L = 7Z* C R? o reticulado padrdo.
By = {(17 0)7 (O’ 1)}

By = {(27 1)7 (1’ 1)}

sao conjuntos de geradores de L.

(2,1) = 2(1,0) + 1(0, 1)

(1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1)

(0,1) = —1(2,1) +2(1,1)
Logo, o reticulado € o mesmo, L.
Proposicao 2.6 Seja L C R? um reticulado. Sejam D e E dominios fundamentais para
L tais que:

O dominio D é gerado por {vi,vs} € o dominio E é gerado por {uy,us}.

Entao A(D) = A(E).

Demonstragao:

U1 = a1V1 + A2V2

Uy = 611)1 + bgUQ
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A matriz mudanca de base é:

Seja N a outra matriz mudanca de base.

Temos que M - N = I,.

Entao: det(M)det(N) =1 = det(M) = 1.

Dai: A(F) = |luy X us|| = |det(ur,uz)| = |det(aivy + agve, bivy + bovg)| =
|det(M)|A(D) = A(D).

Pois

det(ai1v1 + agva, bivy + bavy) =
det(ajvy, byvy) + det(ayvy, bave) + det(agve, bivy) + det(agva, bavy) =
albgdet(vl, UQ) — bl(lgdet(’Ul, 'UQ) =

(a1b2 — blag)det(vl, UQ)

2.6 O Toro plano

Definicao 2.9 Seja L C R? um reticulado plano.
R?/L € o quociente do grupo aditivo R* pelo subgrupo abeliano L.
R?/L ¢ chamado de toro plano.

Definigao 2.10 Seja S' = {(z,y) € R*|z* + y* = 1} o circulo unitdrio, munido de sua

estrutura de grupo multiplicativo. T = S* x S' é chamado de toro em R3.

Consideremos a funcao:

©: R? — T=5"x5"!

2miay 2miaz )

(a1v1 + agvy) — (e ,€

Afirmacao:
i) ¢ ¢ um homomorfismo de grupos.

i) Ker(p) =L = {a1v; + agvs|ay,as € Z}.
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iii) R?/L=T.

Justificativa:

o((a1 + b1)or + (az + by)vg) = (27 (@1 H0) e2rileatba)y —

— (eZﬂ'ial ’

eQﬂ’iag) . (627ribl’ eQﬂ'ibQ) —

= p(a1v; + agve)p(b1vy + bavs)

p(ayvy + agvy) = (1,1) se, e somente se, aj,as € Z se,e somente se, a1v; + asvs € L.
¢ é sobrejetora, pois dado (z,w) € S* x S*, temos |z| = 1 ¢ |w| = 1, logo z = *™*
ew =e*™ com z,y € R.
Entao pelo Teorema do isomorfismo, ver(Gongalves, 1995) nas paginas 144 e 145,
temos R?/L = T.

Definicao 2.11 Seja L um reticulado plano, X C T = R*/L uma regiio do toro e D

dominio fundamental para L. Definimos a drea de X como
A(X) = Alplp (X))

Proposicao 2.7 Se Y C R? ¢ limitada e existe A(Y) e se A(p(Y)) # A(Y) entio p|y

nao € injetiva.

Demonstragao:
Provemos que se ¢|y é injetiva entao A(p(Y)) = A(Y).
Temos que YV = UY; onde Y; = Y N (D + w;) sado disjuntos. Fazendo Z; =

Y; — w; C D, eles sao disjuntos, pela injetividade de |y, logo:

Alp(Y) = Al = Al 2) = Y- A(Z) = " Ay = A(Y).

Proposicao 2.8 Dados um reticulado L C Z* e D um dominio fundamental para L.
Entio A(D) = |Z*/L| que corresponde ao niimero de pontos inteiros em um

dominio fundamental.
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Demonstragiao: Temos que Z*/L = D, pois dois pontos do plano Z* sio congruentes
mod L se e somente se sua diferenca estd em L. Cada ponto de D é um representante de
uma classe de equivaléncia e essas sao todas as classes de equivaléncia.

Pelo Teorema de Pick, a drea de D é A(D) = %F + I — 1 e vai dar exatamente
o numero de pontos inteiros de D, porque D ¢é um paralelogramo onde sao tiradas duas

1
arestas e A(D) fica §(F —2) + 1. Logo, A(D) = |Z*/ L. |

2.7 Teorema de Minkowski

Teorema 2.9 (Minkowski) Sejam L um reticulado de R*, D um dominio fundamental

para L e X C R? um conjunto limitado, simétrico e convezo tal que
A(X) > 4A(D)
entao X contém um ponto nao-nulo de L.

Demonstracao: Duplicando L, obtém-se um reticulado 2L, com dominio fundamental
2D cuja érea é 4A(D).

Seja T = R?/2L.

Temos que A(T) = A(2D) = 4A(D).

Seja ¢ : R? — T a funcio da Definicao 11.

Alp(X)) < A(T) =4A(D) < A(X).

Logo, ¢|x nao é injetiva.

Existem x1 # x5 em X tais que o(z1) = @(x2).

Entao 1 — x9 € Ker(yp) = 2L.

Ou seja, o ;xQ e L.

Por X ser simétrico, como x5 € X, temos —x5 € X.

1 1
Como X é convexo, X2 + 5(—:1:2) € X.

€ LN X é um ponto nao-nulo do reticulado L que pertence a X.

r1 — T2

Logo,
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Capitulo 3

Soma de dois quadrados

Toda hipotenusa de um triangulo pitagérico pode ser expressa por uma soma
de quadrados de ntimeros inteiros ou por um muiltiplo de uma soma de quadrados de
inteiros. O Teorema principal deste capitulo pode ser provado apenas com Teoria dos
Numeros elementar. Como ilustracao do que desenvolvemos até aqui, provaremos esse

resultado usando a geometria aritmética.

Teorema 3.1 Seja n € Z um inteiro positivo. Entdo n é soma de dois quadrados de

ractonais se, e somente se, n € soma de dois quadrados de inteiros.

Demonstragao: Se n é soma de dois quadrados de inteiros, entao n é soma de dois
quadrados de racionais, ja que Z C Q.

Provemos que se n = p? + p3 com py,p2 € Q e p1 € Z ou py & 7 entdo n serd
soma de dois quadrados de inteiros.

Sejam P = (p1, p2) € R? e a circunferéncia C : 2% + y* = n.

Temos que P € C.

Seja M = (my,my) € Z* tal que |m; — pi| < % para i = 1,2.

Seja [ a reta que passa por M e por P.

Temos que [ nao é tangente a C', pois:

Se o triangulo OPM fosse retangulo em P, entdo OM? = OP? + PM? com
OM € Z e OP? =n.

Mas 0 # PM? = (my — p1)* + (mg — p2)? < ~ +

o | =
| =
[\

1
Entdo 0 < OM? — OP%? = PM?* < 3 Absurdo.
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Logo, | é secante a C'. E [ passa por P e M e encontra C' no ponto (), outro
extremo da corda PQ).

C e [ tém coeficientes racionais. Pelo Método de Fermat, Q = (g1, q2) € Q.

Seja d o mmc das fragoes irredutiveis p; e ps que definem P.

Defina c=d- PM < d.

Temos que ¢ = d[(m1 —p1)*+ (ma —p2)*] = d[mi+m3+n—2(pimi +pams)| € Z.

Vamos mostrar que ¢ elimina os denominadores de ¢; e gs.

Seja Q@ = P +t(M — P) = (p1 + t(m1 — p1),pa + t(ma — p2)) onde t € Q*.

Temos que Q- Q =ne P-P =n.

Sejav =M — P = (my — p1,ma — pa).

2P -
n=(P+tv)- (P+tv)=2P-v+tv-v=0=>t=— Y.
ORE?
_ 2 2 _ €
v-v=(my—p1)°+ (M2 — pa) =7

P -v=pi(mi —p1) + p2(ma — p2) = p1ma + pams — n.
2(p1ma + pame — n) _ 2d(n — p1my — pams)
c c :

d
ct = d(2n — 2(p1my + pama)).

Entao t = —

C
Mas — = mi — 2pimy + pi +mj — 2pama + ps.

—2p1my — 2pomey = cEl — mf — m% —n.
c
Dali, ct:d[a%—n—mf—mQ] =c+d(n—m?—m3).

Vamos avaliar cq; para i =1, 2.
cg; = c(pi + t(mi — p;)) = cp; + () (mi — p;) =

= cp; + [c+ d(n —mi —m3)](m; — p;) =

= cp; + cmy; — cp; +d(n —m? —m3)(m; —p;) =

2 2
=cm; +d(n —mj] —m3)(m; —p;) € Z
Logo, se P é um ponto racional do circulo, com mmc entre os denominadores pi, po
minimo, entao obtemos () com mmc menor.
Se nao existisse um ponto inteiro, chegariamos a uma contradicao, pela Descida

Infinita de Fermat.

Ou seja existe um ponto inteiro de C.
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3.1 Inteiros de Gauss

Definicao 3.1 O subconjunto de C, definido por Z[i] = {a + bila,b € Z} é chamado de

nteiros gaussianos.
Defini¢ao 3.2 A conjugacio em Z[i] é definida da sequinte forma:
a+bi=a—bi.

Proposicao 3.1 A conjugacao em Z[i] satisfaz:

i) ztw=zZ+w
i) ZW=7%-w
iii) 22 >0

) 2Z €7

Demonstragao: Sejam z =a + bi e w = ¢+ di.

Z=a—biew=c—di.

24w = (a+c)+(b+d)i= 2+ w = (a+c)— (b+d)i = (a—bi)+ (c—di) = Z+w.
2w = (ac — bd) + (ad + bc)i = Zw = (ac — bd) — (ad + be)i = Z - w.
2Z=a’4b*>0ez2z€Z. [ |

Definicao 3.3 Norma de z = a + bu.
Niz)=2z2=a*+b €Z
Proposigao 3.2 Sejam z,w € Z[i]. Entao N(zw) = N(z)N(w).
Demonstragao:
2w = (ac — bd) + (ad + be)i = N(zw) = (ac — bd)* + (ad + bc)* =

= a?’c® — 2abed + B*d® + a*d* + 2abed + b** =
=a*(* +d*) + V*(? + d*) = (a® + b*)(* + d*) = N(2)N(w)

Ou seja, o produto de duas somas de quadrados ¢ ainda uma soma de dois quadrados. B

31



3.2 Soma de dois Quadrados

Observacgao 3.1 N é o conjunto dos numeros inteiros positivos.

Consideramos, agora, para um n € N a equacio z? + y*> = n em N. Queremos
saber quais numeros naturais sao soma de dois quadrados de naturais. Ou seja, quais

nimeros naturais podem ser hipotenusa de um triangulo retangulo de lados inteiros.

Lema 3.1 Sep =1 (mod 4) e p é um numero primo entdio existe u € Z, tal que ur=—

(mod p), onde Z, € o conjunto das classes residuais mddulo p.

Demonstracao: Pelo Pequeno Teorema de Fermat, a?' =1 em Zy,, com a # 0.
Mas p=4k+1=p—1=4k.
Agora, se a # 0 entdo a’* =T.

% _T =0 tem p — 1 solugdes.

Além disso, a equacao em Z,: x
Dai, (2 + 1)(2* - 1) =0=2* +T=0ous* -1 =0.
E 2% — 1 = 0 possui no maximo 2k solucoes.

Logo, 3z € Z,|z** + 1 =0.

Entdo existe w € Z tal que w?* = —1 (mod p).

Seja u = wk.

u? = —1 (mod p). |

Teorema 3.2 (Fermat-Euler) Um primo p > 0 é soma de dois quadrados de inteiros

se, e somente se, p =2 ou p € da forma 4k + 1,k € N.

Demonstracao: 2 = 12 + 1% é soma de dois quadrados de inteiros.
Se p#2ep# 4k + 1Vk € Z entao p = 4k + 3.
Entdo se a> +b* = p = 3 (mod 4), temos que a?, b* sdo congruentes a 0 ou 1 (mod
4), gerando uma impossibilidade.
Logo, se p =3 (mod 4) entao p nao é soma de dois quadrados de inteiros.
Provemos que se p = 1(mod 4) entéo p é soma de dois quadrados de inteiros.
Ju € Z,|u* = =1, pelo Lema anterior.

Seja L = {(a,b) € Z*|b=Ta € Z,}.

v: 72 — 7,

(z,y) — y—uzx
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¢ é um homomorfismo. Ker(p) =L e
7*|L =7,
D~7?)L=7,.
A(D) = p.
Seja o circulo X € R? limitado, simétrico e convexo:
X ={(z,y) e R*|2* +¢y* < %
A(X) =mr? = W% > 4p = 4A(D)
Pelo Teorema de Minkowski, existe (a,b) # 0 tal que (a,b) € LN X.
O%&2+b2§r2:%<2p.
Analisando a* + b* mod p, sabendo que u? = —1 (mod p), obtemos:
a®+ b =a® +u’a® = a® — a*> =0 (mod p)

Logo, a® + b = p. [ |

Teorema 3.3 Seja n > 0 inteiro.
n € soma de dois quadrados de inteiros se, e somente se, na fatora¢cao de n
ocorrem 08 primos 2 e 0s primos p = 4k+1 com expoente arbitrdrio e os primos p = 4k+3

ocorrem com 6.7)[)067’“56 par.

Demonstragao: Suponhamos que n = a® + b* e n possua algum fator primo da forma
p = 4k + 3 cujo expoente é impar.

Seja d = mdc(a,b).

d*|a® + b* = n.

p|n com multiplicidade fmpar.

pl% = m.

Sejam a = du e b = dv, com mdc(u,v) =1 e p|m.

Temos que u? + v* = m.

Seja mdc(u,p) =1 e uw = 1 (mod p).

u? 4+ v* =0 (mod p) = (vw)? = —1 (mod p).

Mas p = 4k + 3.

Dai, p = 2¢ + 1 com ¢ impar.

Ep—1=2q.

(vw)* = (—=1)? = —1 (mod p).

Portanto (vw)?~' = —1. Absurdo.
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Provemos agora que se n tem na sua fatoracao os primos 2 e os primos 4k + 1
com expoente qualquer e os primos 4k 4+ 3 com expoentes pares entdo n = a® + b* para
algum a € Z e algum b € Z.

2 = 12 + 12 é soma de dois quadrados, se 2 estiver com expoente par, j4 é um
quadrado.Se 2 estiver com expoente fmpar, serd um quadrado multiplicado por 1% 4 12,
que é uma soma de quadrados. Para os primos da forma 4k + 1, temos que o produto de
duas somas de quadrado é uma soma de quadrados.

As poténcias dos primos 4k + 3 sao de expoente par, logo, sao quadrados de
inteiros.

O produto de uma soma de quadrados por um quadrado ¢ uma soma de quadra-
dos.

Logo, n é soma de quadrados. [

Como aplicacao desse ultimo resultado, provaremos o seguinte fato:
Teorema 3.4 Se existe um numero perfeito impar, entao ele é soma de quadrados.

Demonstracao: Um nimero perfeito é tal que S(n) = 2n, onde S(n) é a soma de todos
os divisores positivos de n.

Como n é fmpar, todos os seus divisores sao impares.

Se n nao for soma de quadrados, entao existe um fator primo p de n congruente
a 3 modulo 4 com expoente impar, pelo Teorema 26.

Daf, S(p*™) = 1+p+p* +p*+... +p* +p** = 0(mod4), pois 14+p = 0(mod4),
P+ p* = p (14 p)yes PP 4+ =P (1 4 p).

Mas S(p?*™)|S(n) = 4|S(n). E S(n) = 2n, com n impar. Absurdo.

Logo, n é soma de quadrados. [ |
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