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Resumo

Apresentaremos, neste trabalho, proposta de resolucao de problemas matematicos, utili-
zando simetria. Trabalharemos, inicialmente, com os conceitos relativos ao tépico citado,
acompanhados de atividades que abrangem alguns contetidos do Ensino Fundamental e
Médio e apresentam a simetria em seus resultados. Destacaremos, ainda, duas sequéncias
de atividades: a primeira, com jogos em que o conhecimento de simetria pode determinar
o vencedor e, a segunda, com atividades lidicas e presentes em nosso cotidiano. Por fim,
abordaremos a incidéncia de questoes de simetria no Exame Nacional do Ensino Médio -

ENEM - e nas Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP.

Palavras chave: Simetria. Transformacoes geométricas. Resolucao de problemas.
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Abstract

This paper presents a proposal for solving mathematical problems using symmetry. We
will work initially with concepts related to the topic aforementioned, followed by activi-
ties that include some content of the Elementary School and High School and show the
symmetry in its results. We will also highlight two sequences of activities: the first one
with games in which having knowledge about symmetry may determine the winner, and
the second one, with games and playful activities present in our daily lives. Finally, we
will discuss the incidence of symmetry questions at the National Secondary Education

Examination (ENEM) and at the Brazilian Public School Math Olympics - OBMEP.

Keywords: Symmetry. Geometric transformations. Problem-solving.
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Introducao

H& quase trés décadas atuando como professor de Matematica no Ensino Basico,

presenciamos, principalmente na década de 1990, contetidos matematicos trabalhados

de forma estanque, com prevaléncia a axiomatizacao, as estruturas algébricas, a légica

e aos conjuntos. Nos livros didaticos, os tépicos de Geometria constavam apenas, nos

ultimos capitulos, e, na maioria das vezes, eram trabalhados parcialmente pelos docentes

da disciplina. Por conseguinte, a maioria dos alunos, notadamente, os de escolas publicas,

tiveram pouco ou nenhum contato com conceitos basicos de Geometria. Conforme consta

nos Parametros Nacionais Curriculares - PCN:

Nas décadas de 60/70, o ensino de Matemdtica no Brasil, assim
como em outros paises foi influenciado por um movimento de re-
novagdo que ficou conhecido como Matematica Moderna. (...) O
ensino proposto fundamentava-se em grandes estruturas que or-
ganizam o conhecimento matemdtico contemporaneo e enfatizava
a teoria dos conjuntos, as estruturas algébricas, a topologia etc.
FEsse movimento provocou, em vdrios paises, inclusive no Brasil,
discussoes e amplas reformas no curriculo de matemdtica. No
entanto, essas reformas deixaram de considerar um ponto bdsico
que viria tornar-se seu maior problema: o que se propunha estava
fora do alcance dos alunos, em especial daqueles das séries iniciais
do ensino fundamental. O ensino passou a ter preocupagoes ex-
cessivas com formulacdes, distanciando-se das questoes prdticas.

(BRASIL, 1998, P. 19)

A partir de 1997, com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB)

e com os Parametros Nacionais Curriculares (PCN) que subsidiam as escolas em seus

programas curriculares, professores de todo Pais, insatisfeitos com o desempenho dos



discentes, passam a reavaliar a educacao matematica aplicada nas escolas e, de forma gra-
dual, reconhecem na Geometria seu protagonismo. Diante disso, muitos autores de livros
didaticos reformulam suas obras e apresentam, em suas colecoes, Algebra, Aritmética e
Geometria, contetidos coexistentes.

O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com si-
tuacoes-problema e € um tema pelo qual os alunos costumam se
interessar naturalmente. O trabalho com nogdes geométricas con-
trubui para a aprendizagem de niumeros e medidas, pois estimula
o aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar

reqularidades etc. (BRASIL, 1998, p. 19)

No entanto, essas novas orientagoes curriculares nao foram suficientes para mudar
o estado de animo dos alunos frente a disciplina. Como é sabido, temos, hoje, discentes
desinteressados e com muitas dificuldades na matéria. Um dos motivos para essa apatia
pode se dar a falta de contextualizacao dos contetidos apresentados nos livros didaticos e
que sao levados, muitas vezes, a risca pelos professores.

Diante do exposto, apresentaremos a professores e alunos a relevancia da uti-
lizagao dos conceitos de Simetria na resolucao de problemas, por ela integrar diversos
contetidos matematicos, deixando-os menos abstratos, mais ludicos e, consequentemente,
mais suscetiveis a uma boa aprendizagem. E, ainda, pela historia que a acompanha desde
os primoérdios da humanidade; sua presenca na natureza; nos artesanatos; nas obras de
arte; na arquitetura e no cotidiano dos discentes e docentes.

O presente trabalho esta assim distribuido: nos capitulos 1 e 2 tratamos da de-
finicao de transformacoes geométricas no plano, de homotetia, de isometria e de simetria;
no capitulo 3, por meio de uma série de exemplos e atividades, aplicamos o conceito de
simetria em problemas do cotidiano. Finalizamos o trabalho no capitulo 4, citando a

frequéncia com que esse conceito aparece nos exames nacionais: ENEM e OBMEP.



Capitulo 1

Transformacoes (Geométricas

Quando, professores de Matematica de escola bésica, elencam as transformagoes
geométricas em seus planos de ensino, referem-se a elas, na maioria das vezes, como
congruéncias e semelhancas de figuras planas, em especial, nos triangulos, destacando a
congruéncia dos angulos e a proporcionalidade dos lados de figuras, trabalhados apenas
no ensino fundamental.

No entanto, as transformacoes geométricas, pela sua relevancia historica na Ma-
tematica e em outros campos da natureza, podem se tornar ao professor um campo valioso
de conexoes com outros ramos da disciplina e do conhecimento, como ferramenta para
resolver problemas e fazer demonstracgoes.

Defendemos, que os alunos tenham um contato maior com o tema, nao somente
por conta de suas denominagoes e propriedades, mas, prioritariamente, pela capacidade
de observar o que esta ao seu redor e o de perceber a natureza das formas. Se por um lado
a Geometria é a parte da Matematica mais intuitiva e visual, nas escolas ela é trabalhada,
ainda, com um extenso grau de formalismo, portanto, fora do contexto do aluno.

Neste capitulo, trataremos das transformacoes geométricas, particularmente, das
homotetias e isometrias abordadas por meio da reflexao, rotacao e translacao, as quais
serao exemplificadas, por atividades que articulam, de forma gradual, topicos das séries

do ensino fundamental e médio com conteudos em que elas estao presentes.



1.1 Transformacoes Geométricas no Plano

1.1.1 Definicao

Uma transformacio geométrica no plano R? é uma funcao bijetiva T : R? — R?,

que associa a cada ponto P do plano um ponto P’, tal que:

P'=T(P) ou (2',y)=T(z,y)

P=(z,y)

P =(y)

v
v

Figura 1.1:

Na figura abaixo, o quadrado (ABCD) é transformado no quadrado (A'B'C'D’)

pela transformagao geométrica T'(x,y) = (v + y,x — y).

A A
12 ¢ T 1
.
A B o A, o
0 1 i’ 0 i’
—1¢
Figura 1.2:



1.2 Homotetia

1.2.1 Definicao

Fixado k£ # 0, uma homotetia de razao k é uma transformagao geométrica T :
R? — R? dada por T(v) = k-v ou, se v = (z,y), T(z,y) = (k- z,k - y).
Duas figuras Fi e F, sao ditas semelhantes se, existe uma homotetia 7', tal que,

T(F) = F,.

Figura 1.3:

Da definigao acima, dado o ponto P = (0,0), as coordenadas (z’,y") do ponto P’

sao dadas pelo sistema:

- =k -x

y=k-y

e sua representacao matricial é da forma:



E 0O

onde, ¢ a matriz de transformacao.

0 k

Exemplo: Dado o triangulo (ABC) em que A = (2,3), B = (4,1) e C = (6,4).
A homotetia definida pelo centro O = (0,0) e razdo k = 2 transforma o triangulo citado

de modo que o seu transformado tera coordenadas:

o | [20 4|8

Figura 1.4:



1.3 Isometria

1.3.1 Definicao

Isometria, ou movimento rigido, é uma transformacao geométrica que preserva
distancia, ou seja, para quaisquer pontos P e @, d(P,Q) = d(T(P),T(Q)), onde d(A, B)
é a distancia entre os pontos A e B.

Duas figuras Fi e F, sao isométricas ou congruentes, se existir uma isometria 7',

tal que:

T(F) = F

W

Figura 1.5:

Os movimentos rigidos no plano sao os seguintes: rotacao de um angulo 6,
translacao, reflexao em torno de uma reta e a composicao entre estes.

Observagao: A prova desse fato estd acima do escopo desse trabalho e nao a

faremos aqui.



1.3.2 Rotacao do angulo ¢ em torno da origem
1.3.2.1 Definigao

Rotacdo é um tipo de isometria, que mantendo um ponto fixo O (centro de
rotagao), desloca cada ponto P do objeto a um ponto P’ sob um angulo fixo POP’,
denominado 6.

Seja P = (x,y) um ponto que é levado por uma rotac¢ao de centro na origem do

sistema de coordenadas e angulo #, no sentido anti-hordrio, ao ponto P’ = (z/,v/).

L T P
Y :
v : P
’y- ..................... ...................... ’
v
0
a T é
O T, €Tr
Figura 1.6:

Como a rotagdo é uma isometria, entao d(OP) = d(OP') que consideraremos

igual a r.

Tomando # = POP', a a medida do angulo do eixo OX com o segmento OP e

aplicando as razoes trigonométricas, em relagao ao sistema de eixos OXY, temos que:

cateto adjacente x
cosa = : = coSa=— = T =7T-C0SK
hipotenusa r
cateto oposto Y
senqg = ——— =  sena=->- = Yy=r1r-senw
hipotenusa r

Das somas dos arcos, sabemos que:

cos(a+6) = cosa - cosf — sena - send



sen(a+6) = cosa - senf + cos 0 - sen «

Logo,
:E/
cos(a+0)=— = a'=r-cos(a+6) =
T
¥ =r-(cosa-cosf — sena- senf) =
¥ =r-cosa-cosf —rsena- senf) =
Como,

T=Tr-cosaey=r-senq
Fazendo a substituicao, obtemos:

¥ =x-cosh —y- senf.

/

sen(a+9):y? = y =r-sen(a+60) =

y =r-(cosa-senf +cos f-sena) =

y =r-cosa-senf+r-cosf-sena =
Fazendo as devidas substituigoes, obtemos:

Yy =x-senf +y-cos 6.

Portanto,

' =x-cosf —y- send

y =x-senf+y-cos b

Dai, a rotacao do angulo 0 é dada pelo produto de matrizes:

x cos) —send x
Ry = .
Y senf)  cosf Y

Exemplo: Fazer uma rotacao, no sentido anti-horario, de 90° em torno da origem
O = (0, 0) no quadrilatero (ABCD), cujas coordenadas sao A = (1,2), B = (2, 1),
C=(4,2)eD=(24).

Seja 8 = 90°, pela representacao matricial, obtemos:

x’ cos90° —sen90° 1

Yy’ sen 90°  cos 90° 2



x’ 0 -1 1 x’ —2
/ o :> / -
Y 1 0 2 Y 1
Portanto, A" = (-2, 1).
.2 0 —1| |2 " -1
" 1 0 1 y” 2
Portanto, B = (—1,2).
) n O _1 4 m/// _2
C'= = . =
" 1 0 2 " 4
Portanto, C' = (—2,4).
l%/III O _1 2 x//// _4
D/ e = . :>
" 1 0 4 " 9
Portanto, D' = (—4,2).
¢’ N D
3.
D B 2 A
’ 19
A B
0]0
4 -3 2 ! 0 1 2
Figura 1.7:
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1.3.3 Translacdo em R
1.3.3.1 Definicao

Fixado um vetor ¥ do plano, uma translacao com direcao v é uma isometria T

definida por T'(P) = P + ¥, ou se ¥ = (a,b) ¢ P = (z,y), entdo T'(z,y) = (x + a,y + b).

y+0b -
y-
A
h oAy
O R Cr+a
Figura 1.8:

Exemplo: Sejam os pontos A = (—6,—1), B = (=3,2) e C' = (-3, —2), vértices
do triangulo (ABC) e o vetor v = (8,3). O triangulo (A'B’'C"), transladado de (ABC),

terd como vértices:

S
| |
— o
w o
S

&\
|
w
o0
ot

Portanto, B" = (5,5)

11



o | |-3 8| |5
- n o o + B
y 2 3 1

Portanto, C" = (5,1)
A figura 1.9 abaixo ilustra esse fato.

af/

Vv

Figura 1.9:

1.3.3.2 Composicao de rotacoes com translacoes em R>

Apresentamos, na rotacao, a equacao matricial:

T cosf —senfb T

Y senf)  cos6 Y

para rotacionar figuras no plano cartesiano em torno da origem O = (0,0).
Na translagao, vimos que, a figura transladada pode ser calculada por intermédio

da equacao matricial:

12



A composicio de rotacoes em torno da origem seguida de uma translacio, em R?,

resultard na expressao geral:

x” cos —senf x a

1

Y senf)  cos@ Y b

Situacao 1: Rotacionar 180° em torno da origem O = (0,0) e, em seguida, aplicar
o vetor ¥ = (4, —2), para transladar o quadrado (ABCD), cujos vértices sao: A = (2,2),
B=(2,0),C=(4,0)e D= (4,2).

Pela equacao matricial

x’ cosf —send x a
- . + ’
Y senf)  cos@ Yy b
temos:
P N
" 0o —1| 2| |-2 4
Portanto, A" = (2, —4)
I N I
" 0o —1| |o| |-2 9
Portanto, B” = (2, —2)
P Y I I Y O R
" 0o —1| o] |-2 )

Portanto, C" = (0, —2)

13



m 0 —1| |2 —2 —4

Portanto, D" = (0, —4)

Figura 1.10:

1.3.4 Reflexdo em R? relativa a uma reta dada
1.3.4.1 Definicao

Seja r uma reta em R?. Uma reflexdo em torno de r é uma isometria T, tal que,
T(P) = P', onde d(P,r) = d(P',r). Aqui d(P,r) ¢ a distancia do ponto P & reta r.

Se P pertence a reta e, entao P e a sua imagem P’ sao coincidentes.

Figura 1.11:

Agora, se P é um ponto do plano que nao pertence a reta e, a imagem de P é

um ponto P’, tal que, e seja a mediatriz do segmento PP”.

14



Pl
Figura 1.12:
Generalizacao
Seja P, = (z1,y1) um ponto levado por uma reflexdo em torno da reta e de

equagao y = m -z, que passa pela origem, no ponto Py = (Z2,9s).

Figura 1.13:

Considerando d(OP;) = d(OP;) = r, temos:
x

1

coSsqy=— = T =TCosx
r
n

senq = — = Y =Tsen«
T

Como v = 2 — «a, obtemos:

cosy = cos(20 —a) = 2o ro =rcos(20 —a) =
r

15



xo = r(cos 20 cosa + sen2fsena) = rcos 2[5 cosa + rsen 23 sen «
Fazendo as substituicoes, teremos:
Lo = x1C08 23 + yy sen 23
seny = sen (26 —a) = LN yo =rsen (2 —a) =
r
y2 = r(cosasen2f — cos2fsen o) = rcosasen 23 — rcos 2 sen «

Fazendo as substituigoes:

Yo = x18en 23 — yp cos 23

Na forma matricial, temos:
T cos2  sen2f 1
Yo sen2 —cos2f Y1

Assim, usando os conceitos e as propriedades de matrizes, obtemos a reflexao de

uma figura em relagao a uma reta e - eixo de simeria - que passa pela origem.

Dado um ponto P = (z,y), no plano cartesiano, o seu simétrico P’ = (z,y') em

relac@o ao eixo das ordenadas (OY) é dado por:

x’ -1 0 x —x

Y 0 1| |y y

T
I
P
|
=
=
S—
=
~
I

(z,y)

Figura 1.14:

16



Ja, para determinar o simétrico de P = (x,y) em relacdo ao eixo das abscissas

(0X), P' = (2',y) é dado por:

Yd----omoo- P=(z,y)
0 z 2
EEA BEREEEEE P = (2, )
Figura 1.15:

Exemplo: Fazer a reflexdo do ponto P = (5,2) em torno da reta y = x (bissetriz

dos quadrantes 1 e 3).

P x cos23 sin 2/ T cos2-45° sin 2-45° 5
Yy sin 28 —cos2f3 y sin 2-45° —cos2 - 45° 2
- x 0 1 5 2
Yy 10 2 5

Portanto, P’ = (2,5)

17
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Capitulo 2

Simetria no plano

2.1 Definicao

Simetria de uma figura F' é uma Isometria 7" do plano, que a deixa invariante,

isto é, T'(F) = F.

2.2 Eixo de simetria

2.2.1 Definicao

Eixo de simetria é o conjunto de pontos de uma figura F' que fica fixo por uma

simetria de T

2.3 Simetria de poligonos

Abaixo, exporemos algumas figuras, com algumas de suas simetrias e de seus

respectivos eixos de simetria:

e Seja I, o triangulo isésceles abaixo, e r, sua altura, relativa a base AB.

19



Figura 2.1:

A reflexao em torno de r é uma simetria de F'. A reta r é o seu eixo de simetria.

e Seja F', o quadrado da figura abaixo.

™

T2

T3

T4

Figura 2.2:

As reflex6es em torno das retas rq, r9, 73 € 74 € as rotacoes Ry, Rg R, e R3x sao
2
simetrias do quadrado.
No caso das reflexoes, as retas rq, ro, r3 e r4 sao, respectivamente, os eixos de

simetria.
e No circulo, hé infinitos eixos de simetria.

20



Figura 2.3:

Cada reta r, que passa pelo centro do circulo, é eixo de simetria da reflexao em

torno dessa reta.

21



Capitulo 3

Jogos de Recreacao e Simetria

As brincadeiras e as recreacoes sao inerentes ao ser humano. Em todos os periodos
histéricos e nas mais diversas culturas, guardadas as suas peculiaridades, os jogos estavam
presentes desde a tenra idade até os mais idosos, ante a necessidade de cada individuo ao
lazer. Dai a infinidade de jogos conhecidos e praticados.

Na maioria da escolas piblicas, os jogos ainda sao poucos explorados pelos pro-
fessores. Talvez por desconhecerem atividades lidicas relacionadas aos contetidos minis-
trados ou por julgarem haver conflito entre o rigor que a aprendizagem exige no desen-
volvimento dos topicos e as brincadeiras que podem dispersar os alunos e desviar a sua
finalidade.

No entanto, estudos revelam que, na maioria das vezes, a falta de atencao e o
baixo rendimento por parte dos alunos nas aulas residem, principalmente, no fato de nao
terem nenhuma percepgao e compreensao da utilizagao dos contetidos que estao estudando.

Segundo os Parametros Nacionais curriculares:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas,
pois permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo e
favorecem a criatividade na elaboracdo de estratégias de resolucao
e busca de solugoes. Propiciam a simulacdo de situacoes-problema
que exigem solugoes vivas e imediatas, o que estimula o planeja-
mento das acdes; possibilitam a construcdo de uma atitude positiva
perante os erros, uma vez que as situagoes sucedem-se rapidamente
e podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da a¢do, sem

deizar marcas negativas. (BRASIL,1998, p.47)
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Por isso, defendemos nas aulas de Matematica, quando possivel, interacao entre
a formalidade que o tépico exige atrelado a ludicidade com que pode ser apresentado.
Apresentaremos nesta secao, alguns exemplos de situacoes-problemas em que o conheci-

mento de Simetria determina o vencedor do jogo. Seguiremos [5].

Problema 1: Dois jogadores se revezam colocando moedas de um centavo em
uma mesa redonda, sem as empilhar. Aquele, que nao conseguir colocar a sua moeda,
perde.

Tutorial: independente do tamanho da mesa, o primeiro jogador pode vencer,
desde que utilize conceitos de simetria.

19 passo: o primeiro jogador deverd colocar sua moeda de modo que o centro

dessa coincida com o da mesa;

Figura 3.1:

29 passo: a partir dai, a cada jogada feita pelo adversdrio, o primeiro jogador
traca uma reta imagindaria, que passa pelos centros da mesa e da moeda do oponente,

jogando de forma espelhada a moeda do adversario em relagao ao centro da mesa.

Figura 3.2:
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Observacao: esse “espelhamento” em Matematica denomina-se simetria central
(rotagao de 180° em torno de um ponto fixo O) ou reflexdo em torno de um ponto.

Conclusao: tendo em vista o exposto acima, se houver a possibilidade do se-
gundo jogador depositar sua moeda, entao, também, existird um local, posicao simétrica
em relacao a moeda do centro da mesa, para o primeiro jogador colocar a sua. Portanto,

seguindo essa estratégia, sempre o jogador que inicia a partida, a vencera.

Problema 2: Temos duas pilhas, cada uma delas com 50 pedras. Em cada
jogada, o jogador da vez pode retirar quantas pedras quiser, mas s6 de uma das pilhas.
Perde o jogador que nao conseguir fazer sua jogada.

Solucgao: O segundo jogador pode garantir a vitéria, se jogar de forma simétrica
ao primeiro, ou seja, a cada retirada do primeiro jogador em uma das pilhas, o segundo
deve retirar a mesma quantidade de pedra da outra pilha. Dai, se o primeiro jogador

consegue jogar, o segundo também consiguira.

Problema 3: Dois jogadores se revezam colocando bispos em um tabuleiro de
xadrez, de modo que nao possam se capturar mutuamante (os bispos podem ser colocados

em quadrados de qualquer cor). Perde o jogador que nao puder fazer sua jogada.

& — Primeiro jogador
& — Segundo jogador

Figura 3.3:

Solugao: Consideremos um tabuleiro 8 x 8, com tantos bispos quantos forem ne-
cessarios e que possam ser movimentados somente pelas diagonais, em um tnico sentido.
O segundo jogador pode vencer o jogo, se levar em consideragao um dos eixos de simetria,

diferentes das diagonais. Assim, a cada jogada do primeiro jogador, o segundo posiciona
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seu bispo na posigao simétrica, casa de cor distinta, em relagao ao eixo escolhido (simetria

de reflex@o). Portanto, a tltima jogada serd feita pelo segundo jogador.

Problema 4: Sao colocados 20 pontos em um circunferéncia. Os jogadores se
revezam unindo dois dos pontos com um segmento de reta que nao cruza outro segmento

ja desenhado. Perde o jogador que nao puder jogar na sua vez.

Solugao: O primeiro jogador vence. Para isso, é necessario desenhar uma corda
que separa os pontos em dois grupos de 9. Depois, ele replica simetricamente a cada
jogada do seu adversario (simetria de reflexao). Note que esta estratégia nao depende de

como os pontos estao distribuidos no circulo.

Problema 5: Temos dois montes de pedras. Um com 30 pedras e o outro com
20. Os jogadores se revezam removendo quantas pedras quiserem, mas s6 de um dos
montes. Vence o jogador que remover a ultima pedra.

Solucgao: O primeiro jogador vencera, se iniciar o jogo tornando os dois montes

iguais, e depois, adotar a estratégia de repetir as jogadas do seu adversario.
Problema 6: Uma margarida tem: (a) 12 pétalas; (b) 11 pétalas. Os jogadores

se revezam retirando uma tnica pétala ou duas que estejam uma ao lado da outra. Perde

o jogador que nao puder jogar na sua vez.
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Figura 3.4:

Solugao: O segundo vence em ambos os casos. Independente de como o pri-
meiro jogador comeca, o segundo jogador pode responder de modo a deixar duas fileiras
idénticas de pétalas na flor. Depois, ele pode seguir uma estratégia simétrica (simetria

central).

Problema 7: Dois jogadores se revezam escrevendo X e O em um papel quadri-
culado 9 x 9. O primeiro jogador escreve X e o segundo, O. Ao final do jogo, o primeiro
jogador ganha um ponto por cada linha ou coluna que contém mais X do que O, enquanto
o segundo ganhard um ponto por cada linha ou coluna que contém mais O do que X.

Vence o jogador que fizer mais pontos.

Figura 3.5:

Solucgao: O primeiro jogador podera garantir a vitéria se colocar seu primeiro

X no quadrado central e depois responder a cada jogada do segundo jogador com um X
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colocado simetricamente em relagdo ao quadrado central (simetria central).

Problema 8: Dois jogadores se revezam retirando pedacos de um chocolate con-
sistindo em 5 x 10 quadradinhos. Em cada jogada, eles quebram ao longo das divisoes dos

quadradinhos. Vence o jogador que obtiver primeiro um tnico quadradinho de chocolate.

Figura 3.6:

Solugao: Perde o jogador que retirar um retangulo de largura 1. O primeiro
jogador vencera, se comecar cortando a barra de chocolate em dois pedacos 5 x 5. Depois

disso, ele joga simetricamente (simetria de reflexao).

Problema 9: Coloca-se uma pecga em cada quadrado de um tabuleiro de damas
11 x 11. Os jogadores se revezam retirando um nimero arbitrario de pecas vizinhas ao
longo de uma linha ou de uma coluna. Vence o jogador que retirar a ultima pega.

Solucgao: O primeiro jogador vence se comegar removendo a pega no centro do

tabuleiro e depois seguir uma estratégia de simetria em relagao a um ponto.

Problema 10: Dois jogadores se revezam colocando cavalos em um tabuleiro
de xadrez de modo que nao possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que nao
conseguir fazer sua jogada.

Solugao: Como o cavalo sempre se movimenta de um quadrado preto para um
branco ou vice-versa, o segundo jogador pode vencer usando simetria em relacao a um

ponto ou em relagao a uma reta.
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3.1 Sugestoes de atividades

Propomos, nesta secao, algumas sugestoes de atividades que podem ser explora-
das pelos professores durante as aulas sobre Simetria. Nosso objetivo, com esses exercicios,
é chamar atengao dos discentes, por meio da ludicidade, da importancia da matéria, que
esta presente no cotidiano deles.

Situacao 1: [14] - Dona Clementina vai todas as tardes regar sua horta. Sai de casa
(ponto C') com seu regador, enche-o em um rio, préximo de sua casa, e, depois, dirige-se
a horta (ponto H). Pergunta-se: em qual ponto P da margem do rio, que denominaremos

de eixo e, permite o menor trajeto para dona Clementina regar sua horta?

Para encontrarmos a menor distancia percorrida por Dona Clementina, localiza-
mos o simétrico de H em relacdo & margem do rio - eixo de simetria - com HH'L e.
Tragamos, em seguida, segmento C'H’, obtendo o ponto P - intersecao do segmento C'H’
com a margem do rio. Dai, concluimos que o menor trajeto percorrido pela Dona Cle-

mentina é CP + PH (simetria de reflexo).
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Figura 3.8:

Verificagao da unicidade de P

Tomemos um ponto P’ qualquer, com P’ € e e P’ # P.

Como a linha da margem do rio (eizoe) é a mediatriz do segmento HH', temos
que:

PH=PH PH=PH ¢ HK = HK.

Os pontos C, P e H' sao colineares, e, pela desigualdade triangular no triangulo
(CP'H"), temos que:

CP'+PH >CH =CP+PH =CP+ PH

Portanto, CP + PH é a menor distancia percorrida por Dona Clementina para

regar suas plantas.

Situacao 2: [14] - Entre duas cidades A e D, existe um rio de margens paralelas,
representado na figura seguinte. Pretende-se construir uma ponte BC no rio, perpendicu-
lar as margens, em uma posicao, tal que, o trajeto entre as duas cidades - linha poligonal

ABCD - tenha o menor comprimento possivel.
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Figura 3.9:

Para isso, tracamos, por D, uma reta perpendicular ao rio, encontrando o ponto
E,onde DE = HH’ (largura do rio). Em seguida, tracamos o segmento AE. A intersegao

de AE com a margem do rio da cidade A deve ser o ponto B, cabeceira da ponte.

Figura 3.10:
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Note que, se B’ # B é um ponto da reta K H, margem do rio da cidade A, e, C’
é o pé da perpendicular baixada por B’ sobre a reta K'H’, margem do rio da cidade D,

entao, pela desigualdade triangular, temos que:

AB'+ B'E =AB"+(C'D > AE = AB+ BE = AB 4 CD (simetria de translacao).

Situagao 3: Construa uma figura geométrica no geoplano e, em seguida, troque

com um colega para que faca uma ampliacao ou reducao da figura em questao.

Figura 3.11:

Sutuagao 4: Faca a ampliacao e a reducao do desenho abaixo, utilizando os

espagos quadriculados apropriadamente.

P

Figura 3.12:
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Situacao 5: [7] - E possivel tragar uma curva com linhas retas?

Veja como:

ZE2ErrXece—IOmMmmMmoO w »

123456 7891011121314

Figura 3.13:

Usando régua e esquadro, podemos fazer figuras como a acima com o cuidado de
fazer as marcas das bordas em espacos regulares e com a mesma quantidade de marcas
nas duas linhas (horizontal e vertical). Note que, ligamos A com 1, B com 2, C' com 3
e assim por diante. A medida que as linhas retas vao se cruzando, fica a impressao que
elas estao se curvando.

Na imagem abaixo, determine quais simetrias (rotagao, translacao e reflexao)

foram utilizadas e quantos eixos de simetrias podemos encontrar?
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Figura 3.14:

Situacao 6: [8] - No papel quadriculado abaixo, faga os simétricos do barquinho

em relacao aos eixos e; e és.
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Figura 3.15:

Situagao 7: [1] - Imagine um plano coberto por poligonos sem deixar buracos e
sem sobreposicao de poligonos. Quando isso ocorre, tem-se uma pavimentagao do plano

ou ladrilhamento. Das figuras apresentadas abaixo, quais permitem um ladrilhamento

perfeito?
triangulo hexagono octégono heptagono
eneagono quadrado pentagono decagono

on e

Figura 3.16:

Situagao 8: [1] - Considere o alfabeto ABCDEFGHIJKLMNOPQR
STUVWXY Z
a) Quais sao as letras que tém eixo de simetria horizontal?
b) Quais sao as letras que tém eixo de simetria vertical?

¢) Quais sao as letras que tém os dois eixos de simetria?
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d) Quais sao as letras que nao tém eixo de simetria?
e) Escreva uma palavra formada s6 por letras que tém eixo de simetria horizontal.

e) Escreva uma palavra formada s6 por letras que tém eixo de simetria vertical.

Situagao 9: [1] - O Corpo de Bombeiros de uma determinada cidade renovou sua
frota de ambulancias. Para facilitar o reconhecimento dos veiculos, o chefe da corporagao
ordenou a pintura da palavra RESGATE na parte frontal das ambulancias. Dessa maneira,
todos os motoristas poderiam identifica-la pelos seus retrovisores. De que maneira a
palavra RESGATE deve ser pintada nas ambulancias para que o motorista do carro que

estiver a frente consiga ler corretamente a palavra pintada pelo seu retrovisor?

Figura 3.17:

Situacao 10: De acordo com a defini¢ao trazida por Houaiss, em seu dicionario,
Mosaico é: “Imagem ou padrao visual criado pela incrustagao de pequenas pecas coloridas

7

(de pedra, marmore, vidro, esmalte ou ceramica) sobre uma superficie (...)
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AVARVAVAVANVAVARYA
WAVANVAVARVAVAVANIVAY,
\VAVAVANRVAVARVAVAVA
AVARVAVAVANWAYARY,
AVAVANIWAVARVAVAVANIVA'
VARAVAVAVANVAVARVAVAY,
£\ AV.VAVAVA AV

WVAVAVANVAVARVAVAVA!
AVARVAVAVANRVAVARVAVA
VANWAVARVAVAVANVAY,
WWAVAVANVAVARVAVAVA!
AVARVAVAVANRVAVARVAY,
AVANWAVARVAVAVANWAY,

Figura 3.18:

Agora é com vocé! Construa, na malha quadriculada abaixo, um mosaico com

figuras geométricas, como foi feito nas duas imagens da figura acima.

T T T R R
.......................................................................................................................................................

Figura 3.19:
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Capitulo 4

Simetria no ENEM e OBMEP

O ENEM faz parte, direta ou indiretamente, da vida da grande maioria dos brasi-
leiros na busca: do ensino superior em instituicoes ptblicas ou em faculdades particulares
por meio de bolsas integrais ou parciais; cursos de formacao técnica como o Programa
Nacional de Acesso ao Ensino Técnico e Emprego (Pronatec); participacao do programa
Ciencia sem fronteiras para os alunos que ja ingressaram no curso superior; certificacao
de conclusao do ensino médio aos alunos com 18 anos ou mais, que nao terminaram o
segundo grau; desde que alcancem nota minima de 450 pontos em cada uma das quatro
disciplinas de conhecimento e 500 na redacao.

A Matematica, que responde por um quarto da prova objetiva do ENEM, é
fundamental para as pretensoes de qualquer aluno que deseja alcancar seus objetivos. Por
isso, ela nao pode ser ignorada, nem mesmo por aqueles que procuram cursar faculdades,
que tenham o minimo de contato com a disciplina, ante dificuldade que julgam ter com
a matéria. Pois, sem uma quantidade razoavel de acertos em Matematica, no exame, o
resultado pode ficar comprometido.

Dentre os ontetidos de Matemaética exigidos no ENEM, a Geometria, principal-
mente a espacial e a plana, se destaca pela grande quantidade de questoes contempladas.
Como nosso objeto de estudo é a Simetria, topico da Geometria, tivemos o interesse em
observar sua incidéncia nos exames do ENEM e OBMEP. Notamos a énfase que a banca
organizadora dessas provas da a simetria, principalmente, por intermédio do artista M.
C. Escher (1898 — 1972), que dedicou sua existéncia e trabalho as artes graficas.

A prova do ENEM, criada em 1998, a principio, para avaliar o desempenho dos

estudantes ao fim da educacao bésica, continha 63 questoes, sendo, em média, 12 questoes
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de Matematica. Em 2009, foi introduzida a proposta de unificar o concurso vestibular das
universidades federais, e a prova passou a contar com 180 questoes objetivas, das quais,
45 sao de Matematica.

De 1998 a 2008, contabilizamos 16 questoes resolvidas apenas com conhecimento
de nogoes basicas de Simetria (rotagao, translagao e reflexdo) ou com a ajuda dela. Ou
seja, sua incidéncia ¢ de 16 questoes em 11 provas aplicadas, resultando em aproximada-
mente 1,45 exercicio, relacionado a simetria, por prova. De 2009 a 2015, a incidéncia de
questoes em que a ela aparece é de 9 exercicios em 7 exames, portanto, estd presente em
aproximadamente 1,3 exercicio a cada prova.

Ja, a Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Ptiblicas (OBMEP), pro-
movida pelo Ministério de Ciéncia e Tecnologia (MCT) e pelo Ministério da Educagao
(MEC), é realizada pelo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) com
o apoio da Sociedade Brasileira de Matemética (SBM). A prova ¢ dirigida aos alunos do
62 a0 92 ano do Ensino Fundamental e aos alunos do Ensino Médio das escolas publicas
municipais, estaduais e federais que concorrem aos prémios: medalha de ouro (500); de
prata (1500); de bronze (4500); certificado de mengao honrosa (46200); Programa de Ini-
ciagdo Cientifica Jr. (PIC) aos 6500 medalhistas de ouro, prata ou bronze e, ainda, o
Programa de iniciagdo Cientifica e de Mestrado (PICME) para os medalhistas de ouro,
prata ou bronze de qualquer edicao da OBMEP, matriculados no ensino superior podera
se candidatar ao PICME. Professores, escolas e secretarias municipais de educacao dos
alunos participantes também concorrem a prémios.

Os principais objetivos da OBMEP sao: estimular o estudo entre os alunos;
melhorar a qualidade da Educacao Basica; identificar jovens talentos e incentivar seu
ingresso nas areas cientificas e tecnoldgicas; incentivar o aperfeicoamento dos professores,
contribuindo com sua valorizacao profissional e contribuir para a integracao das escolas
publicas com as universidades publicas.

Os alunos participantes sao divididos em trés niveis de acordo com seu grau
de escolaridade. No Nivel 1, sao matriculados os alunos do 62 ou 7° ano do Ensino
Fundamental; no Nivel 2, os alunos do 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental e no Nivel
3, qualquer aluno do Ensino Médio. A prova é realizada em duas etapas. Na primeira
fase, a prova é formada por 20 questoes objetivas e, na segunda, o exame é composto por

6 questoes discursivas, aplicado aos alunos classificados na primeira fase.
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De acordo com o levantamento que fizemos nas provas da primeira fase, desde
2005, quando a OBMEP foi criada, a quantidade de questoes relacionadas a Simetria é,
ainda, maior do que a do ENEM, provavelmente por conta dos objetivos mais especificos
do programa, tais como: identificacao dos jovens talentos, e, também, pelo fato de a prova
ser aplicada por niveis (faixa etdria menor entre os alunos) favorecendo muitas ilustragoes.
Os resultados obtidos, em nossa pesquisa, mostram que o percentual de exercicios que

envolvem simetria, nos trés niveis da OBMEP, esta na ordem de:
e Nivel 1: 13,75%;
e Nivel 2: 13,33% aproximadamente;
e Nivel 3: 12,5%.

Ver [9] e [11].
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Consideracoes finais

H& varios anos atuando como professor de Matematica do Ensino Bésico, cons-
tatamos nos alunos, com inquietagao, a maneira de como eles reagem a apresentacao de
alguns conteidos matematicos. Alguns parecem nao se incomodar com a abstracao ou
nao desses topicos. No entanto, uma parcela significativa deles, frente a assuntos que nao
remetem significado aparente em seus cotidianos, torna-se, muitas vezes, desmotivada e
pode até criar aversao pela disciplina, dificil de ser revertida.

A abordagem ao tema, em mnosso trabalho, é fruto dessa inquietacdo. Opta-
mos pela Simetria, principalmente, pelo significado que o conteido tem em nosso coti-
diano. Acreditamos que o estudo dela constitui uma ferramenta salutar das isometrias,
que permite desenvolver o conhecimento matematico dessas transformacgoes geométricas
bem como o de fornecer, consequentemente, instrumentos bastante uteis na resolucao de
problemas geométricos. E, ainda, desenvolver a capacidade de visualizagao mais dinamica
a Geometria.

No decorrer do trabalho, procuramos demonstrar, de maneira simples, a enorme
contribuicao que a Simetria confere a varios conteiidos matematicos, tais como: ve-
tor, func¢oes inversas, nimeros complexos, circulo trigonométrico e, principalmente, nas
operacoes com matrizes, justificadas em todas as isometrias.

Vimos que, O GeoGebra, muito utilizado em nosso trabalho e pouco explorado nas
escolas por professores e alunos, é uma ferramenta muito interessante, quando possivel, ser
desenvolvido em sala de aula, a ser trabalhado concomitantemente aos conteidos. Pois, o
programa favorece: a compreensao dos conceitos, as relacoes geométricas, a possibilidade
de relacionar figuras e operar com elas.

Por fim, destacamos a relevancia de se trabalhar situagoes-problemas, que des-

pertem a curiosidade dos alunos, justamente, por elas aproximarem-se ao dia a dia deles.
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Nossa experiéncia mostra, ainda, que diante de alguns jogos, exercicios contextualizados,
engracados e ludicos, relacionados aos conteidos ministrados nas aulas de matematica,

tendem a envolver os discentes, dai, as chances de assimilagao se tornam evidentes.
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