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Resumo

Este trabalho ¢ uma proposta de uso do software GeoGebra no curso de geome-
tria espacial para alunos de 2° ano do ensino médio. A escolha deste software se deu
pelas suas caracteristicas didaticas, que tornam a compreensao dos conceitos trabalha-
dos mais acessiveis aos alunos. O software foi aplicado, como sugestao, no estudo de
poliedros, prismas, piramides, cilindros, cones e esferas.

Espero que a leitura deste material suscite nos professores o desejo de criacao de
novas ideias para uso deste software e de outros em suas aulas, inserindo o ensino da
matematica em uma perspectiva mais atual, utilizando ferramentas tecnologicas que

sao comuns ao cotidiano dos alunos.
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Abstract

This paper is a proposal for use of GeoGebra software in geometry course Space for
second year high school students. The choice of this software was given by their didactic
characteristics that make the understanding of the concepts developed more accessible
to students. The software was applied, as suggested in the study of polyhedra, prisms,
pyramids, cylinders, cones and spheres.

I hope that reading this raise in teachers stuff the desire to create new ideas for
using this software and others in their classes, entering the teaching of mathematics
in a more current perspective, using technological tools They are common to the daily

lives of students.
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Introducao

O contetdo de geometria espacial ¢ complexo e de muita importancia na matema-
tica, fazendo parte do curriculo do Ensino Médio. Para que a geometria espacial seja
compreendida, é necessario ter uma melhor visualizagao dos solidos geométricos estu-
dados. Quanto melhor for a visualizacao desse objeto de estudo em diferentes angulos,
melhor é a sua compreensao. Nem sempre é possivel levar exemplos concretos dos so6-
lidos para a sala de aula, o que dificulta o entendimento e a memorizacao do que esta
sendo estudado pelo aluno, podendo leva-lo ao desinteresse pela disciplina.

A geometria espacial é composta por trés dimensoes e, quando o professor faz as
representacoes desses objetos no quadro, a imagem do sélido nao fica boa, porque o
mesmo esté representando um soélido 3D em uma regiao 2D. Sendo assim, a utilizagao
de um software que permite trabalhar com essa perspectiva é de fundamental impor-
tancia nas aulas, tornando-se um recurso pedagogico de muito valor. A partir dai,
o PROFMAT me deu a oportunidade de conhecer o (Geogebra nas aulas de Recur-
sos Computacionais, um software matemaético idealizado por Markus Hohenwarter da
Universidade de Salzburg. Com este programa, ¢ possivel trabalhar com geometria,
algebra e calculo.

O uso deste recurso tecnologico para trabalhar com a geometria espacial surge como
uma tentativa para melhorar as aulas de geometria, pois o software permite estudar
um determinado sélido geométrico em movimento, o que faz com que a visualizagao
deste objeto de estudo seja melhor. Portanto, a ideia de trabalhar com a utilizacao do
Geogebra envolvendo os contetidos de poliedros, prismas, piramides, cilindros, cones e
esferas tem a finalidade de expor melhor os conceitos de geometria espacial.

Além disso, quando trabalhamos com geometria espacial nos preocupamos em cal-
cular as areas e volumes dos solidos. O professor pode utilizar alguns comandos do
software que calcula essas areas e volumes. Pode também fazer "demonstracoes'de for-

mulas mateméaticas, sem o rigor mateméatico necessario com a utilizacao do Geogebra.



Assim, pode-se levar a uma melhor compreensao acerca dos solidos geométricos.

As ideias aqui contidas nasceram, entao, da perspectiva de auxiliar os alunos a
obter uma melhor visualizacao dos solidos geométricos, além daquela que o método
tradicional de ensino permite (quadro e giz), procurando utilizar uma ferramenta ainda
mais proxima ao jovem do século XXI: a tecnologia. Para tal, procuraremos expor um
trabalho desenvolvido com alunos do Ensino Médio de uma escola publica, durante as
aulas de Matematica.

Na secao Introducgao aos poliedros, apresentaremos alguns comandos do programa
nas construcoes de poliedros, trabalhando com a definicao de poliedros e de poliedros
regulares, que sao conhecidos como sélidos de Platao. Mostraremos também a rela-
cao de Euler e as propriedades de um poliedro convexo, além de alguns exercicios de
exemplos.

Na secao de Prismas, serao trabalhados alguns comandos do Geogebra para cons-
truir solidos. Também neste capitulo, exploraremos o programa para mostrar a plani-
ficacao, areas e volumes de prismas.

Nas secoes de Piramides, Cilindros e Cones utilizaremos o programa para mostrar
sobre areas e volumes destes solidos. Apresentaremos também os elementos de uma
piramide, e trabalharemos com piramides regulares, dando exemplos de onde podemos
encontrar estes solidos do dia a dia.

Na secao sobre esfera, mostraremos o seu volume fazendo uso dos recursos que o
Geogebra contém, apresentando ainda um artificio para "demonstrar"a area de uma
esfera. Através de proporcao, é apresentada a area do fuso e o volume da cunha esférica.

No capitulo 3, utilizaremos o tetraedro para introducao de estudo de grupos, ve-
rificaremos a quantidade de rotagoes que este solido possui. Em seguida, definiremos
grupos e mostraremos o grupo de permutacoes.

No sitio www.geogebra.org pode-se fazer o download do geogebra, ja que este soft-

ware é livre.



Capitulo 1

Introducao sobre poliedros

Os poliedros sao solidos geométricos conhecidos pelo homem desde antes de Cristo.
Platao, filosofo grego discipulo de Socrates, estudou esses solidos. Para ele, tudo era
composto por terra, ar, fogo e agua, sendo que a cada um desses elementos correspondia
um poliedro regular. A terra era representada pelo Hexaedro (cubo) devido a sua
"estabilidade", ao ar o octaedro, ao fogo o tetraedro, e & agua , o icosaedro, e o

dodecaedro representava o elemento de que o universo seria feito.

Definicao 1.0.1. Poliedro € definido como um sdlido geométrico limitado por um ni-
mero finito de poligonos planos, que sao suas faces, e tomando essas faces de dois a

dois elas tém um lado comum.

Os poliedros possuem trés elementos: Arestas, Vértices e Faces. Nesse momento,
é interessante que o professor do Ensino Médio utilize o GeoGebra para mostrar aos

alunos alguns poliedros.

Octaedro regular Prisma triangular

Figura 1.1: Poliedros



Por que o GeoGebra?

Pelo fato de ser melhor a visualizacao do poliedro no software do que no quadro;

pois no quadro, a construcao da figura pode ser desproporcional, porque é uma figura

de 3 dimensoes que foi feita em duas. Ja no programa ha uma opcao chamada de janela

de visualizacao 3D, que esté localizada na barra de menu, no item exibir. Devido a

esse recurso, a visualizagao do poliedro ¢ melhor.

Os comandos utilizados para a construgao do octaedro regular foram feitos em trés

passos. Na figura abaixo a seta vermelha indica o protocolo de construcao do poliedro

e o retangulo vermelho o campo de entrada. Cada um dos passos foram inseridos no

campo de entrada. O 1° Passo: o ponto A, o 2° Passo: o ponto B e o 3° Passo:

comando octaedro utilizando os dois pontos criados anteriormente.

B

ISEI

]
)

NOENZE B

» Janelade Aigebra = B[+ Janela de Visualizagéo 3D
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Figura 1.2: Comandos basicos para a construcao do octaedro

(@)

A nomenclatura dos poliedros convexos sao dados de acordo com os numeros de

faces. Como mostra a tabela abaixo.

tetraedro poliedro convexo com 4 faces
pentaedro | poliedro convexo com 5 faces
hexaedro poliedro convexo com 6 faces
heptaedro | poliedro convexo com 7 faces
octaedro poliedro convexo com 8 faces

icosaedro | poliedro convexo com 20 faces




1.1 Poliedros convexos e nao-convexos

Definicao 1.1.1. Um poliedro é convero quando quaisquer dois pontos pertencentes
ao solido formam um segmento de reta contido nele. Caso contrdrio, dizemos que o

poliedro é nao-convero.

|- - *T — |®

Poliedro ndo-convexo

Poliedro convexo

Figura 1.3: Poliedro convexo e nao-convexo

1.2 Relacao de Euler

A relacao de Euler é um teorema importante nos estudos de poliedros convexos. O
matematico francés Adrien Marie Legendre (1752 a 1833) fez uma demonstragao desse

teorema utilizando como argumento central a soma dos angulos de um poligono.

Teorema 1.2.1. Seja P um poliedro convexo com F faces, A arestas e V vértices.

Tem-se necessariamente V — A+ F = 2.

Demonstragao

Considere um poliedro convexo P, tal que V é o nimero de vértices, A é a quantidade
de arestas e I é de faces. Suponhamos que a face desse poliedro sao triangulos, caso
nao seja, por meio de diagonais obtemos as faces triangulares sem alterar o nimero V
- A + F; porque a quantidade de vértice continua sendo V e a cada aresta aumentada
corresponde uma face aumentada, sendo assim, arestas e faces se cancelam.

Utilizaremos também uma esfera E de raio r e centro O. Tal que O ¢ o interior do
poliedro convexo P. Fazendo a projecao radial do poliedro P sobre a esfera E, a mesma

fica recoberta de F triangulos, que chamaremos de tridngulos esféricos, com um total



de V veértices e A lados (arestas). Observe que a projecao radial do triangulo T sobre

a esfera E nos fornece o triangulo esférico t. (Veja a figura 1.4)

Figura 1.4: Triangulo esférico

A soma dos angulos internos, medidos em radianos de um triangulo esférico, foi

demonstrada em 1629, pelo gedmetra francés Albert Girard. A formula é essa:
a
atf+y=1+-
-

onde, a é a area do triangulo e r é o raio da esfera. Legendre se fundamentou nessa
formula para demonstrar o teorema de Euler.

Se a esfera E foi decomposta em F triangulos esféricos, com um total de V vértice
e A lados (arestas). A formula de Girard vale para cada um desses triangulos esféricos
t.

ay
St:7T+_2
r

onde, S; ¢ a soma dos angulos e a; ¢ a area do triangulo esférico t. Temos entao:

ZSt:WF+ Zat(*)

r2
Observe que a soma dos angulos em torno de cada vértice do triangulo esférico t é

ZSt =27V

ainda temos que Y a; = 47r? que ¢ a area da superficie esférica sendo assim, podemos

igual a 27. Logo,



reescrever (*) da seguinte forma:

4 2
2V =7F + W;n
r
2V — F = 4(xx)

Iremos também relacionar a quantidade de faces F dos triangulos esféricos e o
nimero de lados A dos mesmos triangulos. Observe que cada lado desses triangulos

corresponde ao lado do outro. Dai temos:
3F =2A

F =2A—2F(* % %)

Substituindo (***) em (**) obtemos a seguinte relacao:
2V —-F=4=2V-2A42F=4=—V -A+F=2

que ¢ a relacao de Euler.

Exemplo 1.2.2. Um poliedro convexo tem 6 faces triangulares e 4 faces hexagonais.

Quantas arestas e quantos vértices tem esse poliedro?
Solugao:

Calculando a quantidade de arestas:
Como o poliedro tem 6 faces triangulares e cada uma dessas faces tem 3 arestas, temos:
6 x3=18
O poliedro tem 4 faces hexagonais e cada uma dessas faces tem 6 arestas:
4x6=24
Como cada aresta foi contada 2 vezes, o nimero total de aresta é:
A=182  A=9]
Temos entao F = 10, A = 21
Aplicando a relacao de Euler:
V+F=A4+2—-V+10=2142—-V =13

Portanto o poliedro tem 21 arestas e 13 vértices.
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1.3 Poliedros convexos - Propriedade

Giovanni e Bonjorno, 1992, relacionam os vértices do poliedro com a soma dos seus
angulos internos das suas faces como uma propriedade. Aqui iremos considerar como

um teorema.

Teorema 1.3.1. A soma dos dngulos internos de todas as faces € dada por: S =

(V —2) x360° , onde V é o nimero de vértices e S é a soma dos dngulos.

Demonstracgao:
Considere:
V = O namero de vértices do poliedro
A = O nimero de arestas do poliedro

F = O nimero de faces do poliedro
Iremos agora contar a quantidade de arestas deste poliedro, da seguinte forma:
X1 = ntmero de lados da face 1
X9 — nimero de lados da face 2
X3 = nimero de lados da face 3

Xr = namero de lados da face F

Temos:

X1+ Xo+ X3+ ...+ Xp = 2A, porque cada aresta da face foi contada duas vezes.

Sabendo que a soma dos angulos internos de um poligono é S; = (n—2)180°, temos

entao que a soma dos angulos de todas as faces de um poliedro é:
S = (X7 —2).180° + (X5 — 2).180° + (X3 — 2).180° + ... + (XF — 2).180°

S=(X;+Xo+ X3+ ...+ Xp).180° — F.360°

Substituindo X; + Xs + X5 + ... + X por 24, note que:

S = (A — F).360°(x)



Agora, fazendo uso da Relacao de Euler, temos:

V-A+F=2
V—2=A— F(xx)

Substituindo (xx) em (%) temos:

S =(A-F).360°
S =(V —2).360°
como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.3.2. Determine a soma dos dngulos das faces de um prisma cuja base é
um pentdgono.

Mostraremos duas solucoes para este exercicio de exemplo, recorrendo ao GeoGebra
na primeira solucao; porque utilizaremos recursos do programa que serd apresentado
na resolucao do exercicio, que facilitard a compreensao dos alunos diante da pergunta.
Em sequida, partiremos para segunda solugao, que é algébrica, pois o aluno terd a

oportunidade de visualizar esses cdlculos da solugao.

12 FIGURA 4g9b BN

Arquive Editar Exibir Opglies Femamentas Janela Ajuda
nEENSERNENOBANDS
ftCvw D) v Hw DO Angulo

Selecione trés pontos ou duas retas

Entrada ]

Blc @ O 52| od] - GRRaG

Figura 1.5: Angulos internos de um prisma pentagonal



Solucao 1:

A figura 1.5 € um prisma pentagonal, o valor dos dngulos formados pelas arestas do
poligono ABCDE, que ¢ base do prisma, é de 108°. Isto € verificado utilizando o
comando de medir angulos que estd localizado no décimo primeiro icone da barra de
ferramentas, na figura o icone estd marcado de vermelho. Como o poligono ABCDE é
congruente ao poligono FJIHG, temos entdo 10 dngulos de 108°. Pelo fato do prisma
ter uma base pentagonal, o mesmo possui & faces laterais congruentes, que sao as faces
ABJF, BC1J, CDHI, EDHJ e AEGF. Utilizando o icone de medir dngulos, temos que
os dngulos internos da face lateral € de 90°. Sendo assim, temos 20 dngulos de 90°.

Portanto, a soma dos dngulos das faces (incluindo as bases) do prisma pentagonal é

de 2880°.
Solugcao 2: algébrica

Se o poliedro dado é um prisma de base pentagonal, ele apresenta:

2 bases e § faces laterais, num total de 7 faces;

b arestas em cada base e 5 arestas laterais, sendo assim um total de 15 arestas.

Aplicando a relagcao de FEuler, temos:
V+F=A4+2-V+7=15+2-2V =10

Aplicando a formula da soma, temos:
S=(V—-2)x360°— S =(10—-2) x 360° — S = 8 x 360° — S = 2880°.

Resposta: A soma dos dngulos do prisma € 2880°

1.4 Poliedros regulares

Definicao 1.4.1. Um poliedro convexo é regular, quando todas as suas faces sao poli-

gonos requlares e a quantidade de arestas que convergem para o vértice € igual.
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Um poligono € reqular quando todos os seus lados sao iguais, isto €, congruentes, e

todos 0s seus dngulos internos sao iguais.
Teorema 1.4.2. Existem apenas cinco poliedros requlares converos

Demonstragao:
Considere um poliedro regular tal que:
« = Namero de lados de cada face do poliedro

0 = Numero de arestas que convergem para cada vértice do poliedro

Sendo assim temos:

2A=aF =0V
Note que:
-
2
‘ F
«
V=—
0

Substituindo esses valores na relacao de Euler temos:

V—A+F:2:>%—%+F:2:>F:m

Precisamos ter 2a+ 20 —af > 0 =0 < %
Como a > 3 = 6 < 6, Dai temos:

Para a =3 = 3 < 6 < 6, Sendo Assim:

e Se ) =3 = F =4 = Tetraedro
o Se ) =4 = F =8 = Octaedro
e Se § =5 = F =20 = Icosaedro

Para a =4 = 3 < 6 < 4, isso implica:
Se =3 = F =6= Cubo

11



Paraa=5= 0 =3 = I = 12 = Dodecaedro.

Logo, a figura abaixo representa os cinco poliedro regulares.

¢ FIGURA 299b .
|'_AJ Jf'v D'l C!J, é" o A= hN| ABC" :@)ﬁ %J‘T:‘
2 fC~ D Ay kv O~

Tetraedro regular Hexaedro regular ( Cubo)

4 faces triangulares
6 faces quadrangulares

4 vértices g
6 arestas vertices
12 arestas
{2 FIGURA 3.9b E=TIee X}
Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

: = = =]
nREEEECENEENER ==
34 A Cv Dy v v Cv

Octaedro regular Dodecaedro regular Icosaedro regular

8 faces triangulares 12 faces pentagonais 20 faces triangulares
6 vértices 20 vértices 12 vértices
12 arestas 30 arestas 30 arestas

Figura 1.6: Poliedros regulares

Na figura, foi utilizado o software GeoGebra para apresentar esses poliedros aos
alunos, porque a visualizacao desses solidos ¢ melhor no programa por causa das cores,
das construgoes dos poliedros serem mais rapidas e a contagem das faces, arestas e
vértices dos solidos é mais facil. Logo, é interessante para o professor apresentar esses

poliedros regulares aos alunos utilizando esse recurso.
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Capitulo 2

Alguns Poliedros

2.1 Prismas

Nesta secao, estudaremos sobre o prisma,

mas antes de iniciarmos serao apresentados

alguns comandos basicos do GeoGebra para a construcao de prismas.

Para construirmos quaisquer prismas no GeoGebra clicamos no menu exibir, em

seguida escolhemos a opcao de janela de visualizagao 3D, porque o prisma aparecera

nesta janela.

£ GeoGebra 7 Geolebra

7N
Arquivo Editfr [Exibir| Jpcdes Ferramentas Janela Ajuda
(I_\::azem de Algebra Ctrl+Shift+A ;\E‘
JU) 3 Planilha Ctrl+sShift+S -2 4
b Janelade Al fx= Janela cAS Crl+Shift+K
@ Janela de Visualizagéo Ctrl+Shift+1
& Janela de Visualizagio 2 Ctri+Shift+2
I & Janela de Visualizagéo 3D Ctrl+Shift+3 I
4 Protocolo de Construgéo Ctrl+Shift+L
4. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P

D Teclado
¥ Campo de Entrada

2 Layout ...

?5 Atualizar Janelas Ctri+F
Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R
e .

Arquive Editar Exibir Op

b Janela de Algebra

Ferramentas Janela Ajuda

I/\» Poligono

I:} Poligono Regular

> Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

| |

Figura 2.1: Construgao de prisma (1)

Em seguida, clicamos no quinto icone da barra de ferramentas e depois na opcao

poligono, se desejarmos um poligono nao regular.

Caso contrario, escolha a opgao

poligono regular. Escolheremos a opg¢ao poligono regular. Como esta na figura acima.

Selecionaremos dois pontos da janela de visualizacao, na sequéncia aparecerd a op-
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cao de escolher a quantidade de vértices. Serao escolhidos 5 vértices, logo construiremos
um poligono pentagonal e consequentemente o prisma que iremos construir terd um

pentagono como base (Veja a figura 2.2).

€2 GeoGebra = % |
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
Sl = . = =
DEENEDEEANZER -
» Janela de Aigebra B[ b Janela de Visualizagéo @ |» Janela de Visualizacio 3D [=]
Ponto 6 AT T
- A=(2,0) o TS
® B=(2,0) g // ,,\7\
el .
A
i €2 Poligono Regular =< 5 e
Vértices o
2 h o |[F—.2 ,/
-1
5 [ ok |[ cancelar 3
2
1 2 4

Entrada:

Bl @ 0o o= o] T onEE a0

Figura 2.2: Construgao de prisma (2)

Depois, clicamos na janela de visualizagao 3D, e também no nono icone da barra
de ferramentas que estd marcado pelo circulo vermelho, em seguida selecionaremos a

op¢ao prisma (Veja a figura 2.3).

€2 GeoGebra ol
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela_Ajuda
Y I 2 P 9 (4P 4] =
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizi & Piramide: & [» Janela de Visualizacio 3D (=]
Poligono // T
® pol1=27.63 Iﬁﬂ Prisma I e S
Ponto . i SU
| : *B“ ‘(‘ZZ'O"J) 14) Fazer extrusio para Piramide ou Cone // y
> = o
/
Segmento f[j Extruséo para Prisma ou Cilindro il 4
® a=4 \,\_\ /
A cone s s
o T 7
£& Cilindro 4
./X} Tetraedro Regular

Tl cuvo
B Panificacio

2

El

-4

5

Entrada:

BlE 6 @2 od]

Figura 2.3: Construcao de prisma (3)

Apobs esses procedimentos, marcamos os cinco pontos da janela 3D, e clicamos na

altura desejada, nessa situagao a altura é o ponto J(0,0,4), que é o ponto que esta
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marcado de vermelho (veja a figura 2.4).

€2 Geobebra N - . T (Sl ]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

EEEEEICE -
» Janela de Algebra = &> Janela de Vi cdo %[> Janela de 3D
Pentagono 2

i-® faceABCDE =27.5
® faceFGHIJ =27.53
Poligono

® pol1=2753
Ponto

® A=(2,0)

® B=(2,0)

® F=(124,384)
® G=(2,6.16,4) =

Quadrilatero
-@ faceABl = 16
@ faceAEFJ=17.72 | |
® faceBCHI=17.72
® faceCDGH =16.68
@ faceDEFG =16.68
Segmento
® a=4
® arestaAB=4

® arestaAE=4
-@ arestaAJ = 447

-
“ m ] v

Entrada:

Bt @ 0=l=]olF] e

Figura 2.4: Construgao de prisma (4)

Definicao 2.1.1. As regioes limitadas por paralelogramos assim determinados, junta-
mente com as regioes poligonais ABCDE e A'B'C'D'F', determinam um poliedro cha-
mado prisma de bases ABCDE e A'B' C'D'E (Dante, 2013).

1.7 GeoGebra — ) —
Arquivo Edilar Exibir Opgdes F Jansla Ajuda
\Ai\i \_‘r;li‘!iili =y 57:{;0\.'\7 o
| | [ | el | | (;} el ||| ABC |
‘i,v "i{\‘:- e B ! &' g et ‘L\v Nl || B
} Janela de Algebra b Janela de 50 3D
..... U2 A ~
Prisma
@ 7=5506
Quadrildtero
faceABJF =11.31
faceAEGF =11.31
""" faceBCW = 11.31 ’
faceCDHI=11.31 E
faceDEGH =11.31
Segmento /
= /
| a=2.83 | A D

@ arestaAB = 2.83
----- @ arestaAE =283

@ arestaAF=4

@ arestaBC = 2.83

----- @ arestaBl=4
@ arestaCD = 2.83
@ arestaCl=4
----- @ arestaDE=2383
@ arestaDH=4
@ arestaEG=4
----- @ arestafG=2383
@ arestaF) =2.83
@ arestaGH = 2.83 K
----- @ arestaHi=2.83
@ arestal) = 2.83

Texto
----- @ textol =
@ textoll =
@ texto2
..... ® texto3
@ textod
@ textob
----- @ textob =

Figura 2.5: Prisma
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2.1.1 Elementos do prisma

O Prisma é um soélido geométrico limitado por faces planas. Os seus elementos estao

na figura abaixo:

£7 FIGURA 8.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcie

Duu

Gy Dv

NENOBNED

aresta lateral

:D. altura (h)

face lateral

Base

aresta da base

Figura 2.6: Elementos do prisma

As bases sao poligonos congruentes. As faces laterais sao paralelogramos. A dis-
tancia entre as duas bases é a altura do prisma e é indicado pela letra h. O prisma

recebe o nome de acordo com o niimero de lados do poligono da base.

BASES SAO NOME DO PRISMA
Triangulos Triangular
Quadrilatero Quadrangular
Pentagonos Pentagonal
Hexagonos Hexagonal
Heptagonos Heptagonal
E assim por diante

Sendo assim, temos:
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7 FIGURA 9.9b

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

GllALAx > cle]el

- E
| Gy Dv v dv @v

4]0]<]N]

.

e N
Prisma Hexagonal Prisma Triangular
(bases sdo hexdgonos) (bases sdo triangulos)

Figura 2.7: Exemplos de prismas e seus respectivos nomes

2.1.2 Prisma reto e prisma obliquo

Um prisma pode ser reto ou obliquo.

Definicao 2.1.2. O prisma € reto quando as arestas laterais sao perpendiculares aos

planos das bases. O prisma € obliquo quando as suas arestas laterais formam com as

arestas da base dangulos menores que 90° (Giovanni e Bonjorno, 1992).

¢ FIGURA 10.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

[ el IOl Il

Prisma reto Prisma obiquo

Figura 2.8: Prismas: reto e obliquo

Podemos confirmar essa definicao no GeoGebra utilizando o recurso de medir an-

gulos, que ja foi citado anteriormente.
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2.1.3 Planificacao de um prisma

Fazer a planificacdo de um prisma, que é uma figura geométrica tridimensional, é
torné-la numa figura geométrica bidimensional, isto é, plana. Quando o professor
realiza este conceito utilizando apenas o quadro negro, muitos alunos nao conseguem
compreender a ideia que esta sendo executada, gerando muitas davidas, o que faz com
que novos conceitos que necessitam dessa ideia de planificacao se tornem mais dificeis de
apreender. Para minimizar esse problema, fazemos uso da tecnologia. Nesta situacao,

o GeoGebra, que tem um recurso muito interessante, a planificacao.

© Geatebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janelg Aluda

LAl [ le| A[3DB] <[ NJud <] 7

» Janela de Algebra[X] | »_Janela de Visualizagd A piramide » Janela de Visualizagéo 3D
IF Prisma TT—

14} Fazer extruséo para Piramide ou Cone

A
®

1 Extruséo para Prisma ou Cilindro
4 oone
3 cinaro

y Tetrasdro Regular

[ 5 =2 4] @ Cubo

Entrada:

BlE @ 0= ]

Figura 2.9: Comandos bésicos para planificacao

Em seguida, selecionamos o sélido e clicamos com o botao direito no controle des-

lizante e escolhemos a opcao animar.

} Janela de Visualizagdo 3D [

:U— > controle deslizante

Nimero h
Exibir Objeto
& Exibir Rétulo
I Animar I
v Fixar Objeto
+# Posicdo Absoluta na Tela

% Renomear
[/ Apagar

4+ Propriedades ...

Figura 2.10: Animando a planificagdo de um prisma
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Depois que aprendemos a fazer uma animacao da planificacao de um sélido geomé-

trico no Geogebra, podemos entao planificar um prisma hexagonal ou qualquer outro

prisma. O professor, fazendo essa planificacao na aula, através do software, a aula se

torna mais interessante, porque o aluno

vé a transformacao da figura tridimensional

para bidimensional. E nesta situacao vale o seguinte ditado popular "uma imagem vale

mais que mil palavras."

ﬁi FIGURA 11ggb

=|E| % |] ¢y AGURA 11 1ggb

= | E

Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janels Ajuda

Arqlmlu Editar Exibir Opcfes Fermamentas lanela Ajida

Ol 4lN=]>

Al dls]el4

wmﬂgwmmumuuuﬂL

A Cx D> v v O

ACY Dy v B v

Animagao da planificagdo do Prisma hexagonal

Animagao da planificagdo do Prisma hexagonal

|

(7 FIGURA 11.ggb €7 FIGURA 11 Lggb =B 8
Arquivo’ Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Aluds Arquivo Edifar Exibir OpgBes’ Ferramentas: Janela Ajuda Entrar...
.ngﬂﬂﬂﬂmiﬂf 0BRSS EANIE EIEY e

A CYy Dy (T v O

|+ Civ

Animagdo da planificagdo do Prisma hexagonal

Planificagdo do Prisma hexagonal

a=1

Figura 2.11: Animacgao do prisma hexagonal
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2.1.4 Casos particulares - Paralelepipedo e Cubo

Os paralelepipedos sao casos particulares de prismas e qualquer uma de suas faces
podem ser uma base, pelo fato do paralelepipedo ser constituido de faces paralelas e

opostas que sao ligadas por arestas paralelas umas com as outras. Como ilustra a figura

abaixo.

[y <)

9 FIGURA 15,990
Entrar.

Arquivo Edtar Bxitic Opgdes Femamentas Jansla Ajuda

7777777777777

Al
T Ev v @) wee - |[@4

(Paralelepipedo retangulo )

( paralelepipedo obliquo )

OCORREU A MUDANCA DE BASE

Figura 2.12: Exemplos de paralelepipedos

O paralelepipedo possui trés dimensoes que sao: comprimento, largura e altura,
no qual essas medidas serao indicadas por a, b e c, respectivamente. Quando essas
medidas sao iguais, isto ¢, a = b = ¢, o paralelepipedo é denominado cubo. Observe que
na figura 2.13, na janela de algebra, podemos verificar algumas propriedades do cubo.
Por exemplo, na parte que estda marcada com retangulo vermelho, observamos que as
arestas tem a mesma medida, que neste caso ¢ igual a 4. Uma outra propriedade do
cubo sao as seis faces possuirem areas iguais, que nesta situagao é 16. Isso é verificado

na regiao que esta marcada com o retangulo da cor verde.

€ AIGURA 160

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda

o
@,

2,44 i
J=(2,4,4) H

faceABCD = 16
faceABFE = 16
faceADHE = 16
faceBCGF = 16
faceCDHG =16
faceEFGH =16

® arestaAB=4
® arestaAD=4
© arestaAE=4
® arestaBC=4
® arestaBF =4
® arestaCD=4
® arestaCG=4
® arestaDH=4
® arestaEF =4
® arestaEH=4
® arestaFG=4
® arestaHG =4

® textol ="a"
® textol0 = “G” B
® textoll = “H"

Figura 2.13: Cubo
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Definicao 2.1.3. Os paralelepipedos sao definidos como prismas nos quais as suas

faces sao paralelogramos (Dante, 2013).

Quando as faces sao retingulos e as faces opostas sao congruentes denomina-se um

paralelepipedo retdngulo.
e Paralelepipedo retangulo - calculo da diagonal

No paralelepipedo abaixo de dimensoes a,b e c, temos:

£ FGURA 1709 [

ssssss

Figura 2.14: Diagonal do paralelepipedo

x = medida da diagonal do poligono ABCD (Base)
d = medida da diagonal do paralelepipedo

e O triangulo ADB é retangulo em A, logo, podemos utilizar a relacao de Pitagoras:

2% = a® + b? chamaremos esta de equacao I.

e O triangulo DHB é retangulo em D, logo, também é permitido utilizar a relacao
de Pitagoras:

d? = 2 + ¢ Chamaremos esta de equacao II.

e Substituindo T em TI, temos:

=22+ =a+0P+c—d=+va%2+ b+ 2

Portanto a diagonal de um paralelepipedo é:

d=+va*+ b>+ 2
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e Cubo - calculo da diagonal

Como o cubo é um caso particular do paralelepipedo reto retangular (a = b = ¢)

nentas Janela Ajuda

[

Janela de Visualizagao 3D

<] NJed]| )

a

Figura 2.15: Diagonal do cubo

temos:

a2+ a2+ a2 =+vV3a2=aV3
d=aV3

Logo, a diagonal do cubo é: d = a\/3

2.1.5 Areas - Paralelepipedo e Cubo

e Calculo da area total do paralelepipedo

Observe que do lado esquerdo da figura 2.16, temos as faces do paralelepipedo e as
suas respectivas areas. Analisando esses dados, podemos afirmar que a area da face
ABCD ¢ igual a EFGH, a area da face ABFE é igual a CDHG, e a area da face ADHE
é igual a BCGF. Sendo assim, podemos determinar uma férmula que relaciona a area

com as medidas das arestas do paralelepipedo.
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€ FIGURA 17.9b

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
[ 1 = G
LA Ole]e] @] <] ]
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J=(3,2,0)
K=(3,2,2) H
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® =48
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® arestaFG=6 B
© arestaGH=4

Figura 2.16: Area do paralelepipedo

temos:
e dois retangulos de dimensoes a e b — A; = ab
e dois retangulos de dimensoes a e ¢ — Ay = ac

e dois retangulos de dimensoes b e ¢ — Az = bc

Entao:
At = 2A1 +2A2—|—2A3 — At = 2<A1 —|—A2 +A3) — At = 2(ab—|—ac—|—bc)
Portanto a formula da area total de um paralelepipedo é:

A = 2(ab + ac + be)

e Calculo da area total do cubo

O cubo é um caso particular de um paralelepipedo, logo as suas dimensoes: com-
primento, largura e altura sao iguais, observe a figura 2.16. Sendo assim, temos:
Ay = 2(ab + ac + be) mas como a — b — ¢ logo:

Ay = 2(aa + aa + aa) — A; = 2(3a®) — A; = 6a?

Logo, a area total de um cubo é:
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2.1.6 Volumes - Paralelepipedo e Cubo

e Calculo do volume V de um paralelepipedo

Considere um paralelepipedo retangular de arestas X, Y e Z. E um cubo unitario

de arestas iguais a 1.

Figura 2.17: Volume de um paralelepipedo

S(X,Y,Z)
5(17171)

quantos cubos unitarios cabe no paralelepipedo de arestas X, Y e Z7

A razao entre serd chamado de volume do paralelepipedo (V). Isto é,

Para responder a essa pergunta, temos os seguintes solidos: S(X,Y, 7), S(X,Y, 1),
S(X,1,1) e S(1,1,1). Veja a figura abaixo:

1
Y
X 1
X 1
1 1

Figura 2.18: Decomposicao de um paralelepipedo
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Note que:

S(X,v,Z) Z
sxyn 1™
S(X,Y,1) Y
S L)~ 1)
S(X,1,1) X
StLy 1ot

Multiplicando membro a membro (x), (x%) e (x * x). Temos:

S(X,Y,Z) S(X,Y,1) S(X,1,1) ZVY X
S(X,Y,1) " S(X,1,1)" S(1,1,1)  1°1°1

)

SXY.2) sy
S(1,1,1)
V=XYZ

Concluindo que:

1°) O volume de um paralelepipedo é o produto das suas trés dimensdes (compri-

mento, largura, altura)

2°) Se as medidas X e Y s@o as dimensoes (comprimento e largura) da base do para-

lelepipedo, podemos enunciar o seu volume desta forma:

"O volume de um paralelepipedo retangular é o produto da area da base pela medida

da altura."

Isto é:
V =Ay.h

onde:

Ay, = area da base

h = altura
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e Calculo do volume de um cubo
Sea=b=c=V =abc =V =aaa =V =a3

Portanto o volume de um cubo é: V = a3

2.1.7 Areas da superficie de um prisma
e Area da base (Ap): E a drea de uma das superficies das bases do prisma.

e Area lateral (A)): E a soma de todas as dreas das superficies laterais de um
PTiSMa.

o Area total (A) : E a soma das dreas das bases com a drea lateral, isto é:
A=A+ 24,

Exemplo 2.1.4. Dado um prisma reto de base hexagonal (hexdgono regular), cuja

altura é h = /3 m e cujo raio do circulo que circunscreve a base € r

= 2 m. Calcule
a dreal da base, a drea lateral e a drea total do prisma.
Solugao:
¥ FIGURA 13ggb L= | B
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

‘ ABC | 2

» Janela de Visualizagao [ | » Janeta de Visualizacao 3D
Quadro |

®

B2 | » Janela de Visualizagao 2 (=4
Quadral Quadro il

Base do prisma circunscrita Prisma Hexagonal com a base circunscrita

Planificagéo do prisma hexagonal

Figura 2.19: Ilustrando o problema
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Cdlculo da drea da base (Ayp)
No quadro I temos a base do prisma circunscrita em uma circunferéncia de R = 2m.
Como a base do prisma é um hexdgono reqular, entdo o mesmo pode ser decomposto

em 6 tridngulos equildteros, de lado igual ao raio da circunferéncia. Logo:

Ap =

V3 43
IR

Portanto a drea da base é:

Ay = 645 = 6v3m>

Cadlculo da drea lateral (A;)
Pelo fato do prisma ser reqular, sabemos que as faces laterais sao iguais e nesta

situag@o sao retdngulos. Logo, a drea do retdngulo (A,) é:
A, = 2V/3m?

Como podemos observar a planificacao do prisma no quadro III. Temos entao seis re-

tangulos constituindo a drea lateral, logo:

A; =64, =6 x 2v/3 = 12v/3m?

Cadlculo da drea total (A;)

A=A+ 24, > A = 12V3 + 2 X 6V3 — A, = 24V3m?

Resposta: a) 6+/3 m? b) 12v/3 m? ¢) 24v/3 m?

2.1.8 Principio de Cayvalieri

O principio de Cavalieri ou postulado de Cavalieri (Francesco Bonaventura Cavalieri,
1598 - 1647) é muito util na geometria espacial. Através deste principio, podemos
mostrar o volume de alguns poliedros.

Sendo assim, a nossa ideia nao é demonstrar esse postulado e sim de aplicad-lo na
"demonstragao"dos volumes de alguns s6lidos como: prisma, piramides, cilindros, cones

e esferas.
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A definicao que irei utilizar esta no livro "A MATEMATICA DO ENSINO MEDIO,
volume 2, autores: Elon L., Paulo C., Eduardo W. e Augusto C. da editora SBM ."

Definicao 2.1.5. Sao Dados dois solidos e um plano a. Se todo plano [ paralelo ao

plano « secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea, entdo esses solidos

tém o mesmo volume.

Aj_ AZ

, @ Wite =

V.

Vi

(A1=A;, = Vi=V;)

Figura 2.20: Principio de Cavalieri

2.1.9 Volume de um prisma

Dados os prismas da figura abaixo.

Sl 52
A‘l\ = i
B g
, SR <
i ! 1 ! 1 : 1 : 1

- |
o

A A,

Figura 2.21: Volume de um prisma
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Iremos demonstrar o volume de um prisma:

Considere o paralelepipedo S; e o prisma S5, ambos de mesma altura h. A area da
base de S é igual a A; = A, e a area da base de Sy é igual a Ay, = A,. Estes solidos
estao com as suas bases no plano a.

Qualquer plano [ paralelo a a que secciona o sélido S, também secciona o solido

Sy. E os poligonos A} e A} sao respectivamentes congruentes as bases. Dai temos:
(Al = A, Ay = Ay, Ay = Ay = Ay) = A = A
Logo, pelo principio de Cavalieri, o prisma S5 e o paralelepipedo S; tem volumes iguais.
V(Sz) = V(Sl)
Note que:

V(Sl) = Abh — V(SQ) = Abh

Sendo assim, o volume de um prisma ¢ o produto da area da base pela medida da
altura. Isto é:
V = Ah

29



2.2 Piramide

H& um provérbio arabe que faz referéncia as piramides. "O homem teme o Tempo,

e ainda o tempo teme as Pirdmaides."

e - — -

Disponivel em http://misteriosdomundo.org/cientistas-finalmente-explicam
-como-as-piramides-do-egito-foram-construidas/. Acesso em 16/06/2016.

Figura 2.22: Piramides do Egito

As pirdmides do Egito sao construcoes que despertam a curiosidade humana, e a

mais famosa é a piramide de Quéops. Sua altura é de 137 m e sua base é aproximada-

mente 230 m.

Definicao 2.2.1. Dado um poligono, por exemplo, ABCDE pertencente ao plano o e o
vértice V fora de o, de modo que se tracarmos os segmentos de reta VA, VB, VC, VD e
VE, teremos os tridngulos VAB, VBC, VCD, VDE, VEA e juntarmos esses tridngulos

com o poligono ABCDE formaremos assim entao, um poliedro denominado pirdmide
de base ABCDE e vértice V (Dante, 2013).

2 HGURA 19990 ——— e e
Arquivo_Edlar Exibir Opgdes Femramentas Janela Auda

%{%{%@[@@M@[@_{Qh\ [ec][ ] =]

T v Dv v

Figura 2.23: Piramide
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2.2.1 Elementos da piramide

A figura abaixo nos mostra os elementos da piramide.

RErEECENNRNER

h = altura

base

Figura 2.24: Elementos da piramide

2.2.2 Piramide regular

Definicao 2.2.2. Uma piramide se diz reqular quando a projecao ortogonal do vértice

V cai no centro da base que é um poligono regqular (Dante, 2013).

| %4

apdtema da pirdmide

apdtema da base

Figura 2.25: Piramide regular

Na piramide regular é bom destacar:

e apotema da piramide que é indicado por a,, que é também a altura da face lateral

da piramide.
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e apotema da base que é indicado por ay.

Observacao: Na piramide regular acima, temos quatro tridngulos retangulos im-
portantes, sao eles: AVMA, NAMO,ANVOM, NAOV. Nesses triangulos, podemos
utilizar o Teorema de Pitdgoras para solucionar muitos problemas sobre piramide re-

gular.

2.2.3 Areas da superficie de uma piramide

Da mesma forma que foi visto no prisma ocorre na piramide.
Superficie lateral: sio as faces laterais (triangulares)
Area lateral: ¢ a drea da superficie lateral

Superficie total: sao as faces laterais e a base

Area total: ¢ a drea da superficie total

2.2.4 Volume de uma piramide

Definicao 2.2.3. O volume de uma piramide é um terco do produto da drea da base
pela sua altura, isto é, V = %Abh.(Dante - 2013)

"Demonstragao"

Utilizaremos o prisma reto de base triangular e o GeoGebra como recurso pedagogico,

fazendo assim a decomposicao desse solido em piramides.

2 FIGURA 22956

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

EllA LA > dls]e]a) @] <X+

) Janela de Algebra \X\ » Janela de Visualizacao 3D
B=(3,0) -

A
. 1

D=(-3,0,5)
E=(3,0,5) - s
F=(0.525) Prisma reto de base tridngular

D
Quadrilatero
faceABED = 30 F
faceACFD = 30

faceBCFE = 30
Segmento

®a=6 L V=77.94
® arestaAD =5
® arestaBE=5
® arestaCF =5
® arestaDE=6
® arestaDF =6 A C
® arestaEF =6

A
B
@ texto3 = “C”
® textod = “D”

Figura 2.26: Volume de um prisma
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Esse prisma tem volume igual a 77,94 | isto é verificado na janela de algebra onde

estd marcado de vermelho o volume. Fazendo a sua decomposicao, temos trés pirami-
des, a piramide 1 de base ABC e vértice E. A piramide 2 de base ACE e de vértice D.

A piramide 3 de base DCE e vértice F. Como esta representado na figura:

9 FIGURA 22A.ggb [=1=@] %= Th acuraz280es =& 52 [k Acura 22cq90 [=le] = |
Arquivo. Editar Exinir Opgies Ferramentas Janela Aluda quu\ vo Editar Exiblr Opgbes Femamentas Janela Ajuda [Arauivo Editar Exivir Opches Ferramentas Janela Ajuda
A / . . ' ‘{‘ \\ .
3 )
3 getra | b Janela de Visualizagéo 30 3 C JaﬂeladeV\ﬁuahlaganSb nraJ » Janela de Visualizagdo 30
Pirdmide % Piramide
® V,-2538 ® V,-2598
pol1 =155 poit =15.50
Pontn
1Irami Piramide 2 Piramide 3
Pirdmide 1 .0,
E=(3,0,5)
F=(0,52,5]
Prisma
E a=77.94 D d=7794
Quadritatero Quadrilitero Quadritgters |
faceABED - = faceABED == faceABED - |=
TaceACFD - faceACFD = TaceACFD =
faceBCFE = faceBCFE - | faceBCFE=
Segmento UE segmento %7259 | segmento q
a=6 a=6 | a=6
® arestaAB= @ arestaAC-| arestaAD =
® arestaAC - C ® arestaAD=| arestaBE -
arestaAD = arestaAD, = .. @ arestaCD
® arestaAt - A prEg—— C ® arestaCE - |
® arestaBC - ainsians = i A ® arestaCF -
® arestaBE= arestaCF, =
o] @ arestaCD- +7
HISSERE, B -@ arestaCE = ® arestaDE - {|
@ arestaCE= arestacFa: | arestaDE, =—
arestaCF - @ arestaDE - ( ® arestaDF =¢
arss:gE - arestaDE, = arestabF, =
arestaDF = s
ArCStaEE = ETES:EEFF:; @ arestakF=¢
Terto arestatF = arestafF, =
Terto
® textol = * Texto
-® texto2="Pil ~® ftextol="Pii _
= . . T D petnt — "
e CH e R S
|Entraca: @ Entrada:

e QO

wH’*"‘IHIHOH

Figura 2.27: Volume de um prisma decomposto em trés piramides

E as piramides 1, 2 e 3 tém volumes iguais a 25,98 , que esté circulado de vermelho

na janela de &lgebra. Dai podemos notar que:

77,94 = 25,98 + 25,98 + 25, 98

Sendo V = volume do prisma e V), = volume da piramide, temos:

Logo,

VeV V4V, V=3V, 5V, — -

Ath

V=3

Claro que nao é uma demonstracao formal da féormula de volume de uma piramide,

é a utilizacao do recurso tecnologico Geogebra para facilitar a compreensao do aluno
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diante de um novo conceito. Posteriormente, o professor pode fazer a demonstracao da

formula com o rigor matematico necessério.

2.2.5 Area total e volume de um tetraedro

Definicao 2.2.4. O sdlido geométrico que tem no total quatro faces, é uma pirdmide
de base triangular chamada de Tetraedro. Quando as suas faces sao congruentes e
tridngulos equildteros, a piramide é chamada de Tetraedro regular (Giovanni e
Bongjorno - 1992).

7 FIGURA 23.93b

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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-@ BCD=63.79°
-@ BDC =52.43°
-@ CBD=63.79°

Figura 2.28: Tetraedro nao regular

Quando apresentamos esse tetraedro aos alunos, podemos utilizar o software para
comparar a definicao com o so6lido geométrico da seguinte forma: A figura possui qua-
tro triangulos ABC, ABD, ACD, BCD. Na janela de algebra no retangulo que esta
marcado de vermelho, temos quatro niimeros que representam a area de cada uma das
faces do tetraedro. Sao quatro tridngulos que possuem areas diferentes umas das ou-
tras. Temos também no retangulo da cor verde, do lado esquerdo da figura, os angulos
internos das faces ABD e BCD do tetraedro. Analisando esses angulos e as areas das
faces, podemos afirmar que essas faces nao sao congruentes. Concluimos entao que as
faces desse tetraedro sao diferentes. E, de acordo com a defini¢ao, esse tetraedro nao é

regular, pois as suas faces nao sao congruentes.
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Altura do tetraedro regular

A figura representa um tetraedro regular e vamos utilizi-la para calcular a altura
desse solido.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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arestaBD = 6
arestaCD =6
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Figura 2.29: Tetraedro regular

temos:

Apotema da piramide é a altura da face lateral, isto é, do triangulo equildtero, ou
seja, a, = “73 ultilizaremos a letra h para indicar a altura do tetraedro e a letra a
para indicar a medida das arestas.

O ponto G ¢ a intersec¢ao das medianas da face ABC (base), o que implica que G
¢ o baricentro desse triangulo. Esse ponto divide a mediana em duas partes na razao
de % e % Isso é visto do lado esquerdo da figura na janela de algebra, no circulo verde.
Sendo assim, podemos afirmar que:

MG = za,
GC = 2q,

Analisando o triangulo retangulo MGD e aplicando Pitagoras, temos:

7= (e

av/3

3
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_8a\/§

h2 2
9( 2)
h2_2_a2

3
p— Yo
3

<[5,

Sendo assim, a altura do tetraedro é h = &

Area total do tetraedro regular - A,
Como as quatro faces sao triangulos equilateros, basta multiplicar a area de uma

dessas faces por quatro:

At = CL2\/§

Logo, a area do tetraedro é A; = a3

Volume do tetraedro regular - V

Como o tetraedro é um caso particular de piramide, temos que o seu volume pode

ser calculado pela formula V' = % x Ap X h. Sendo assim, mostraremos uma férmula

especifica para calcular o volume do tetraedro.

S

Sabemos que altura do tetraedro regular é “3= e que a sua base ¢ um triangulo

equilatero de lado a. Logo o seu volume é:

2 3 3
Xai/gxa\/g_)‘/_3a.\/§_>vza 2

3 3.12

V=31ixA, xh—=V=

3

Wl

Portanto, o volume do tetraedro é V = %
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2.3 Cilindro

O cilindro ¢ um soélido geométrico muito comum na sociedade contemporanea, pois
existem muitos exemplos na construgao civil, em reservatorios e nas embalagens de

refrigerantes.

Disponivel em http://misteriosdomundo.org. Acesso em 16/06/2016.

Figura 2.30: Cilindros no cotidiano

Definicao 2.3.1. "Considere dois planos o e [3, distintos e paralelos, e um segmento
de reta MN com M pertecente a o e N pertencente a . Dado um circulo C de centro
O e raio r, contido em «, chamamos cilindro circular (ou simplesmente cilindro)
a reuntao de todos os segmentos de reta, paralelos e congruentes ao segmento MN, que
unem um ponto do circulo C a um ponto de a. No caso de MN ser perpendicular a «,
o cilindro € reto’. ( Dante, 2013 )

Figura 2.31: Definigao de um cilindro

O cilindro é formado por uma superficie "arrendondada", que é a superficie lateral,
e por dois circulos congruentes que sao as bases. A altura do cilindro é a distancia

entre as bases.
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Uma outra forma de obter o cilindro ¢ girando um retangulo ABCD, em torno de
uma reta que contém um de seus lados, CD. Esse cilindro pode ser chamado também

de cilindro de revolugao.

\juda

] ] <[N]p

JISIIEHMQED}D
YO DY v Wy O

Figura 2.32: Construcao de um cilindro de revolucao

2.3.1 Area da superficie de um cilindro
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Figura 2.33: Cilindro planificado

Na figura 2.33 temos o cilindro de altura h e circunferéncia d de raio r. Do lado

direito da figura, o cilindro est& planificado, possuindo duas circunferéncias, que sao as
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bases, e um quadrilatero CDEF, que ¢é a superficie lateral.

No quadrilatero, temos a largura h, que é a altura do cilindro, e comprimento 27r,
que é o tamanho linear da circunferéncia d. Essa afirmacao é possivel mostra-la no
GeoGebra através do recurso animar. Quando utilizamos este recurso com o ponto
A, ele se move na circunferéncia. Quando é utilizado no ponto B, o mesmo se move
do lado CD do quadrilatero. Se esses pontos possuirem coordenadas iguais, isto é,
partindo do mesmo lugar que neste caso é o ponto C do quadrilatero, esses pontos se
movem com a mesma velocidade e chegam ao ponto de partida no mesmo instante. O
que nos leva a concluir tal afirmacao (CD = 27r). Observe entdo, que o lado CD =
12,57 é o comprimento da circunferéncia de d = 12,57.

A area total do cilindro é formada pela area lateral e pelas areas das duas bases.
Sendo assim:

Area lateral:

Ay = (2nr)h = 2nrh = A; = 27rh

Area da base:

Ay = mr

Area total:

Ay = A+ 2A, = 2nrh + 2mr? — A, = 27r(h + 1)

2.3.2 Volume do cilindro

Para trabalharmos com o volume de cilindro, faremos uso de alguns recursos do Geo-
Gebra. Na figura 2.34, temos um prisma e um cilindro. Utilizando o icone de medir
area, poderemos calcular a area da base do prisma e do cilindro. A base-P significa a
base do prisma e sua drea é igual a 9. A base-C significa a base do cilindro e sua area
é igual a 9. Portanto, as bases sao equivalentes.

Agora, iremos utilizar o icone (Disténcia, comprimento ou perimetro) para medir
a altura do prisma e do cilindro. Fazendo isso, temos do lado esquerdo da figura na
janela de algebra um retangulo vermelho que estd marcando os segmentos BA = 4, que

é a altura do prisma e o segmento CD = 4, que ¢é a altura do cilindro. Logo, o prisma
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7 FIGURA 28.ggb
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Figura 2.34: Volume do cilindro

e o cilindro tém a mesma altura.

Utilizando agora o icone (Volume), iremos calcular o volume do prisma e do ci-
lindro. Vp é o volume do prisma e Vp = 36. Vi é o volume do cilindro e Vo = 36.
Sendo assim, Vo = Vp. Dali entao, podemos comentar sobre o principio de Cavalieri,

concluindo que:
Volume do cilindro = volume do prisma
Volume do cilindro — Area da base x altura
Como a base do cilindro é um circulo de raio r e area 7r?. Temos:
Volume do cilindro: V = 7r?h

Logo, o volume de um cilindro é o produto da area da base pela medida da altura.

Isto é:
V =7mr’h
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2.4 Cone

O cone é um solido geométrico muito presente no dia a dia. Exemplos: na blitz a
policia militar faz uso desse so6lido; uma outra utilizacao para esse solido é a biruta,
que indica a posi¢ao do vento. E temos também a casquinha de sorvete. Veja as figuras

abaixo:

Disponivel em http://misteriosdomundo.org. Acesso em 16/06/2016.

Figura 2.35: Cones

Definicao 2.4.1. Considere um plano o, uma regiao circular R nesse plano e um
ponto P nao pertencente a oo. A reuniao de todos os segmentos que ligam cada ponto

de R ao ponto P é um solido chamado cone circular. (Dante,2013)

431ggb | =B | 2 | ¢ AGURA 31Aggb . I =1t

Zditar Exibir OpcBes Janela Ajuda Editar Exibir Opgles F Janela Ajuda
- —
A pede] 5 o
AlAerolefeldlo) <N]=]<) =

Ortcy D> A~ =
@FP
<
(et «@

Figura 2.36: Defini¢do de um cone

O cone também pode ser obtido através de uma rotacao de uma regiao triangular
em torno de uma reta que contém um dos seus catetos. Quando obtemos esse solido

dessa forma ele é chamado cone de revolucao.
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Figura 2.37: Rotacao de um cone

O cone possui superficie lateral arrendondada, vértice e base, conforme a figura:
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Figura 2.38: Elementos de um cone

2.4.1 Area da superficie de um cone reto

Na figura 5.6 temos que a altura (h) , raio (r) e a geratriz (g) formam um triangulo

retangulo. Logo podemos afirmar que g* = r% + h?, pelo Teorema de Pitagoras.
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Figura 2.39: Relacao entre altura, raio e getratriz

Agora, calcularemos a area da superficie de um cone utilizando a figura abaixo:
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V = vértice
h = altura
I = raio

g = geratriz

g=R

Figura 2.40: Cone planificado e montado

A superficie total de um cone é constituida da superficie lateral (setor circular) mais
a superficie da base (que é uma circunferéncia). Isto é: Ar = Ap + Ay, onde: Ap =

area total ; A; = area lateral ; A, = area da base.
e Area lateral - A

A area lateral de um cone é proporcional a area do circulo correspondente. Sendo

assim, a geratriz é igual ao raio desse circulo. Dai entao, temos:

mR>  27R
A, 2nr

= A, =mrR= A, =1ryg
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A area da base é a area do circulo de raio r: A = 7r?

e Area total - Ay

A area total é a area lateral mais a area da base. Isto é:
Ar =Ap+Ap = Ar =mrg+mr* = Ar =mr(g+r)

2.4.2 Volume de um cone

Nesta secao, iremos estudar como se calcula o volume de um cone. Para isso, recorre-

remos ao GeoGebra e a piramide, que ja foi estudada.
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Figura 2.41: Volume de um cone

Na figura 2.41 temos a piramide e o cone. A altura da piramide é igual a altura do
cone (isso é facil de verificar utilizando o icone Disténica, comprimento ou perimetro).
Na janela de algebra, esses valores estao marcados de vermelho. A area da base da
piramide ¢ igual a area da base do cone, para isso foi utilizado o icone de medir area. E
o volume da piramide é igual ao volume do cone (o icone utilizado para esse calculo foi
o volume). Nesse momento, é interessante o professor utilizar o principio de Cavaleri
para afirmar que o volume do cone é igual ao volume da piramide. Logo, podemos
afirmar que o volume do cone ¢é igual a um terco do produto da area da base pela sua

altura. Isto é:

1
Ve==xA,xh
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Como a base do cone é um circulo, temos que A, = 7r2. Logo,

1
Vo = §7r7‘2h

2.5 Esfera

Definicao 2.5.1. Consideremos um ponto C' e um segmento de medida R. Chama-se
esfera de centro C' e raio R ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distincia

CP seja menor ou igual a R. ( Dolce e Pompeo, 2013)
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Figura 2.42: Definicao de uma esfera

Sendo que:

C = Centro da esfera
CP = Raio da esfera
R = Medida do raio da esfera

AP = Diametro da esfera
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2.5.1 Volume de uma esfera

Para mostrarmos a formula do volume de uma esfera, utilizaremos o Geogebra para
nos auxiliar. Quero lembrar ao leitor que nao tenho o intuito de demonstrar a formula
de volume seguindo os rigores matematicos. Porém, é interessante que o professor
possa, em um outro momento, demonstrar essa féormula seguindo os cuidados que a

Matematica exige.
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Figura 2.43: Volume de uma esfera

Na figura acima, temos um cilindro e uma esfera. A altura do cilindro é igual ao
diametro da esfera. No ponto médio da altura do cilindro a letra v indica o vértice
comum dos dois cones, como ¢ ilustrado na figura.

Na janela de algebra, o retangulo da cor verde indica o volume destes so6lidos:
volume da esfera que é igual 33,51 , volume do cone 1, que é igual a do cone 2, que é
8,38. E o volume do cilindro, que é igual a 50,27. Se fazermos a diferenca do volume
do cilindro pelo volume dos dois cones (1 e 2) temos o volume igual a 33,51, que é
justamente o volume da esfera. Sendo assim, temos: volume da esfera (Vg) ¢ igual ao
volume do cilindro menos duas vezes o volume do cone. Logo,

TR’R B A R3

Vi = 27rR2R—2T — Vg 3
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2.5.2 Area de uma superficie esférica

Iremos demonstrar intuitivamente a formula de calcular a area de uma superficie esfé-
rica, utilizando o conceito de volume de uma esfera.

A ideia principal da "demonstragao"é construir finitas piramides na esfera, desde
que essas finitas piramides sejam um ntimero muito grande de piramide, suficiente para
cobrir toda a superficie da esfera. Observe na figura abaixo que foram construidas 3
piramides, e que podemos construir n piramides, tal que a area da base da piramide

seja uma figura "plana". Isto é, um "poligono".
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Figura 2.44: Esferas

Podemos reparar que a altura da pirdmide é o raio da esfera e que os "poligo-
nos'"formados na superficie esférica sao as bases das piramides. Fazendo essas observa-
¢oes, podemos entao dizer que a superficie esférica ficou dividida em n poligonos, tal
que n seja um numero satisfatoriamente muito grande. E cujas areas desses poligonos

sao Ay, Ay, As, ..., A,. Como ilustrado na figura 2.45:
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Figura 2.45: Area de uma superficie esférica
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Portanto, se o volume de cada "piramide"é:

e sabendo que A; + Ay + A3+ ... + A, = A. Sendo A a area da superficie esférica,

temos:

_ AR AR AR, AR

Ve st Tttt
V_(A1+A2+A3+...+An)R
° 3
A 4TR® A

V, = 3R: WgR = 3R:A:47TR2

Logo, a area da superficie esférica de raio R é: A = 47 R2.

2.5.3 Area de um fuso esférico

Definicao 2.5.2. Um fuso esférico € uma parte da superficie esférica gerada pela rota-
¢ao (de o graus ou radianos) de wma semicircunferéncia de raio R com as extremidades
em um eizo. (Dante, 2013).

De acordo com a definicao de fuso esférico, surge a seguinte pergunta: Como calcular
a area do fuso esférico? Para responder a essa pergunta, temos que a area do fuso é
proporcional ao angulo «, tal que, se « for 360° (ou 27 rad), tem-se a area da superficie
esférica, isto &, 4T R?. Logo, podemos determinar uma formula que permite calcular a
area do fuso em funcao do raio R e do angulo « para graus ou radianos. Dessa forma,

temos que a area do fuso esférico (Ay) é:

fuso

= Y
0

o C
L

Figura 2.46: Area de um fuso esférico
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Ay algraus)  ofrad)
ArR? 3600 2r«

Trabalhando com as igualdades temos:

o em graus

B 4T R« . B TaR?
5 73600 I 900

o rad

B At R’

Af 2T

— Af = 2R205

2.5.4 Volume de uma cunha esférica

Definicao 2.5.3. Uma cunha esférica é uma parte da esfera, gerada pela rotacio ( de
a graus ou radianos) de um semicirculo de raio R com as extremidades em um eizo.
(Dante, 2013).

A figura abaixo ilustra essa definicdo de cunha esférica.

Cunha esférica

4

arco equatorial

Figura 2.47: Volume de uma cunha esférica

O volume da cunha (V) é proporcional ao volume da esfera, e da para escrever
uma férmula para encontrar o volume da cunha em funcgao do raio R e do angulo a em

graus ou radianos. Dai temos a relacao:
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Vo algraus)  o(rad)
R 3600 2

Trabalhando com as igualdades temos:

Q. emnl graus

artR3
Ve = S5
o rad
20 R?
Vo = 3
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Capitulo 3

Introduducao ao estudo de grupos

utilizando o tetraedro

3.1 Simetrias de um tetraedro

Nesta secao, iremos estudar a simetria do tetraedro. Para comecarmos esse estudo, é
necessario entendermos o conceito de simetria para depois responder a seguinte per-
gunta: Quantas simetrias o tetraedro possui?

Para o nosso caso, simetria é a conservagao das caracteristicas da estrutura de um
solido geométrico de um determinado espaco qualquer, isto é, a simetria no tetraedro
¢ uma copia deste solido preservando a sua estrutura geométrica original, com os seus
lados, vértices e arestas trocados de posicao no espago. Tais posicoes sao obtidas através
de reflexdes e rotacoes, que sao operagoes realizadas em eixos diferentes do tetraedro.
Sendo assim, a cada operacao que alterar a posicao das faces, arestas e vértices terd
ocorrido uma simetria.

Analisando a figura 3.1 o tetraedro tem quatro eixos do tipo V. Isto implica que
2r 4w

3, 3 no sentido anti-horério,

sendo assim temos num total de 8 simetrias. Além destes eixos, existem trés eixos do

cada um destes eixos nos fornecem duas rotagoes de
tipo A, que nos permite uma rotacao de m em cada um deles, proporcionando assim

mais 3 simetrias. E, por fim, temos ainda uma rotacao de 27 em qualquer um dos eixos

que gera a simetria identidade. Logo, temos no total 12 simetrias rotacionais.
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Figura 3.1: Eixos de rotacao do tetraedro

J& sabemos que o tetraedro possui 12 simetrias rotacionais, agora vamos fazer uma
experiéncia. Enumerando os vértices do tetraedro T e aplicando as rotacoes r ( %’r em

V) e depois a rotagao s (7 em A). E em seguida fazemos o inverso, veja o que obtemos:

%4‘3 | 2 1
a 4 4
-4

3 1 1 2

Figura 3.2: Aplicacao de rotagdes r e s no tetraedro

Percebe-se que essas rotacoes sao movimentos rigidos, sendo que cada um possui
um eixo fixo que rotaciona o tetraedro T. As rotacoes r e s que fizemos nao se comutam
entre si. Isto é, a posicao dos vértices, arestas e faces estao trocados no espago. Quando
realizamos as rotacoes de m em torno de cada eixo do tipo A, obtemos 3 identidades,
geometricamente percebemos que estas rotacoes do tetraedro comutam entre si.

Com esse estudo, queremos mais informacoes sobre as simetrias e, para isso, nao

52



basta somente conta-las. E importante analisar também o seu comportamento quando
combinadas entre si. Logo, é necessério introduzir o conceito de Grupo de Simetria.

Sao dadas duas rotacoes a e b de T, podemos combiné-las primeiro a e depois
b produzindo assim uma nova rotacao que também atua em T, rotacionando-o em
torno de si mesmo. Podemos representar essa rotagao por ab (Notacao utilizada para
composicao usual de fungoes).

Existe uma rotacao que tem um comportamento especial, chamaremos esta rotacao
de identidade e indicaremos por e. Que combinada independentemente da ordem com
outra rotacao a , o resultado sempre serd a. Isto é, ae = a e ea = a para toda simetria
a de T.

Para cada rotacdo a existe uma rotacao inversa de a que indicaremos por a=!. A

rotagdo inversa gera também uma simetria de T e satisfaz

Analisando agora trés rotagoes a, b e ¢ de T, e trabalhando com ab e depois com ¢

ou, se operando a com bc o resultado sempre serd a mesma rotagao, isto é:
(ab)e = a(bc)

quaisquer que sejam a, b e ¢ de T.

O que fizemos até este momento foi responder a pergunta: Quantas rotagoes que
o tetraedro tem? Como vimos, sdao 12, colocamos essas rotacoes em um conjunto e
utilizamos para este uma operacao de composicao de funcoes, neste caso rotagoes. E,
com isso, conseguimos algumas propriedades dentro do conjunto. Que consiste em ser o
Grupo de Simetria rotacional do tetraedro. Iremos formalizar essa estrutura de grupo

na proxima segao.

3.2 Grupos

Definicao 3.2.1. Um conjunto G nao vazio munido com uma operacao * é chamado

de grupo quando satisfaz os trés ariomas.
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1) Associatividade
Para quaisquer X, Y e Z € G tem-se:

XxY*xZ)=(XxY)xZ

2) Existéncia de elemento neutro

para quaisquer X € G Existe um elemento neutro e tal que:
Xxe=ex X=X

3) Ezisténcia do elemento oposto

para quaisquer X € G existe um elemento oposto X1 tal que:
X+ X '=X"1xX=¢
Observacao: Se o grupo satisfazer o axioma da comutatividade, isto é:

X+xY=Y+X

para quaisquer X, Y € G. O grupo recebe o nome de grupo comutativo ou abeli-

ano.

Um grupo poderé ser indicado por (G,x), no qual, o simbolo * indica a operacao
sobre G.

3.3 Grupos finitos

Diz que um grupo (G,x) é finito em relagdo ao seu conjunto G que é finito. E quando
um grupo (G,x) é finito, o ntimero de elementos de G, determina a ordem do grupo

(notacao o(G)) e a tabua da operacao x se denomina tabua do grupo.

Exemplo 3.3.1. G = (-1, +1) é um grupo multiplicativo. Sua ordem é 2 e indicamos

por o(G) = 2 e sua tdbua é:
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Figura 3.3: Tabua de operacao

3.4 Grupos de permutacoes

Permutacgao na teoria de grupos é um termo especifico usado para indicar uma bijecao
de um conjunto nele mesmo. O conjunto de todas as permutacoes de G gera ou forma

um grupo Sg com a composicao de funcgoes.

i) Sabemos que a composta de uma bije¢ao é também uma bije¢ao. Observe entao

que f:G+—— G e h: G+ G sao bijecoes. Logo, f o h é também uma bijecao.

ii) Sabemos também que a composi¢do de funcoes é associativa e a funcdo identi-

dade Idg é o elemento identidade de Sg

i) Por fim, toda permutagao f, que ¢ uma bijegao possui uma inversa f~': G —
G. Satisfazendo ff~! = Idg = f~1f.

Se G possui n elementos tal que n > 1, entao S serd escrito como S,, e chamaremos

de grupo simétrico de grau n. E a ordem de S,, é n! (n fatorial). Esse grupo é

abeliano para 1 < n < 2. Mostraremos exemplo de S5 e S,.

Exemplo 3.4.1. Construa a tdbua do grupo simétrico de grau 3.
Solucgao

Os elementos de S3 sdo:

f(): 7f1: 7f2: s
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f3: 7f4: 7f5:

Observemos como se obtém f1 o f3 = f,

1 2 3 1 2 3 1
fiofs= o = = fa
2 31 3 2 1 1

[\]
w

w
[\

Note que a imagem de 3 pela composta se obtém da sequinte maneira:

33— 12

De maneira andloga, obtém-se as demais composicoes. Fazendo isso e colocando

essas composicoes numa tabua, o resultado serd o sequinte:

|| fh | K s
fo|fo | fi |[fo|f | fu|Fs
i BB |fh|fa|f|f
LG | fh|fi|f | f|f
k||| f|fh|f
fo |fa | B |fs | | fo | Fo
s fslfalfa | fi|fo

Figura 3.4: Tabua de S3

Podemos utilizar também uma outra notagao para indicar os elementos de S3, nos

casos em que n > 3. Por exemplo,
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123 456

3416 5 2
U = (13)(246)

Essa notacao nao utiliza os inteiros fixados na permutacao. Podemos representar
qualquer permutacao da seguinte maneira: abrimos um paréntese e anotamos o menor
inteiro que nao esteja fixado, em seguida anotamos a sua imagem e depois a imagem
deste e assim por diante, fechemos o paréntese quando completarmos o ciclo. Abrimos
outro paréntese e colocamos o menor inteiro nao fixado pela permutacao que ainda nao
foi utilizado e repetimos o procedimento anterior.

De acordo com essa nova notagao, os elementos de S5 sao: e, (123), (132), (13),
(23), (12)

Suponhamos agora que temos uma permutacao do tipo (ajasas...ax) sendo que a; é
levado a as, as é enviado as,...ar_1 em a; e a em a,. Essa notacao dentro do paréntese
indica uma permutacao ciclica. O comprimento da permutacao ciclica é indicado
pelo namero k, e é este que determina se a permutacao é par ou impar. Sendo assim, se
conseguirmos escrever um elemento de .S,, em forma de produto, como esta representado

abaixo:

(arasa3...a;) = (ayag)...(ara3)(a1az)

podemos afirmar que, se o comprimento de uma permutacao ciclica é impar ela sera

uma permutacao par.

Definicao 3.4.2. O conjunto de todas as permutacgoes pares em S, serd chamado de

grupo alternado de grau n, e serd denotado por A,. Para encontrar a ordem deste

n!

grupo basta fazer %

Exemplo 3.4.3. Dado o grupo de simetria de grau 4. Mostre que esse grupo nao €
abeliano.

Solucao.
Aqui estao alguns elementos de Sy sao: e, (243), (234), (134), (143), (142), (124),
(123), (152), (13)(24), (14)(23), (12)(54)

Para que Sy seja um grupo abeliano é necessdrio que os seus elementos comutam

entre si. Caso haja elementos que nao comutam entre si, logo Sy nao € abeliano. Veja
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esta composicao:
(234) o (143) = (123)

(143) 0 (234) = (142)

Note que:
(234) o (143) # (143) o (234)

Logo, o grupo simétrico de grau 4 nao € abeliano.

3.5 Isomorfismos

Defini¢ao 3.5.1. Dados os grupos (G,x) e (J,®) eles serdao isomorfos se existir uma
aplicagao bijetora que satisfaca f(x x y) = f(z)ef(y), tal que x e y pertence a G. A

funcao f é chamada de isomorfismo entre G e J, e denotaremos por G = J.

Exemplo 3.5.2. Podemos buscar um isomorfismo entre o grupo de rotacoes do tetrae-
dro ( G ) com o grupo alternado de grau 4(Ay). O tetraedro tem 12 rotacoes e 0o Ay tem
12 permutacoes pares. Para relacionar esses dois grupos, iremos enumerar os vértices

do tetraedro por 1, 2, 3 e 4 como estd ilustrado na figura abaizo.

Figura 3.5: Rotacao que induz a uma permutagao

Observe que a rotacao r induz a permutacao dos 4 primeiros inteiros, por exemplo,

a permutacao ciclica (243), um outro exemplo é a rotacdo s que induz a permutacio
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ciclica (18)(24). Repetindo esse processo, obtemos todas as possibilidades, dai entdo
temos os doze elementos de Ay. Logo, as rotacoes do tetraedro induz as permutacoes
ciclicas. Sendo assim, elas se correspondem rotacao simetria — permutacao
induzida mostrando que o grupo de rotacoes do tetraedro € isomorfo ao grupo alternado
de grau 4. Isto ¢, G = Ay.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

O trabalho com o Geogebra tem a capacidade de despertar o interesse do aluno pelo es-
tudo com soélidos geométricos, por causa das contrugoes e dos recursos que este sofware
possui. Sendo possivel propor ideias e fazer experiéncias delas na sala de aula.

Os objetivos foram alcancados. Um deles é a utilizacao da tecnologia para melhorar
as aulas e a compreensao dos alunos diante de um contetido novo da matematica, isso
aproximou ainda mais o objeto de estudo da realidade do estudante.

Outro objetivo alcancado esta na construcao de solidos geométricos no Geogebra,
pois a utilizagdo deste software produz uma imagem melhor da figura em relacao a
aquela produzida no quadro pelo professor. Além desses objetivos, o programa per-
mite que o professor possa explorar os conceitos geométricos de forma mais eficiente,
tornando a aula mais interessante.

Quando o professor faz o uso do software nas construcoes geométricas, ele deve
estar ciente de que o dominio desta ferramenta é importante para que o mesmo nao
perca a atencao dos alunos, uma vez que existem construgoes que sao complexas.

Ao fazermos o uso desta ferramenta, observamos alguns cuidados, como o dominio
dos comandos do programa (Geogebra, visto que podem ocorrer imprevistos nas aulas
e, se o professor nao tem conhecimento sobre o software, isso propiciara a indisciplina
na sala. Outro cuidado que devemos ter é o de nao utilizar somente o Geogebra para
as aulas de geometria, uma vez que a aula pode tornar-se repetitiva e desestimular o
estudante. Além desses cuidados, o professor deve ter atencao em relacao as construcoes
geométricas, pois muitas delas levam certo tempo para serem construidas e se tornam

inviaveis fazé-las na sala de aula, ja outras sao simples e ele pode pedir para que os
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proprios alunos as facam. Gostaria ainda de lembrar aos professores que este trabalho
é s6 uma ideia de como utilizar o software nas construcoes das figuras geométricas,
pois na internet o proprio professor pode buscar por construgoes mais detalhadas no
uso do software.

O programa Geogebra é uma excelente opcao para as aulas de matematica. O
professor s6 tem que ter o cuidado de nao fazer desta ferramenta uma diversao ou lazer

nas aulas, mas sim de utiliza-la como um apoio ao estudo e aprendizado dos alunos.
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