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RESUMO

O presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo de apresentar uma nova nogao
de distancia, a distdncia da Geometria do Taxi. A Geometria do Téxi é uma
Geometria ndo Euclidiana intuitiva. A distancia desta Geometria foi abordada como
motivadora no ensino de diversos temas da matematica, destacando a sua grande
influéncia no dia-a-dia das pessoas, principalmente nos seus deslocamentos pelas
ruas e de forma a confronta-la com a distancia da Geometria Euclidiana, no que diz
respeito a conceitos e resultados relacionados a ela. Sendo assim, também foi
proposta uma sequéncia de atividades abordando as distancias: euclidiana e do taxi,
com a finalidade de estimular a aprendizagem do aluno e permitir que ele faca

conexdes com o seu cotidiano.

Palavras-chave: distancia euclidiana, distancia do taxi, Geometria do Taxi.



ABSTRACT

This current work was developed with the aim of presenting a new concept of
distance, the distance of the geometry of Taxi. The Geometry of Taxi is a non-
Euclidean intuitive Geometry. The distance of this Geometry was approached as a
motivator in teaching various topics in mathematics, emphasizing its great influence
in day-by-day lives, especially in their movement through the streets and in order to
compare it with the distance of Euclidean Geometry, as regards the concepts and
results related to it. So it is also proposed a sequence of activities addressing the
distances: euclidean and taxi, in order to stimulate student learning and allow him to

make connections with their daily lives.

Keywords: euclidean distance, distance of taxi, Taxi Geometry.
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INTRODUCAO

Distancia entre dois pontos, em matematica, € a medida do comprimento do menor
caminho que se percorre indo de um ponto a outro. Quando o caminho é percorrido em linha
reta da-se o nome de distancia euclidiana. Essa distancia € a que se estuda na Geometria
Euclidiana, a qual é muito importante e perfeitamente adequada em algumas situacoes.

Porém, muitas vezes ndo podemos ir de um ponto ao outro de uma cidade seguindo
trajetos em linha reta. A menor distancia para deslocarmos de um ponto ao outro depende dos

possiveis trajetos das ruas.

Para lidar com a geografia urbana, um modelo conveniente ¢ a chamada ‘geometria
do taxi’, assim denominada porque as distancias percorridas por um taxi
aproximam-se muito mais destas do que das distancias euclidianas, ja que o taxi nao

€ um passarinho, tendo que obedecer ao tragado das ruas (WANDERLEY et al.,
2002, p. 24).

A Geometria € uma ciéncia muito antiga. O ponto inicial foi na Grécia, no tempo de

Ptolomeu I, quando Euclides escreveu Os Elementos (por volta de 300 a.C.).

Figura 1: Euclides de Alexandria

Fonte: University of St Andrews
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A obra (Os Elementos) se destaca pelos dez axiomas que Euclides escolheu. Os
axiomas foram divididos em dois grupos: as nog¢des comuns e os postulados. O quinto
postulado, caracteristico da Geometria Euclidiana, € o mais famoso dos postulados de
Euclides e é chamado de postulado das paralelas. Desde o século XVIII varios matematicos
achavam que o quinto postulado pudesse ser demonstrado a partir de outros postulados de
Euclides. Nenhuma tentativa de prova do postulado foi feita com sucesso. Contudo, na
tentativa de demonstrar o quinto postulado, surgiram no século XIX as Geometrias nao
Euclidianas.

Um exemplo desse tipo de geometria, bastante intuitiva, € a Geometria do Taxi. Essa
Geometria trabalha com o plano cartesiano totalmente coberto por quadrados e nos mostra
gue o caminho mais curto entre dois pontos nem sempre € uma linha reta. Podemos utilizar
essa Geometria para modelar uma cidade bem planejada com quadras perfeitas. Nesta, para
irmos de um ponto ao outro do plano, teremos que percorrer segmentos horizontais e/ou
verticais. Assim, o caminho de menor comprimento entre dois pontos serd um segmento de
reta apenas se estes se encontrarem na mesma vertical (ou horizontal). Para calcular a
distancia entre dois pontos que nao estdo na mesma vertical (ou na mesma horizontal) teremos
que somar as medidas dos segmentos horizontais e verticais percorridos.

Os Parametros Curriculares Nacionais - Matematica - 5% a 82 séries (BRASIL, 1998)
dizem que:

“[...] fruto da criagdo e invengdo humanas, a Matematica ndo evolui de forma linear
e logicamente organizada. Desenvolve-se com movimentos de idas e vindas, com
rupturas de paradigmas. Frequentemente um conhecimento é amplamente utilizado
na ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a um dos sistemas ldgicos
formais do corpo da Matematica. Exemplos desse fato podem ser encontrados no
surgimento dos numeros negativos, irracionais e imaginarios. Uma instancia
importante de mudanca de paradigma ocorreu quando se superou a visdo de uma
Unica geometria do real, a Geometria Euclidiana, para aceitagdo de uma pluralidade

de modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar a realidade
do espago fisico” (p. 25).

Sendo assim, 0 objetivo desse trabalho é o de apresentar uma nova no¢éo de distancia,
bem como comparé-la com a nocéo usualmente conhecida e aplica-la na definicdo de dois
lugares geometricos especificos.

O trabalho esta desenvolvido da seguinte forma: no primeiro capitulo abordamos o
plano cartesiano e a distancia euclidiana.

No segundo capitulo apresentamos a defini¢do da distancia do taxi e suas propriedades

e algumas relacdes e comparacdes entre a Geometria Euclidiana e a do Taxi.
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Para finalizar, no Gltimo capitulo, propomos uma sequéncia de atividades educacionais
incluindo: seus objetivos, publico alvo, pré-requisitos, metodologia, materiais de apoio, tempo
previsto e descricdo da aula. Os objetivos das atividades sdo: a consolidacdo do uso de
coordenadas cartesianas, a introducdo de uma nova nogdo de distancia, a comparacao entre a
distancia euclidiana e a do taxi por meio das coordenadas e a visualizacdo das formas
geométricas da circunferéncia e da elipse quando usamos a distancia do taxi. Um possivel
desdobramento é trabalhar com a forma de outros lugares geométricos que envolvem o

conceito de distancia, como por exemplo: mediatriz de um segmento, hipérbole, parabola, etc.
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CAPITULO 1: COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

O matematico René Descartes deu inicio a abordagem algébrica da Geometria
Euclidiana por volta de 1637 com seu trabalho La Geométrie. René Descartes nasceu na
Franca por volta de 1601 e morreu prematuramente por volta de 1650. Um dos objetivos de
René era libertar a Geometria de tantos diagramas, que cansavam a imaginacdo, atraves de
processos algébricos. A ideia de localizar pontos no plano por meio de um sistema de
coordenadas representou um grande avango no estudo da Geometria.

O capitulo aborda de forma breve o plano cartesiano, em seguida, apresentamos o

conceito de distancia euclidiana, exemplos e suas propriedades.

1.1 Plano cartesiano

Um plano cartesiano consiste do plano determinado por duas retas (eixos
coordenados), uma horizontal e outra vertical, que se cruzam perpendicularmente num ponto
O (origem). O eixo horizontal é chamado de eixo das abscissas ou eixo Ox, e o vertical de
eixo das ordenadas ou eixo Oy.

Cada ponto A do plano cartesiano é identificado com um par ordenado (x,,y,) de
nameros reais chamados de coordenadas, e vice-versa. Logo, podemos escrever A = (xg, Vg)-
O primeiro nimero x, do par ordenado representa o valor associado ao eixo horizontal,
enquanto que o segundo nimero y, representa o valor associado ao eixo vertical.

Observe que os pontos da forma (x,0) e (0, y) localizam-se sobre os eixos Ox e Oy,
respectivamente. E ainda, se a e b sdo dois nimeros reais distintos, entdo os pares ordenados
(a,b) e (b, a) séo diferentes, pois as primeiras coordenadas de cada um dos pares ordenados
sdo distintas e, portanto, representam pontos distintos.

Por convengéo, o ponto de origem O do plano cartesiano corresponde ao par ordenado
(0,0). O sentido de crescimento no eixo horizontal é da esquerda para a direita, e no vertical,
de baixo para cima. Os numeros positivos sdo representados a direita e acima do ponto de

origem, e 0s negativos a esquerda e abaixo desse ponto (Figura 2).
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T Vieixo OY)

x{eixo Ox)

=34

Figura 2: Representacéo do plano cartesiano e dos eixos coordenados

Exemplos:
1) O ponto correspondente ao par ordenado A = (3,2) encontra-se a 3 unidades de

distancia da origem na horizontal e a 2 unidades de distancia da origem na vertical (Figura 3).

3
A
gdbccccocococcooooooo ®
1
1
1
1
4 1
L 1
1
1
1
0 1
T T T T T
-1 0 1 2 3 4
-1 -

Figura 3: Representacéo do ponto A
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2) Os pontos F = (2,0) e G = (0,—3) localizam-se sobre os eixos Ox e Oy,

respectivamente (Figura 4).

Figura 4: Localizac¢éo dos pontos F e G

-30

nNO

Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano em quatro partes denominadas

quadrantes (Figura 5). Dizemos que um ponto A = (xg, y,) esta localizado no:

i) 1°quadrantesex, > O0ey, > 0.
i) 2°quadrantesex, < 0ey, > 0.

iii) 3°quadrantese x, < 0ey, < 0.
iv) 4°quadrantesex, > O0ey, < 0.

22 quadrante

12 quadrante

3° quadrante

42 quadrante

Figura 5: Os quadrantes do plano cartesiano

Exemplo: Vamos localizar no plano cartesiano os pontos:

A= (12),B = (2,-1),C = (-12),D = (-2,—-1)eE =(

8 1

5’5

).
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Os pontos A e E pertencem ao primeiro quadrante, C ao segundo quadrante, D ao

terceiro quadrante e B ao quarto quadrante (Figura 6).

Figura 6: Localizacéo dos pontos A, B, C, D e E no plano cartesiano

1.2 Distancia euclidiana entre dois pontos

A distancia euclidiana entre dois pontos do plano é a medida do segmento de reta
formado por eles. Assim, dados dois pontos A = (x4, V,) € B = (x,,Yy,) para obtermos a
expressdo da distancia euclidiana entre eles, que sera denotada por d. (4, B), temos que
analisar os seguintes casos:

1° caso: o segmento formado pelos pontos A e B é paralelo a um dos eixos
coordenados.

Assim, d,(A,B) = |x, — x,| se 0 segmento for paralelo ao eixo Ox. No caso de ser
paralelo ao eixo 0y, d.(A, B) = |yp — Yal.

2° caso: o segmento formado pelos pontos A e B ndo é paralelo a nenhum dos eixos.

Neste caso, podemos considerar o ponto C = (x;,y,) € 0s pontos A, B e C sao vértices
de um triangulo retangulo em C.

Pelo caso anterior, d,(A,C) = |xp, — x4l e do(B,C) = |y, — ¥p| = |V — Val.

Aplicando o Teorema de Pitagoras:

de (A,B)? =d. (4,0)?+d. (B,C)? = (xp—x) %> + (v —¥a) %

Portanto,

d.(A,B) = \/(xb —xa)2+ b — Ya)?
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Observe que, em qualquer um dos casos, podemos calcular a distancia euclidiana entre

dois pontos A = (x4, y,) € B = (xp,yp) pela formula:

de(A;B) = \/(xb - xa)z + (yb - ya)z-

Exemplos:
1) Considerando os pontos E = (—1,3) e F = (—1,1), obtemos que a distancia euclidiana

entreeles éd,(E,F) = J(—l - (—1))2 +(3-1)2= |3-1| =2 (Figura 7).

24

Figura 7: Segmento de reta paralelo ao eixo Oy

2) A distancia euclidiana (Figura 8) entre os pontos C = G 1) eD = (1,

e = G-+ (1-9'= fi+i=i

N

)é:

2
2"

C
1--‘-
I
I
I I
0 1 1
T
0 1
1 -

Figura 8: Segmento de reta formado pelos pontos € e D
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3) Paraos pontos A = (2,—1)e B = (—3,1) (Figura 9) temos:
d.(4,B) = /(2 - (=3))2+(-1-1)2 =25+ 4 = 29.

-3 -2 -1 1 2 3
A
-1

-2

Figura 9: Segmento de reta formado pelos pontos 4 e B

Sejam A = (x4 ¥q), B = (x5, ¥p) € C = (x.,¥.) pontos quaisquer do plano cartesiano.

Provaremos a seguir quatro propriedades que a distancia euclidiana satisfaz:

P.. d, (A, A)=0.

Prova: Por definicéo, d, (4, 4) =y (x, — %)% + (Vo — yo)% =0.

P,.d,(A,B) > 0,se A # B.

Prova: Se A # B, entdo x, # x;, 0U y, # yp. Logo (x, — x5)? > 0 ou (v, — y,)? > 0.

Portanto, d, (4,B) = +/(xa — xp)% + (¥4 — y,)% > 0.

Ps.d.(A,B) = d.(B,A).
Prova: Temos

de (A,B) = (ta—=x)2+ Qo —p)* = (=(xp —x))2 + (Vb — Ya))* =
=V — %)%+ (¥p — Ya)? = d.(B, A).

Ps. d,(A,B) < d,(4,C) + d.(B,C).

Prova: Inicialmente provaremos que, para quaisquer nUmeros reais x, y, z e w,

V&2 +y2) (22 + w2) > xz + yw.
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De fato,
(xw —y2)? > 0 = x?w? — 2xywz + y?z%2 > 0 = x*w? + y2z? > 2xywz.
Logo,
(x2 +vy2) (22 + w?) = x22%2 + x*w? + y2z2 + y?w? > (xz + yw)?.
Como os dois membros da desigualdade anterior séo positivos, entao:
V@2 +y2) (22 + w?) =/ (xz + yw)2,

Por outro lado, xz + yw < |xz + yw| = / (xz + yw)?
Portanto

V@2 +y2) (22 + w?) = xz + yw.
Agora, verifiquemos que d, (4,B) < d.(4,C) + d, (B, ().

Tomandox =x, — X, V=Y, — Ve, Z= X, — Xp € W =Y. — Y}, Obtemos:

(de (4,0) +d, (€,B) = (Vi@ ¥77 +2Z +w2) =

= x? +yz+2(\/x2 +y2.\/zz+wz)+zz+wzz
>x2 +y2+2(xz+yw) +z2 +w? =
=(x+2)?*+@+w)i=

= (xq — xb)z + (Vo — Yb)z = de(ArB)z-

Concluimos que (d, (4,C) + d, (C,B))? = d,(4, B)? e, portanto,
de (A,C) +d. (C,B) = d.(4,B).

Observacao: a reciproca da propriedade P; é verdadeira, ou seja, se d, (A, B) =0,
entdo A = B. De fato, sejam A = (x, y,) € B = (xp,yp). Entéo

de(AB)=0= (xp — %)%+ Vp = Y)2 = 0= (xp — %)+ (Vp = V)2 = 0=
=>(xb_xa)2=Oe(yb_ya)2=O=>xb_xazoeyb_ya=0=>

= Xxp=Xxg€Y, =Y, = A=B.
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CAPITULO 2: AGEOMETRIA DO TAXI E DISTANCIA

Na Geometria do Taxi, 0s pontos e as retas sdo os mesmos da Geometria Euclidiana.
Os angulos também sdo medidos do mesmo modo. A distancia entre dois pontos € definida de
modo diferente e com isso aparecem algumas diversidades entre as duas Geometrias, bem
como a forma de apresentacdo de algumas figuras geométricas.

Hermann Minkowski de origem russa (1864-1909) foi o primeiro responsavel pelo
surgimento da distancia do taxi.

Primeiramente, apresentaremos 0 conceito, as propriedades iniciais e uma
interpretacdo da distancia do taxi. Em seguida, as relacGes entre as distancias: euclidiana e do
taxi. E para terminar, algumas comparacdes entre a Geometria Euclidiana e a do Taxi no que

diz respeito a resultados e conceitos relacionados com distancia.

2.1 Distancia do taxi entre dois pontos

Dados dois pontos do plano cartesiano A = (x,y,) € B = (x3,yp) a distancia do taxi

entre eles, que sera denotada por d; (4, B), € dada por:

di(A,B) = |xqg — xp| + |ya — ¥pl.

Uma interpretacdo para a distancia do taxi € a seguinte: imagine que o plano cartesiano
é a planta de uma cidade ideal, ou seja, as ruas sdo retas paralelas aos eixos coordenados.
Sendo assim somente trajetos horizontais e verticais sdo permitidos ao trafegarmos por essas
ruas. A distancia do taxi é o comprimento do menor caminho que liga dois pontos dessa

cidade através das ruas.

Exemplo:
Considerando os pontos A = (1,1) e B = (3,3) obtemos

d.(A,B)=|1-3|+|1-3|=2+2=4,

Na Figura 10 esta representado um caminho ligando esses pontos.
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Figura 10: Distancia do taxi entre os pontos Ae B

Sejam A = (x4 ¥4), B = (xp,¥p) € C = (x.,¥.) pontos quaisquer do plano cartesiano.
Verifiguemos a seguir que a distancia do taxi satisfaz propriedades anadlogas as que vimos,

anteriormente, para a distancia euclidiana.

Pi.d.(4,4) = 0.
Prova: Aplicando a definicédo, temos d;(4,A) = |x, — x4| + |ya — ¥.| =0+ 0 = 0.

P,. d;(A,B) > 0,se A #+ B.
Prova: Se A # B, entdo x, # x; ouy, # yp. Logo |x, — x,| > 0ou |y, —y,| > 0.
Portanto, d; (4, B) = |xq — x| + |y4 — yu| > 0.

P3. dt(A,B) = dt(B,A)
Prova: Temos

di(A,B) =lxg—xpl +|ya—vpl =1=(xp = x) | + |=(Vp — Vo) | =
= |=1l. |xp = xq| + |=1]. [y = Yol = Ixp = xg| + lyp — Yal = d¢(B, A).

Ps.d;(A,B) <d;(A,C)+d:(B,C).
Prova: Pela propriedade da desigualdade triangular de médulo de nimeros reais,

|xa_xb| = |xa_xc+xc_xb| < |xa_xc| + |xc_xb|

1Yo = Vol = 1Ya = Ye + Ve = Vbl < Yo —Yel + |ye — vl
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Somando os dois membros das desigualdades anteriores, obtemos:

|xa _xbl + |ya _ybl < |xa _xcl + |xc _xbl + |ya _ycl + |YC _ybl-
Portanto, d;(4,B) < d:(A,C) + d;(B, C).

Vejamos a seguir através de dois exemplos a ilustracdo do seguinte fato: embora na
Geometria do Taxi os pontos sejam todos os pontos do plano cartesiano, quando restrita aos
pontos de coordenadas inteiras ela descreve bem a geometria urbana de uma cidade ideal.

Nas duas figuras a seguir estdo ilustrados possiveis menores caminhos que um taxista
podera percorrer entre dois pontos de uma cidade ideal.

A Figura 11 ilustra os trés possiveis menores trajetos entre os pontos A = (2,3) e
B = (1,5): o trajeto que passa pelo ponto C, o trajeto azul e o trajeto vermelho. Observe que
a distancia percorrida em qualquer um dos trajetos é igual a 3. E a distancia do taxi entre os
pontos Ae B édadapor:d;(4,B) =12—1|+|3-5|=1+2=23.

5 B

- .7

C

4 s
3 A

- —
2-
1
0

0 1 2 3

Figura 11: Trajetos possiveis entre os pontos A ¢ B

O proximo exemplo, mostra como fica a situacdo de um taxista quando o mesmo tera
11 , 27
que se deslocar do ponto Q = (?, 1) até o ponto P = (R’ 2).

A Figura 12 ilustra dois possiveis menores trajetos entre os pontos P e Q, o trajeto

vermelho e o azul. Calculando a distancia percorrida em cada um deles obtemos:
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Trajeto vermelho:(i—z — 2) +(2-1) +(% - 2) =19;

Trajeto azul:(3 - i—;) +(2-1) +(3 - %): 2,1.

Concluimos que o trajeto vermelho é o mais curto.

Figura 12: Trajetos entre os pontos Pe Q

Agora, a distancia do taxi entre os pontos P e Q é:
de(P,Q) =12,2—-27|+|1-2| =1,5.
Mas é interessante observar que o motorista ndo pode ir de P até Q por um trajeto
como esse (que esta ilustrado com a cor verde na Figura 13), ja que 0 mesmo precisa seguir 0

trajeto das ruas.

Figura 13: Distancia do taxi entre os pontos P e Q
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2.2 Relagdo entre a distancia do téxi e a distancia euclidiana

Vejamos qual é a condicdo necessaria e suficiente que dois pontos do plano devem
satisfazer para que a distancia do taxi entre eles coincida com a distancia euclidiana.

Para A = B é imediato que d;(4,B) = 0 = d, (4, B).

Sejam A = (x4 ¥,) € B = (xp,yp) pontos distintos do plano.

Temos:

dt(A;B) = de(A; B) = \/(xa - xb)z + (ya _yb)z = |xa_xb| + |ya _ybl =

= (VGa =57 F Ga=m)%) = (50— 5l + e = )? =
= (g — %)+ o — ¥p)? = lxg — xp 1 + 2% = Xp|1¥e = Vol + |ya — V6 ’=
=2|xq—xp||Ya — ¥p| = 0.

Dai, |x,—x,| = 0ou |y, —y,| = 0, 0 que implica x, = x;, ou y, = y,. Isso significa
que o segmento de reta que une os pontos A e B é paralelo ao eixo Ox ou ao eixo Oy.
Reciprocamente, se 0s pontos A e B estdo em uma reta paralela ao eixo Ox, entdo y, = y,, e,
portanto, d.(4, B) = /(xg — )% = |x,—x,| = d¢(4, B). Analogamente, se conclui que a
distancia euclidiana e a distancia do taxi sdao iguais se 0s pontos A e B estdo em uma reta
paralela ao eixo Oy.

Portanto, para que d;(4,B) =d, (A,B) basta que o valor das abscissas ou das
ordenadas dos pontos A e B seja 0 mesmo.

E por altimo, verifiquemos que a distancia do taxi é maior ou igual do que a distancia
euclidiana.

Sejam A = (x4 ¥,) € B = (x3,yp) pontos do plano cartesiano.

Temos 2|x, — x|.1y, — ¥p| = 0, pois todos os fatores deste produto sdo positivos ou
iguais a zero. Somando (x, — x,)* + (¥, — ¥,)? a0s dois membros da desigualdade:

(X = %)+ OVa = ¥p)° + 210 — Xp|.1ya = Yol =g — x)° + Ve — ¥3)%
Portanto, (xg — Xp| + [Ya — ¥b1)* = (¥ — %p)* + Ve — )"
Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da desigualdade anterior (j& que

ambos 0s membros s&o maiores ou iguais a zero) obtemos:

VUxa = x| + 1ya =961 )2 =V (g — %)% + g — )2 =

= |xg = xp| + Ve — ¥pl = V(e — 25)% + (Vo — ¥p)?.
Concluimos que d;(4,B) = d.(A, B).




24

Observacao: Um conceito que estuda a ideia de distancia é o conceito de métrica.
Dado um conjunto M # @, uma métrica sobre M é uma funcdo que associa a cada par
ordenado de elementos de M um ndmero real d(x,y) de modo que sejam satisfeitas as
seguintes propriedades para quaisquer x,y,z € M:
1) d(x,x) =0.
2) d(x,y)>0sex #y.
3) dx,y) = d(,x).
4) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z).

Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de espago métrico (M, d).

As distancias, euclidiana e do taxi, sdo exemplos particulares de métricas sobre R2.

Outra métrica interessante no R? é a do maximo. Dados A = (x,y,) € B = (xp,Yp)

emR?, d,, 4 = max{|x, — x|, |y, — yp|}. Para mais detalhes sugerimos Domingues (1982).

2.3 Comparagcdes entre a Geometria do Taxi e a Geometria Euclidiana

Inicialmente vejamos porque a Geometria do Taxi é uma Geometria ndo-Euclidiana.

O postulado de congruéncia LAL (lado-angulo-lado) da Geometria Euclidiana ndo é
valido na Geometria do T&xi. Para concluir tal fato, daremos um contraexemplo.

Considere 0s pontos:

I=(G34),]=(74),K=(70),D= (1,3),E= 31)eF= (1,-1).

Os triangulos DEF e IJK sdo retangulos e isosceles. O triangulo DEF possui trés lados
com medidas do taxi iguais a 4, enquanto que o triangulo IJK possui dois lados com medidas
do taxi iguais a 4 e a hipotenusa igual a 8 (Figura 14).

Repare que os triangulos possuem dois lados com medidas do taxi iguais a 4 € 0
angulo entre esses lados medindo 90°, mas ndo sdo congruentes, pois diferem no valor da

medida do taxi em relacdo a hipotenusa.
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Figura 14: Contraexemplo do postulado LAL de congruéncia de triangulos

Agora, vejamos alguns exemplos da forma geométrica da circunferéncia e da elipse na
Geometria do Taxi. Recordemos que circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos
do plano que estdo a certa distancia, chamada raio, de certo ponto, chamado centro. E que,
elipse é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias de P a dois pontos fixos
F; e F, (focos) é constante.

Veremos nos exemplos a seguir que a circunferéncia na Geometria do Taxi tem a
forma de um quadrado. Sendo assim podemos definir o “perimetro da circunferéncia” como

sendo a soma das medidas de todos os lados do quadrado, utilizando-se da distancia do taxi.

Exemplos:
1) A circunferéncia do taxi de centro C = (2,3) e raio r =1 é constituida pelos pontos

P = (x,y) do plano que satisfazem a seguinte equacao:

d;(P,C) =|x—-2|+|y—-3|=1.

Para resolvermos a equacdo acima analisaremos 0s seguintes casos:
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Nx<2ey<3:

lx =2|+|y=3|=1=2—-x+2-y+3=1=2x+y=4 (I)
i) x<2ey>3:

lx=2|+|y—-3|=1>-x+2+y-3=1=>-x+y=2 (ll)
i) x>2ey<3:

lx =2|+|y—-3|=1=2x—-2—-y+3=1=>x—-y=0 (lll)
iv) x>2ey>3:

lx =2|+|ly-3|=1=2x—-2+y—-3=1=>x+y=6 (IV)

Analisando as solucgdes das equacdes | a IV, obtidas anteriormente com as respectivas

condicdes, obtemos os lados do quadrado ABDE da Figura 15.

4 B
3] D A
2-
E
1-
0
-1 0 1 2 3 4
_1_

Figura 15: Quadrado ABDE

Logo, o perimetro do quadrado ABDE € dado por:
Per(ABDE) =d,(A,B)+d;(B,D)+d;(D,E) +d,(E,A)=2+2+2+2=8.
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Note que no caso da geometria urbana, neste exemplo, a circunferéncia é o conjunto

formado apenas pelos pontos: A,B,D e E.

2) Continuaremos usando o0 mesmo ponto C = (2,3) do Exemplo 1, mas com r = 2.

Determinemos o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que:
de(P,C) =|x—-2]+|y—-3] =2

De modo anélogo ao exemplo anterior, o conjunto dos pontos do plano que satisfazem
a equacdo acima é constituido pelos segmentos de reta que formam os lados do quadrado
FGHI representado na Figura 16.

Figura 16: Quadrado FGHI

Observe que o perimetro do quadrado FGHI é:

Per(FGHI) = d,(F,G) + d.(G,H) + d,(H,) + d,(I,F) =4 + 4 + 4 + 4 = 16.

Considerando, neste exemplo, a geometria urbana, a circunferéncia é dada pelos
pontos F,G,H,I,] = (3,2),K = (3,4),L=(1,4) e M = (1,2).
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A seguir justificaremos que, no caso geral, o conjunto de pontos do plano que satisfaz
a definicdo de circunferéncia na Geometria do Taxi é constituido por segmentos de reta que
formam os lados de um quadrado.
Dado um ponto C = (a, b) do plano e r um namero real positivo, um ponto P = (x,y)
do plano pertence a circunferéncia do taxi de centro C e raio r se:
d;(P,C)=|x—al|l+|y—b|=r.

Parax —a<0ey—b=>0devemostery=x+r—a+b. (I)
Sex—a=>0e y—b>0devemostery = —x+r+a+b. (II)
Sex—a>0ey—b<0devemostery=x—r—a+b. (Ill])
Sex—a<0Oey—b<O0devemostery=—x—r+a+b. (IV)

As equacdes I, 11, III e IV representam equacdes de reta. Da geometria analitica,
sabemos que os pares de retas representadas pelas equacbes I e Il, [ eIV, II1 eIV, Il e Il s&o
perpendiculares, respectivamente, nos pontos A = (a,b+1),B = (a—r1,b),C = (a,b—1) e
D = (a+,b). Logo, 0s pontos A, B, C e D sdo vértices de um retangulo. Como d;(A,B) =
=d;(B,C) =d,(C,D) =d;(D,A) = 2r, o retdngulo ABCD ¢é um quadrado.

Portanto, a circunferéncia na Geometria do Taxi possui a forma de um quadrado.
Sendo assim, podemos definir o perimetro da circunferéncia como sendo a soma das medidas
de todos os lados do quadrado que, utilizando-se da distancia do taxi, sera 8r.

Vamos agora analisar a elipse. Ndo faremos generalizacdes, mas veremos através de
exemplos qual é o conjunto de pontos do plano que satisfaz a definicdo de elipse.

Dados dois pontos do plano F; = (a,b) e F, = (c,d), um ponto P = (x,y) do plano

pertence a elipse do taxi de focos F; e F, se:

di(P,F) +d(P,F,) = |x—al+ |y —bl+ |x—c|+ |y —d|=k,

com k um namero real positivo e k > d,(F,, F,).
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Exemplos:

1)

Considere os pontos F; = (1,3) e F, = (2,5). Determinemos o conjunto dos pontos

P = (x,y) do plano que sdo solu¢do da equacao:

de(P,F) +de(P,F) = |x =1 + |y = 3| +|x - 2| + |y - 5| = 5.

Analisando a equacdo acima obtemos as seguintes equacfes com suas respectivas

condicdes:

1) x<ley<3=>x+y=3

2) x<1le3<y<5=x=0

3) x<ley=25=>-x+y=5

4) 1<x<2ey<3=y=2

5) 1<x<2e3<y<5=0x+ 0y=2(nio ha solugio)
6) 1<x<2ey>5=>y=6

7) x>2ey<3=>x-y=0

8) x>2e3<y<5=x=3

9) x>2ey>5=>x+y=8

As solucdes das equactes dadas acima com as respectivas condigdes € o conjunto dos

pontos formado pelos lados do octogono ABCDEFGH (Figura 17). Sendo assim podemos

definir o “perimetro da elipse” como sendo a soma das medidas de todos os lados do

octogono utilizando-se da distancia do taxi.

O perimetro Per (ABCDEFGH) é dado por:
Per(ABCDEFGH) =d.(A,B) +d.(B,E) + d,(E,G) + d,(G,H) +

+dt(H,F)+dt(F,D)+dt(D,C)+dt(C,A) =
=24+14+24+2+24+1+24+2=14.

Note que, no caso da geometria urbana, neste exemplo, a elipse é o conjunto formado

por 4 segmentos: BE, GH, FD e CA.
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7-
6 D F
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Figura 17: Octégono ABCDEFGH

2) Considere os pontos F; = (—2,0) e F, = (2,0). Determinemos o conjunto dos pontos

P = (x,y) do plano que sdo solucdo da equacao:

de(P,F) +de(P,F) = |x+ 2|+ |y -0l +|x-2|+|y-0l=6

Neste exemplo, 0 conjunto dos pontos do plano que s&o solucéo da equacdo acima é
constituido pelos lados do hexdgono ABCDEF (Figura 18).

Observe que o perimetro do hexagono ABCDEF é:
Per(ABCDEFGH) =d.(A,B) +d.(B,C)+d.(C,D)+d,(D,E) + d.(E,F) +d.(F,A) =

=2+4+2+2+4+2=16.
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Considerando, neste exemplo, a geometria urbana, a elipse é dada pelos pontos Ae

D e pelos segmentos BC e EF.

2-
B 1 C
A F1 : F2 \_D
0 . . 0
A -2 -1 0 1 2
-1
F E
_2_

Figura 18: Hexdgono ABCDEF
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CAPITULO 3: ATIVIDADES

Apresentaremos uma proposta de atividades abordando a distancia euclidiana e a
distancia do taxi na qual os objetivos sdo o de consolidar o uso de coordenadas cartesianas no
plano, construcdo e relacdo entre conceitos matematicos especificos, a saber, distancia entre
dois pontos e dois lugares geométricos particulares: a circunferéncia e a elipse.

A primeira e a segunda atividades possuem como base desenvolver uma visualizagéo
geométrica, permitindo ao aluno por meio de uma linguagem informal, chegar ao conceito de
distancia euclidiana entre dois pontos, relacionando-a com o Teorema de Pitagoras.

As atividades seguintes, terceira e quarta, trazem também atraves de uma linguagem
informal, questdes onde o aluno estabelecerd um novo conceito de distancia na nova
Geometria, a distancia da Geometria do Taxi.

Na quinta atividade, o aluno tera oportunidade de perceber a mudanca na forma
geométrica da circunferéncia na Geometria do Taxi. Para isso, a atividade traz questBes que
conduz o aluno a reconhecer a forma geomeétrica da circunferéncia ao aplicar o novo conceito
de distancia.

No final do capitulo apresentamos duas atividades complementares para
aprofundamento do tema. Essas atividades podem ser encaradas como um desafio.

Cada uma das atividades foi descrita detalhadamente de modo que no inicio de cada
uma apresentamos o publico alvo, recomendagdes metodoldgicas, os objetivos especificos a
serem atingidos bem como os procedimentos envolvidos e, ainda, pré-requisitos, material de
apoio necessario, dificuldades e tempo previsto. As atividades destinadas aos alunos estdo

indicadas em letra do tipo italico.

3.1 Primeira Atividade: distéancia euclidiana entre dois pontos dados

Publico alvo: alunos da oitava série (nono ano) do ensino fundamental.

Objetivo: localizar pontos no plano cartesiano e calcular a distancia euclidiana entre
dois pontos dados.

Pré-requisitos: Teorema de Pitagoras.

Material de apoio: papel quadriculado.

Dificuldades previstas: uma dificuldade que podera ser encontrada, e que o professor
devera ficar atento para isso, € que o aluno nédo localize de forma correta 0s pontos, ou seja,

ndo esteja marcando primeiro a coordenada horizontal e depois a vertical. Caso seja
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necessario, faca uma revisdo a respeito do eixo horizontal (abscissa) e do eixo vertical
(ordenada). O aluno também pode encontrar dificuldade ao relacionar a hipotenusa e 0s
catetos de um triangulo retangulo quando for aplicar o Teorema de Pitagoras.

Recomendacdes Metodologicas: propbe-se que a atividade seja realizada
individualmente, para que haja um maior envolvimento de cada aluno. A atividade é
importante para que o aluno consolide a representacdo de pontos no plano cartesiano e calcule
a distancia euclidiana entre dois pontos relacionando-a com o Teorema de Pitagoras.

Tempo previsto: 1 aula (50 minutos).

Procedimentos:
Questéo 1:
a) Tragar os eixos coordenados (eixo Ox e eixo 0y).
b) Marque no papel quadriculado os pontos:

A=(10),B=(03),C=(-14),D =(-2,-3),E =(2,-2),
F=(1,-4),6=24),H=(04)el =(2,5).

¢) Quais pontos possuem a mesma abscissa? E a mesma ordenada?
d) Quais pontos estdo sobre o eixo Ox? E sobre o eixo Oy?

e) Responda qual é o quadrante que pertence cada um dos pontos: C,D,E,F,G e I.

Questao 2:

a) Tracar os eixos coordenados (eixo Ox e eixo 0y).

b) Representar no papel quadriculado os pontos: A = (2,4) e B = (—2,0).

c) Escrever as coordenadas cartesianas e representar o ponto C, o qual possui a mesma
abcissa que B e a mesma ordenada que A.

d) Tracar o menor caminho entre os pontos A e C. Faga 0 mesmo para os pontos B e C.

e) Quais sdo as medidas dos dois caminhos obtidos no item anterior?

f) Tracar o menor caminho para ir do ponto A ao ponto B.

g) Que tipo de triangulo os pontos A, B e C formaram?

h) Determinar a medida do caminho tragado no item f.

Observacdo para o professor: comente com os alunos que em matematica, distancia

entre dois pontos é a medida do comprimento de um menor caminho que se percorre, indo de
um ponto a outro. Quando o caminho entre dois pontos é percorrido em linha reta, da-se o

nome de distancia euclidiana. A medida do comprimento desse caminho é a medida do
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segmento de reta que une os dois pontos. Essa distancia é a que comumente se ensina nas

aulas de matematica e é estudada na Geometria Euclidiana.

3.2 Segunda Atividade: férmula da distancia euclidiana entre dois pontos

Publico alvo: alunos da oitava série (nono ano) do ensino fundamental.

Objetivo: conjecturar a formula que permite o célculo da distancia entre dois pontos
na Geometria Euclidiana.

Pré-requisitos: nogdes preliminares relativa a distancia euclidiana, desenvolvidas na
atividade anterior.

Material de apoio: Tabela 1.

Dificuldades previstas: o aluno podera encontrar dificuldades ao realizar operacdes
de subtracdo envolvendo nimeros negativos. Caso ocorra tal dificuldade, trabalhe a definicdo
de distancia entre dois pontos na reta numérica.

RecomendacBes Metodoldgicas: propde-se que a atividade seja realizada
individualmente para que haja um maior envolvimento de cada aluno.

Tempo previsto: 1 aula (50 minutos).

Procedimentos:

A tabela 1 apresenta na primeira coluna, mais a esquerda, um pedaco de papel
quadriculado. Nele estdo desenhados os eixos coordenados (indicados por duas linhas
grossas), dois pontos A = (x,,v,) € B = (xp,y,) € 0 caminho percorrido por um avido que
sai de um dos pontos e chega ao outro (indicado por uma linha tracejada). Na segunda
coluna um terceiro ponto C = (x;,y,) tal que os pontos A, B e C sejam vértices de um
triangulo retangulo em C.

Na atividade anterior, vocé recordou como representar pontos por meio de um par de
numeros, relacionados aos eixos coordenados e aprendeu como medir a distancia euclidiana
entre tais pontos. Com estes conhecimentos, com o auxilio do Teorema de Pitdgoras e com a
ajuda de alguns valores que ja estdo marcados na Tabela 1 tente completa-la, acrescentando

0s dados que estéo faltando.
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Tabela 1: distancia euclidiana entre dois pontos

Pedaco de Ponto d.(A,C) = d.(B,C) =
. ‘ ‘ [d.(4, B)]?
papel quadriculado C = (xp,Yq) = |xp — Xql = 1yp — Yal
O
\ 1 |
N :
B o
N ¢ = (0,0) 0-2]=2 2-0]=2 224+22=8
1 N 1
0 1 LA
0 i a2
A
eed I
ICESE T | B €=(.2) |-2—-|=3 | [1—-]=1 324 .2=10
T T 0
2 -1 0 1
1] ,A
Ve
0l < :
2 1,0 1
o/ C=(u, ) |2 = ]=w | |.—1]=3 L3 =
s =l
Ve
7
& 2
A 0
| 0 1
AN c=(1,..) -] = |-1-0] = - 24.2=10
~
.\\\ :
I . o~ PR
2] .‘A
N\
\
1] \
N\
\ c="C(C.,..) — = - = 24 2=
0 \
0 T 'z‘\ HES
-1 \B

Qual é a expressdo que relaciona

euclidiana entre eles?

as coordenadas dos pontos Ae B e a distancia
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Observacao para o professor: a resposta esperada é:
[de(Ar B)]Z = |xb - xal2 + |yb - yal2

e portanto,

d.(AB) = \/(xb — %)%+ (b — Ya)?

3.3 Terceira Atividade: apresentando a distancia do téxi entre dois pontos

Publico alvo: alunos da oitava série (nono ano) do ensino fundamental.

Objetivo: a construcdo do conceito de distancia do taxi entre dois pontos
relacionando-a com o cotidiano.

Pré-Requisitos: valor absoluto de nimeros reais.

Material de apoio: papel quadriculado, Figura 19 e Tabela 2.

Dificuldades Previstas: uma dificuldade prevista ¢ a de trabalhar com mddulo e
associd-lo com a definicdo de distancia entre dois pontos na Geometria do Taxi. Caso seja
necessario trabalhe atividades envolvendo mddulos de numeros reais associando-o com a
distancia entre dois pontos em uma reta numérica.

Recomendacdes metodoldgicas: o professor distribuird folhas quadriculadas para
cada aluno. Propfe-se que a atividade seja realizada em grupos de 2 alunos. Ao realizar
atividades em grupo, os alunos comparam respostas € com isso adquirem maior clareza em
relacdo as justificativas e conjecturas. Abordamos nessa atividade 3 questdes. A questdo 1 tem
como objetivo introduzir a nocdo de distancia do taxi. Sugere-se que o professor faca a
atividade juntamente com os alunos. A questdo 2 tem como objetivo reforcar a ideia da
distancia do taxi entre dois pontos. Professor, discuta a questdo 2 com os alunos apos o
término da mesma. Ja na questdo 3 obteremos a expressdo que calcula a distancia do taxi entre
dois pontos quaisquer a partir de suas coordenadas.

Tempo previsto: 2 aulas (50 minutos cada).

Procedimentos:

Questéo 1:
A figura abaixo representa parte do mapa das ruas de uma cidade no plano

cartesiano e duas localidades P e Q,onde P = (3,4)e Q = (1,1).



37

-1

Figura 19: Representacdo dos pontos P e @ no plano cartesiano

a) Marque na folha quadriculada que vocé recebeu os pontos P e Q da figura anterior.

b) Nessa cidade s6 é possivel se deslocar horizontalmente e verticalmente. Baseado nessa
informacdo desenhe um possivel trajeto (0 menor) que um taxista poderia fazer entre os
pontos P e Q. Compare seu desenho com o de seu colega.

¢) Supondo que cada lado dos quadradinhos da folha quadriculada possui 1 como unidade
de medida, qual foi a distancia percorrida nesse trajeto? Compare a sua resposta com a

de seu colega.

Observacdes para o professor: comente que nem sempre é possivel ir de um ponto

ao outro por uma linha reta. Por exemplo, para irmos de 6nibus ou carro da escola para casa
dependemos dos trajetos das ruas. Por isso, devemos aprender uma nova maneira de calcular
distancia.

Ap0s as comparacgOes feitas nos itens b e ¢, todos devem observar que os resultados

obtidos para a distancia foram iguais mesmo que os (menores) trajetos tenham sido diferentes.

Questao 2:

a) Marque na folha quadriculada que vocé recebeu os pontos:
C =(-2,-3),D= (2,-3)eE =(-31).
b) Desenhe um possivel trajeto (o menor) que um 6nibus poderia fazer entre os pares de

pontos: Ce D, D e E, C e E. Compare seu desenho com o de seu colega.
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¢) Supondo que cada lado dos quadradinhos da folha quadriculada possui 1 como unidade
de medida, qual é a disténcia percorrida por cada um dos trajetos que vocé tracou no

item anterior? Compare a sua resposta com a de seu colega.

Observacdo para o professor: Uma “malha quadriculada” é uma folha cheia de

quadradinhos desenhados (igual ao papel quadriculado que vocés receberam). Cada lado de
um desses quadradinhos é chamado de quadra. Suponhamos que seja possivel se deslocar
apenas por retas horizontais e verticais da malha quadriculada. O menor nimero de quadras
percorridas entre dois pontos € chamado distancia do taxi entre eles. Essa distancia é o que se
estuda na Geometria do Taxi.

Questéo 3:

A Tabela 2 apresenta na primeira coluna, mais a esquerda, um pedaco de papel
quadriculado. Nele estdo desenhados os eixos coordenados (indicados por duas linhas
grossas), dois pontos (A e B) e o caminho percorrido por uma pessoa que sai de um dos
pontos e chega ao outro percorrendo quadras (indicado por linhas tracejadas). Cada quadra
equivale a medida do lado de um quadrado. Cada lado do quadrado possui medida igual a 1
unidade. Nas questdes anteriores vocé apreendeu como medir a distancia do taxi entre dois
pontos.

Com estes conhecimentos e com a ajuda de alguns valores que j& estdo marcados na

Tabela 2, tente completa-la, acrescentando os dados que estéo faltando.

Tabela 2: distancia do téxi entre dois pontos
Representag¢éo Distancia Distancia Numero de
Grafica na Geometria X4 | v4a | xg | yg | entreabcissas | entre ordenadas quadras
do Taxi [x4 — xp] V4 — Vgl entre Ae B
A
Tt
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Qual é a expressao que relaciona as coordenadas dos pontos A e B com a distancia

do taxi entre eles?

Observacao para o professor: a resposta esperada é:

di(A,B) = |x4 — xp| + |ys — vzl

3.4 Quarta Atividade: relacéo entre a distancia do téxi e a distancia euclidiana

Publico alvo: alunos da oitava série (nono ano) do ensino fundamental.

Objetivo: comparar a Geometria do Taxi com a Geometria Euclidiana quando se

calcula a disténcia entre dois pontos no plano cartesiano.

Pré-Requisitos: nocbes preliminares relativas as distancias, euclidiana e do téxi,

desenvolvidas anteriormente.

Material de apoio: papel quadriculado e Figura 20.
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Dificuldades Previstas: alguns alunos podem apresentar questionamentos se
realmente é valida a relacdo para quaisquer dois pontos ao comparar as duas distancias.
Talvez seja necessario o professor acrescentar mais exemplos.

Recomendacdes metodoldgicas: divida a turma em grupos de 2 alunos. A atividade
constara de duas questdes. A primeira questdo tem como objetivo comparar d; (4,B) e
d, (A, B). Na questdo 2 veremos qual condicdo se deve ter para que d;(4,B) = d.(4, B).

Tempo previsto: 2 aulas (50 minutos cada).

Procedimentos:

Questdo 1:

Imagine uma cidade onde as ruas se comportam como um sistema de eixos
cartesianos quadriculado, ou seja, os vértices de cada quadrado sdo as esquinas das ruas e
cada lado dos quadrados sé@o os quarteirdes.

Marque os seguintes lugares no papel quadriculado:

Igreja: A = (—1,3) Escola: B = (2,4) Suacasa: C = (5,—2)
5-
4] e
o 3]
2-
1-
0
3 2 T 0 1 |2 i3 "4 | 5
-1-
2 e
-3

Figura 20: Localizagdo dos pontos A, B e C.

a) Qual o valor da distancia do taxi entre a igreja e sua casa?
b) Qual o valor da distancia euclidiana entre a igreja e sua casa?

¢) Compare os valores obtidos nos itens a e b.
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d) Determine d;(A,B) e d, (A,B) e compare os valores obtidos. Faca 0 mesmo para
d:(B,C) ed,(B,C).

Observacao para o professor: apos a correcdo desta questdo observe junto aos alunos

que a distancia do taxi foi estritamente superior a distancia euclidiana em todas as

comparagoes.

Questéo 2:

a) Marque os pontos A = (1,4), B = (—2,4) e C = (—2,5) no papel quadriculado.

b) Determine d;(4,B) e d, (A, B). Compare os resultados obtidos.

c) Determine d;(B,C) e d, (B,C). A relagdo entre os resultados obtidos é parecida com a
do item anterior?

d) Una os pontos A e B e 0s pontos B e C. Observe que obtemos dois segmentos de reta.
Qual é a posicao relativa desses segmentos com 0s eixos Ox e Oy, respectivamente?

e) Qual das coordenadas dos pontos A e B sdo iguais? E entre Be C?

f) Observando os itens b, ¢ e d, responda: qual é a condicao para que a distancia euclidiana
entre dois pontos seja igual a distancia do taxi entre 0s mesmos pontos?

g) Una os pontos A e C. O segmento AC é paralelo a algum dos eixos coordenados? Qual a
relacdo que vocé pode estabelecer entre as abscissas e entre as ordenadas dos pontos A e

C? O que vocé observa ao comparar d; (4,C) ed, (4,C)?

3.5 Quinta Atividade: a circunferéncia na Geometria do Taxi

Publico alvo: alunos do primeiro ano do ensino médio.

Objetivo: ver a forma geométrica apresentada pela circunferéncia na Geometria do
Taxi.

Pré-requisitos: modulo e intervalo de nimeros reais, equacfes modulares, grafico de
funcdo afim, Teorema de Pitagoras e perimetro de figuras.

Material de apoio: papel quadriculado.

Dificuldades previstas: ao resolver equacdes modulares temos que separar em casos
utilizando intervalos de nimeros reais. Isso pode ser uma dificuldade esperada por parte dos
alunos. Portanto, caso seja necessario, recorde primeiramente as equagdes modulares da
forma|x —a|l= b,b = 0.

Recomendacdes metodologicas: atividade individual. A atividade constara de duas

questdes cujo objetivo é que o aluno consiga construir e observar a forma geométrica da
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circunferéncia na Geometria do Téaxi a partir dos casos trabalhados. Também abordaremos o
conceito de perimetro da figura obtida.
Tempo previsto: 3 aulas (50 minutos cada).
Procedimentos:
Questéo 1:
Com o auxilio do papel quadriculado, faca o que se pede:
a) Marque o ponto C = (3,5) no plano cartesiano.
b) Marque todos os pontos P do plano tais que suas coordenadas sejam nimeros inteiros e
d.;(P,C) = 2. ldentifique esses pontos em termos de suas coordenadas.
c) Una os pontos determinados no item b por um segmento de reta. Que figura vocé
observa? Justifique.
d) Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Qual equacéo representa d,(P,C) = 2?
e) Resolva a equacéo obtida no item d.
f) Represente graficamente as fungdes do primeiro grau determinadas no item anterior,
observando as restricdes dos valores de x e y obtidos ao aplicar a defini¢do de modulo.

g) A figura obtida no item anterior é a mesma obtida no item c?

Observacdo para o professor: no final o professor deve observar para os alunos que

a circunferéncia é o conjunto dos pontos do plano que equidistam (de acordo com a distancia
adotada) de um ponto fixo (centro). Assim, a figura obtida no item g é a forma geométrica da
circunferéncia de centro C e raio 2 na Geometria do Taxi, ou seja, “as circunferéncias do taxi”

sdo quadrados.

Questao 2:

Chamando os vértices do quadrado, construido na questéo anterior, de A4, B, C e D, faca
0 seguinte:
a) Calcule d;(A,B), d:(B,C), d;(C,D) ed;(D,A).
b) Calcule o perimetro do quadrado utilizando a distancia do taxi.
c) Calculed,(A4,B), d.(B,C), d.(C,D) e d,(D,A) e o perimetro do quadrado utilizando a
distancia euclidiana.

d) Compare os resultados dos itens b e ¢. O que vocé observou?
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3.6 Atividade Complementar 1: demonstrando que a distancia euclidiana é menor ou
igual do que a distancia do taxi.

Publico alvo: alunos do primeiro ano do ensino medio.

Objetivo: demonstrar algebricamente que a desigualdade d.(4,B) < d;(4, B), para
quaisquer pontos A e B, é valida.

Pré-requisitos: valor absoluto entre nimeros reais e suas propriedades.

Material de apoio: atividades no caderno.

Dificuldades previstas: pode ocorrer do aluno ndo compreender as operagdes com
expressOes literais envolvendo modulos. Neste caso, retome conteddos como completar
quadrados e propriedades de médulo de nimeros reais.

Recomendacdes metodoldgicas: atividade individual. Cada passo descrito abaixo
deve ser devidamente justificado.

Tempo previsto: 1 aula (50 minutos)

Procedimentos:

Sejam A = (x,y,) € B = (xp,yp) pontos do plano.

a) Explique porque 2|x, — x3|.ly, — y»| = 0.

b) Escreva a desigualdade que é obtida ao somar (x, — x,) + (y, — y,)* aos dois membros
da desigualdade anterior.

c) Para obter a desigualdade do item b vocé utilizou em algum momento produto notével?
Em caso negativo, reescreva a desigualdade utilizando um produto notavel.

d) Observe que na nova desigualdade os dois membros sdo positivos. Usando esse

argumento extraia a raiz quadrada de cada um dos membros. Que concluséo vocé obtém?

3.7 Atividade Complementar 2: uma elipse na Geometria do Taxi

Publico alvo: alunos do primeiro ano do ensino médio.

Objetivo: ver a forma geométrica apresentada pela elipse na Geometria do Taxi.

Pré-requisitos: modulo e intervalo de nimeros reais, equacdes modulares, grafico de
funcdo afim, Teorema de Pitagoras e perimetro de figuras.

Material de apoio: papel quadriculado.

Dificuldades previstas: ao resolver equacdes modulares temos que separar em casos

utilizando intervalos de nimeros reais. Isso pode ser uma dificuldade esperada por parte dos
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alunos. Portanto, caso seja necessario, recorde primeiramente as equacdes modulares da
forma|x—al= b, b= 0.

RecomendagBes metodologicas: atividade individual. A atividade constard de 5
passos com o0 objetivo de levar o aluno a obter a forma geométrica de uma elipse dada na
Geometria do Taxi. Também abordaremos o conceito de perimetro da figura obtida.

Tempo previsto: 3 aulas (50 minutos cada).

Procedimentos:

Com o auxilio de um papel quadriculado, faga o que se pede:

a) Marque os pontos F; = (—2,0) e F, = (2,0).

b) Localize oito pontos P do plano, tais que as coordenadas sejam numeros inteiros e
d.(P,F,) +d;(P,F,) = 6.

c) Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Escreva e resolva a equagdo que representa
d.(P,F,) +d,(P,F,) = 6.

d) Represente graficamente as fungbes determinadas no item anterior, observando as
restricGes dos valores de x e y obtidos ao aplicar a definicdo de mddulo.

e) Que figura vocé observa? Determine o perimetro da figura utilizando a distancia do taxi.

Observacdo para o professor: no final o professor deve observar para os alunos que

a elipse é o conjunto dos pontos P do plano, tais que a soma das distancias de P (de acordo
com a distancia fixada) a dois pontos fixos (focos) é constante. Assim, a figura obtida (um
hexagono) no dltimo item é a forma geométrica da elipse de focos F; = (—2,0) e F, = (2,0)
na Geometria do Taxi.

Mas se escolhermos outros focos, como por exemplo, F; = (1,2) e F, = (2,4) tal que
d.(P,F,)+d;(P,F,) =5, onde P =(x,y) € um ponto qualquer do plano, obtemos um
octogono. Resolva este caso com o0s alunos.

O importante é que os alunos tomem conhecimento que utilizando a definigdo de

distancia do taxi entre dois pontos do plano, alteramos a forma geométrica da elipse.
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CONSIDERACOES FINAIS

A Geometria do Taxi permite uma nova visdo sobre o ensino da matematica, pois
possibilita uma simulacdo de movimentos mais adequada nos espagos urbanos e também
analisar algumas formas geomeétricas utilizando a distancia do téxi.

E essencial a abordagem de temas mais atualizados e mais completos no &mbito
educacional, proporcionando assim aulas mais dinamicas e contextualizadas com a realidade
dos alunos. Desta forma, compreendemos estar despertando maior interesse e compreensao
dos temas por parte dos alunos, e por consequéncia, levando-os a maiores reflexdes e
aprendizados. Para isso propomos também nesse trabalho atividades complementares para
alunos que gostam de desafios e querem sempre aprofundar mais.

O presente trabalho contribuiu para enriquecer meu conhecimento sobre temas
interessantes e relevantes da matematica, podendo assim transmitir esse conhecimento ao
aluno de forma que o mesmo perceba um maior sentido da matematica para o seu cotidiano.

Com este objetivo, apds estudos e com base em experiéncias pessoais na area da
educacdo, sugerimos algumas abordagens sobre o tema das quais consideramos relevantes.
Esperamos alcancar nosso objetivo que é o de contribuir com os professores de Matematica e

com os alunos no processo de ensino aprendizagem.
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