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Resumo
Temos como objetivo central neste trabalho demonstrar o Teorema de Marden, que
nos diz que, dado um polinémio de terceiro grau com coeficientes complexos, as raizes
desse polindmio nao sao colineares e formam um triangulo T no plano complexo. Ha
uma tnica elipse inscrita em T e tangente aos lados nos seus pontos médios. Os focos
dessa elipse sao as raizes da derivada do polinémio. Mostramos que tal elipse é a Elipse
de Steiner. Fazemos uma generalizagao do Teorema de Marden utilizando polindmio

de grau n.

Palavras-chave
Elipse de Steiner, Teorema de Marden, Generalizagao do Teorema de Marden, Po-

liomios com coeficientes complexos



Abstract
The main objective of this work is to demonstrate Marden’s Theorem, which tells
us that given a third-degree polynomial with complex coefficients, the roots of this
polynomial are not collinear and form a triangle T in the complex plane. There is a
unique ellipse inscribed in T and tangent to the sides at their midpoints. The foci of
this ellipse are the roots of the derivative of the polynomial. We show that such an
ellipse is Steiner’s Ellipse. We make a generalization of the Marden Theorem using

degree n polynomial.

Keywords Steiner’s Ellipse, Marden’s Theorem, Generalization of Marden’s Theorem,

Polynomials with complex coefficients
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Capitulo 1

Introducao

O Teorema de Rolle afirma que se f é continua em [a,b], f é derivavel em (a,b) e
f(a) = f(b), entao, existe um x, tal que f'(x,) = 0. Neste trabalho falamos sobre uma
extensao do Teorema de Rolle, o Teorema de Marden.

Considerando um polindmio p(z) de terceiro grau com coeficientes complexos e
raizes nao colineares no plano complexo. Unindo com segmentos os pontos que repre-
sentam as raizes no plano complexos obtemos um triangulo T. Qual A@ a relagao
geométrica entre p(z) e p'(z)?

O objetivo deste trabalho é mostrar a validade do Teorema de Marden que diz que
as raizes da derivada de p(x) s@o os focos da elipse que tangencia nos pontos médios de
T, triangulo este formado pelas raizes do polindémio p(z). A Elipse descrita é chamada
de Elipse de Steiner.

Uma das possiveis generalizacao do Teorema de Marden é quando se utiliza um
polinémio de grau n. O que aconteceria se tivessemos n raizes? E o que acontece com
as raizes da derivada do polindmio de grau n?

O Teorema de Marden pode ser trabalhado com alunos do ensino médio em forma
de oficinas, uma vez que quase todos os pré-requisitos para o entendimento do Teorema
sao desenvolvidos nesse periodo.

O trabalho estrutura-se em dois capitulos, apresentando-se no primeiro os conceitos
preliminares a serem utilizados para o entendimento do conceito da Elipse de Steiner
e a demonstragao do Teorema de Marden. Os conceitos preliminares abordam FElipse,
Nuameros Complexos, Equacoes Polinomiais, Derivada, Congruéncia de triangulos, Mé-

dias, Centro de Massa e Projecao Ortogonal. No capitulo seguinte fazemos uso da

14



condicao de existéncia da Elipse de Steiner e a demonstragao do Teorema de Marden.
Ao final do capitulo abordamos uma das generalizacoes do Teorema de Marden usando

polinémio de grau n.
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Capitulo 2

Preliminares

Esse capitulo trata sobre elipses e suas defini¢oes, o conceito de niimeros complexos,
definicao e propriedades de equagoes polinomiais. Definimos também derivada e a
aplicagao nos polinémios, mencionardmos dos casos de congruéncias de triangulos, do
conceito de médias e de centro de massa e finalizamos com o conceito de projegoes.

Exemplos sao usados sempre que necessario.

2.1 Elipses

Elipse ¢ o conjunto de pontos pertencentes a um mesmo plano « cuja a distancia a
dois pontos fixos é constante, e essa distancia é dada por 2a.

Esses pontos fixos serao os focos (F} e Fy).

A distancia entre os dois focos também é fixa e dada por 2¢, com ¢ > 0 e 2a > 2c.

Entao,
E={Pca|PF + PF,=2a}.
Onde, tem como elementos principais:

e Fy e Fy: focos
e O: centro

o A; A5 eixo malor

16



Figura 2.1: Elipse

B Bs: eixo menor

2¢: distancia focal

2a: medida do eixo maior

2b: medida do eixo menor

C ..
—: excentricidade
a

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo B;OF: a? = b + 2.

2.1.1 Equacoes

Analisando os seguintes caso:
1° caso - Elipse com centro na origem e focos sobre o eixo x:

Pela defini¢ao tem se que PF; 4+ PF, = 2a, e é evidente que os focos sao os pontos:

Fi(—c,0) e F5(c,0). Assim,

Vit o2+ -0+ (- +(y-02=2

Equivalentemente, tem se

V(E+e)?+(y—0)2=2a—+/(z—c)?+(y —0)?

17
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Figura 2.2: Elipse com Focos no Eixo x

Elevando os dois lados ao quadrado e fazendo os desenvolvimentos necessérios,

obtemos

zc—a® = —a\/(z — ¢)? + y?

Elevando novamente os dois lados ao quadrado e desenvolvendo, tem-se

(a® — A)a® + a*y? = a*(a® — ). (2.1)

Mas como, a? = b? + c? = b* = a® — 2.

Voltando, em (2.1), tem se:

b2$2 +a2y2 — a2b2

Dividindo ambos os lados por a?b?, encontra-se a equacao reduzida:

2° caso: Elipse com centro na origem e focos sobre o eixo y:

Tomando agora os focos como: Fi(0,—c) e F5(0,c).
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Figura 2.3: Elipse com Focos no Eixo y

Entao, para que: PF + PF, = 2a, tem-se que

V=02 + @+ + V(-0 +y—c=2a

e, repetindo o raciocinio anterior, encontramos

2 2
x Y
w et

3° caso: Elipse com centro fora da origem
Considerando uma elipse com o centro fora da origem e os focos Fi(c,d) e Fy(e, f)

fora dos eixos x e y. Escolhendo um ponto P(z,y) da elipse, pela defini¢do temos
PF1 + PFQ = 2a

. Logo,

Vie—2?2+(d—yP+V(e—a)+(f-y)?=2a
Fazendo os desenvolvimentos necessarios, chegamos na seguinte expressao:

Az’ + By* + Cry+Drx+ Ey+ F =0

19
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Figura 2.4: Elipse com Centro Fora da Origem

onde

o A= (4¢% + 4e* — 8ce — 16a?);

B = (4d* + 4f* — 8df — 16a?);

C = (8cd + 8ef);

D = (—4c3 — 4e3 — 4ed? + dec® + def? + ded? — 4ef? + 16ea® + 16ca?);

E = (—4d® — 43 — 4dc® + Af® + Ade? + Afd? + 4df? — Afe? + 16da® + 16 fa?);

F = (" +d* +e* 4+ fA +16a* +2c2d? — 2c2e? — 2c2f? — 2d%e? — 2d2 f% + 22 f% —

8a?c? — 8a?d* — 8a*e? — 8a’ f?).

2.2 Numeros Complexos

2.2.1 Historia

O conceito de niimeros complexos levou cerca de 300 anos para se confirmarem da
forma que sao estudados atualmente. Tudo se iniciou com Spicione del Ferro e Tarta-
glia (1500-1557). Girolamo Cardano (1501 - 1576) descobriu que Tartaglia conseguiu
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desenvolver uma técnica para resolugao de equagao de 3° grau e foi atras dele até con-
seguir que Tartaglia o passasse a formula sob a promessa de nao divulga-la. Cardano
nao cumpriu sua promessa e publicou em seu livro "Ars Magna"(A Grande Arte) em
1545, mencionando Tartaglia, que ainda assim alimentou uma inimizade profunda por
Cardano.

A féormula apresentada por Tartaglia afirmava que a solucao de a2 + px +¢ = 0 era

O que realmente intrigava, era que algumas equagoes teriam raizes quadradas de

dada por:

niimeros negativos envolvido, como é o caso da equacao 2% — 15z — 4 = 0.

Aplicando na Formula de Tartaglia:

v = {24+ V=131 + {2 - V=121

Cardano trabalhou com os radicandos negativos "como se fossem nimeros"e anos
depois Rafael Bombelli (1526 - 1572) experimentou escrever as expressoes v/ 2 + /—121

e V2 —+/—121 na forma a + v/—b e a — v/—b, respectivamente. Nessa expressao,

consideramos a = 2 e b = 1, reescrevemos:

x:{’/2+\/—121+{’/2—\/—1212(2+¢—_1)+(2—\/—_1):4

No inicio, os nimeros complexos eram considerados artificios matematicos para
resolver raizes negativas. S6 quando Gauss (1787 - 1855) apresentou a interpretagao
geométrica dos nimeros complexos é que foram admitidos como ntimeros e passam a

ser aplicados livremente e sem desconfortos.

2.2.2 Forma algébrica

O conjunto dos niimeros complexos é uma extensao do conjunto dos nimeros reais.
Todo niimero complexo pode ser escrito na forma z = x 4 yi, onde x é a parte real e y
é a parte imaginaria. O numero complexo pode ser representado também pelo ponto

(x,y). Para a representacao geométrica ¢ usado o plano de Argand - Gauss no lugar

21



do plano cartesiano. A parte real é representada pelo eixo = e a parte imaginéria é

representada pelo eixo y.

Operagoes na Forma Algébrica

Adicao e Subtragao

Temos z; = x1 + Y11 € 29 = x5 + yot. Definimos z; + 2o por
21+ 29 = ($1 + yﬂ) + ($2 + ygi) = (331 + $2) + i(y1 + y2)

Analogamente, definimos z; — z5 por:

21—z = (v1 — @2) + (Y1 — y2)
Multiplicagao
Dados z; = (z1,y1) € 22 = (x2,%2). A maneira mais pratica de escrever a multi-
plicacao de complexos é usando os numeros na forma algébrica, assim z; = x1 + 1y, e

2o = Xo + 1Yy . Tem-se

21.29 = (x1 +iy1).(wo + 1y2)
= 21T + 1T1Y2 + 1T2Y1 + 12Y1Ya-

Mas, como 2 = —1, obtemos

21.290 = T1T2 + 1T1Y2 + 1T2Y1 — Y1Y2

= (1172 — y1y2) + i(T1Y2 + iT2y1).

O conjugado do complexo z = x + iy é como o nimero complexo zZ = = — .
Geometricamente falando , os afixos z e Z sao pontos simétricos em relagao ao eixo

real. EE o produto entre z e 7 é um nimero real. Vejamos:

2%z = (x+y).(x + —iy) = 2% — 2yi + 2yi —i*y® = 2% +9°
Divisao
Tomando z; = x1 + iy; € 25 = To + iy a divisdo entre z; e 2z, com 29 # 0

z1  x iy

29 T+ 1Yo

¢ obtida multiplicando o numerador e denominador pelo conjugado de 2. Isto é
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21 Tty T — i
Zy  Xg+1Ye Ta — 1Y

2 (T122 — TaYa) + 1(—x122 + X2Y1)

29 X2 + iyo?

2.2.3 A Forma Trigonométrica

Sendo z = z + iy um namero complexo.A imagem geométrica, chamada também
de afizo, € o ponto P(z,y). A partir do afixo temos o vetor O?(x,y). Aplicando o

Teorema de Pitadgoras no triangulo abaixo, temos

Im A
VI R P
I
I
P 1
I
I
I
6 1 -
O X Re

Figura 2.5: Plano Complexo

2l =p=a%+ 9>

Observando ainda o triangulo formado, temos o angulo 6, que recebe o nome de

argumento principal de z. E ainda pode-se concluir que:

sinf = 7 =y = psind
p

x
cosf) = — = x = pcosl

Assim, substituindo tais valores na forma algébrica, obtemos
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z=x 41y
z=pcosl +ipsinf = p(cosh + sin )

que é chamada de forma trigonométrica de um ntmero complexo.

2.2.4 A Forma Exponencial do Nimero Complexo

Os ntimeros complexos podem ser apresentados ainda em uma forma exponencial,

que é decorrente da férmula de Euler.

Vamos expandir

-y
n=0
em série de MacLaurin e usando xz = ¢6:
(29) (i0)3
=1 4+10 -— ...
+ 10 + —— o + al +
Reagrupando, obtemos
2 94 93 95
0 _ e _
e’ = ( ST )40 TR
Isto é
00 2k+1

e’ =2 (-1 + Z 2k—|—1

De acordo com as série de MacLaurin, temos

o0 L 2n D)
sen(x) = Z(_ ) 2T D)
n=0
‘ (2n)
> 2n
T
cos(x) = Z(—l) o))
n=0
Podemos reconhecé-las em (2.2). Assim,
' = cos + isend.

24
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2.3 Equacoes Polinomiais

2.3.1 Definigao

Considere uma fung¢ao polinomial p : C — C para todo x € C tem-se

~1 )
p(T) = apx™ + ap_12" + ap_2x" "+ a1 + ag

onde ag, ay, as, ..., a, sao nimeros complexos chamados coeficientes da fungao polino-
mial. Como a cada polindmio esté associado uma tnica funcao e, reciprocamente, a
cada funcao esta associado um tinico polindémio, podemos usar tanto o termo polinémio
como o termo fungao polinomial.

Quando a,, # 0 , dizemos que o polinémio tem grau n. Seja a € C, dizemos que «
¢ a raiz de p quando p(a) =0 .

O polinémio nulo é aquele em que todos os coeficientes sao iguais a zero, nesse caso
o polindémio nao tem grau. Considerando duas fungées polinomiais p(z) e ¢(z), dizemos

que se p(z) e g(x) sdo iguais quando para todo valor de x tem-se p(z) = ¢(x).

2.3.2 Operacoes Com Polinémios

Adicao e Subtracao
As técnicas para adicao e subtracao envolvem reducao de termos semelhantes e multi-

plicacao de sinais, como mostramos nos exemplos:

Exemplo 1. Dados os polinomios f(z) = 2z*> —3x +4 e g(z) = —2? + x — 4, calcule
f(@) +g(x).

fx)+g(x)= 22" =32 +4)+ (—2* +2x—4)=22" -3z +4—2> + 2 —4=2"—22.

Observe que a soma de dois polindmios é o polindmio obtido quando somam se os

coeficientes dos termos semelhantes dos polinémios.

Exemplo 2. Dados os polinémios f(x) = 22? —3x +4 e g(x) = —2* + x — 4, vamos
obter f(x) — g(x).

fx)—g(x) = (22° =30 +4) — (2’ +2—4) =22 — 3z +4+2° — 2 +4 = 32° — 4o +38.
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A diferenca entre os polinomios f e g é o polinémio obtido quando somamos f
ao oposto g, isto ¢, f —g = f + (—g).
Multiplicagao
Na multiplicacao de polinémios aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao

em relacao a soma, como ¢ monstrado no exemplo a seguir:

Exemplo 3. Dados os polinomios f(z) = 22> — 3z + 4 e h(z) = 3z — 5, vamos obter
f(x).h(z). Assim,

f(zx).h(z) = (20> —=32+4).(3z—5) = 62°—102°—92*+152+122—20 = 62°—192°+272—20.

O produto dos polinémios f e h resulta no polinomio quando multiplicamos cada
um dos termos de f por todos os termos de h e somamos os termos semelhantes
encontrados.

Divisao
A operagao de divisao é composta pelo dividendo, divisor, quociente e resto. O mesmo
se aplica na divisao entre dois polindomios. Dividindo p(z) por g(x), com g(z) # 0,
obtem-se o quociente g(x) e o resto r(x). Se r(z) = 0 implica que g(x) é um divisor de
p(z). Caso r(z) # 0 temos que r(x) ¢ um namero real ou r(z) é um polindémio de grau
menor que o grau de g(x).

Pela definicao de divisao, podemos escrever os polindémios como

p(x) = g(x).q(x) + r(z)

Exemplo 4. Sendo p(z) = 3z* — 23 + 422 — 2x + 1 e g(x) = 2> — 2 + 1, fazendo a

divisao de p(z) por g(z), obtemos

Bzt —a® + 42 =22+ 1) = (2 — 2+ 132> + 22 +3) + (-2 — 2)

onde

q(z) = 32* + 21 +3

r(z) =—x — 2.

Um caso particular importante na divisao de polinémios é aquele em que o divisor
¢ um polindomio de 1° grau do tipo (x — a). Se o a for uma raiz do polindémio p(x),

temos que p(x) é divisivel por (z —a). Neste caso podemos utilizar o teorema do resto:
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Teorema 1. O resto da divisao de um polinomio p(x) por (v — a) € igual a p(a).

Demonstrac¢ao. Da divisdo de p(z) por (z — a), podemos escrever

p(x) = (z = a).q(z) + r(z),

em que r(z) = r é um polindmio constante, pois r(x) tem grau zero ou r(x) é nulo.

Calculando os valores desse polindomio em que x = a, temos

pla) = (a —a).q(a) +r(a)

]

Seja p(z) = a2 + ap_12"' + ay_22™ % + a1z + ap um polinémio de grau n e

g(x) = z — a. Quando dividimos p(x) por g(z) obtemos um polindémio

Q(x) = Qn—ll'n -1+ qg+n — 2£L‘n_2 + ...+ qxr+ q.

2.3.3 Teorema Fundamental da Algebra e Suas Implicacoes

Teorema 2. Seja p(x) um polindmio de grau n > 0. Hd, entdo, um nimero complexo

r, tal que p(r) = 0.

A demonstracao do Teorema serd indicado na bibliografia 1. Neste trabalho, usa-
mos o Teorema enunciado acima para demonstrar o Teorema da Decomposi¢ao de um
Polinoémio.

Teorema da Decomposicao de um Polinémio
Teorema 3. Qualquer polindmio pode ser decomposto em fatores de primeiro grau.

Demonstracao. Seja p(xz) um polindmio de grau n, n > 1, dado por

-1 2
p(z) = apx™ + ap_ 12" + ap_22" " + a1 + ap.
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O Teorema Fundamental da Algebra nos garante que esse polinomio tem pelo menos
uma raiz complexa. Assim, p(r;) = 0, ou seja, p(x) é divisivel por (z — 7).
Entao, p(z) = (x—71).q1(x) em que ¢;(x) é um polinémio de grau n— 1 e coeficiente

dominante a,,.

e se n =1, entdo ¢;(z) é um polinémio de grau 1 — 1 = 0, ou seja, ¢i(x) = a,, ou

seja, podemos escrever p(x) = (x — r1).a,.

esen > 2 entaon —1 > 1. Assim podemos aplicar o Teorema Fundamental
da Algebra novamente ao polinémio ¢, (z), isto é, ¢, () tem pelo menos uma raiz

complexa ry. Assim, ¢;(r2) = 0 e ¢ (x) é divisivel por z — ry. Isto é,

q(z) = (v —r2).q2().

Substituindo em p(z), temos:

p(x) = (x = r)(x = 72)g2().

e se n =2, g2(x) é um polinémio de grau 0, dado por ¢z(x) = a,. Dali,
p(z) = an(x —ri)(z —rq).

e Aplicando sucessivamente n vezes o Teorema Fundamental da Algebra, obtemos

]

Chamamos este teorema entao de Teorema da Decomposicao, em que 11,79, ...,Tp
sao raizes de p(z) e a, é o coeficiente dominante de p(z). E, com excegdo da ordem
dos fatores da multiplicagao, a decomposicao de p(x) em termos de suas raizes é tnica.

Como consequéncia do Teorema da Decomposigao, temos que toda equacgao poli-
nomial de grau n,n > 1, admite exatamente n raizes complexas, porém, nao implica
necessariamente que p tem n raizes distintas. Pode haver repetigoes de fatores na

decomposicao de p(x). Agrupando esses fatores, reescrevemos p(x) por

p() = ap(z — 1) (x — 1r9)* (T — 1)
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onde, 1,79, ..., 7, 80 raizes de p e os expoente o, g, 3, ..., ay,, satisfazem o + ag +
az + ... + a, = n. O expoente de cada termo do 1° grau é chamado de multiplicidade
da raiz correspondente. Quando o = 1, dizemos que r é raiz simples, se « = 2, r &
chamada de raiz dupla e assim por diante. Note que um ntmero complexo r é raiz de
multiplicidade « de p, se e somente se, p(z) é divisivel por (x — r)® e nao é divisivel

por (z —r)**L.

2.4 Derivada

Por definicao, a derivada estéa ligada a taxa de variacao instantanea de uma fungao.
Um exemplo tipico é a funcao velocidade, que apresenta taxa de variacao da funcao

espaco.

2.4.1 Definicao

Pela definicao matematica, temos:
Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo z, , entao a derivada

de f em z(, denotada por f'(zg) é dada por

(o) - f(zo+h) — f(fo)_

- h1L>0 h

se esse limite existir. A aplicacao da féormula nao é trivial em todos os casos. Neste

trabalho usamos apenas a derivagao de polindémios.

2.4.2 Derivada Polinomial

Demonstrando a derivada de f(xz) = 2" , com n € N.

b (x 4+ h)" — 2"
fila) = lim =
Z (?) VLR — "
! 1 =0
fia) = Jim h

Como para i = 0, tem-se (})z"".h' = 2", temos
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n

f'(x) = lim =

h—0

Desenvolvendo a somatoria, todos os termos tem no minimo um A, logo podemos

fatorar h e obtemos

~ (n n—i 7i—1
E (Z)a: .h

1 1 =1
) = fim b=

Entao:

N ~ (n n—i pi—1
f(x)—}lg%'_l <Z>x AT

Desenvolvendo a somatoria, tem-se

f'(@) = lim K?) 7l (Z) 2R 4 (g) 3R 4 (Z) h”‘l} .

Aplicando o limite, obtemos

Isto é

Como ("

1) = n, concluimos que

f'(x) =na" "

Considerando polinémios com dois termos ou mais, basta aplicar a propriedade do
limite da soma que diz que o limite das somas é a soma dos limites. O mesmo vale

para diferenga. Isto é,

lim(f(z) + g(x)) = lim f(x) £+ lim g(z).

r—ra r—a r—a
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Exemplo 5. Considerando
f(z) =2 +22° —

temos
fl(z) = 32% + 4o — 1.

2.5 Congruéncia de Triangulo

2.5.1 Definicao

Um tridngulo é congruente (=) a outro se, e somente se, é possivel estabelecer uma

correspondéncia entre seus vértices de modo que:

e seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do outro.

e seus angulos sao ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

Figura 2.6: Semelhanca de Triangulos

A congruéncia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.

2.5.2 Casos de Congruéncia

De acordo com a definicao, conferimos 6 relagoes: congruéncias dos trés pares de
lados e dos trés pares de angulos. Porém, existem condi¢oes minimas para que dois

tridangulos sejam congruentes. Sao os chamados casos de congruéncia.
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Figura 2.7: Caso LAL

e 12 caso: LAL (Lado-Angulo-Lado)

Se dois triangulos tem dois lados congruentes e o lado compreendido entre eles

congruentes, entao os triangulos sao congruentes.

Ou seja, se AB = A'B’, A= AeAC = AC podemos concluir que pelo caso LAL
o AABC = AA'B'C".

e 22 Caso: ALA (Angulo-Lado-Angulo)

Se dois triangulos tem dois angulos congruentes e o lado compreendido entre eles

congruente, entao os tridngulos sao congruentes.

—9

W 4
(@]
@

Figura 2.8: Caso ALA

e 32 LLL (Lado-Lado-Lado)

Se dois triangulos tem trés pares de lados congruentes, entao os triangulos sao

congruentes.
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C BI CI

Figura 2.9: Caso LLL

2.6 Meédias

2.6.1 Meédia Ponderada

A média aritmética é usada em diversas situacoes do nosso cotidiano, como média de
notas escolares, em pesquisas estatisticas, em campeonatos de futebol para se calcular
a média de gols por rodada e etc.

Na média aritmética simples todos os valores possuem o mesmo peso, logo a média
¢ calculada somando todos os valores e dividindo-se o resultado pelo niimero de termos

que teve na somatoria. Isto €,

1+ X2+ ... + 2,
o .

M =

Na média aritmética ponderada os valores possuem pesos diferentes. Assim a média
é calculada através do somatorio da multiplicagao dos termos por seus respectivos pesos

e dividido pelo somatoério dos pesos. Ou seja,

P1T1 + Paxo + ... + Py
pP1+Dp2+ ...+ Dy

M =

Observamos agora alguns exemplos:

Exemplo 6. Um jogador de vélei anotou os pontos feitos por ele em 4 partidas jogadas,
e as anotagoes foram 8,12,13 e 19 pontos respectivamente. Sendo assim, calcule a

média de pontos marcados por ele nessas partidas.
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8+12+13+19 52
4 4

Assim, a média de pontos que esse jogador fez foi de 13 pontos por partida.

M = 13.

Exemplo 7. Uma empresa tem 20 funciondrios, sendo que 10 deles recebem R$ 800, 00
mensais, 4 recebem R$ 1000,00 mensais, 3 recebern R$ 1200,00 e os outros 3 recebem

R$ 1500,00. Qual o saldrio médio dos funciondrios dessa empresa?

~10.800 + 4.1000 + 3.1200 + 3.1500 _ 8000 + 4000 + 3600 + 4500
- 20 N 20

20100
M = —— = 1005
20

Logo o saldrio médio dos funciondrios dessa empresa é R$ 1005,00 mensais.

M

2.7 Centro de Massa

2.7.1 Definicao

O centro de massa de um corpo é um ponto que se comporta como se toda a massa
do corpo se concentrasse sobre ele. O célculo do centro de massa ¢é feito pela média
ponderada das posi¢oes tendo as massas como peso.

Considere um sistema de pontos Pi, P, Ps, ..., P, e de massas my, ms, ms, ..., My,

respectivamente. Todos os pontos pertencem a um plano o . Os pontos sao dados por

Pl(xb y1)7 P2<x27 3/2>7 Pg(ﬂfg, 3/3)7 ) Pn(xrm yn)
O centro de massa é o ponto C' de coordenadas (., y.) obtidas através das médias

ponderadas

mix) + MaZo + ... + MyTy
m1+m2—|—+mn

Le

_ mi1Yys + moYo + ...+ MpYn
my+mo+...+m,

c
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2.7.2 Centroide de um Poligono

A centroide é um conceito puramente geométrico.

A centroide é o ponto no interior de uma figura geométrica que define o centro
geométrico. Se a figura geométrica possui um corpo de densidade uniforme entao a
centroide coincide com o centro de massa. Se a figura geométrica esta submetida a um
campo gravitacional entao o ponto coincide com o centro de gravidade.

A centroide de um poligono fechado, nao sobreposto e definido por n vértices, pode
ser calculado utilizando uma férmula que recebe as coordenadas dos vértices e sua
area. Portanto para calcular a centroide pela férmula dada é preciso calcular a area do
poligono.

Considerando um poligono feito com segmentos de reta entre n vértices (z;,y;), com
0 <i<(n—1). O altimo vértice (x,,y,) coincide com o primeiro (zg,yo), Ou seja, o
poligono ¢é fechado.

A area deste poligono é dada pela formula

n—1

A= 5 ;(%‘yiﬂ - $z‘+1yz‘)-

O sinal da area pode ser usado para determinar a ordem dos vértices. Se o sinal é
positivo, significa que os vértices estao ordenados no sentido anti-horario e se o sinal é

negativo os vértices estao ordenados no sentido horario.

2.8 Projecao Ortogonal

A seguir, damos as defini¢oes das projegoes de um ponto, de uma reta, de uma

figura e de um segmento. Em seguida mostramos as propriedades dessas projecoes.

Projegao Ortogonal de um Ponto

Definicao 1. Chama-se projecao ortogonal de um ponto P sobre um plano o o pé da
perpendicular P ao plano conduzida pelo ponto P. O plano o é chamado de plano de
projecao e a reta perpendicular a o passando por P e P’ é chamada de projetante do

ponto P.

Para representar a projecao P’ do ponto P no plano « de projecdao, usamos a

notacao P’ = proj,P. Conforme a Figura 2.10.
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et e 5 o S
T

Figura 2.10: Projecao Ortogonal de um Ponto

Projecao Ortogonal de uma Figura

Definicao 2. Chama-se projecao ortogonal de uma figura F sobre um plano o ao

conjunto de todas as projecoes ortogonais dos pontos que compoem a figura F.

Para representar a projecao F’ da figura F' no plano a de projecao, usaremos a
notagao F’ = proj,F. Conforme a Figura 2.11.

-

Figura 2.11: Projegao Ortogonal de uma Figura

Projecao Ortogonal de uma Reta

Definicao 3. Chama-se projecao ortogonal de uma reta r nao-perpendicular ao plano

a, o trago em « provocado por um plano B perpendicular a o que contém a reta 7.
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Figura 2.12: Projecao Ortogonal de uma Reta

Para representar a projecao r’ da reta r no plano « de projecao, usamos a notagao
r’ = proj,r. Conforme a Figura 2.12.

Projecao Ortogonal de um Segmento

Definicao 4. Chama-se projecao ortogonal sobre um plano o de um segmento AB,

contido numa reta r nao-perpendicular ao plano o, ao segmento A'B' contido em «,
onde A" = proj,A e B' = proj,B.

B
|
A |
[
l |
[ |
[N —
A B
a

Figura 2.13: Projecao Ortogonal de um Segmento

Para representar a projecao A’B’ do segmento AB no plano « de projecio, usamos
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a notacdo A'B’ = proj, AB. Conforme a Figura 2.13.

2.8.1 Propriedades da Projecao Ortogonal

As propriedades sobre projecao ortogonal sao apresentadas através de proposigoes

que sao justificadas utilizando as defini¢oes ja apresentadas.

Proposicao 1. Seja A’B’ a projecio ortogonal do segmento AB em um plano . Se

6 ¢ o angulo entre a reta que contem AB e o plano «, entio A'B’ = cos(0)AB . Em

particular, se AB € paralelo a o, entio A’B’ = AB.

Figura 2.14: Projegao de Segmento

Demonstragao. Tragamos passando por A uma reta paralela ao segmento W, inter-
ceptando a reta projetante de B em B”, temos que AA’B’B” é um retangulo.

Temos que, AB" = A'B'.

Ja o triangulo ABB" ¢ retangulo em B” e o dngulo A = 0, entéo

) AB" AB'
cos(f) = =

AB AB
Agora, se A’B’ é paralelo a a entao 6 = 0. Substituindo na equagao acima, temos:

= A'B’ = cos(6).AB.
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A'B" = cos(0).AB = A'B' = AB.
[l

Proposigcao 2. Sejam A, B e C trés pontos de uma reta r, A, B' e C' projegoes

ortogonais dos pontos A, B e C sobre um plano «, e seja 0 o dngulo entre a reta r e
AB BC

o plano . Entao =

A'B" B'C"

A === = s ===d0

o] SR P ——

1

|
i
e

Figura 2.15: Projecao de Segmentos Proporcionais

Demonstracao. Temos por hipotese que a reta que passa por A, B e C' faz um angulo
0 com a reta que passa por A, B’ e C'. Sabemos também que A/ = Proj,A, logo AA’

é ortogonal ao plano «, do mesmo modo BB’ e C'C" sao ortogonais ao plano a, de onde

concluimos que AA’, BB’ e C'C" sao segmentos paralelos. Logo, pelo Teorema de Tales
AB BC
O

AB ~ BC"

chegamos que:

Proposigao 3. Sejam v’ e s’ projecoes ortogonais de duas retas r e s em um plano .

Se r € a paralela a s, entao v’ € a paralela a s'.
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Figura 2.16: Projecao de Retas Paralelas

Demonstracao. Sejam A e B pontos sobre r. Considere também C' e D pontos sobre s,
de modo que AC seja ortogonal a 7 e s, e BD também sejam ortogonal a r e s. Como
r & paralela a s entao % = 1. Considere A’, B', C' e D' projecoes ortogonais sobre o
plano o de A, B, C e D sobre r’ e s, respectivamente. Temos pela proposi¢ao anterior

que

ACY
B'D

Logo, r' e s’ sao paralelas. H

Proposicao 4. Dada uma elipse qualquer, sempre € possivel fazer uma projecao orto-
gonal do plano da elipse em um outro plano, de modo que a elipse seja projetada em

uma circunferéncia.

Demonstragao. Seja o plano que contém a elipse €, e seja « o plano onde queremos
projetar ortogonalmente a elipse na circunferéncia c.

Tracemos pelo vértice A; da elipse uma reta ¢ paralela ao eixo B1B2. Agora basta

B1 By
AjAs”

Desse modo pela proposi¢ao 1 cos(f).A;As = R e BBy = R. E isso demonstra a

tragar o plano « de modo que o angulo 6 entre « e [ seja tal que cos(f) =

proposicgao. ]
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Figura 2.17: Projecao de Elipse em Circunferérencia

Proposicao 5. Seja o tridngulo T de vértices A, B e C' contido em um plano (3, e
seja T" de vértices A',B" e C' a projecao ortogonal do triangulo T em um plano «. Se
0 € o angulo entre a e 8 entao A[T'] = cos(9)A[T]. Onde A[T] € a drea do triangulo
T e A[T'] € a drea do tridngulo T".

Demonstragao. Considere, sem perda de generalidade, que a reta ¢ de interseccao entre
os planos « e [ passe pelo vértice A do triangulo T', desse modo A = A’. Sejam O e
P pontos sobre ¢ de maneira que BO e C'P sejam perpendiculares a i, isto implica que
B'O e C'P também sao perpendiculares a i.

Segue que:

A[T] = A][OPBC] — A|[ABO] — AJACP).

Agora, como os triangulos ABO e ACP sao retangulos e OPBC é um trapézio temos

que

OB+ PC).OP OB.OA PC.PA
2 2 2

arr) =

De maneira analoga,
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Figura 2.18: Projecdo de Area de Triangulo

(OB'+ PC").OP  OB.OA PC'.PA

AlT' =
2 2 2
De onde:
AT = (cos(9)OB + cos(#) PC).OP  cos(0)OB.OA  cos(d)PC.PA
B 2 2 2
A[T] = cos(6), ((OB + gC)OP B OBéOA B PC;PA) _ cos(6).A[T].

O

Proposicao 6. Seja € uma elipse de eizos A1As e B1 By, com A1As > B1 By, contida
em um plano B, e seja ¢ uma circunferéncia que € a proje¢ao ortogonal da elipse € em
um plano . Se 6 € o dngulo entre v e 5 entdo Alc] = cos(6).Ale]. Onde Alc] é a drea

da circunferéncia ¢ e Ale] € a drea da elipse €.

Demonstragao. Considere, sem perda de generalidade, que a reta ¢ de interseccao entre
os planos « que contém a elipse e 5 que contém a projecao ortogonal da elipse e que

passe pelo vértice A; da elipse, desse modo A; = A|. Temos pela proposi¢ao da
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projecao da elipse em um circulo que r = By By = cos(6).A1As. Logo, das formulas

das areas da circunferéncia e da elipse, temos que

Alc] = mr? = m.rr = wcos(0). A1 Ay. By By = cos(0).(r Ay Ay By.By) = cos(f). Ale].
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Capitulo 3

O Teorema de Marden

Neste capitulo demonstraremos o Teorema de Marden utilizando a Elipse de Steiner.

Por fim, apresentamos uma das generalizacoes do Teorema.

3.1 A Elipse de Steiner

Antes de provar o Teorema de Marden, exploraremos sobre a Elipse de Steiner.
A elipse inscrita de Steiner em um tridngulo é a tnica elipse inscrita no triangulo
que ¢é tangente aos lados em seus pontos médios. Considere que essa elipse sempre

existe e é tnica.

Figura 3.1: Elipse de Steiner
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Sejam A, B e C os vértices de um triangulo 7" e P e @) focos de uma elipse (¢)

inscrita ao triangulo 7. Entao, (¢) é uma Elipse de Steiner se, e somente se,

PA-QA+PB~QB+PC-QC’_1
AB-AC AB-AC AC-BC
Para demonstrar 3.1 usamos a proposi¢ao 4 que afirma que existe uma projegao

(3.1)

ortogonal que leva a elipse € em um circulo c.

Desta proposic¢ao temos que o circulo ¢ esta inscrito em um triangulo 7" de vértices
A, B'e (.

Seja ¢ angulo entre o plano [ que contém a elipse e o plano « que contém o circulo,
e sejam Ale] a area da elipse, A[c] a area do circulo, A[T] a area do triangulo ABC' e
A[T"] a area do triangulo A'B'C".

Pela Proposigao 6, temos:

Ale] = cos(6).Alc] = cos(f) = %
Ja pela Proposicao 5, obtemos
A[T] = cos(8).A[T"] = cos(f) = j[[;]]

Igualando estas duas expressoes, tem-se

Alel _ AT Ale] _ Al

Al T AT T AT T AT
Como o tridngulo T' ¢ dado, logo é fixo, entdo A[T] é constante. Assim podemos

afirmar pela equagao que Ale] assume valor méximo quando a razao também

c
AlT"]
atingir valor méaximo.

Lema 1. De todos os triangulos circunscritos em um circulo, o que possui menor drea
€ o tridngulo equildtero. E a razao entre a drea do circulo e a drea do tridngulo €
41 ) . . Al
——, a maior possivel. Entdo ;
V27 AlT"]

equildtero.

s6 atinge valor mdximo se T for um tridngulo

Pelo Lema 1 concluimos que existe uma projecao que leva a elipse ¢ inscrita em um
triangulo 7" em uma circunferéncia ¢ inscrita em um triangulo 7" e que 17" é equilatero.
Uma vez que demonstramos que o triangulo A’B'C" é equilatero e inscreve a cir-

cunferéncia de centro P’ ou @), temos a figura a seguir
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Figura 3.2: Projecao da Elipse em um Triangulo

Sabemos agora que A’'B’' = A'C' = B'C’" = 1. O ponto médio de A'C" é o ponto M,
logo A’M = MC'. O triangulo A’P'M é retangulo, usando a lei dos cossenos:
!
s : V3 l R
—) = = = = AP =—
(G =ap 7 3 T oap V3
Analogamente, temos os mesmos valores para B'P’ e C'P’.

Como P’ e Q' sao coincidentes podemos dizer que P’A’ = (Q’A’ e assim sucessiva-

mente.

Voltando em 3.1, temos

PrA . Q/A/ P'B’ . Q/B/ P'C . Q/C/
A'B - AC + A'B - AC + A'C .- B'C’ =1

A PR PO
P T T T

ool
_|_

el
_l’_

el
|
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Como queriamos demostrar.

3.2 Teorema de Marden

A seguir apresentamos o resultado principal de nosso trabalho. Vejamos:

Teorema 4. Seja p(w) um polinémio de terceiro grau, com coeficientes complexos,
cujas raizes zi, zy € z3 Sao nao colineares no plano complexo. Seja T' o tridngulo com
vértices em 21, 23 € 23 . Ha uma unica elipse inscrita em T e tangente aos lados nos seus

respectivos pontos médios. Os focos da elipse sao as raizes da derivada do polindmio

p(w).

Demonstracao. Sendo z1, z5 e z3 raizes do polindémio p(w). Entdo, podemos escrever
p(w) = (w — z1)(w — z3)(w — 23).

As raizes de p(z) sao distintas, logo p/(2) e p(z) ndo possuem raizes comuns. Logo,

p(w) = (w—z1) (w—2)(w—23) + (w—21)(w—22) (0 — 23) + (W — 21) (W — 22) (w— 23)".

Dividindo p'(w) por p(w), com p(w) # 0, temos:

plw)  (w—21)(w—2)(w—23) + (w—21)(w — 22) (W — 23) + (W — 21) (W — 22) (W — 23)"

plw) (w —z1)(w — 2z)(w — 23)
Ou seja,
pllw) 1 1 1
plw) w—2z w—2z w—z3
Ou ainda,
pPlw) 1 w—-7 1 w—7% 1 w—73
plw) w—2 W—F W—2W—Z W—z W— 2



Equivalentemente, temos:

plw —w-z  w-z%m w7
e P I R gy R
plw) Jw-= |Jo-% |[w-%
Considerando 7 raiz de p/(w), obtemos
pn) _ -z ) -7 _
T =32 m— 7 |2 7 —2_0‘
pn) [n-= ] |n-= |71-%|
Entao,
] B n Z2 n Z3
— Yt st — = =0
m-= P n-=m P n-z=P (n-zP |n-mP [n-Z

1 1 1 7 7 Z
ﬁ(____2+ —— _2)—( L4 4 3 ):0
In—%l |U—%’ \U—%|

-z P -z -7
_( 1 N 1 N 1 )
M| —— — —
| T—z 1> |71—-=? |7—-%]

Fazendo

zZ1 22 Z3
—t — + ——— .
QU—%P |ﬁ—@P |W—%P>

( 1 n 1 n 1 ) A
-z P n-mP (n-%m P ’
temos

3|

__1( A, =B & )
ANIm=z P -2 [1-%2)

De onde segue que

1 ( 21 n 22 n Z3 )
n=—.
A\In—=]2 |n—= [n-z

E onde, A é o centro de massa ponderada do tridangulo de vértices z1, 25 € z3. Com
1 1 1 )
pesos — —5 © — respectivamente.

In—= > [n—2| |n—75 |

Considerando agora

g(w) = p((z2 — z1)w + 21).
Entao,

q(0) = p(z1) =0
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Q(l) = P(Zz) =0

e
23 — 2
q( : ) — () =0
Z9 — 21
Chamando
23 — 21
Z2 — 21 -
escrevemos,
q(w) = w(w — 1)(w — ().
Finalmente, como
q(w) = w(w —1)(w - ¢) = w’® = (( + Dw? + (w
entao
¢ (w) =3w® —2(¢+1)+ ¢
Suas raizes sao:
- C+1—+/C—-(C+1
= 3
e

n_(+1+v@—c+1
Y =
3

Substituindo 7y e 7 em 3.1 e considerando o triangulo com vértices 0, 1 e (.

PA-QA+PB-QB+PC~QC_1
AB-AC AB-BC AC-BC

[ me|  [m—1].|m-1] |771—C|-|772—C|:1
¢ [ ¢—1] [ ¢l 1¢—1

O que conclui a demonstragao.

49



3.3 Uma Generalizacao do Teorema de Marden Usando

Polinomio de Grau n

Para estabelecermos a generalizacao do Teorema de Marden necessitamos de alguns
conhecimentos topologicos sobre o planos, os quais definimos a seguir. Vejamos:

Regiao Convexa

Definicao 5. Uma regiao R é convexra quando para quaisquer dois pontos contidos na

regiao o segmento que os contém seja um subconjunto de R.
Poligono Convexo

Definicao 6. Um poligono P ¢é convexo quando para quaisquer dois pontos contidos

no poligono o segmento que eles formam estejam completamente contido em P.
Envoltério Convexo de um Conjunto de Pontos

Definicao 7. Enwvoltorio convexo de um conjunto de pontos € o poligono convexo de

menor drea que contém todos os pontos.

3.3.1 A Generalizacao

Teorema 5. Seja p(w) um polindmio de grau n, com coeficientes complexos, cuja as
TaiZes 21, 2o, ..., Zn S0 nao colineares no plano complexo. Seja P o enwvoltorio convexo

que contém os pontos z1, za, ..., zn. As raizes das derivadas de p(w) estao contidas em

P.
Demonstrag¢ao. Sendo zy, 29, ..., 2, raizes do polindmio raizes do polinémio p(w). Entao,
p(w) = (w— z1)(w — 29)...(w — zy).
As raizes de p(w) sao distintas, logo p'(w) e p(w) ndo possuem raizes comuns. Como
P(w) = (w—21)(w—2)..(w—2,) + .. + (W — 2,) (W — 21)...(W — 2,_1),

dividindo p'(w) por p(w), com p(w) # 0, temos




Ou ainda

"(w 1 w—7z1 1 W — Zp
P(w) _ et ST —
plw) w—2z wW—7] w— 2z, W— 2,
Equivalentemente, temos
"(w w—7 w—Zp
P(w) == _1 S
plw)  Jw—7z | W=7 |?
Considerando 7 raiz de p’(w), obtemos
/ __,Z_ —_Z
r) 7 S )
p(n) == |7 — % |
De onde escrevemos
i 21 i Zn
m—z P -z P =z P n-z P

‘(—1 TR - ) (—Z_l SR - ) 0
nN| —— — — — — =
== 7= 2 [ T=z= |7 =% |2

—( Lt ) ( A )
n"\Nnm—m—ms; .. T/ | = | T T ] -
|n—71 |2 |n—Za ? |n—71 2 |7 —Z |2

Fazendo
1 1
—— + .+ ———=A
|7 —7Z |2 |7 —Z |?
temos
_ 1 ( 21 T Zn )
TR \n-= P 7 — 2
Assim,

Onde, n é o centro de massa ponderada do envoltorio poligonal que contém os
1 1

vértices 21, 29, ..., Z, COM PESOS — —
n—z1 12" |n—2|

respectivamente.

O

AT

Nao temos nenhuma figura especifica para a generalizagao, pois nao podemos sequer

afirmar que as raizes de tal polindmio de grau n forma um poligono convexo.
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