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RESUMO

NOVAKI, Cristiane. EQUACOES DE DIFERENCAS NA DINAMICA DE POPULACOES.
72 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2017

O presente trabalho evidencia alguns aspectos das equagdes de diferencas lineares com coefici-
entes constantes, algumas de suas aplicagdes e algumas formas de resolucdo das mesmas. As
equagoes de diferencas ndo lineares foram analisadas de forma qualitativa, ou seja, através de
seus pontos de equilibrio e a anélise da estabilidade desses pontos. As equagdes de diferencas sdo
tteis quando se pretende trabalhar com sistemas dindmicos discretos, ou seja, em situagdes onde
as grandezas mudam a cada intervalo de tempo. Uma de suas aplicacdes consiste no estudo de
crescimento populacional e aqui, em especial, veremos os modelos desenvolvidos por Malthus
(crescimento geométrico) e Verhulst (crescimento logistico). Uma andlise comparativa sera
realizada com o intuito de verificar se 0 modelo de Verhulst se adequa aos dados oficiais e o

quanto ele é capaz de acompanhar as projecdes oficiais.

Palavras-chave: Equacdes de diferencas, Malthus, Verhulst.






ABSTRACT

NOVAKI, Cristiane. EQUATIONS OF DIFFERENCES IN POPULATION DYNAMICS. 72 f.
Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2017

The present work aims to show some aspects of linear differences equations with constant coef-
ficients, some of their applications and some ways of solving them. The nonlinear differences
equations were analyzed in a qualitative way, through their equilibrium points and stability
analysis of these points. The difference equations are useful when working with discrete dy-
namic systems, in situations where the quantities change within each time interval. One of its
applications is the study of population growth, and here, in particular, we will see the models
developed by Malthus (geometric growth) and Verhulst (logistic growth). A comparative analysis
will be carried out to verify if the Verhulst model fits the official data and how much it is able to

follow the official projections.

Keywords: Difference equations, Malthus, Verhulst.
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INTRODUCAO

Muitas ideias em Matemdtica surgiram a partir da necessidade de se resolver problemas
praticos, o homem desde a antiguidade sempre buscou estabelecer equacdes para modelar
processos naturais. Segundo Rodney Carlos Bassanezi (BASSANEZI, 2002) em algumas areas
do conhecimento, como em Biologia, por exemplo, ela pode ser uma ferramenta importante para
que se possa compreender o desenvolvimento de sistemas bioldgicos, alguns dos quais podem se

apresentar bastante complexos.

Quando se quer prever o tamanho da populacdo de uma regidao em alguns anos, por
exemplo, € necessdrio que se busquem alternativas que possam descrever ou pelo menos se
aproximar da realidade futuramente, isto € importante para que se possa planejar o desenvolvi-
mento econdmico, social, politico e ambiental dessa regido. Sistemas dindmicos sdo capazes de
descrever situagdes como essa, ja que algumas das grandezas presentes neste tipo de sistema

variam com o tempo.

A dindmica de populagdes trata das variagdes, no tempo e no espaco, das
densidades e tamanhos de populacdo. Seu estudo visa a melhor compreensao
da variacdo do niimero de individuos de uma determinada populag@o e também,
dos fatores que a influenciam em tais variagdes. Para isso, € necessdrio o
conhecimento das taxas em que se verificam perdas e ganhos de individuos
e identificar os processos que regulam a variagdo da populacdo. O interesse
neste estudo ndo € apenas tedrico, sendo importante para o controle de pragas,
criacdo de animais, etc. (NUNES, 2006).

Os primeiros modelos dindmicos que surgiram foram formulados para tempo continuo,
sendo que estes descrevem a taxa de mudanca no tamanho populacional (supondo que os
individuos se reproduzem a todo instante), mas segundo o ecélogo austriaco Robert M. May
(MAY, 1976), poucas populacdes bioldgicas satisfazem esse modelo, sendo necessario entdo um

modelo discreto para tal descrigdo.

Os modelos discretos trabalham com varidveis discretas: varidveis que assumem valores
isolados, ou seja, ndo admitem valores intermedidrios entre dois valores especificos. Se € dada
uma sequéncia finita de nimeros reais (yo, y1, Y2, ---, Yn ), entdo cada elemento da sequéncia

chama-se valor discreto, e a variavel y chama-se varidvel discreta.

As equagdes de diferencas podem ser lineares ou ndo lineares: as equagdes lineares podem
ser resolvidas através de processos recursivos ou indutivamente, ja as equagdes nao lineares
possuem comportamentos que ndo sdo tdo previsiveis e devido a dificuldade de se encontrar
solucdes explicitas € conveniente recorrer ao estudo de algumas propriedades qualitativas sem

efetivamente encontrar uma solucao.
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Com a inteng¢do de trabalhar o conceito de equagdo de diferencas e algumas aplicacdes

em dindmica populacional, o trabalho foi estruturado da forma a seguir:

* No primeiro capitulo estdo presentes as definicdes para as equacdes de diferencas de
primeira e segunda ordens, com exemplos e aplica¢des praticas ao cotidiano, assim como
possiveis formas de resolu¢do das mesmas sendo dada uma condig¢do inicial. As equagdes
de diferengas nao-lineares também estao inseridas nesse capitulo, assim como o estudo e a

andlise de seus pontos de equilibrio.

* No segundo capitulo, é dada énfase aos modelos matemadticos de dindmica populacional de

Malthus e Verhulst, sendo o modelo de Verhulst uma adaptacdo do modelo malthusiano.

* No terceiro capitulo faz-se uma andlise do crescimento populacional do municipio de
Curitiba e alguns testes foram realizados na tentativa de encontrar um modelo bem pré-
ximo do atual desenvolvimento populacional. O método oficial utilizado pelo IBGE e
o IPARDES, conhecido como método dos coeficientes para estimativas da populagao,

também foi desenvolvido em detalhes nesse capitulo.

Os graficos que aparecem ao longo do trabalho foram construidos com o auxilio do
software matematico Geogebra e os célculos foram realizados com auxilio dos softwares Excel e

Maxima.

No Anexo A esta descrita em detalhes a rotina desenvolvida para o calculo da capacidade
suporte (K) da populagdo e as taxas de crescimento populacionais (r) para o municipio de

Curitiba, cujos resultados se encontram na Tabela 5.



21

1 SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS E EQUACOES DE DIFEREN-
CAS

No estudo de alguns fendmenos naturais, como por exemplo a dindmica de populagdes,
as equagoes de diferencas sdo o modelo mais adequado para sua descricdo, pois entre geragdes
sucessivas o crescimento ocorre em etapas discretas (intervalos regulares de tempo) (BOYCE;
DIPRIMA, 1985). Essas etapas sao conhecidas como passos e podem ser caracterizadas como

horas, dias, semanas, meses, etc.

Segundo Rodney C. Bassanezi (BASSANEZI, 2012) as equagdes de diferencas podem ser
resolvidas por meio de processos indutivos ou através de programas computacionais elementares

e apresentam uma boa aproximacao da realidade.

1.1 EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES

Definicdo 1.1. Uma equacdo que relaciona os termos de uma sequéncia (Yo, Y1, Y2, ---» Yn, ---) €

chamada equacdo de diferengas ou formula de recorréncia.

Por ordem de uma equacdo de diferencas entendemos a diferenga entre o maior € 0 menor

dos indices de y que aparecem na equacao.

Uma equacdo de diferencas linear de ordem (n — m) tem a forma:

Yn = Qn1Yn—1 + Gn-olYp—2 + ... + QY + =0+ D> aiy; (1.1)

i=n—1
sendo a; e b coeficientes reais e m < n.

O fato da equagdo de diferencas se chamar de ordem (n — m) se deve ao nimero de
condi¢des iniciais para que a mesma possa ser definida, ou seja, se ela € de primeira ordem
precisa de apenas uma condig¢do inicial, se € de segunda ordem precisa de duas condi¢des iniciais

€ assim sucessivamente.

Como os coeficientes a; e b sdo constantes, a Equacdo (1.1) recebe a classificacdo

adicional de equacao de diferencas linear com coeficientes constantes.

As equagdes de diferencgas sdo definidas recursivamente, ou seja, através de uma regra

que permite calcular qualquer termo da sequéncia em funcio de seus antecessores imediatos:

- A sequéncia (y,) dos nimeros naturais fmpares: (1,3,5,7,...), por exemplo, pode
ser definida por y,+1 = y, +2,sendo y; =1 e n > 1. A recorréncia ¥, € de primeira
ordem, pois (n + 1) — n = 1, portanto, ela precisa de apenas uma condigéo inicial e cada termo

dessa sequéncia pode ser expresso em func¢do de seu antecessor imediato. A recorréncia por si s6
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nao define a sequéncia, é necessirio também que se conheca o seu primeiro termo, pois caso
contrdrio ela seria satisfeita por todas as progressdes aritméticas de razdo dois, inclusive a dos

nimeros pares.

- Outro exemplo, bem simples e cuja aplicacdo serd abordada logo mais adiante, € a
sequéncia (F},) conhecida como “Sequéncia de Fibonacci” e cujos termos sdo: (1,1,2,3,5,...).
Nessa sequéncia cada termo € a soma dos dois termos imediatamente anteriores e ela pode ser
definida por F, o = F,,11 + F},,sendo n > 0e [} = F5 = 1. Como a sequéncia € de segunda
ordem, pois (n + 2) — n = 2, ela depende de duas condi¢des iniciais e sendo assim, cada termo

da sequéncia € definido a partir de seus dois antecessores imediatos.

“A solugdo geral de uma equacdo de diferencgas pode ser calculada através de algumas
técnicas especificas e sem recorrer ao calculo de todos os n termos antecedentes na sequéncia”
(BARCELOS; ANDRADE; BOAVENTURA, 2011).

Nas proximas se¢des serdo apresentadas algumas equacdes de diferencas lineares, cons-

truidas com base em alguns sistemas dindmicos discretos, e a solu¢do para cada caso.

1.1.1 EQUACAO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM

Uma equagdo de diferencas linear de primeira ordem pode ser representada por

Ynt1 = QYpn + b, (1.2)

sendo a e b coeficientes constantes da equacdo e y; os termos da sucessdo.

Se b € igual a zero a equacgdo é dita homogénea e a classificacio de primeira ordem, como
Jja foi descrito anteriormente, se deve ao fato de que o valor de ,,; depende apenas do valor de

Y € ndo de valores anteriores a ele.

De uma forma geral, a Equacgdo (1.2) pode ser descrita pela expressao

Yn+1 :f(nayn)a n:071a27"' (13)

onde f € uma funcdo conhecida. A Equacgdo (1.3) chama-se equacdo ndo-autonéma, pois
depende explicitamente da varidvel n e sua solugdo é uma sequéncia de nimeros (yo, 1, Y2, ---)

que satisfazem a equacgdo para cada valor de n associado.

Uma classe importante de equacdes de primeira ordem consiste naquelas nas quais a
variavel independente n ndo aparece explicitamente, tais equacdes sdo ditas autdbnomas e tém a

forma:

Yn+1 :f(yn)7 TL:O,1727... (14')

Essas equagdes serao discutidas na Sec¢do 2.2, através das equacdes de diferengas nao lineares,

no contexto de crescimento ou declinio populacional.
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No Ensino Médio os contetidos como sequéncia, fungdes exponenciais e conteidos
da area financeira - cdlculo de juros, depdsitos, empréstimos, financiamentos, etc - podem ser

inseridos em sala de aula utilizando o conceito de equacdes de diferencas de primeira ordem.

Exemplo 1.2. Uma progressdo geométrica (PG), é uma sequéncia numérica, cujo primeiro
termo pode ser representado por y; e cada elemento, a partir do segundo, € igual ao anterior
multiplicado por um valor fixo ¢ chamado de razao.

Simbolicamente, uma progressao geométrica pode ser definida como:
Ynt1=q Yo (n=1). (L.5)

Como a Equacdo (1.5) € homogénea, ela pode ser facilmente resolvida através de uma

técnica bastante simples que consiste em calcular apenas alguns termos da sequéncia:

Y2 = Q4
Ys = qY2
Ys = qY3

Yn—1 = QqYn—2
Yn = 4Yn—1-

Multiplicando os elementos do primeiro e do segundo membro das equacdes entre si:
Y2 Yz Ya oo Yn—1"Yn = qY1 - qY2 - qYs * --- - qYn—2 * @Yn—1.

Ao simplificar os termos que se repetem em ambos os lados € possivel escrever a equacao

geral de uma progressdao geométrica
Yo =11 q" . (1.6)

A expressao que representa a soma dos termos de uma progressdao geométrica, desde o
primeiro até o n-ésimo termo, aparece na resolucao de inimeras equacdes de diferencas lineares
nao homogéneas de primeira ordem. Ao considerar uma PG de primeiro termo a; e razao g, a

soma dos n primeiros termos dessa sequéncia pode ser escrita como
Sn=y1+ Y2+ .+ Yn1+Yn.
Ao escrever cada parcela da soma em fun¢do do termo geral da PG tem-se:
Sp=a1+aq+mg® + ...+ ag" 7 +arq"!

Sn=a(l+q+¢+ .. +¢"2+¢"").
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Ao utilizar a seguinte fatoracao para simplificar a expressdo entre parénteses

q" -1

¢*+¢%?hn+f+q+1:q_1

¢ possivel escrever a expressdo que representa a soma dos termos de uma PG’

gt —1
g—1°

(1.7)

Sn:al

Exemplo 1.3. Um exemplo simples e de facil entendimento é o processo de reproducdo celular,
no qual podemos supor como a a quantidade de células-filhas produzidas por uma tnica célula,
M, sendo a populagdo inicial de células e M,, o nimero de células da geracdo n. Uma equacao

simples que relaciona duas geragdes sucessivas, para as geracoes n + 1 e n, é da forma:

M1 =aM,  (a>0). (1.8)

Assim, qual seria o tamanho da populagao apds n geracdes?
A Equacao (1.8) € uma equacgdo de diferencas linear homogénea, portanto pode ser resolvida
através do processo recursivo, ou seja, o termo M, pode ser escrito em fungdo apenas de suas
condicdes iniciais, logo:
M, = aM,

M2 = CLMl = CL((IM())

A quantidade a(aM,) é chamada de segunda iterada da equagdo de diferencas e pode ser

escrita como a?(M,). Analogamente, a terceira iterada M5 é dada por:

My = aM; = a(a®*My) = a® M.

Seguindo 0s mesmos passos para My, Ms, ..., M, tem-se que a n-ésima iterada M,, é

M, = aM, 1 = a(aM,_3) = a(a(aM,_3)) = ... = a" M.

Esse procedimento refere-se a iteracdo da equacgdo de diferencas e este exemplo € um

caso particular de uma progressao geométrica.

Logo, para uma geragcdo n qualquer, o nimero de células (supondo existirem M, células
inicialmente) serd dado por:
M, = a" M,. (1.9)

Observe que:
- Se a > 0, entdo M, aumenta nas geragdes sucessivas;
- Se a <0, entdo M, decresce nas geracOes sucessivas;

- Se a =1, entdo M, permanece constante nas geracdes sucessivas.
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Nos exemplos anteriores utilizamos duas técnicas especificas na resolu¢ao de equa-
¢oes lineares homogéneas, mas em algumas situagdes, como por exemplo em problemas de

capitalizagdo, precisamos encontrar a solucdo da equagdo linear nao homogénea:

Ynt+1 = QYn + b. (110)

Os casos mais comuns sdo aqueles em que os coeficientes a e b sdo constantes. Ao
realizar algumas iteragdes € possivel definir a solu¢do para uma equagao linear nio homogénea
com coeficientes constantes:

Y1 =ayo+b
Yo = ayy +b = alayy +b) + b= a’yo +ab+ b= a’yo + (a+ 1)b
ys = ayy + b = a(a’yy + (a + 1)b) + b = a’yy + (a* + a)b+ b = a®yo + (a® + a + 1)b.

Indutivamente podemos escrever:

Yp = a"yo + (@' +a" 2+ +a* +a+1)b (1.11)

Observe que, na Equacdo (1.11), a expressao entre parénteses representa a soma de uma

progressao geométrica, logo:

Se a = 1 a solugdo é dada por

n—1
Yn =Yo+bD 1 =yo+nb
k=0
e para a # 1 a solugdo é dada por:
1—a™ a” —1
= n b n—1 — 4N b ]
Yo = a"yo + 00" 5 = a"yo+b—
Portanto, a solu¢do da equagao v, .1 = ay, + b é:
a*—1
a"yg + b——, sea # 1;
=14 TV 7 (1.12)
Yo + nb, sea = 1.

Exemplo 1.4. Uma progressdo aritmética (PA) é um exemplo bastante elementar de uma
equacgdo de diferencas linear ndo homogénea. Considere uma PA de primeiro termo a; = a,
na qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é

chamada de razdo da progressao e € representada pela letra 7.

Simbolicamente: a1 =a € ap41—ay =T.

Observe que a expressao a, .1 — a, = r pode ser escrita como

Api1 = Gp + 7, n=1273, .., (1.13)
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que representa uma equacao de diferencas linear ndo homogénea.

Alguns termos da sequéncia podem ser calculados adicionando a razao quantas vezes

forem necessérias. Sendo assim, para avangar um termo, basta adicionar a razao:
as = ay + .
Para avancar dois termos, basta adicionar duas vezes a razio:
a3 =as+r=(a;+r)+r=a; +2r
Para avancar trés termos, basta adicionar trés vezes a razao:
a;=ag+r=(ay+2r)+r=a; + 3r.

Ao passar de a; para a,,, avangamos (n — 1) termos, logo podemos escrever a Equagéo (1.13)

apenas em funcao de n:

ap, =a; + (n—1)r. (1.14)

Indutivamente foi possivel encontrar a Equacgao (1.14) que representa o termo geral de
uma progressao aritmética. Como a,, depende apenas do termo inicial a; e da razdo r, € possivel

encontrar qualquer termo da sequéncia.

Assim como na progressao geométrica, € possivel encontrar uma expressao geral para

calcular a soma dos termos de uma progressao aritmética:

S,=a1+ay+az+ ...+ ap_9+ ap_1 + ay,.

A expressdao acima também pode ser escrita ao contrdrio, ou seja, de trds para frente:

Sn=ap+ap_1+ ar_o+ ..+ a3+ as+ a.

Somando as duas expressoes, termo a termo:

25, = (a1 + ap) + (ag + an—1) + (a3 + an_2) + ... + (@pn_o + a3) + (an—1 + az) + (a, + a1).

Como, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela aumenta de r e a

segunda parcela diminui de r, a soma nao se altera:

ai+a, = ai+[ag+ (n—1)r] =2a + (n—1)r,
as+an1 = ar+r+ag+(n—2)r]=2a+ (n—1)r,
(1.15)
an+a; = [ag+(n—1)r]+a =2a+ (n—1)r.
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Portanto, as expressoes dentro dos parénteses siao iguais a expressao do primeiro e como sao n
parénteses, temos

(a1 + ap)n

28, =(a1+ap,)-n e S,= 5

(1.16)
No Ensino Médio, as progressdes classicas PA e PG podem ser introduzidas utilizando
equacodes de diferencas, sendo que o professor pode, em sala de aula, definir recursivamente a

equagdo do termo geral de cada uma delas.

Exemplo 1.5. Adaptado de (BASSANEZI, 2012). Quando queremos comprar algo financiado,
raramente nos questionamos a respeito do prejuizo tomado, simplesmente estamos preocupados
se podemos ou ndo dispor daquela parcela fixa que pagamos mensalmente.

Suponha que na compra de um carro € feito um financiamento do valor Dy, = R$ 30.000, 00,

que deve ser pago em trés anos, em parcelas mensais fixas de P = R$ 1.200, 00.
Queremos saber:
1) Qual o juro mensal pago?

2) Se o juro mensal fosse 0 mesmo da poupanga, quanto deveriamos pagar por més para

quitar a divida em trés anos?

3) Quanto se deve dar de entrada para ter uma parcela fixa de R$ 500, 00, um juro igual

ao da poupanca e terminar a divida em trés anos?

Sabe-se que Dy € a divida inicial e que a divida D,,,, depois de transcorridos n + 1
meses da compra, € dada pela divida corrigida do més anterior, sendo r a taxa de juros mensal,
menos a parcela paga no més:

D,s1=D,+rD,— P,

ou seja
Dyi1=1+r)D, — P.

Esta equagdo pode ser resolvida conforme a Equacao (1.12) e apresenta como solugdo a expres-
sdo:
I1—(1+r)"

D, = (1+7r)"Dy+ P
’

(1.17)

A divida serd quitada no tempo n quando D,, = 0. Assim, para a resposta da primeira

questdo devemos considerar que paran = 36 e D3 = 0:

‘ 1—(1 36
30(1 + )% = —1, Qﬂ‘
r
Ao simplificar a expressdo, encontramos:
(1+7)%¢—1

256r =
N RS e
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Ao calcular o valor da taxa de juros pelo método da bissecgdo, que se encontra em detalhes na
referéncia (BURDEN; FAIRES; TASKS, 2008), encontramos r ~ (0, 0212, sendo assim, o juro
mensal de tal financiamento é, de aproximadamente 2, 12% ao més, o que responde a primeira

questao.
Para calcular a parcela fixa que deveria ser paga com um juro de » = 0, 7% (juro médio
de uma poupanca em 2016), basta isolar o valor de P na Equacao (1.17), com este valor de 7.
_r(I+7r)"Dy

1 "Dy=P
(1+7)" Dy —r (14+r)m—1

Assim parar = 0,007, n = 36 e Dy = 30, teremos P = 0, 94563, ou seja, cada parcela
mensal deveria ser de R$ 945, 63.

No caso de se dar uma quantia como entrada F, a divida inicial cai para (Dy — F). Entdo,
para responder a terceira questao devemos usar a expressao:

L—(1+nr)"

(1+7)"(Dy— B) = P——

(1.19)

com os valores » = 0,007, n =36, Dy =30 e P =0,5 e, teremos F = 14,13767, ou seja,
a entrada deve ser de R$ 14.137,67.

Exemplo 1.6. Em economia, a varidvel tempo, possui um conjunto discreto de valores possiveis.
A rentabilidade de uma caderneta de poupanca, por exemplo, s6 € disponibilizada no intervalo
de tempo correspondente a um més, sendo que outros tipos de investimentos podem render a
cada bimestre, semestre ou ano. Podem também ocorrer algumas intervencdes periddicas em

alguns processos financeiros como depdsitos, saques, pagamentos e incidéncia de juros.

Ao se estudar o regime de capitalizacdo de juros compostos temos como base um depdsito
inicial que rendera juros sem que ocorra saque ou depdsito algum durante todo o periodo da
aplicacdo, mas existem situagdes em que, além da aplicagdo inicial, queremos depositar a cada
periodo uma quantia fixa para que a aplicacdo tenha uma rentabilidade maior.

A situacdo a seguir nos dd uma ideia de como podemos calcular o montante, depois de um certo

periodo n, a partir de algumas condig¢des iniciais.

Suponha que seja realizado um depésito de R$ 200, 00 no fim de cada periodo fixo num
banco. Sabendo que a taxa de juros para cada periodo é de 1% e que no periodo n = 0 houve um

depésito de R$ 500, 00, qual o saldo acumulado ap6s 30 periodos?

Sendo s,, 0 saldo acumulado apds n periodos, através das condi¢des iniciais € possivel

exprimir s, 1 em termos de s,,:

Sn+1 = 1,01s, + 200, sendo sy = 500. (1.20)

Como a Equacdo (1.20) representa uma equacao linear nao homogénea podemos encon-

trar uma expressao para s, em funcdo de n substituindo os dados apresentados no problema na
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Equacao (1.12):

1,01 —1
n=1,01" 200————. 1.21
s 01"500 + 001701_1 (1.21)
Ao simplificarmos a Equagdo (1.21) encontramos:
sp, = 20.500-1,01" — 20.000. (1.22)

Logo, para calcular o saldo acumulado correspondente a 30 periodos, escrevemos:
s30 = 20.500 - 1,01*° — 20.000.

0 que nos da:
5309 = 7.630, 90.

Exemplo 1.7. Sabe-se que na administracdo de certas drogas em intervalos regulares de tempo, o
organismo tende a eliminar uma fracio r dessas drogas até a proxima dose. Seja () a quantidade
inicial de uma certa droga aplicada e suponha a administracdo dessa mesma quantidade de
droga no mesmo intervalo de tempo entre uma aplicacdo e outra. Seja (),, a quantidade de droga
presente na corrente sanguinea no intervalo de tempo n. Nestas condi¢des, qual € a quantidade
de droga presente no organismo apds um nimero n de aplicacdes e qual serd essa quantidade ao

longo do tempo sabendo que uma pessoa deverd receber a droga pelo resto de sua vida?

Ap6s o primeiro intervalo de tempo, ou seja, para n = 1 tem-se:

Q1= (Qo —rQo) + Qo

Para os préximos valores de n temos:
Q2= (Q1 —7Q1) + Qo

Q3 = (Q2 — 7Q2) + Qo
Qs = (Q3 —7Q3) + Qo
e indutivamente tem-se que:

Qn+1 = (1 - T)Qn + QO'

Como a equacdo acima € linear ndo homogénea, ou seja, assume a forma y,, 11 = ay,, + 0,

a solucdo para (), pode ser encontrada pela Equacdo (1.12):

1
Qn = (1 — ) (1—=7)"Qo + @. (1.23)
r r
. Qo . .
Como 0 <r <1le 11_>m @, = —, pode-se dizer que a quantidade de droga no
n—00 r

organismo se estabiliza quando n tende ao infinito.
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1.1.2  EQUACAO LINEAR DE SEGUNDA ORDEM

A equacao de diferengas linear de segunda ordem tem a forma:

Ynt2 = Qn1Ynt1 + AnYn + . (1.24)

Neste caso a maior diferenca entre as ordens dos termos da sucessio é dois, pois (n +
2) —n = 2, sendo y, e y; dados. Assim como na equacao linear de primeira ordem, se b é igual

a zero a equacdo ¢ dita homogénea.

Exemplo 1.8. Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, era Matematico e comerciante da
idade média. Escreveu, em 1202, um livro com varios assuntos relacionados com a Aritmética e
Algebra da época e realizou um papel importante no desenvolvimento matematico na Europa
nos séculos seguintes. Um dos problemas mais famosos contidos nesse livro trata da Sequéncia

de Fibonacci (F;,) definida pela equacgdo de recorréncia:
Fopo=F, 1+ F, sendo [} =F,=1eneN. (1.25)
Pela Equacgdo (1.25) e suas condic¢des iniciais é possivel escrever a sequéncia
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...),

onde cada termo a partir do terceiro € igual a soma de seus dois antecessores imediatos.

A sequéncia de Fibonacci estd diretamente relacionada a proporcao durea, pois a razao entre dois
termos consecutivos da sequéncia é bem proxima dessa propor¢ao. Observe na Tabela 1 que
conforme os nimeros aumentam, mais a razao de aproxima do nimero ¢, que é denotado por:

1++5
2

= 1,61803398875...

Tabela 1 — Razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

n Fn Fn+1 Fn+1/Fn

I 1 1 1

21 2 2

32 3 1.5

4 3 5 1.6666666667...
55 8 1.6

6 8 13 1.625

7 13 21 1.6153846153...
8 21 34 1.6190476190...
9 34 55 1.6176470588...
10 55 89 1.6181818181...

Acredita-se que os antigos egipcios empregaram a propor¢ao aurea para construir as

Piramides de Gizé e que os antigos gregos também fizeram uso dela para projetar alguns de seus
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mais importantes monumentos. A relacdo entre a proporcao durea e as artes teria nascido no
século X VI, a partir de um livro escrito pelo monge italiano Luca Pacioli, chamado “De Divina
Proportione”. Muitos Artistas da Renascenga teriam aplicado o conceito da Divina Propor¢do em
suas obras na tentativa de alcancar maior beleza e equilibrio em suas obras, dentre eles pode-se
destacar Leonardo Da Vinci, que teria empregado o conceito de propor¢do durea para criar a

“Monalisa” e o “Homem Vitruviano”, conforme Figura 1.

Figura 1 — Proporcao durea presente nas obras de Leonardo Da Vinci.

(a) Homem Vitruviano: Modelo do ho- (b) Monalisa: A proporcao durea

mem perfeito, suas dimensdes obede- estd presente nas relagdes entre o

cem a divina propor¢ao. tronco e a cabega e nos elementos
da face.

Fonte: (WIKIPEDIA, 2016a), (WIKIPEDIA, 2016b)

Segundo Leah Edelstein-Keshet (EDELSTEIN-KESHET, 1988), a propor¢ado aurea pode
ser facilmente encontrada na natureza. Ela estd presente na organizagdo dos 0ssos humanos e
de outros animais. Em algumas flores a disposicao das pétalas segue a sequéncia de Fibonacci
e, em outras, as sementes sao frequentemente produzidas do centro para as extremidades. No
nucleo do girassol, por exemplo, ha duas séries de curvas de sementes e cada série vai para uma
dire¢do, sendo que o nimero de curvas nao € o mesmo nas duas séries. Se a flor tem 21 curvas
para a esquerda, terd 34 para a direita. Se tem 34 para um lado, terd 55 para o outro. Se 55 curvas
apontam para uma direcio, 89 apontardo para a outra, o padrdo segue a Sequéncia de Fibonacci.

E possivel observar estes exemplos na Figura 2.



32

Figura 2 — Proporcdo durea presente na natureza.

(a) A proporcao durea estd presente nos ossos da mao: (b) Girassol: na razdo entre o nimero
as medidas dos ossos obedecem a sequéncia de Fibo- de séries de sementes em sentidos
nacci. contrérios € possivel identificar a pro-

porcdo durea.

Fonte: (FERNANDES, 2014)

O retangulo de ouro surge do processo de divisdo conhecido como média e extrema razao
de Euclides. Ele € assim chamado porque ao dividir-se a base desse retingulo pela sua altura,
obtém-se o nimero de ouro ¢, Figura 3. E conhecido como uma das formas geométricas mais
visualmente agraddveis que existem e por isso, ela teria sido largamente aplicada nas artes e na
arquitetura, juntamente com o “espiral dureo”, que € obtido quando desenhamos uma espiral

seguindo o fluxo dos quadrados formados no retangulo de ouro.

Figura 3 — No retangulo de ouro a ligacdo sucessiva dos cantos dos quadrados formam o espiral
aureo.

a+b _ L.
a hE 1,61803

Fonte: (CURIOSO, 2016)

As conchas de muitos animais marinhos, assim como as dos caracdis, sdo perfeitos
exemplos do espiral dureo. Na Figura 4 pode-se observar a presenga do espiral dureo em alguns

elementos da natureza:
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Figura 4 — Espiral dureo presente nas conchas, plantas e formacao de galéxias.

Fonte: (CURIOSO, 2016)

Visto que a proporcao durea e a sequéncia de Fibonacci estdo ligadas a muitas aplicacdes

interessantes, vamos agora encontrar a solu¢do geral da equacao:

Fooo=F, 1+ F, sendo Fi=F,=1lenelN. (1.25)

Na tentativa de resolvé-la vamos supor que F;, = K \" seja uma solucdo geral da Equacdo
(1.25), sendo K > 0:

KN2 — KA KA = 0
KN'(A2=XA—1) = 0

Como K >0entioA=0o0u > —\—1=0.

Se A = 0 entdo F}, = 0 para todo n (solugdo trivial) que s6 tem sentido se yy = y; = 0.

A expressdo A — X\ — 1 = ( representa uma equagio de segundo grau em \ e suas raizes

1++5 1-+5
LI S VA A

M 2 2

O teorema a seguir mostra que se as raizes da equagao linear de segunda ordem sdo \; e
A2, entdo qualquer sequéncia da forma a,, = C1 AT + C3y)\5 € solucdo da recorréncia, quaisquer

que sejam os valores das constantes C e Cs.

Teorema 1.9. Se as raizes de \> + p\ + ¢ = 0 sd@o \1 e Xy, entdo a,, = C1 A} + Co\] é solugdo

da recorréncia Y, 1o + pYn+1 + qyn = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes C e Cs.
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Demonstragdo. Substituindo a,, = C1A} + CyA\y na recorréncia Y12 + pYn+1 + qyn = 0,
obtemos:
CIANTT2 4+ Co g2 + p(CLNTE + CoXy ™) + q(CL A} + Co)y) =

CINY (A2 + pAy + q) + CoAT(A2 + phy + q) =

CIAT0 + CoAZ0 = 0. [

De acordo com o Teorema (1.9) tem-se que

1+2\/3>”+02 (1 —2\/5>"

Fn:CI<

também € solucao da Equacdo (1.25).

Para determinar C'; e C5 podemos considerar Fy = 0 e F; = 1, formando o sistema:

Ci+Cy=0
1 5 1—+/5
SRR LR ek Y
2 2
. 1 .
Ao resolver o sistema encontramos C; = —(Cy = % sendo assim:

F, =

1<1+¢3>"_ 1 (1—\/5>":s0”—(1—90)”'

N VB 2 V5

Esta expressao é denominada como solugdo particular da sequéncia de Fibonacci e

através dela € possivel calcular o valor de qualquer termo da sequéncia.

1.2 EQUACOES DE DIFERENCAS NAO LINEARES (PRIMEIRA ORDEM)

Quando se trabalha com situagdes reais, as equagoes de diferengas ndo lineares espelham
melhor a realidade e segundo Valéria Guedes Cipolli (CIPOLLI, 2012): “Como o comportamento
desse sistema dinamico nem sempre € previsivel, o que se pode fazer € analisar estas equacdes

através de seus pontos de equilibrio.”

Ao determinar os pontos de equilibrio de uma equag¢do ndo linear € necessario também
que se faga a verificacdo da estabilidade desses pontos, pois na medida em que o tempo aumenta
as solugcdes podem ou ndo tender a um ponto fixo, esse estudo recebe o nome de feoria da
estabilidade, sendo esta uma ferramenta necessaria para o entendimento de alguns modelos

discretos de dinamica populacional.

Definicao 1.10. Uma equacdo de diferencas ndo linear de primeira ordem é uma formula de

recorréncia do tipo:

Ynt1 = f(yn), n=0,1,2,3,..., (1.26)
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sendo f uma fungdo ndo linear de vy, ou seja, pode assumir a forma quadrdtica, de produto, de

poténcia, exponencial, etc.

Quando ndo ocorre variagcdo de y;, do estidgio k£ = n para o estdgio k = n + 1 dizemos

que a equagdo tem um ponto de equilibrio y*, sendo assim:

Ynt1 =UYn =Y. (1.27)

Pela Equacdo (1.26), ha um ponto de equilibrio y* quando:
y'=fy).

Os pontos de equilibrio podem ser encontrados graficamente ao se fazer a interseccdo da
bissetriz ¥, 11 = f(y») com y, 1 = y,, sendo a abscissa dessas intersec¢des os referidos pontos
de equilibrio. Isto significa que y,, = y* e portanto, satisfaz y* = f(y*).

Exemplo 1.11. Seja a equagio discreta i, = y° , cuja funco f é dada por f(y) = y°. Para
encontrarmos analiticamente os pontos de equilibrio dessa equagdo faremos f(y*) = y*, ou seja,
(W) =y

W)=y =) -y =0
A equag@o apresenta como solugio trés pontos de equilibrio: y* = —1, y* = 0e y" = 1, que

podem ser visualizados conforme a Figura 5.

Figura 5 — Pontos de equilibrio de 1,41 = 1°.

Yn+1
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6 6
Exemplo 1.12. Seja a equagdo discreta 3,1 = 5 — — , cuja fungdo f é dada por f(y) =5— —.
Y

n

6
As solugdes de f(y*) = 5 — — = y" sdo os pontos de equilibrio y* = 2 e y* = 3, conforme a

Figura 6.
. o 6
Figura 6 — Pontos de equilibrio de y,,41 =5 — —.
Yn+1
3 e
2 3 IS
Yn
/ 2 3

Nem sempre a solucdo de uma equacio de diferencas representa um ponto de equilibrio,
mas ap0ds algumas iteragdes essa solugcdo pode tornar-se ponto de equilibrio, ou seja, temos o

que chamamos de um eventual ponto de equilibrio.

Definicao 1.13. Seja y um ponto no dominio de f. Se existe um inteiro positivo r e um ponto de
equilibrio y* de yn41 = f(y,) tal que f"(y) = y* e 7 (y) # y*, entdo y é um eventual ponto

de equilibrio.

Defini¢do 1.14. O conjunto de todas iteragées " (yo);n > 0 onde f°(yo) = yo € chamado de
orbita de yy e serd denotado por O(yy).

Em outras palavras, um ponto 1, € dito eventual ponto de equilibrio se algum y; de sua

orbita representar um ponto de equilibrio.

Exemplo 1.15. Seja a equacdo discreta 4, ., = y> cuja funcdo f é dada por f(y) = y>. As
solugdes de f(y*) = (y*)* = y* sido os pontos de equilibrio: y* = 0 e y* = 1. Temos que

y = —1, com r = 1 é um eventual ponto de equilibrio da equacgdo, pois

) =) =w=—1#£y"
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fly=r-n)=(-1)=1=y
Neste exemplo, —1 é um eventual ponto de equilibrio para a fungdo f(y) = v, pois f(—1) =1

e 1 é ponto fixo de f.

Figura 7 — Pontos de equilibrio de 4,,,1 = 4>

n*

yn+1

Exemplo 1.16. Na equacdo discreta

Ynt1 = f(yn)
cuja funcdo f é definida por
1
2y para0 <y < 3
fly) = 1
21-y) paras <y<l,
P o 2
ha dois pontos de equilibrio: 0 e 3
1 c
Se tomarmos yy = —, temos que y; = —, Y2 = 1, y3 = 0, € como zero € ponto de

equilibrio temos y, = f(y3) = f(0) = 0 e sucessivamente y,, = 0, para n > 4.

1
Sendo assim, 1 € um eventual ponto de equilibrio e sua 6rbita € dada por <Z’ o 1,0,0,...).

Como zero € um ponto de equilibrio do sistema, ao se fazer algumas iteragdes, ele se

apresenta como solucdo da equagdo y,.1 = f(y,) e cada termo subsequente a y3 é igual a zero.
1 2 2 2
Ao tomarmos, por exemplo, vy = 3 temos que y; = 37 %2 = 3.Y3 = 3, €0 mesmo

ocorre com todos os termos subsequentes a 3, sendo assim, o valor 3 ndo representa um eventual

ponto de equilibrio da equacao de diferencas dada no exemplo.
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Note que para y € [0, 1], y serd um eventual ponto de equilibrio da equagdo se estiver na

forma y = o sendo k£ e n nimeros inteiros positivos e 0 < k < 2" — 1.

Um dos principais objetivos no estudo de sistemas dindmicos discretos € analisar o
comportamento das solugdes cujos valores iniciais estdo proximos as solucdes de equilibrio. Na

proxima secdo faremos esse estudo através da teoria da estabilidade.

1.2.1 CRITERIOS DE ESTABILIDADE

Além de determinar os pontos de equilibrio de um sistema dindmico € preciso também
analisar o comportamento das solucdes nas proximidades desses pontos. Se é dada uma condigdo
inicial y, préxima a um ponto de equilibrio y*, precisamos saber se ela vai tender a y* ou se
vai se afastar do referido ponto com o passar do tempo, esse estudo recebe o nome de feoria da
estabilidade.

Definicio 1.17. Seja y* um ponto de equilibrio para a equacdo y,.+1 = f(y,), entdo y* é dito
estdvel se,

Ve > 0,30 > 0,|yo —y*| <0 =|f"(v0) —y'| <e

Essa proposi¢do matemadtica diz que todas as solu¢des que comecam “‘suficientemente
proximas” de y*, a uma distancia menor do que J, permanecem proximas de y*, ou seja, a uma
distancia menor que €.

Sendo assim:
* 2 . . , ~ 2 )
-y" é dito instdvel se ndo é estdvel;

- y* € assintoticamente estdvel se for estdvel e existe d > 0 tal que
* . n %
Yo —y"| <0 = lim f"(yo) = y".

Logo, se y* € assintoticamente estavel, as trajetorias que comegam “‘suficientemente
proximas” de y* ndo apenas permanecem “préximas”, mas devem tender a y* quando ¢t — oo e
o ponto de equilibrio y* serd chamado de atrator. Se isto for valido para todo § > 0, entdo y*

sera chamado de atrator global.

Geometricamente falando, se y* é um ponto de equilibrio estavel, podemos considerar
que existe uma faixa de intervalo  centrado em y*, onde para qualquer 6rbita y,, com condi¢io
inicial y, pertencente a essa faixa, y,, permanece dentro de outra faixa de intervalo ¢ também

centrado em y* a cada instante de tempo.

A Figura 8 facilita a compreensao das trajetdrias descritas acima quando se trata de um
ponto de equilibrio estdvel, a unido dos pontos isolados foi realizada na inten¢do de facilitar a

visualizacdo.
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Figura 8 — O ponto de equilibrio y* € estavel.
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Como y, estd na faixa (y* — 6, y" + 0), entdo y,, estd na faixa (y* — €, y" + €), para todo n > 0.

Se é dada uma condig¢do inicial y, tal que, independente de sua proximidade com y*, a
orbita correspondente escapa da faixa de intervalo e em um instante de tempo 7, entdo o ponto

de equilibrio y* é instdvel. E possivel observar a instabilidade de y* na Figura 9.

Figura 9 — O ponto de equilibrio y* € instavel.
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Dada a condigdo inicial g, a solug@o oscila em torno do ponto de equilibrio escapando da faixa
de intervalo (y* — €,y +¢€) .

O ponto de equilibrio y* € assintoticamente estdvel, se y* € estavel e todas as Orbitas v,

cujas condigdes iniciais estdo contidas numa faixa de intervalo § com centro em y*, tenderem
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para y* a cada instante de tempo n. Na Figura 10 € possivel visualizar o ponto de equilibrio y*

sob a condi¢@o de assintoticamente estavel:

Figura 10 — O ponto de equilibrio y* é assintoticamente estavel.
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A cada instante de tempo 7, a érbita y,, que sai de y, se aproxima cada vez mais do ponto de
equilibrio y*.

Na Figura 11 é possivel observar que o ponto de equilibrio y* é globalmente assintotica-
mente estdvel, ou seja, todas as solugdes convergem para a solucdo de equilibrio independente

da condi¢do inicial.
Figura 11 — O ponto de equilibrio y* é globalmente assintoticamente estavel.
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O teorema a seguir, cuja demonstragdo se encontra em detalhes na referéncia (CIPOLLI,
2012), diz que a estabilidade de um ponto de equilibrio y* pode ser determinada pelo valor do

médulo de f'(y) no ponto y*:
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Teorema 1.18. Seja y* um ponto de equilibrio de y,+1 = f(yn), sendo f diferencidvel em y* e
f' continua em y*. Segue que

(i) Se |f'(v*)| < 1, entdo y* é assintoticamente estdvel;

(ii) Se | f'(y*)| > 1, entdo y* é instdvel;

(iii) Se | f'(y*)| = 1, entdo esse critério é inconclusivo sobre a estabilidade de y*.

Exemplo 1.19. Ao analisar graficamente a equagio de diferencas 3,1 = v, conforme a Figura
S, foi possivel constatar que ela possui tré€s pontos de equilibrio: y* = 0, y* = —ley" = 1.

Como:

f(=D]=13(-1)?*=3>1,
[F(0)] =130 =0<1 e
(D] =13(1)*| =3 >1

pode-se concluir que y* = —1 e y* = 1 apresentam-se como pontos de equilibrio instaveis,

enquanto y* = 0 apresenta-se como ponto de equilibrio estavel.

Uma maneira de verificar rapidamente se os pontos de equilibrio de uma equacgdo de
diferencas sdo estdveis ou instdveis €, segundo Rodney C. Bassanezi (BASSANEZI, 2002),
através do Diagrama de Lamerey. Essa técnica fornece uma abordagem visual para determinar
o comportamento das solucdes a longo prazo do sistema. Tendo o grifico da fun¢do f no
plano (., yn+1), € seus referidos pontos fixos, pela técnica do diagrama escolhe-se um ponto g
proximo a solugao de equilibrio. Para y, escolhido deve-se marcar a ordenada correspondente
em f e a partir daf rebater esse ponto na bissetriz f(y) = y. O processo devera se repetir varias

vezes até que se possa observar se a sequéncia v, se afasta ou se aproxima do ponto de equilibrio

*

Y.

Exemplo 1.20. Na equacio de diferengas nio linear y,,,; = —4> + 2, 5,,, temos que o ponto

de equilibrio y* = 0 € instavel, enquanto que y* = 1, 5 apresenta-se como estavel, pois:

FO) =] —2(0)+2,5|=2,5>1 e
1f(1,5)] = | — 2(1,5) +2,5| = 0,5 < 1
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Figura 12 — Ap6s algumas iteracdes a sequéncia converge para o ponto fixo y* = 1, 5.
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Através do diagrama do sistema dinamico € possivel observar que a sequéncia se afasta

de y* = 0, ponto de equilibrio instavel, e aproxima-se cada vez mais de y* = 1,5 que é o ponto

de equilibrio assintoticamente estavel do sistema.

Figura 13 — Zoom do Diagrama de Lamerey do sistema dindmico y,,41 = —4> + 2.5y,,.

Ao aproximarmos a Figura 12, podemos observar com mais detalhes que, na Figura 13 a

sequéncia aproxima-se cada vez mais do ponto de equilibrio y* = 1, 5.

Exemplo 1.21. No Exemplo 1.15 a equago y,,1 = y apresentava dois pontos de equilibrio:

y* =0ey* = 1. Seja yp um ponto préximo a solucio de equilibrio y* = 1, pelo Diagrama de

Lamerey € possivel observar que a sequéncia aproxima-se cada vez mais de y* = 0, ou seja, o
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ponto parece ser assintoticamente estavel, enquanto se afasta de y* = 1, ponto aparentemente

instavel.

2
n:

Figura 14 — Diagrama do sistema y,,1 = y

Yo
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2 MODELOS DE CRESCIMENTO POPULACIONAL

Vamos analisar alguns dos modelos criados para descrever o tamanho de uma populagao
com o passar do tempo, em especial, o modelo de crescimento exponencial, descrito por Malthus,

e o modelo de crescimento logistico, descrito por Verhulst:

- No modelo de crescimento exponencial, o crescimento populacional acontece sob
condi¢des ideais, supondo que todos os individuos sdo iguais, sem limites para alimentagdo,
ocupacgdo de espagos e outros recursos. Essas condi¢des raramente existem, e se existem duram
pouco tempo. Na natureza ou em laboratorios, por exemplo, o modelo exponencial pode funcionar,

mas em periodos relativamente curtos.

- O modelo de crescimento logistico, por sua vez, descreve uma populagdo que estabiliza
segundo a capacidade de suporte /' do meio, ou seja, as populagdes inferiores a K crescem até

este limite e as populagdes superiores a K diminuem em direcao a ele.

Para a andlise desses dois modelos podemos utilizar algumas das técnicas desenvolvidas

nas secdes anteriores.

2.1 CRESCIMENTO EXPONENCIAL

Os primeiros modelos de crescimento populacional foram propostos por Thomas Robert
Malthus, em 1798, no artigo “An Essay on the Principle of Population”, sendo ele considerado
um dos percursores da demografia (ciéncia que estuda a dindmica das popula¢des). Em seu
trabalho Malthus afirmava que a populacao aumentava a uma razao geométrica, enquanto os

meios de sobrevivéncia aumentavam a uma razdo aritmética.

Segundo o modelo malthusiano, a populacdo mundial atingiria nimeros as-
trondmicos em pouco tempo e a Terra se tornaria um planeta superlotado e
inabitavel. O que Malthus nio considerou em seus estudos € que vivemos em
um sistema ecolégico fechado e que, mais cedo ou mais tarde, a populagdo
humana encontraria limitagdes como escassez de alimentos, dgua, ar e outros
fatores como doencas, epidemias, vicios, e se manteria estavel até um limite
maximo (capacidade suporte do meio). (BASSANEZI, 2002).

Considerando que no modelo de crescimento populacional de Malthus as taxas de
natalidade n e mortalidade m sejam constantes, temos que « = n — m € a taxa de crescimento

especifico da populacdo F;, assim:

Pt+1—Pt:OéPt. (21)

Esta formulacao indica que a varia¢do da populacdo € proporcional a prépria populagio
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em cada periodo de tempo. O modelo discreto de Malthus € dado por:
Pyw = ab+ B,

Pt+1 = (Oé + 1)Pt (22)

Se a populagdo inicial F no instante ¢ = 0 € dada, a solucdo da Equagdo (2.2) pode ser

calculada através do processo recursivo:

P1 = (CY+1)P0,
P2 = (Oé—i-l)Pl,
P3 = (Oé‘i‘].)Pg,

Py = (a+1)P o,
Pt = (OZ"‘l)Pt_l.

De maneira andloga a resolucao da Equacdo (1.5), pode-se escrever P, satisfazendo a

condi¢do inicial F, dada:

P, =(a+ 1R, (2.3)

A equagdo P, = (o + 1)" Py também pode ser escrita na forma exponencial:

P, = Pye!ni+e)’,

O modelo de crescimento populacional descrito por Malthus pode ser representado
graficamente pela curva presente na Figura 15.

Figura 15 — Curva de crescimento exponencial.
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A equagdo P,y = (a + 1) P, pode ser escrita como:
f(P)=(a+1)P

e a solu¢do de f(P*) = (o + 1)P* = P* é o ponto de equilibrio P = 0.

Pelo Teorema 1.18 podemos verificar se hd estabilidade no ponto de equilibrio P* = 0:
p p q
|f(0)] = a+ 1, esendo (o + 1) > 1, o ponto de equilibrio P* = 0 € instdvel.

Exemplo 2.1. A experiéncia do IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) no campo
das projecdes de populacio teve inicio em 1973, e a partir de 1989 consolidou a publicagdo das
estimativas populacionais anuais, compreendendo os niveis nacional, estaduais e municipais.
Com base nos dados do IBGE, no ano 2000, o estado do Parana possuia 9.563.458 habitantes e
em 2010 a populacdo passou a ser de 10.444.526 habitantes.

Para calcular a taxa de crescimento demogréfico pela Equacdo (2.3), precisamos de dois

censos: P; e Py, sendo assim a taxa de crescimento demografico em ¢ anos pode ser calculada

por:
t t Pt
P=(a+1)Ph=a=——1 (2.4)
Fy
Logo, pelo modelo malthusiano, a variacdo média da populacio entre esses dois periodos
foi de:

,/10.444.526
= B — 1 ~
9.563.458 0, 00885

ou seja, o crescimento médio da populacdo nesse intervalo de dez anos foi de aproximadamente
0, 885% ao ano.

Com base nesses dados, podemos fazer uma projecao para a populaciao do Estado para
os anos de 2020 e 2030:

Pyy = 9.563.458(1 + 0,00885)?° ~ 11.406.356

P3y = 9.563.458(1 + 0, 00885)* ~ 12.456.984

Para estimar o erro entre as projecdes oficiais e as projecdes calculadas pelo modelo

malthusiano podemos utilizar a equagao:

Projecio calculada - Projecdo oficial
Erro — rojecdo calculada - Projecdo oficia

Y

Projec¢ao oficial

cujos resultados se encontram na Tabela 2.
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Tabela 2 — Projecao populacional do Parana.

Ano Projecdo segundo o IBGE Projecdo segundo o modelo malthusiano Erro (%)

2020 11.538.518 11.406.766 1,14

2030 12.045.491 12.457.655 3,42
Fonte: IBGE

Uma das limita¢des na utilizacdo do modelo proposto por Malthus é que em projecoes
populacionais para anos distantes do tltimo censo demografico ele ndo reflete alteracGes recentes

da dinamica demogréfica. Essa possibilidade tende a ser maior em populagdes pequenas.

O IBGE utiliza como metodologia de projecido o Método das Componentes Demogrdficas
e em seu conjunto de proje¢des incorpora as informagdes mais recentes sobre as componentes
do crescimento demogréfico: mortalidade, fecundidade e migragdo, obtidas através dos resul-
tados do dltimo censo demogréfico, bem como dos registros administrativos de nascimentos
e Obitos. Essas informagdes possibilitam uma visdo atual da dindmica demogréfica nacional e
estadual, considerada na elaboracdo das hipéteses futuras para as projecdes. Para mais detalhes a

metodologia se encontra nas paginas do IBGE (IBGE, 2016).

2.2  CRESCIMENTO LOGISTICO

O matematico belga Pierre F. Verhulst propds em 1837 um modelo matematico mais
proximo da realidade, supondo que a populagdo podera crescer até um limite maximo, a partir
do qual tende a se estabilizar e publicou a equacio logistica que € um aperfeicoamento, por estes

motivos, do modelo proposto por Malthus:

P,
Py =P, (1 _ Kt) . 2.5)

Sendo r > 0 a taxa de crescimento intrinseco (taxa de crescimento sem qualquer fator
limitador) e K a capacidade suporte do meio, ou seja, o nimero maximo de individuos que o

ambiente suporta.

Ao escrevermos a Equagao (2.5) como

r Pf
)

Py =1k — %

(2.6)

o primeiro termo (7 F;) modela o crescimento inicial e desimpedido, enquanto o segundo termo

2
rP, ) N
(—Kt aumenta na medida em que a populagdo cresce. Isso ocorre porque os membros da

populagdo P, interferem uns com os outros competindo por recursos, € devido a esse efeito, a

competi¢do diminui a taxa combinada de crescimento até que a populacao pare de crescer.
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Utilizando as técnicas desenvolvidas no capitulo anterior podemos encontrar as solug¢des

de equilibrio da equacdo logistica descrita por Verhulst:

P,
Py =rp (1-3).

P,
Ao fazer y, = ?t, temos que:
Py =rKy, (1 - ?Jt) )

e sendo rK uma constante, vamos substitui-la por a:
Py =ay (1 —y) = f(ye)-

Sendo assim, temos f(y) = ay(1 —y),y € R.

Como esta € uma equacdo de diferencas de primeira ordem nao linear, podemos encontrar

seus pontos de equilibrio resolvendo a equacdo ay*(1 — y*) = y*, e assim, temos dois pontos de
(@—1)

equilibrioy* =0 e y* =

Na Figura 16 pode-se visualizar o Diagrama de Lamerey referente a equacao y;11 =

ay, (1 —y,;),sendo v = 2,5 ey = 0,13:

Figura 16 — Diagrama de y;,1 = ay; (1 — y;) sendo o = 2, 5.
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Observe que o gréfico de y;; em fungdo de y, € uma pardbola com concavidade voltada
para baixo. A figura sugere que o ponto de equilibrio y* = 0 ¢ instavel, enquanto o ponto de

equilibrio y* = 0, 6 é assintoticamente estavel.
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2.3 EQUACAO LOGISTICA: MODELO CONTINUO

O modelo de tempo discreto P; € formulado através de equacdes de diferencas e descreve
o numero de individuos no préximo intervalo temporal, e segundo Rodney C. Bassanezi (BAS-
SANEZI, 2002) pode ser considerado mais realistico se comparado ao modelo continuo. Em
situacdes, em que o nimero de individuos € suficientemente grande, P; pode ser aproximado por
uma fung¢do continua. Para isso vamos utilizar ferramentas pertinentes as equacoes diferenciais,
sendo possivel entdo, encontrar a populacdo para um determinado instante ¢ partindo de uma

condicdo inicial Fj.

dp:rP<L—P>. (2.7)

A solucdo analitica da Equacdo (2.7) € obtida por integracdo apds a separacido das

variaveis:

t/PﬂiiVK):/}ﬁ' 28)

A integral do primeiro membro pode ser resolvida utilizando a técnica das fracdes

parciais:

/Pufiﬂg:/<;+1jgzﬂdpzmmp4ﬂ1—§w 2.9)

Sendo assim, temos

n

P _P/K' - (2.10)

Podemos determinar o valor da constante de integracio ¢ na Equacdo (2.10) supondo Fy

como condicdo inicial:

Py P K
—In|—% | = . 2.11
‘ "1—RMK’ K= 1D
Portanto,
z‘ ‘ t+l‘%K '
n =T n Oou se€ja
K_D K—p, oW
PK P K LK P(K — P)
ln‘ ‘—ln‘ —rt=In|EL | =rt=In|l— V| =yt =
K—P K — PR 2 Py(K —P)
P(K — P) P Py,

— L =t => = .
PE—P) T K-P K-B




Explicitando P(t) temos:

K
(RS

P(t) =

Logo, podemos escrever P(t) em funcdo de P, através da expressao

B KP,
Py (K — Pyet’

P(t)

Em particular, se Fy > 0, e se fizermos ¢ — 0o na equacdo acima, encontramos:

_ K
tlggo P(t) = B K.
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(2.12)

(2.13)

Assim, sempre que Fy > 0, a solucdo da equacdo se aproxima assintoticamente da

solugdo de equilibrio K, pode-se dizer que esse ponto € um atrator da equagao.

Os graficos das curvas que representam o modelo de crescimento exponencial e logistico

podem ser visualizados na Figura 17: a curva de crescimento exponencial pressupde condi¢des

ideais para o crescimento populacional, enquanto a curva de crescimento logistico representa o

crescimento da maioria das populagdes e por isso ela € conhecida como curva de crescimento real.

Uma populagdo pequena crescendo na forma descrita pela equagdo logistica exibe crescimento

sigmdide (o nome sigméide vem da forma em “S” de seu grafico) e o ponto de inflexdo K/2

separa as fases de aceleracdo e desaceleracio do crescimento.
Figura 17 — Representacao grafica dos modelos: Malthusiano e Logistico.
p P

Py, > K

t
0
0 2 4 6 8
(a) Modelo malthusiano: prevé que a (b) A curva P; na figura € denominada logistica:
populagdo crescerd sempre exponencial- no estdgio inicial o crescimento é aproximada-
mente. mente exponencial e conforme se aproxima do

limite (capacidade de suporte K), o crescimento
diminui até parar.
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Em Biologia, a curva logistica vem sendo utilizada para representacdo de dados no
crescimento animal e vegetal (o que também inclui desenvolvimento de frutos) e também no
crescimento de populacdes (BASSANEZI, 2002). O crescimento de um vegetal em fungdo do
tempo, por exemplo, apresenta inicialmente um crescimento lento, passando posteriormente para

o crescimento exponencial e em seguida um novo periodo de crescimento lento até se estabilizar.
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3 DINAMICA POPULACIONAL DE CURITIBA

Curitiba ¢ um municipio brasileiro, capital do estado do Parand e segundo uma estimativa
populacional calculada pelo IBGE, € a cidade mais populosa do Parand e também a mais populosa
da regido Sul. Durante muito tempo Curitiba foi um grande polo de atra¢do de fluxo migratdrio,
mas agora ela segue a mesma tendéncia de outras capitais brasileiras, registrando apenas um
crescimento vegetativo, sendo que alguns municipios da Regido Metropolitana passaram agora
a constituir polos de atragdo. Na Tabela 3 estdo presentes os dados oficiais fornecidos pelo
IPARDES - Instituto Paranaense de Desenvolvimento Econdémico e Social IPARDES, 2016)-

relativos ao tamanho da populacio do municipio de Curitiba no periodo de 1920 a 2010".

Tabela 3 — Evolugdo populacional de Curitiba.

Ano (z;) Populagio (f(x;))
(em milhares)

1920 79
1940 141
1950 181
1960 361
1970 624
1980 1.025
1991 1.315
2000 1.587
2010 1.752

Fonte: IPARDES.

Pela Figura 18 € possivel visualizar graficamente os dados presentes da Tabela 3, essa
representacao grafica denomina-se diagrama de dispersdo. Pelo diagrama de dispersdo podemos
verificar que a curva de crescimento populacional se assemelha a curva de crescimento logistico

descrita por Verhulst, Figura 17(b).

' A contagem populacional de 1930 ndo estd presente nas paginas do IPARDES e do IBGE e a contagem de 1990

ndo foi realizada, sendo realizada posteriormente a contagem de 1991.
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Figura 18 — Diagrama de dispersao: crescimento populacional de Curitiba.
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Podemos encontrar a curva ajustada, cujo grafico mais se aproxima, aos dados da Tabela 3
supondo que o crescimento do municipio siga o modelo logistico. A determinacao dos pardmetros
desse modelo a partir dos dados apresentados na Tabela 3 pode ser realizada através do Mérodo
dos Minimos Quadrados, cujos célculos podem ser encontrados em detalhes na referéncia
(BURDEN; FAIRES; TASKS, 2008). O Método dos Minimos Quadrados € um método numérico
que permite que se ajuste uma equagao, cujos parametros sao desconhecidos, de tal forma que

ela melhor aproxime um conjunto de dados numéricos.

Sob a hipdtese de crescimento logistico podemos admitir que a populagdo P, da cidade

de Curitiba pode ser modelada pelo problema de valor inicial:

P
Pt+1:7’Pt<1—t>

K 3.1
P(ty) = Py

Para simplificagdo dos célculos, vamos escrever a Equacao (3.1) como

1 P,
—Pi=r—-r—.
Bl K
Como no modelo proposto por Verhulst a taxa de crescimento decresce linearmente com
a populacdo, podemos representar a equacao logistica através de um modelo linear:
L p + 8P, d e — (3.2)
— = sendo a=r e = ——. .
Pt t+1 ty K
Os modelos que dependem de forma linear de seus parametros desconhecidos sao mais
simples de ajustar do que os modelos ndo lineares, pois os parametros sao solucdes de um

sistema linear da forma 2 x 2.
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Considere os dados da Tabela 3. Para encontrar a curva logistica que mais se aproxima a
esses dados, precisamos determinar os coeficientes « e S do modelo linear e consequentemente

os parametros r ¢ K da fungao logistica.

Na Tabela 4, as duas primeiras colunas apresentam os dados oficiais para a populagdo de
Curitiba, a terceira e a quarta coluna apresentam os valores aproximados das derivadas P’ (t,,)
através das diferencas finitas “para frente” e “para trds” e a terceira coluna apresenta a média

aritmética das diferencas finitas.

Tabela 4 — Diferencas finitas e média das diferencas.

P — P, P, — P, g1+ M
bn Bo 9= Py (tws1 — ty) fn = Po(ty —tn1) 2
1920 79 0,039 - -
1940 141 0,028 0,022 0,025
1950 181 0,099 0,022 0,061
1960 361 0,073 0,050 0,061
1970 624 0,064 0,042 0,053
1980 1.025 0,026 0,039 0,032
1991 1.315 0,023 0,020 0,022
2000 1.587 0,010 0,019 0,015
2010 1.752 ; 0,009 .

Para encontrar os valores de o e 8 vamos utilizar a segunda e quinta coluna da tabela,

sendo a quinta coluna uma boa aproximacao para as derivadas em questao.

Admitindo esses valores como coordenadas ¥ € z temos:

y = g1+

2

141 0,025

181 0,061

361 0,061

624 0,053

1.025 0,032
1.315 0,022
1.587 0,015

Vamos entdo, encontrar a equacao da reta que melhor aproxima todos os dados para que

possamos ao final determinar os parametros da func¢do logistica.

Devemos resolver o sistema

a=z—-0y
. i; Yizi =Ny z (3.3)
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em que

_0,025+0,0614---+0,015 _ 0,269
Z = - =Z=

~ 0,038,

141 4+ 181 + - - + 1.587 5.234
18 +7 i =g = o~ TAT T,

y:

Zyizi = 141 x 0,025 4 181 x 0,061 + - -- 4+ 1.587 x 0,015 = 154, 786,

=1

Yoyl =141 +181% + - - 4+ 1.587° = 5.870.758,
=1

7 = 747,714 = 559.076, 653.
Voltando ao Sistema (3.3) e substituindo os valores calculados, encontramos:

a=0,056 e B=—23746x 107°.

Comoa=ref = —%, podemos concluir que a taxa de crescimento da populacdo
curitibana, entre os anos de 1920 e 2010, € dada por r = 0,056 e a capacidade limite do

municipio, considerando esse intervalo de tempo, € de K = 2,367 milhdes de habitantes.

Ao substituir os valores Py = 1.587 e ty = 2000 na equacgao logistica, podemos descrever

a solugdo do problema como:

2.367
b= 2.367 —0,056(¢t—2000) ’ 3.4)
(m — 1) e +1

que de forma simplificada pode ser escrita como:

2.367

b= 0, 5e—0.056(t=2000) 4~

(3.5)

A Equacao (3.5) é representada graficamente pela curva da Figura 19.
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Figura 19 — Curva ajustada da populacao de Curitiba.
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O gréfico da fungido logistica presente na Figura 19 apresenta uma boa aproximacgao do

diagrama de dispersao do inicio do capitulo, Figura 18.

Observe que este modelo € bastante razodvel para reproduzir as populagcdes dos censos
desde 1920, mas o que se deve questionar € se este modelo também é razodvel para projetar
populagdes futuras, ja que a capacidade de suporte do meio pode se modificar devido a varios

fatores como guerras, epidemias, mudangas nas taxas de natalidade e mortalidade, etc.

Na préxima se¢do faremos alguns experimentos numéricos para verificar se este modelo
€ o mais adequado para proje¢des futuras ou se podemos encontrar um modelo mais razoavel

para essas projecoes.

3.1 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Com o intuito de que se possa explicitar melhor o atual ritmo de crescimento populaci-
onal curitibano e encontrar um modelo mais préoximo das estimativas oficiais realizadas pelo
IPARDES, vamos determinar uma equacao cujos parametros expressem com maior fidelidade
o atual ritmo de crescimento populacional. No modelo de crescimento logistico, as equagdes
podem ser definidas contendo no minimo quatro dados populacionais, e sendo assim, na tentativa
de aproximar ainda mais o modelo da realidade, vamos nos restringir a dados mais recentes para

realizacdo de alguns testes.

Na busca de um modelo mais razodvel, utilizamos intervalos de tempo diferentes a partir
de 1920, calculamos o limite populacional K e as taxas de crescimento r. Para maior agilidade
nos célculos utilizamos o software matematico Maxima, sendo que os passos descritos foram
baseados no trabalho de Reginaldo dos Santos: Crescimento Logistico da Populagdo do Brasil

(SANTOS, 2009), e a rotina realizada no programa esta presente no Anexo 4.
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Na Tabela 5 estdo os resultados encontrados para cada teste numérico, sendo que na
primeira coluna se encontram os intervalos de tempo cujos dados populacionais foram utilizados.
Os dados populacionais se encontram na Tabela 3. A populagdo limite K calculada para cada
intervalo de tempo se encontra na segunda coluna e na terceira coluna estdo presentes as taxas de
crescimento r. A partir desses dados foi possivel escrever a equacdo logistica para cada intervalo,

sendo possivel fazer estimativas da populagdo para os anos de 2020 e 2030.

Para efeitos de comparacao foram consideradas as estimativas feitas pelo IPARDES para
2020, que prevé uma populagdo de 1,945 milhdes de habitantes aproximadamente, e para 2030,

a populagdo de 2,031 milhdes de habitantes.

Tabela 5 — Projecdo populacional do municipio de Curitiba: diferentes intervalos de tempo.

Intervalo K (em milhdes) =  Previsdo 2020 Erro (%) Previsdo 2030 Erro (%)

[1920, 2010] 2,367 0,056 2,041 4,9 2,170 6.8
[1940, 2010] 1,961 0,072 1,857 4,5 1,909 6

[1950, 2010] 1,897 0,076 1,819 6,5 1,860 8,4
[1960, 2010] 1,893 0,076 1,817 6,6 1,857 8,6
(1970, 2010] 2,034 0,064 1,887 3 1,954 3.8
(1980, 2010] 2,176 0,054 1,934 0,6 2,029 0,1

A partir dos dados presentes na Tabela 5, pode-se perceber a diferenca nas projecdes
futuras para cada intervalo de tempo ¢, ou seja, assim como j4 havia sido descrito no primeiro

capitulo, para um dado valor inicial F,, a sequéncia numérica terd valores finais distintos.

Na Figura 20, é possivel comparar graficamente cada um dos resultados da Tabela 5,
sendo o grifico da Figura (a) referente aos dados da primeira linha, o grafico da figura (b)
referente aos dados da segunda linha e assim sucessivamente. Os dados das projecdes oficiais
foram coloridos em vermelho e ndo participaram dos célculos, foram colocados de forma

independente na figura para que se possa perceber o quanto a curva se aproxima dos mesmos.

Note que a previsdo da populagdao com o uso de dados mais recentes apresenta pouco
erro se comparados aos dados oficiais, sendo que na ultima linha da tabela, a previsdo para 2030

se apresenta com erro menor se comparada a previsdo para 2020.



Figura 20 — Comparagao da proje¢ao oficial com o modelo logistico.
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Como os dados mais recentes foram os que mais se aproximaram das estimativas oficiais,

ou seja, a partir de 1980, vamos representar a curva logistica que se adequa a esse intervalo pela
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equagdo:
2.176

T 0, 37e0.054(—2000) 1 1° (3.6)

P,

Ao representar a Equacio (3.6) graficamente, Figura 21, é possivel notar que as projecdes
realizadas pelo IPARDES para 2020 e 2030 estdo bem proximas da curva ajustada.

Figura 21 — Curva ajustada da Equacdo (3.6) e as projecdes do IPARDES para 2020 e 2030.
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3.2 METODO DOS COEFICIENTES PARA PROJECAO DA POPULACAO

O objetivo final da Dinamica de Populagdes € a descri¢do do nimero de indi-
viduos de uma populagdo ao longo do tempo, este, uma varidvel que pode ser
representada discreta ou continuamente. O que diferencia a dindmica populaci-
onal da Demografia no sentido estatistico sdo os meios pelos quais se pretende
estabelecer esta descricdo. Em Demografia utiliza-se métodos estatisticos ali-
mentados por dados de observagdes passadas com o objetivo de fornecer uma
distribui¢@o probabilistica de cendrios futuros. Em Dinamica Populacional as
informagdes bioldgicas sdo transformadas em hipdteses tedricas bdsicas que
alimentam conceitualmente um modelo matemético cuja finalidade € descrever
a evolugdo temporal do sistema a partir de cada dado inicial. (JUNIOR, 2007).

A técnica utilizada pelo IPARDES, para estimar o contingente populacional dos mu-
nicipios do Parand, é denominada Apportionment Method ou Projecdo da Participacdo no
Crescimento. Essa técnica consiste em projetar a populacdo da pequena drea (municipios) com
base na sua contribuicdo no crescimento absoluto da populagdo esperada na drea maior (estado).
No Brasil este método € conhecido como Método dos Coeficientes, ou simplesmente AiBi, e foi
utilizado primeiramente por Madeira e Simdes (MADEIRA, 1972) para projetar os contigentes
rural e urbano entre 1960 e 1980, segundo as Unidades da Federacdo. O método AiBi consiste em
supor que a populacdo do municipio € uma func¢do linear da populacgao total do estado. Assim, a

equacgdo para estimar os parametros desejados assume a forma:

P(t) = a;P(t) + b, (3.7)
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onde:

* P;(t) é a populacdo do municipio i no ano t;
 P(t) é a populagdo total do Estado no ano ¢ obtida de forma independente;

* a, é o coeficiente de proporcionalidade do incremento da populagdo do municipio ;

b; é o coeficiente linear de correcao.

Nao é recomendado que se utilize esse método para projecdes populacionais com ho-
rizontes muito extensos, na verdade, o recomendado € que o periodo utilizado para projecdo
utilize informacgdes de periodo do mesmo tamanho no passado, ou seja, se para o0 experimento
forem utilizados os dados anteriores num intervalo de cinco anos, a proje¢ao futura devera ser
realizada para um intervalo de cinco anos a frente. A fonte de dados utilizada foram os Censos
Demograficos de 2000 e 2010, que pode ser encontrada em (IPARDES, 2016). Na teoria, o
método é recomendado quando as dreas menores estao em declinio populacional ou apresentam
crescimento pequeno e, também, quando o padrdo de crescimento populacional nas pequenas

areas nao € o mesmo da area maior.

Pelo sistema
b (3.8)
b '

podemos calcular os valores de a; e b;, sendo

P(t1) — P(to)
a; = P(tl) — P(to) [ bz = PZ(to) — aZP(tO)

Utilizando os dados populacionais para o municipio de Curitiba presentes na Tabela 3, e
considerando que em 2000 a popula¢do do Estado do Parand era de 9, 563 milhdes de habitantes
e que em 2010 passou a ser de 10, 445 milhdes, temos:

1.752 — 1.587
%= 10445 — 9.563
b; = 1.587 — 0,187 - 9.563 ~ —201.

~ 0,187,

Voltando a Equagdo (3.7) e substituindo os valores encontrados de a; e b; na mesma, e
considerando P(t) = 11.539 (projecdo populacional do estado para 2020), podemos fazer uma

estimativa populacional para o municipio de Curitiba:
P;(2020) = 0,187 - 11.539 — 201,
P;(2020) = 1.957.

Portanto, utilizando o método A;B;, a projecao populacional para o municipio, em 2020,

¢ de aproximadamente 1,957 milhdes de habitantes. Segundo as estimativas apresentadas pelo
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IPARDES, nesse mesmo ano a populagdo de Curitiba serd de 1,945 milhdes de habitantes, o
que representa uma diferenga de 0, 62% aproximadamente. Essa diferenca pode ser minimizada
se na formulagdao do modelo forem considerados dados mais recentes, que explicitem melhor o
atual ritmo de crescimento da populagdo. Para a estimativa realizada anteriormente, utilizamos
um intervalo de tempo de dez anos, o IPARDES leva em consideracdo os dados levantados ano a

ano e por este motivo ocorreu a diferenca nas duas projecoes.

E importante lembrar que, nesta metodologia, quanto maior for o intervalo de tempo
entre uma projecao e outra, maior serd a diferenca percentual calculada. Tomemos como exemplo
a projecao populacional curitibana feita para 2030, que segundo os dados oficiais € de 2,031
milhdes de habitantes. Novamente pela Equacdo (3.7), e considerando agora a projecao do IBGE

para a populacio no estado do Parana de 12, 045 milhdes de habitantes em 2030:

P;(2030) = 0,187 - 12.045 — 201,
P;(2030) = 2.051.
Ao comparar o resultado encontrado com a projecao oficial pode-se constatar que a diferenca é

de aproximadamente 1%.

Na Figura 22 € possivel verificar a proximidade existente entre as projecdes oficiais e as
duas metodologias utilizadas: modelo de crescimento logistico ajustado com os coeficientes da

Equacio (3.6) e o método dos coeficientes A; B;:

Figura 22 — Comparacdo gréfica das metodologias apresentadas para projecdo da populagao.
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A partir da andlise dos dois modelos empregados neste capitulo, € possivel verificar que
para projecOes futuras mais proximas do ultimo censo realizado, neste caso a projecao para

2020, tanto o modelo logistico de Verhulst como o método dos coeficientes A; B; se aproximam
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bastante das projecdes oficiais. No entanto, para 2030, o modelo logistico se apresenta mais fiel

as projecgdes oficiais.
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4 CONCLUSAO

A utilizagao de modelos matemadticos em dindmica populacional ¢ fundamental para
que se possam fazer previsdes, tomar decisdes, explicar e entender o crescimento populacional
e ao estudar diferentes modelos € possivel perceber que alguns t€ém proximidade maior com
a realidade e facilitam a obtenc@o de resultados quando se pretende fazer estimativas. Vale
ressaltar que o estudo de sistemas dindmicos discretos proporcionou a autora deste trabalho
aprofundamento tedrico em contetdos especificos que fazem parte do curriculo do Ensino Médio,

pois importantes conceitos matematicos foram explorados ao longo da pesquisa.

Ao se trabalhar com o modelo logistico, descrito por Verhulst, foi possivel perceber a
proximidade da curva logistica com dados reais, principalmente de regides que ja se encontram
perto de sua capacidade limite, o que motivou a escolha do municipio de Curitiba para realiza¢ao

dos testes numéricos.

Os softwares matematicos Geogebra e Maxima foram fundamentais nos processos de
construcdo de gréficos e realizacdo de testes numéricos, pois a partir da comparacdo e andlise de
resultados foi possivel fazer a verificagdo e encontrar um modelo capaz de fazer as estimativas

mais proximas das projecdes oficiais.

Uma das dificuldades, ao se trabalhar com modelos de sistemas dinadmicos discretos para
previsao da populacdo, € que ndo se pode fazer projecdes para periodos muito distantes, pois a

capacidade suporte do meio esté sujeita a alteragdes.

Algumas atividades que surgem ao longo do trabalho servem como sugestdao para o
professor trabalhar em sala de aula as equagdes de diferengas e o raciocinio recursivo, através
de exemplos e aplicacdes praticas que podem servir como caminho para incentivar o aluno a se
interessar por assuntos relacionados a Matematica. Como as equacdes de diferengas sdo capazes
de descrever diversos fendmenos naturais, espera-se que o material produzido possa ser uma
opc¢ao de pesquisa e leitura ao professor que deseja abordar esse tema em sala de sala como
estratégia de tornar o processo de ensino aprendizagem da Matematica mais significativo para

seu aluno.
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ANEXO A — ROTINA DESENVOLVIDA NO SOFTWARE
MATEMATICO MAXIMA: METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

%$il) kill(all);
(%600) done

(%$11) D: matrix(
[1920,79],
[1940,141]7],
[1950,181],
[1960,361],
[1970,624],
[1980,1025
[1991,1315
[2000,1587
[2010,1752
) i
1920 79
1940 141
1950 181
1960 361
(%01) 1970 624
1980 1025
1991 1315
2000 1587
2010 1752

14
14

14

]
]
]
]

(%12) 'diff(P,t)=r*P* (1-P/k);

(%02) jtP—rP (1—5)

(%13) %/P*’diff(P,t):a+bP;
4p
(%03) dtP =bP +a

¢

($14) G:zeromatrix(9,1)S$S

for i:1 thru 8 do (
G[i,1]:float(1/D[i,2]*(D[i+1,2]-D[1,2])/(D[i+1,1]1-D[i,1]1))

) S

col(G,1);
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0.039240506329114
0.028368794326241
0.099447513812155
0.072853185595568
(%06) 0.064262820512821
0.025720620842572
0.022982678495986
0.010396975425331
0

($17) H:zeromatrix(9,1)S$S
for 1i:2 thru 9 do (
H[i,1]:float (1/D[i,2]*(D[1,2]-D[i-1,2])/(D[i,1]-D[i-1,1]))
) S

col(H,1);
0

0.021985815602837
0.022099447513812
0.049861495844875
(%09) | 0.042147435897436
0.039121951219512
0.020048392671967
0.019043618287475
0.0094178082191781

(%$110) Y:zeromatrix (7,1)$Z:zeromatrix(7,1)$
for 1i:2 thru 8 do (
Y[i-1,1]1:D[1i,2],
Z[i-1,11:(G[i,1]+H[i,1])/2
) S

addcol (Y, Z) ;
141  0.025177304964539

181 0.060773480662983
361 0.061357340720222
(%013) 624 0.053205128205128
1025 0.032421286031042
1315 0.021515535583977
1587 0.014720296856403

(%¥114) load (lsquares) ;
define : warning : redefznangthebuzﬁ-—-mzfunctundsquares estimates

(%014) C:/PROGRA1/MAXIMA1.1/share/mazxima/5.22.1/share/contrib/lsquares.mac
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(%$115) kill(y,z,a,b)$

S:float (lsquares_estimates (addcol (Y, Z2), [y, z], z=axy+b, [a,b]));
(96016) [hz::-—2.374625260696193],10‘5,b ::0.056208322761406H

($117) a:rhs (S[1][1])Sb:rhs(S[1][2])$
r:a;
k:-b/r;

(%019)  — 2.3746252606961931 107°

(%020)  2367.039704821746

(%121) £(t) :=k/ (1+(k-1587) /1587*exp (~b* (£t-2000))) ;

(%021) £ (#) : h

1+ BT exp ((—b) (¢ — 2000))

(%122) wxdraw2d (
color=blue,
explicit (f(t),t,1910,2060),
xlabel="ano",ylabel="Populacdo (em milhares)",
grid=true,
point_type = circle,
point_size=1.5,
color=red,
points (D)
) $

2888

1588

1888

Fopulagio {en nilhares}

oea

o

1928 1948 1968 1988 2008 28208 2848 20868

(%t22) ano

(3123) g (y) :=2000+1/bxlog (y* (2367-1587)/ (1587* (2367-y)) ) ;

1 y (2367 — 1587)
23 := 2000 + — 1
(%023) g(y) + p 08 <1587 (2367-—-y)>

(%124) v1:0.9%2367;y2:0.99%2367;

g(yl);g(y2);
(%024) 2130.3
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(%025)
(%026)
(%027)

%128)
($%028)

%129)
(%%029)

2343.33
2026.453694105144
2069.114552052765

£(2020);
2041.069252795814

£(2030);
2169.534972745744
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