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Resumo

Esta pesquisa tem por objetivo investigar as aplicacoes das conicas no pro-
cesso de ensino e aprendizagem, dando uma ampla visao histoérica e aplicada
do contetdo em questao. Serao dadas as definigoes, propriedades, equagoes e
conceitos das conicas. Classificaremos conicas a partir de sua equagao geral.
Apresentaremos as esferas de Dandelin e daremos algumas aplicacoes das
conicas.

Palavras-chave: conicas; aplicagoes das conicas; propriedade reflexiva das
conicas; esferas de Dandelin.






Abstract

This research aims to investigate conic sections in the process of teaching
and learning, providing a broad historic and applied view of the subject. It
will be discussed definitions, properties, equations and concepts of the conic
sections. We classify them from their general equation. We present the
Dandelin spheres and provide applications of the conics.

Keywords: conics; applications of the conics; reflexive property of the conics;
Dandelin spheres.
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Introducao

A presente pesquisa buscou investigar as aplicacoes das conicas no processo
de ensino e aprendizagem do correspondente contetido matemaético e pretende
auxiliar os professores a dar uma ampla visao histérica e principalmente apli-
cada do contetido em questao. Ao pesquisar sobre o assunto na bibliografia,
nota-se o fato de que no documento Proposta Curricular do Estado de Sao
Paulo, disciplina matematica — ensino fundamental, ciclo II e ensino mé-
dio (2008), esta proposta a organizacao dos conteidos contribuindo para a
discussao e reflexao, norteando desse modo a pratica docente nos diferentes
ciclos do ensino; expoe que, para a 3% série do ensino médio, deve haver a
nocao e aplicacao das conicas, e o que queremos é explorar principalmente as
aplicagoes da parédbola, da elipse e da hipérbole, despertando assim o inte-
resse dos alunos, que muitas vezes questionam para que servem determinados
contetidos.

Esse trabalho apresenta-se assim estruturado:

No Capitulo [I} farei uma descrigdo da historia das conicas e dos grandes
pensadores que as estudaram ja desde séculos antes de Cristo, tentando fazer
uma ligacao sobre o que é pesquisar, que pode parecer nao muito impor-
tante em um primeiro momento mas fica evidente pelas inimeras aplicacoes
cotidianas.

No Capitulo [2] relatarei sobre a parabola, definindo e mostrando as prin-
cipais propriedades e conceitos que sao estudados no ensino médio, para
posteriormente no capitulo final poder tratar algumas de suas aplicagoes.

No Capitulo [3] tratarei a respeito da elipse, também definindo e mos-
trando suas principais propriedades que sao discutidas no ensino médio, para
poder relatar posteriormente no Capitulo [7] algumas de suas aplicagoes.

No Capitulo [4] discutirei sobre a hipérbole, definindo e mostrando os
principais conceitos que sao vistos no ensino médio, para dessa forma poder
tratar de suas aplicagoes.
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No Capitulo [5 analisarei uma conica por sua equagao geral, transfor-
mando essa equacao na forma reduzida, conseguindo assim identificar de
qual conica se trata.

No Capitulo [0, demonstrarei como Germinal Dandelin e Adolphe Que-
telet mostraram que a elipse, a hipérbole e a pardbola podem ser obtidas
seccionando-se um cone duplo por meio de um plano de inclinacao variavel
em relacao ao seu eixo.

No Capitulo [7] demonstrarei a propriedade reflexiva das conicas e exem-
plificarei esse fato mostrando algumas de suas principais aplicagoes. O sis-
tema de navegacao LORAN também seré estudado.
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Capitulo 1

Surgimento das conicas

If I have seen further it is by standing on the shoulders of Giants.
(Se vi mais longe, foi por estar de pé sobre ombros de gigantes.)
[saac Newton.

Nosso principal objetivo no capitulo que se segue é desenvolver um breve
panorama histoérico acerca dos mais diferentes estudos matematicos ja reali-
zados sobre o tema. Procuraremos sobretudo, apontar e discutir brevemente
as origens das conicas e a trajetoria do seu desenvolvimento na longa historia
da matematica.

Como inicio deste percurso historico, gostariamos de referenciar o impor-
tante artigo de Venturi, intitulado “O segundo problema cléssico da Geome-
tria: a duplicagao do cubo” [19]. No artigo, o autor narra um antigo problema
com o qual se depararam os atenienses e a sua insatisfatoria resposta diante
da exigéncia do Oraculo. Segundo Venturi:

Conta uma lenda que, em 429 a.C., durante o cerco espartano na
Guerra do Peloponeso, uma peste dizimou um quarto da popu-
lagdo de Atenas, matando inclusive Péricles, e que uma pléiade
de sébios fora enviada ao oraculo de Apolo, em Delfos, para in-
quirir como a peste poderia ser eliminada. O oréaculo respondeu
que o altar ctubico de Apolo deveria ser duplicado. Os atenienses
celeremente dobraram as medidas das arestas do cubo.

Apesar da presteza dos atenienses em obedecer as vontades do deus Apolo,
deus da verdade, da ordem e da medida, a solucao por eles encontrada nao
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era a fiel execucao da exigéncia. O que esta errado, pois, a solucao de do-
brar as arestas do cubo, tendo em vista que ao invés de dobrar o altar, eles
octuplicaram o volume do cubo.

A mesma questao de duplicagao de um cubo aparece envolvendo um ou-
tro problema na antiguidade, dessa vez envolvendo o timulo do filho do rei
Minos. Conforme relata Eves, em “Introducao a histéria da matematica”

“Ha indicios de que o problema da duplicacao do cubo possa ter se
originado nas palavras de algum poeta grego antigo (talvez Euri-
pedes), ignorante em matematica, ao descrever a insatisfa¢ao do
mitico rei Minos com o tamanho do timulo erguido para seu filho
Glauco. Minos ordenou que o tamanho do tiimulo fosse dobrado.
O poeta fez entao Minos aduzir, incorretamente, que isso poderia
ser feito dobrando-se cada uma das dimensoes do timulo. Essa
falha matematica da parte do poeta levou os gedmetras a abra-
¢ar o problema de como dobrar um dado sélido mantendo-se sua
forma” [5, p.135].

O fato é que nao se sabe ao certo o verdadeiro problema de dobrar o
volume de um paralelepipedo, seja ele um cubo ou nao. O mais interessante,
em todas essas historias é que, finalmente, Menaecmus, por volta de 350
a.C. foi o inventor das curvas parabola, elipse e hipérbole. Tais invengoes
seriam aquelas empregadas por ele na resolucao do problema da duplicacao
do cubo. Menaecmus obteve, geometricamente, o ponto de intersecao da
parabola 22 = 2y com a hipérbole zy = 1, a solugdo ¢ z = /2.

Euclides de Alexandria (325 a.C.-265 a.C.), autor do mais antigo livro
de matematica ainda utilizado nos dias de hoje, s6 perdendo em ntimero de
edicoes para a Biblia, escreveu sobre as se¢oes conicas em uma de suas obras,
intitulada “Conicas”, infelizmente perdida.

Arquimedes, nascido em 287 a.C. na cidade de Siracusa, escreveu entre
muitas outras obras o tratado “A Quadratura da Parabola”, no qual realizou
a grande proeza de mostrar como calcular, pelo método da exaustao, a area
de qualquer segmento de parabola, que é a superficie delimitada por um arco
de uma parabola e um segmento de reta que intersecta esse arco em dois
pontos. Além disso, no seu tratado “Sobre Conoides e Esferoides”, Arquime-
des estudou elipses, hipérboles e parabolas. O livro possui 32 proposicoes, e
em uma dessas (a Proposi¢ao 4), mostra que a area da elipse de semieixos a
e b é mab, fato desconhecido até entao.
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Trés gigantes da matemética, Fuclides, Arquimedes e Apoldnio, todos eles
ligados & Universidade de Alexandria, marcaram um periodo que, mais tarde,
seria chamado de Idade de Ouro do contexto do mundo ocidental cléssico.

Apolénio nasceu em 262 a.C., na cidade de Perga, conhecido como “o
grande geometra” e faleceu em Alexandria por volta de 190 a.C.. Apoldénio
fez muitos trabalhos e sabe-se que muitos deles foram perdidos. Ele é mais
lembrado, no entanto, pela sua obra-prima “Cénicas”, contendo 8 livros, dos
quais 7 chegaram até nos, sendo trés em arabe e quatro em grego, contendo
mais de 480 proposigoes sobre elipse, hipérbole e pardabola. Essa obra foi es-
crita de forma muito abrangente e excepcional, tanto que trabalhos escritos
anteriormente a cerca desse tema, foram praticamente esquecidos pelos ma-
teméticos, interessando talvez aos historiadores mais atentos & historia desse
tao importante problema matematico. Apolonio foi o primeiro a adotar a
termologia elipse, hipérbole e parabola. Segundo Silva em seu artigo “Porque
elipse, parabola e hipérbole?” |15], essa terminologia foi inspirada na lingua-
gem pitagorica (VI séc. a.C.), usada pelo também matemético grego para
a definicao especifica de triangulos. Quando os pitagoricos, montando seus
problemas, faziam com que uma extremidade de um lado do tridngulo (base),
coincidisse com uma extremidade de um segmento de reta, eles tinham os ca-
sos de parébola, elipse ou hipérbole, se a base fosse igual ao segmento seria
uma parabola, quando a base fosse menor que o segmento seria uma elipse e
sendo a base maior que o segmento uma hipérbole. Tal termologia é o pro-
prio significado dos termos parabola, elipse e hipérbole: parabola é o0 mesmo
que igual, elipse significa falta, hipérbole quer dizer excesso. Apesar de ou-
tros matematicos ja terem utilizado segoes de cone para mostrar as conicas,
Apolénio foi o primeiro a utilizar o cone duplo seccionado para a obtencao
das conicas (Figura [1.1).

Deixando para tras a Antiguidade Cléssica, temos que referenciar Johan-
nes Kepler, matematico alemao, nascido em 1571 e falecido em 1630, respon-
savel por um excelente e reconhecido trabalho sobre a trajetoria eliptica dos
planetas. Kepler considerou que o Sol estava em um dos focos da elipse, e
partir disso estudou sobre as aplicagoes Oticas das conicas, e entre outros es-
tudos, foi capaz de demonstrar importantes aplicacoes as conicas. No mesmo
periodo, Pierre de Fermat, nascido em 1601 e falecido em 1665, criou as equa-
¢oOes cartesianas da reta, da circunferéncia e as equagoes simplificadas sobre
as conicas, que visavam pensar como estabelecer que a funcao do primeiro
grau é uma reta e a funcao do segundo grau é uma parabola. O importante
matematico e fisico Isaac Newton, nascido em 1643 e falecido em 1727, se-
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ria o responsavel por continuar os importantes avangos dos estudos elipticos
realizados por Kepler. Newton tornou possivel, entao, o estudo das conicas
analiticamente.

Apesar de Apolonio ter sido o primeiro a provar que as conicas podem
ser geradas a partir do cone duplo, feito que inscreveu para sempre seu nome
na historia da matematica, no final do século XVIII dois matematicos, Ger-
minal Dandelin (1794-1847) e Adolphe Quetelet (1796-1874), encontraram
maneiras mais simples e elegantes de fazé-lo, tema conhecido como Esferas
de Dandelin, contetido esse que seré tratado no Capitulo [0

elipse

hipérbole

parabola;

Figura 1.1: SegOes conicas.
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Capitulo 2

A parabola

2.1 Definicao geométrica

A parabola é o lugar geométrico no plano dos pontos que estao equidistantes
a uma reta d (diretriz) e a um ponto F' (foco) nao pertencente a d (Figura

21).

d

Figura 2.1: Parabola: lugar geométrico dos pontos equidistantes a d e a F'.
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2.1.1 Elementos de uma parabola

Figura 2.2: Elementos principais de uma parébola.

Pela definicao temos na Figura que VF = VV' PF = PP QF =
QQ,RFF = RR' e SF = SS'. E temos como elementos principais, o foco

F, a diretriz d, o vértice V', o eixo de simetria é a reta que passa por VF, o

parametro p e a relagao notavel VF = b

2
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2.2 Equacao reduzida da parabola

2.2.1 Parabola com eixo de simetria sobre o eixo x, vértice na
origem

Seja A uma parabola com eixo de simetria sobre o eixo z e vértice V (0, 0).
Pela Figura temos que o foco tem coordenadas F'(£,0) e a reta diretriz
tem equacao x = —p/2. Seja P(z,y) € A e P'(—%,y) a projecao ortogonal

de P sobre d.
YA /

S8

I3
[iS]

ettt EECEEREEE R R
e
9
£
&

Figura 2.3: Vértice na origem e foco a direita da diretriz.

Como P € )\, temos pela definicao que PF = PP’ isto é,

\/(x—§)2+(y—0)2=\/(x+§)2+(y—y)2-

Elevando ao quadrado membro a membro e desenvolvendo, temos

2 2
a:Q—px—l—%—i—yQ:qume—k%.
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Rearranjando os termos, teremos a equagao
y? = 2px.

Na verdade, fizemos o caso em que o foco esta a direita do vértice. O caso
do foco a esquerda do vértice é analogo, resultando na equacao reduzida

y2 = —2pzx.

2.2.2 Parabola com eixo de simetria sobre o eixo y, vértice na
origem e foco acima do vértice

Seguindo a linha da segao anterior, pela Figura temos os pontos V' (0, 0),
F(0,%), P'(z,-%) e P(x,y). Como P pertence a parébola, pela definigao
temos que PF = PP":

Je—0r s w-Be = fa—op s+ Dy

Desenvolvendo,

2 2
v’ 4y —py+% :y2+py+pz-
Dessa forma, teremos a equagao
z? = 2py.
O caso com foco abaixo do vértice é analogo, levando a equagao
2 = —2py.

Y

(z,9)

Figura 2.4: Vértice na origem e foco acima da diretriz.
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2.2.3 Parabola com vértice fora da origem e diretriz vertical

Quando a reta diretriz é vertical, se o vértice V' (zo, yo) ndo estiver na origem,
podemos reduzir ao caso anterior (Segao aplicando a todos os pontos a
translacao que leva o vértice na origem. Assim, o ponto P da parabola tera
coordenadas P(x — o,y — yo) € portanto (veja a figura

(y — 3/0)2 = £2p(z — x0).

S\

Figura 2.5: Vértice fora da origem e diretriz vertical

2.2.4 Parabola com vértice fora da origem e diretriz horizontal

Analogamente ao que fizemos na secao anterior, quando a reta diretriz é
horizontal e o vértice V(xo, ) ndo estiver na origem, podemos reduzir ao
caso anterior (Secao aplicando a todos os pontos a translacao que
leva o vértice na origem. Assim, o ponto P da parabola tera coordenadas
P(x — o,y — yo) e portanto

(z — 930)2 = +2p(y — yo)-
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YA

=V

Figura 2.6: Vértice fora da origem e diretriz horizontal.

2.3 Funcao quadratica e a parabola

No curriculo do estado de Sao Paulo inicia-se o ensino da equagao do segundo
grau no 92 ano do ensino fundamental, dando um enfoque na construgao de
graficos por meio de tabelas de pontos, e posteriormente no 12 ano do ensino
médio a construgao de graficos comecga a ter mais detalhes, como encontrar
ponto de méaximo ou de minimo, assim como apresentando ao aluno aquele
grafico como uma parébola, deixando de lado a definicao geométrica da pa-
rabola até sua abordagem em geometria analitica no 3° ano do ensino médio.
E aceitavel que isso aconteca pois de certo modo tem-se que levar em conta o
desenvolvimento intelectual do discente perante determinado contetido, para
que dessa forma possa-se dar sequéncia a outro tema. No entanto, parece
haver uma certa displicéncia em relacao a esse fato, pois quando ¢é definida a
pardbola nem sempre é feita a conexao entre esses assuntos. E é por esse mo-
tivo que nesse momento fago essa ligacao, mostrando que a fungao do segundo
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grau é de fato uma parabola. Para isso, vamos completar quadrados.

y=ax®+br+c

s bx ¢
:a<x +—+—>
a a
¥oooc b
2
— 0 ot ___>
a(m—l— 2ax+4a2 a 4a?

ol )5,

Sendo A = b? — 4ac, a equacao acima pode ser reescrita como

b\2 1 A
— ] == — . 2.1
(m+2a> a<y+4a> (2.1)
Seguindo a Segao vemos que (2.1)) é a equacdo da parabola com vértice
(—%, —ﬁ), foco (—2—2, %) e reta diretriz y = —%. Além disso, fazendo

y = 0 em (2.1) e isolando z, chega-se a formula das raizes, conhecida como
Formula de Bhaskara
b+ VA

v 2a

23



24



Capitulo 3

Elipse

3.1 Definicao geométrica

A elipse é o lugar geométrico dos pontos no plano onde a soma das distancias
a certos pontos F} e F, (chamados de focos) é constante.

P

Figura 3.1: PF; + PFy, = A A,, para todo P na elipse.

3.1.1 Elementos de uma elipse

Temos como elementos da elipse os focos F e Fy, o centro O, o eixo maior
A1 A,, 0 eixo menor BBy, a distancia focal 2¢, a medida do eixo maior 2a,
a medida do eixo menor 2b. Além disso, nao podemos esquecer da relagao
pitagérica a? = b* + c. Veja a Figura [3.2]

A excentricidade da elipse que é um indicador de sua forma, poderia ser
definido como o quociente entre a distancia focal e a medida do eixo maior
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da elipse, é dada por e = c¢/a. Na elipse, tem-se 0 < e < 1. Note que uma
circunferéncia é uma elipse onde os focos degeneram-se para um tnico ponto,
e portanto e = 0. Também, quanto mais achatada é a elipse, isto é, quando
b é proximo de zero, temos que c fica préoximo de a e a excentricidade fica
proxima de 1.

By

Ay

Figura 3.2: Elementos de uma elipse.

3.2 Equacao reduzida

3.2.1 Elipse com centro na origem e focos sobre o eixo x

Ya

Fy Ay @

B,

Figura 3.3: Elipse com centro na origem e focos sobre o eixo x.
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Seja € uma elipse com centro O(0, 0), focos Fi(—c,0), Fy(c,0) e extremos
Ai(—a,0), As(a,0), B1(0,b), By(0,—b). Seja P(z,y) € e. Pela definicao,
temos que PF} + PF; = 2a. Com o auxilio da Figura [3.3] vemos que

Vc+e)?2+(y—02+(z—c)?2+(y—0)2=2a

Vic+e)+y?=2a—+/(r—c)®+y?

Elevando membro a membro ao quadrado, temos

(x+c)? +y* =4a®> —da\/(z —c)2 + 12+ (. — c)* + ¢*
2+ 2rc+ A 4 y* = 4a® — da/(z — )2 + Y2+ 2* — 22c+ A + o
dac = 4a® — dar/(x — c)? + 92

av/(z —c)2 +y? =a* — zc

Elevando membro a membro ao quadrado novamente e desenvolvendo

a’r? — 2a’zc + a*? + a*y? = o' — 2d%xc + 22
a20? — a? + a2y = at — a2

(a® — )a? + a*y? = a*(a* — &)
Substituindo(a® — ¢*) por b?, pois a* = b* + ¢,
Ba? + a’y® = b’

Dividindo membro a membro por a?b?, teremos a equacao reduzida da elipse

{L‘2 yQ
@ et

No caso em que o eixo maior da elipse fica sobre o eixo y, basta trocar os
papéis de x e y para obtermos uma equagao reduzida analoga.

3.2.2 Elipse com centro fora da origem e eixo maior paralelo ao
eixo x

Caso o centro (g, 3p) da elipse € ndo esteja na origem, a mudanga de variaveis
¥ =x—x9ey =y —yo, que é uma translacdo que leva (g, ) na origem,
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leva a elipse € numa outra elipse € com as mesmas medidas e centro na origem
no sistema de coordenadas (2’,y’). Entao,

.:E/2 12
4+l
a b2

Desfazendo a mudanca, temos a equacao da elipse para este caso:

(z — CUO)2 (y — 3/0)2 -1

_l_

a? b2

-

54 4

Figura 3.4: Elipse com centro fora da origem e eixo maior paralelo ao eixo x
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Capitulo 4

Hipérbole

4.1 Definicao geométrica

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano tais que o modulo da
diferenga das distancias a dois pontos Fj e Fy (focos) seja constante. Veja a
a Figura 4.1

Figura 4.1: Hipérbole: |PF, — PFy| = |A1F) — A1 Fy| = |AyFy — Ay Fy| = 2a.

4.1.1 Elementos de uma hipérbole

Temos como elementos da hipérbole os focos F; e Fy, o centro O, o eixo
transverso ou eixo real A;As, o eixo imaginario B;Bs, a distancia focal 2c,
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a medida do eixo real 2a, a medida do eixo imaginario 2b e a excentricidade
c/a, além da importante relacao pitagorica ¢ = a® + b2

Figura 4.2: Elementos de um hipérbole: Focos F}, F5, centro O, distancia
focal 2¢ e eixo transverso A;A; = 2a. As retas assintotas estao tracejadas.

4.2 Equacao reduzida

4.2.1 Hipérbole com centro na origem e focos sobre o eixo x

Pela Figura[d.3|temos os pontos O(0, 0), Fi(—¢,0), F5(c,0), Ai(—a,0), As(a,0)
e P(x,y).

Como P € a hipérbole temos pela defini¢ao que |PF; — PFy = 2a|, entéo
segue da Figura que:

Vet +y—02—v(@—c)+(y—0?2==+2

V@t e +y2=V(r -2 +y2+2

elevando ao quadrado membro a membro, temos:

(x+c)? +y* = (x—c)? +9° da/(z — )2 + 42 + 4a®
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4ex — 4a* = +4ar/(x — c)? + 92
cx —a® = +a/(x — ¢)? + y?
elevando novamente membro a membro ao quadrado, temos:

Aa? —2a%cx + a* = a®2® — 2d’cx + a* + a*y?

(2 — a®)a? — a%y? = a®(c* — a?)

2

substituindo (¢ — a?) por b?, pois ¢ = a® + b?, temos:

b2.’L'2 o a2y2 — a2bQ
2b2

teremos a equacao

dividindo membro a membro por a

Figura 4.3: Hipérbole com centro na origem e focos sobre o eixo x

Assim, a equacgao
22 P
a? b2

representa a hipérbole de foco nos pontos (£¢,0) com ¢ = va? + b2,

=1
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4.2.2 Hipérbole com centro na origem e focos sobre o eixo y

Pela Figura[4.4] temos os pontos O(0,0), Fi(0, ¢), F»(0,¢), 41(0, —a), A5(0,a)
e P(z,y).

Como P € a hipérbole temos pela defini¢ao que |PF; — PFy = 2al, entéo
segue da Figura que:

Ve =07+ (s + 7 = V= 07+ (y— o = £20

VAT P =Tl Pt

Elevando ao quadrado membro a membro, temos:

4 (y+e) =22+ (y—c)? £4a/22+ (y — ¢)? + 4a®
dey — 4a® = +dar/22 + (y — c)?
cy — a* = +a/22 + (y — c)?

elevando novamente membro a membro ao quadrado, temos:

A2 — 2a%ey + at = a22? — 2d2cy + a2 + a2y’

(02 _ a2>y2 o a2x2 — a2(02 _ CL2)

2 = a? + b%, temos:

substituindo (¢? — a?) por b?, pois ¢

B2 — a2zt = a2b?

dividindo membro a membro por a?b? teremos a equacao



YA

Figura 4.4: Hipérbole com centro na origem e focos sobre o eixo y

4.2.3 Hipérbole com centro fora da origem e eixo real paralelo
ao eixo x

Pela Figura temos os pontos O(xg,yo), Fi(xe — ¢, %), Fa(xo + ¢, %),
Ar(zo — a,90), Az2(zo + a,yo) e P, y).

Como P € a hipérbole temos pela defini¢ao que |PF; — PFy = 2a|, entéo
segue da Figura[4.5 que:

Vi@ —a0) + ¢+ (y = 10)* = V(@ — 20) = + (y — 90)? = +2a

Ve —m) + 2+ (y—w0)2 =[x —m0) — >+ (y — )2 £ 2a

Elevando ao quadrado membro a membro, temos:

[(a—a0)+c*+(y—y0)* = [(w—0) —c]*+(y—y0)*Edav/[(x — z0) — cJ* + (y — yo)*+4a’
de(w — @) — 4a® = Hda/[(x — x0) — ] + (y — o)’
c(x = x0) — a® = Fav/[(z — z0) — > + (y — y0)?

elevando novamente membro a membro ao quadrado, temos:

A —x0)? —2a%c(x —x0) +a* = a*(x —10)? —2a*c(x — 20) + a4 a®(y —yo)*
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(02 - CLZ)(x - 370)2 - 02(9 - yo)2 = a2(02 - CLQ)

2

substituindo (¢* — a?) por b?, pois ¢ = a? + b2, temos:

52@ - 900)2 - 02(9 - yo)2 = a’b’

dividindo membro a membro por a?b? teremos a equacao

(v — @0)° _ (y — ¥0)” -1
a? b? B

/sw

\

!

\

\

\

\

\

\

\

|
0 / X
Figura 4.5: Hipérbole com centro fora da origem e eixo real paralelo ao eixo
x

4.2.4 Hipérbole com centro fora da origem e eixo real paralelo
ao eixo y

Pela Figura temos os pontos O(zo,Yyo), Fi(zo,yo — ¢), Fo(zo,yo + ©),
Ar(2o,y0 — a), Az(zo,90 +a) e P(x,y).
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Como P € a hipérbole temos pela defini¢ao que |PF; — PF, = 2al, entao
segue da Figura [4.6] que:

V(@ —30)2+ [(y —yo) + 2 = V(z — m0)2 + [(y — yo) — > = +2a

Vi@ —20)2+[(y —yo) + 2 = V(& — 20)> + [(y — o) — ]2 £ 2a

Elevando ao quadrado membro a membro, temos:

(w—20)*+[(y—yo)+c]* = (2—0)*+[(y—yo) —*F4ar/(z — z0)* + [(y — o) — c|>+4a

de(y — yo) — 4a® = £day/{z — 2o + [(y — o) —

c(y —yo) — a® = +a/(z — 20)2 + [(y — %) — J?

elevando novamente membro a membro ao quadrado, temos:
Ay —yo)® —2a°c(y—yo) +a* = a®(x—1x0)* —2a°c(y —yo) +a* +a*(y —yo)?

(¢ = a®)(y —0)* — a*(x — x0)* = a’(¢* — @)

substituindo (¢* — a?) por b?, pois ¢ = a? + b?, temos:
0 (y = yo)? — a*(z — x)* = @’V
dividindo membro a membro por a?b? teremos a equacao

(?/ - yo)z (fE - 170)2 —1
a? B b2 N
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-

Yo

]V

o 0

Figura 4.6: Hipérbole com centro fora da origem e eixo real paralelo ao eixo
Y
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Capitulo 5

Equacao geral das conicas

Nesse capitulo vamos analisar uma conica por sua equacao geral. Esse tema
é abordado em qualquer bom texto de geometria analitica, dessa forma uti-
lizaremos um procedimento apenas em linhas gerais.

Para nos, uma conica é uma forma geométrica obtida da se¢cao de um cone
de folha dupla cortado por um plano que nao passa pelo vértice do cone (a
fim de evitar os casos degenerados), ou seja, temos a elipse, a circunferéncia,
a hipérbole e a pardbola. Segundo Boulos [3|, uma conica é o conjunto dos
pontos que satisfazem uma equacao do segundo grau em duas variaveis da
forma

ar® +bry + ey +dr4ey+ f=0 (5.1)

em relacdao ao eixo ortogonal de coordenadas, onde az?, bxy e ca? sao cha-
mados de termos quadraticos, bry o termo quadratico misto, dr e ey sao
os termos lineares e f é o termo independente. Faz assim para facilitar sua
analise.

Note que nem sempre as solugoes de sao conicas. Os outros casos
serao chamados de conicas degeneradas, podendo ser um ponto, uma reta,
retas paralelas, retas concorrentes ou até um conjunto vazio, como veremos
nos exemplos a seguir:

e Conjunto vazio: a equacao 22 +y*+10 = 0 nao é satisfeita por nenhum
(2,y).

e Conjunto formado por um ponto: (z — 1)®> + (y — 1) = 0, ou seja,
22 +y? — 2x — 2y + 2 = 0, admite apenas a solugao (1,1).
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e Reta: a equagao (x —y)? = 0, isto ¢, 22 — 2xy +y? = 0, descreve a reta
roxr=4y.

e Retas paralelas: (z+y+1)(z+y—1) =0, ou seja, 22 +2xy+1y*>—1 = 0,
descreve asretasr: v +y+1=0es:z+y—1=0.

e Retas concorrentes: (z+y)(z —y) = 0, isto &, 22 — y* = 0, descreve as
retasr:r=-—-yes:xr=y.

5.1 Eliminando o termo misto

As equagoes reduzidas das conicas nao apresentam o termo misto. Podemos
elimina-lo da equacao geral por meio de um rotagao de eixos, ficando com a
equacao geral da forma az?+by?+cx +dy+e = 0. Para isso, utilizaremos as
formulas de rotag¢ao que estabelecem as relagoes entre as coordenadas (z,y)
de um ponto P, em relagao ao sistema zy, com suas coordenadas (Z,¢) em
relacao ao sistema zy. Veja a Figura

vy oy,

Figura 5.1: O sistema Z,7y é obtido pela rotacao de angulo 6 no sentido
anti-horéario.

As coordenadas de P no sistema x,y sao obtidas das coordenadas no
sistema 7, § pela rotacao de angulo ¢ no sentido anti-horario. As relagoes sao

2)
3)

x = Zcos(f) — ysen(h), (5.
y = Tsen() + g cos(f). (5.
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Aplicando as formulas (5.2)—(5.3) a equagdo geral de uma conica obtemos
sua equagao em relagao ao sistema de eixos vy :

ai’ + b+ & +di + e+ f =0,
com i
b = bcos(20) — (a — c) sen(20).
Fazendo b = 0 acima, obtemos
bcos(20) = (a — c) sen(26). (5.4)
Se a # ¢, entao calculamos

b

a—C

tan(20) =

_1 b _ e e e
e podemos tomar § = ; arctan(->). Se a = ¢, (5.4)) est satisfeita se § = 45°.

Para deixar mais leve a leitura, apos aplicarmos essa mudanca de coorde-
nadas, continuaremos a utilizar as letras a,c...,z,y em vez de a,¢, ..., T, 9.

Assim, (5.1)) pode sempre ser colocada na forma sem o termo misto
ar® + ey’ +dr+ey+ f=0. (5.5)

Cabe observar que a rotacao é uma isometria, isto é, uma transformagao
que mantém distancias, preservando a forma dos conjuntos.

5.2 Eliminando os termos lineares

Se for necessario eliminar termos lineares, quando a # 0 ou ¢ # 0, podemos
fazé-lo por completamento de quadrado, o que nos dé a translacao que reduz a
equagao a equacao reduzida de alguma conica, vista nos capitulos anteriores,
ou numa equagcao de conica degenerada. A partir dai, fica facil classificarmos
a conica em questao.

5.3 Exemplos
Exemplo 5.1. O grdfico da func¢ao y = %
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Podemos reescrever a equacao do grafico como
xy —1=0. (5.6)
Como a = ¢ = 0, aplicamos a rotagao de 45°, ou seja,

N L N L) 57

Aplicando (5.7) em ([5.6)), ficamos com

1 jQ g2
—(z—9)(z+79)—-1=0 = ——Z=1
5@ =)@ +7) 5~ 5 =L

que é a equacdo reduzida da hipérbole de focos (Z,7) = (£2v/2,0). Retor-
nando as varidveis x,y, mostramos que o grafico da funcao y = % é uma

hipérbole com focos (2,2) e (=2, —2).

Exemplo 5.2. Equagdo 16x* + 25y* — 962 — 200y — 144 = 0.

Nao sera necessario aplicar a rotacao, pois a equagao nao apresenta termo
misto. Entao para encontrarmos a equacao reduzida, vamos completar qua-
drados.

1622 + 25y% — 962 — 200y — 144 = 0
1622 — 96z + 144 + 25y* — 200y 4+ 400 — 400 = 0
16(x — 3)* + 25(y — 4)* = 400
x —3)? —4)?
(2 =37, (y—4° _

=1,
25 16

que é a equagao reduzida da elipse de centro (3,4), eixo maior 5 e eixo menor
4.

Exemplo 5.3. Equagdo y?> + 2z — 6y + 1 = 0 Vamos aplicar a translacao
completando quadrado.
Y +2r—6y+1=0
v —6y+9—-9+22+1=0
(y—3)* = —2(z — 4),

que é a equagao reduzida da pardbola com vértice em (4, 3).
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Capitulo 6

As esteras de Dandelin

Nesse capitulo demonstraremos como Germinal Dandelin (1794-1847) e
Adolphe Quetelet (1796-1874) mostraram que a elipse, a hipérbole e a paré-
bola podem ser obtidas seccionando-se um cone duplo por meio de um plano
de inclinacao variavel em relagao ao seu eixo.

Seguiremos como Gilberto Geraldo Garbi em “A Rainha das Ciéncias” [6].

6.1 Elipse

Sejam, como na Figura [6.I} uma das folhas de um cone duplo reto, a um
plano que intercepta esse cone em todas as suas geratrizes e as esferas F, e
E5, que se apresentam em semiespacos distintos em relagao a «, inscritas no
cone e tangentes a «.

Sejam F) e F5, respectivamente, os pontos de tangéncia E; e Ey com o
plano a e C e (5 as circunferéncias geradas pelas intersecoes de F; e F»
com a superficie do cone.

Tomando um ponto P qualquer da intersecao do cone com o plano « e
ligando P ao vértice V' do cone, teremos a reta PV se intersectando com C
e (5 nos pontos T e Ty, tangentes as esferas F; e F, respectivamente.

Os segmentos PT) e PF; sao tangentes a esfera E; e, por poténcia de
pontd] eles sdo congruentes. Pelo mesmo motivo, PT, e PF, também sio
congruentes.

1O plano B que contém os pontos P, T e F} intersecta a esfera F; numa circunferéncia
A que tem segmentos tangentes PT; e PF}, congruentes pela poténcia do ponto P em
relacao a A.
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Logo, temos:
PT1:PF1, PTQZPF2:>PF1+PF2:PT1+PT2

Como PT; + P15 é constante para qualquer P pertencente a interse¢ao
do cone com o plano «, pois as duas circunferéncias C; e Cs estao contidas
em planos paralelos, tal intersecao do plano o com o cone é uma elipse.

Figura 6.1: Esferas de Dandelin da elipse.

6.2 Hipérbole

Sejam, como na Figura [6.2], um cone duplo reto, um plano a seccionando
suas duas folhas e as esferas Fy e E5 inscritas uma em cada folha do cone e
tangentes ao plano. Sejam C) e Cy as circunferéncias geradas pelas interse-
¢oes de Fy e Fy com superficie do cone e F} e Fy os pontos de tangéncia das
esferas com o plano.
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Tomando um ponto P qualquer pertencente & intersecao do plano o com
o cone e ligando P ao vértice V' do cone, teremos a reta PV intersectando
as circunferéncias C; e Cy nos pontos T} e T5, tangentes as esferas F; e Fs,
respectivamente.

Os segmentos P17 e PF; sao tangentes a esfera E; e por poténcia de
ponto (ver nota de rodapé na pagina , eles sao congruentes, pelo mesmo
motivo, PT; e PF, também sao congruentes.

Logo,

PT1:PF1, PTQZPF2:>’PTl—PT2|:|PF1—PF2’:T1T2

Como 11T, = VT1+VT5 que é constante, pois as circunferéncias C e Cy estao
contidas em planos paralelos, temos |PF; — PFy| constante para qualquer P
pertencente a intersecao do plano a com cone, assim tal intersecao é uma
hipérbole.

Figura 6.2: Esferas de Dandelin da hipérbole.
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6.3 Parabola

Vamos agora ao caso em que o plano « secciona o cone paralelamente a uma
e somente uma das geratrizes g de um cone duplo reto.

Sejam, como na Figura [6.3] uma das folhas de uma superficie conica
circular e sobre ela uma geratriz qualquer g. Sendo F uma esfera inscrita em
um cone e o um plano que secciona esse cone, tangenciando a esfera no ponto
F'; de modo que esse plano seja paralelo a uma e somente geratriz desse cone,
a saber g. Seja C] a circunferéncia gerada pela intersecao da esfera E' com o
cone, e tome um plano v que contém a circunferéncia C7, onde a intersegao
de a com v é uma reta r;. Na intersecao de o com o cone, considere um
ponto P qualquer e por esse ponto tome um plano S paralelo ao plano ~.

Seja (5 a circunferéncia formada pela intersecao do plano 5 com o cone
e seja ry a intersecao do plano o com o plano 3, sendo assim, temos a reta
ry paralela a reta rs.

Imaginando um plano tangente & superficie do cone e que contenha a
geratriz g, teremos esse plano paralelo ao plano a e assim a intersecao desse
plano com [ serda uma reta s paralela a reta ro e tangente a circunferéncia
C5 no ponto S.

Tragando um segmento P() perpendicular a r; e 75 e por F' um segmento
RG que também é perpendicular a r; e 7y, teremos PQ) = RG. A geratriz
g e a reta do segmento RG sao paralelas por serem, respectivamente, per-
pendiculares as paralelas s e 9, de forma que, sendo I € C1Ng, IS = RG.
Ligando P a V, seja T a interse¢cao de V P com a circunferéncia C';. Como .S
e PT sao geratrizes do tronco de cone formado por planos paralelos, temos
1S = PT e por poténcia de ponto na esfera E temos PT = PF, logo

PQ =GR =S1 = PT = PF,

entao

PQ = PF.

Portanto, a curva formada pela interse¢ao do plano o com o cone é a parabola
com diretriz r; e foco F.

44






46



Capitulo 7
Aplicacoes das conicas

Daremos aqui algumas das aplicagoes mais imediatas e tuteis das conicas.
Suas propriedades geométricas permitem deduzir propriedades notaveis de
reflexao em sua superficie. Aqui estaremos pensando em superficies de revo-
lucao geradas pela rotacao das conicas em torno de seus eixos de simetria, e
estudaremos os espelhos obtidos por estas superficies.

Ao final veremos também o sistema de navegagao maritima LORAN que
apesar de nao ter relacao com as propriedades reflexivas das conicas, apre-
senta uma aplicacao muito importante da hipérbole.

7.1 Espelhos parabolicos

Os sinais captados pela antena parabolica podem ser considerados todos pa-
ralelos por conta da grande distancia que percorrem para chegar a superficie
do planeta. As antenas parabolicas fazem com que esses sinais recebidos
sejam concentrados em um tunico ponto, que é o foco da parabola, onde se
encontra o receptor dos sinais de TV.
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Com dois espelhos parabodlicos, podemos construir um espelho aciistico,
como o espelho do CDCC de Sao Carlos. As ondas sonoras emitidas por
uma pessoa em um foco de uma das parabolas sao refletidas paralelamente ao
eixo de simetria comum, sendo captadas pelo outro espelho, que as concentra
em seu foco, onde outra pessoa pode ouvir perfeitamente o que a primeira
sussurra.

Agora vamos mostrar esse fato, usando uma adaptacao das ideias de .
Consideremos um ponto P da pardbola de foco F' e diretriz d, e a reta t,

bissetriz do angulo FPD. Vamos mostrar geometricamente que ¢ é tangente
a parabola. Veja a Figura

Figura 7.1: Reta tangente a parébola.
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No triangulo APFD, como PF = PD, a reta t, bissetriz do angulo
F PD, é também mediana e altura. Em outras palavras, a reta t ¢ mediatriz
do segmento F'D. Seja agora (), um ponto qualquer da reta t, distinto de P.
Se E é a projecao de () sobre d, temos:

QF = QD > QE

Portanto, () é exterior a pardbola. Ora, o ponto P da reta t pertence a
parabola e todos os outro ponto de ¢ sao exteriores. Logo, t ¢ tangente a
parabola em P.

Figura 7.2: Reta tangente a pardbola

Observe, na Figura [7.2] a semirreta PY’, prolongamento do segmento
DP. Como a tangente a parabola em P é bissetriz do angulo FPD, temos
que PY e PF fazem angulos congruentes com essa tangente. Por isso, todo
sinal recebido na dire¢ao do eixo da pardbola toma a direcao do foco apds a
reflexao.

7.2 Espelhos elipticos

As lumindrias odontoldgicas de cabeca sao feitas de refletores elipticos que
focam a luz em um ponto especifico da arcada dentéaria, de modo a nao
ofuscar a visao do paciente.
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Um outro aparelho interessante, que se utiliza da elipse, é o da pratica da
Litotripsia, tratamento que é feito para eliminar pedras nos rins, por meio
de um refletor eliptico, de modo a nao danificar os tecidos e 6rgaos vizinhos.
Desse modo o paciente nao passa por cirurgia e sua recupera¢ao ¢ muito
rapida. O refletor eliptico emite ondas sonoras de alta intensidade em um
dos focos da elipse e a pedra fica no outro foco.

A mesa de bilhar eliptica é um interessante experimento que mostra na
pratica o que acontece nos dois equipamentos anteriores, onde a bola que sai
de um foco, ao bater na “tabela”; sofre reflexao cai na cagapa que se apresenta
no outro foco da elipse.
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As galerias de sussurros sao uma divertida aplicacao de uma superficie
eliptica. O teto da sala tem forma de elipsoide com focos & altura de uma
pessoa marcados no chao. Duas pessoas nesses pontos podem conversar sus-
surrando e escutam-se perfeitamente, enquanto que as outras nao as escutam.
Ha galerias de sussurros como, por exemplo, na Sala de Estatuas do Capitolio
estadunidense.

A demonstracao dessa propriedade de reflexao dos espelhos elipticos é
dada a seguir, baseada em |[18].

Seja P um ponto na elipse E e tomemos a reta r bissetriz de um dos
angulos formados pelas retas F1P e F5P (o externo ao tridngulo AF; PFy)
de tal forma que o angulo entre entre I} P e r seja igual ao angulo entre F5P
e r. Queremos mostrar que r é tangente a elipse.

Figura 7.3: Reta tangente a elipse.

Seja k = PF| + PF,, a constante que determina a elipse, junto com
seus focos. Tomemos sobre r um ponto  # P e consideremos o ponto
F|, simétrico de F} em relacdo a r. A reta r é entdo mediatriz de F1F].
Logo, PFy = PF| e também QF; = QF]. Por construcao, a reta r faz
angulos congruentes com PF; e PF, e, pela simetria, os angulos QPFI e
QPFI’ s@o também congruentes. Dai, os segmentos PFy e PF] fazem angulos
congruentes com 7 e, portanto, os pontos F], P e Fy sao colineares. Entao,

k= PF, + PF, = PF/ + PFy = FU'F, < QF + QF, = QF, + QF,
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onde a desigualdade acima vem da condigao de existéncia do triangulo AF{QF5.
Como QF; + QF, > k, concluimos que P é o tnico ponto de r que pertence
a elipse, o que mostra que essa reta é tangente em P a essa elipse. Um raio
que parte de um foco a P incide na reta r tangente a elipse com angulo « e
deve refletir com mesmo angulo, passando consequentemente pelo outro foco.

Veja a Figura [7.3]

7.3 Espelhos hiperbolicos

Os espelhos hiperbélicos sao amplamente utilizados na construcao de telesco-
pios refletores. Esses telescopios sao uma evolugao proposta pelo astréonomo
francés Cassegrain dos telescopios produzidos por Isaac Newton, que resol-
veu o problema da imagem que era refletida dentro do tubo do telescopio,
colocando um espelho plano e refletindo a imagem para o observador fora
do tubo. No entanto, apesar de funcionar perfeitamente, esse espelho plano
prejudicava a captacao de luz, por ter um tamanho relativamente grande
para as condigoes, enquanto que a proposta de Cassegrain era de utilizar um
espelho hiperbdlico que, como vamos mostrar, possui uma maior flexibilidade
de movimentos, se ajustando melhor as necessidades do observador.

) . Objetiva
Espelho secundiirio (espelho
x (hiperbélico) parabélico) Lyt "
. — VAl 54
Luz L<F
> Ocular (lente

G L

- convergente)
Tubo

Agora vamos mostrar a propriedade de reflexao na hipérbole de um raio
incidindo na dire¢ao de um ponto focal.

Seja H uma folha de hipérbole com focos F; e Fy, mais proxima a Fj.
Seja P um ponto de H e a constante k = PF; — PF; que determina a
hipérbole. A hipérbole divide o plano nas regioes Ry : QF) — QF; < k e
Ry : QFl — QFQ > k.



Sejam A a circunferéncia de centro F} e raio k e A o ponto de intersegao
do segmento F; P com \. Entao, por construcao, PA = PF, e P pertence a
mediatriz do segmento AFy. Seja r tal mediatriz, e queremos mostrar que r
é tangente a hipérbole no ponto P. Para isso, seja () # P sobre r. Assim,

QF>, =QA
e pela condicao de existéncia do triangulo AF; AQ,

Entao toda r, com excegao de P, esta contida na mesma regiao R1 delimitada
por H e portanto r é tangente a H. Veja a Figura [7.4]

Figura 7.4: Reta tangente a hipérbole

Como r é mediatriz de AF5,, os angulos ente as retas PF; e PF, com r
sao congruentes. Assim, se algum raio vier por uma das retas na direcao de
um dos focos, independente da regiao R, ou Ry em que estiver, sera refletido
em P na direcao do outro foco, mantendo-se na mesma regiao.
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7.4 Sistema de navegacao LORAN

Uma outra aplicagao para hipérbole se encontra no sistema de navegacao LO-
RAN (Long Range Navigation), onde duas estagoes de radio de localizagoes
conhecidas emitem sinais ao mesmo tempo a um navio ou aviao, e o compu-
tador de bordo calcula a diferenca de tempo na recepcao, transformando-a
em diferenca de distancias. Assim, o navegador determina uma equacao de
hipérbole onde deve localizar-se, com focos nas estacoes. Com uma terceira
estagao, determina outra hipérbole. Logo, sua localizacao ¢ determinada pela
intersecao entre tais hipérboles.

2L 6-2000
00828 72
=%
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50
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