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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de mostrar um procedimento metodoldgico para o estudo da
geometria e sua utilizacao tanto no 2° segmento do Ensino Fundamental como no Ensino
Médio, baseado na investigagdo matematica através de atividades experimentais. O pro-
posito é despertar o interesse dos alunos para a compreensao de conteudos especificos
da matematica, neste caso a geometria, mais especificamente o estudo dos tridngulos,
melhorar a sua aprendizagem e entendimento por meio da necessidade de demonstracao
matematica, com a finalidade de comprovar que os tridngulos sao figuras geométricas
rigidas, por isso eles estao presentes nas estruturas de construgcédo. Para tanto, foi apresen-
tada uma descricao da utilizacado dos tridangulos desde os primdrdios da histéria antiga, em
seguida os alunos foram estimulados a observar as construgdes ao seu redor e identificar
a forma geométrica mais presente em suas construgcdes, por meio da metodologia da
investigacao matematica. Na etapa seguinte, os alunos receberam todo o embasamento
tedrico acerca do estudo dos tridngulos, adequado ao nivel de ensino a que estavam cur-
sando. Por fim, foram divididos em grupos para construirem pontes de espaguete. Nesta
ultima etapa, como forma de utilizagao pratica dos conhecimentos adquiridos, os alunos
construiram as pontes e estas foram expostas e ao final realizado um ensaio destrutivo
das mesmas, momento em que foi avaliada qual a ponte melhor construida, assim como
os conhecimentos adquiridos utilizados, e a que suportou o maior peso. Os resultados de
aplicagédo da proposta em sala de aula foram positivos, junto aos alunos da primeira série do
ensino médio do Instituto de Pesquisas Educacionais, escola da rede particular de ensino
da cidade de Cachoeiro de ltapemirim-ES. Neste trabalho, o professor exerceu papel de
mediador e ndo de mero transmissor do conhecimento.

Palavras-chaves: geometria, triangulos, conhecimento, mediador, pratica, pontes e estrutu-
ras.



Abstract

This study aims to present a pedagogical method of geometry study to use both in the
2nd segment of elementary school and in high school, based on mathematical research
through experimental activities, in order to arouse the interest of students of understanding
specific contents of mathematics, in this case the geometry, specifically the study of triangles,
improving their learning and understanding through the need for mathematical demonstration
to prove that the triangles are the most rigid geometric figures and, therefore, are present
in structures of construction. Therefore, a description of the use of triangles from the early
days of ancient history was presented, then the students were encouraged to observe
the buildings around then and identify the most present geometric shape in its structures,
through mathematical research methodology. In the next step the students received all the
theoretical knowledge about the study of triangles, appropriate to the level of education
that were attending and, finally, they were divided into groups to build spaghetti bridges as
a way of practical use of the knowledge acquired, the bridges were exposed and finally it
was a destructive test, when it was evaluated which was the best bridge constructed, using
the knowledge acquired and which bore the greater weight. The results of the proposed
application in the classroom were positive, with the students of the first year of high school at
the Institute of Educational Research, School of private schools net in the city of Cachoeiro
de Itapemirim-ES. In this work, the teacher played the role of mediator and not a mere
transmitter of knowledge.

Key-words:geometry, triangles, knowledge, mediator, practice, bridges and latticed struc-
tures.
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Introducao

Quando os professores iniciam um assunto relativo a qualquer area da geometria é
comum ouvirem por parte dos alunos manifestacées de rejeicdo. Mas por que isso ocorre?

-

E comum ouvirmos de varios professores, que ha alguns anos atras, os livros
didaticos traziam a geometria nos seus capitulos finais e isso comprometia o processo
ensino e aprendizagem. Pois esse importante componente curricular s6 era estudado no
final de cada ano letivo e, com isso, havia um lapso temporal de quase um ano letivo
entre uma abordagem e outra da geometria. Recentemente, esse equivoco foi parcialmente
corrigido e a maioria dos livros didaticos aborda a geometria de forma paralela as demais
areas da matematica ao longo do ano letivo e, além disso, muitas escolas adotam o sistema
de dois professores, sendo um exclusivamente para geometria.

O objetivo geral deste trabalho é despertar nos alunos o interesse pelo estudo da
geometria, através de uma proposta diferenciada da abordagem do estudo dos tridngulos. Os
objetivos especificos deste trabalho sado: realizar um estudo completo dos triangulos fazendo
com que os alunos percebem sua importancia na construcao de objetos e na construcao
civil, sobretudo em estruturas trelicadas; proporcionar uma aprendizagem significativa em
que o aluno é levado a fazer suas descobertas com a mediag¢ao do professor e capacitar o
aluno para a utilizacdo dos conhecimentos adquiridos na pratica, através da constru¢ao das
pontes de espaguete.

Para consolidar o estudo da geometria e mudar definitivamente o olhar do aluno
para a relevancia de tal conteddo, o ideal é sair do campo teérico para o pratico. Desta
forma, a aprendizagem se torna mais significativa e consistente. Para alcancar os resultados
desejados, o presente trabalho foi estruturado em cinco capitulos seguindo a sequéncia
das atividades desenvolvidas com os alunos.

No capitulo 1, sera apresentado um histérico sobre alguns matematicos como
Tales, Pitagoras, Ptolomeu e Hiparco, que contribuiram significativamente para o estudo
da geometria, sobretudo para o estudo dos tridngulos. O objetivo € mostrar a origem das
descobertas desses estudiosos e a importancia de suas descobertas.

No capitulo 2, sera apresentado os procedimentos metodoldgicos de ensino utilizada,
0 embasamento tedrico a respeito desta metodologia e a justificativa para tal escolha.
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No capitulo 3, sera apresentado a primeira fase do trabalho aplicado aos alunos,
onde procurou-se despertar o interesse do aluno pelo estudo da geometria por meio da
observacgao de objetos, construgdes e imagens.

No capitulo 4, sera apresentado, primeiramente, resultados de uma avaliagao diag-
néstica, que teve o intuito de verificar os conhecimentos prévios assimilados pelos alunos
sobre o estudo dos triangulos. Em seguida, todo o embasamento teérico sobre o reestudo
dos tridngulos que foi ministrado aos alunos.

No capitulo 5, sera apresentado um breve estudo sobre pontes de estruturas tre-
licadas. Em seguida, todas as etapas de construcdo da ponte de espaguete realizadas
pelos alunos, utilizando os conhecimentos adquiridos ao longo do projeto, a exposi¢cao das
pontes e 0 ensaio de destruicdo das mesmas, mostrando que a rigidez de uma estrutura de
construcdo nao estd apenas no material utilizado, mas também na forma geométrica que a
compdem. Ao final, serdo apresentados os resultados de uma avaliagao final aplicada aos
alunos, demonstrando uma melhora significativa nos resultados, sendo perceptivel que os
objetivos foram atingidos.

Sobre o0 assunto proposto, ndo foi encontrado nenhum trabalho de proposta igual.
Porém, foram encontrados trabalhos de cunho semelhante como o trabalho de Rodrigues
(2015) que pesquisou a aplicagdo da Teoria de Van Hiele ao estudo dos triangulos, Souza
(2016) que pesquisou a geometria aplicada a construgdo de pontes em arco e Silva (2016)
que pesquisou a trigonometria no tridngulo retadngulo e exemplos na construcao civil, entre
outros.

Por derradeiro, buscando um gancho na Filosofia, Platdo criador das academias,
grande entusiasta da matematica no seu tempo, momento em que muitos matematicos foram
seus alunos ou amigos. Nesse sentido, deve-se lembrar que a entrada de sua Academia,
segundo historiadores posteriores, se lia: "Que ndo entre quem néo saiba geometria”.
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Capitulo 1
Historico

Na busca de um histérico sobre o surgimento e utilizacdo dos triangulos, pode-se
observar que a dedicacao ao estudo dos tridngulos é bem antiga. Os professores tém o
costume de citar teoremas e axiomas sem considerar que existe um contexto histérico para
se chegar a tais conclusdes. Talvez se os professores levassem isso em consideragao,
a aprendizagem se tornaria algo mais eficaz e palpavel do que simplesmente decorar e
repetir teoremas e axiomas, com isso os alunos evitariam fazer a classica pergunta sobre
onde usar determinados componentes curriculares na vida pratica e os professores de
matematica seriam privados de ouvir tais questionamentos e de ter que respondé-los. A
seguir estdo algumas das histérias mais conhecidas acerca dos triangulos.

1.1 Tales

Uma das etapas do estudo dos triangulos diz respeito a semelhanca e seu estudo
€ bem antigo. Os gregos estudaram a geometria e a elevaram a um grau de exceléncia,
ganhando notoriedade Tales de Mileto (624-546 a. C.), com o estudo das proporcoes
entre grandezas e a comparagao entre figuras semelhantes. Esta notoriedade foi adquirida,
segundo a lenda, ao medir a altura de uma Piramide do Egito, demonstrando que a relagao
existente entre os lados correspondentes de dois tridngulos semelhantes é sempre a mesma.

Concretamente, pouco se sabe sobre Tales. De acordo com a lenda, ele
teria nascido na cidade jonica grega de Mileto, no litoral oeste da Asia
Menor, atual Turquia. Vérias afirmagdes conhecidas sao atribuidas a ele,
entre elas que visitou o Egito e calculou a altura das piramides; que previu
um eclipse solar em 585 a. C.; que mostrou que esfregar penas com uma
pedra produz eletricidade e que criou a expressao "conhece-te a ti mesmo".
(FLOOD; WILSON, 2013, p. 20)

Tales é considerado, geralmente, o primeiro matematico grego importante.
Bertrand Russel afirmou que "a filosofia ocidental comega com Tales", e,
na verdade, Tales era considerado um dos Sete S&bios da Grécia, titulo
conferido por tradigao a sete extraordinarios filésofos gregos do século VI a.
C. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 20)
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Foi de posse do pensamento de que a relacédo existente entre os lados correspon-
dentes de dois triangulos semelhantes é sempre a mesma, independente do comprimento
de seus lados, que Tales mediu a altura da Piramide de Quéops.

E comum os livros didaticos, como lezzi, Dolce e Machado (1993), trazerem a histéria
que durante uma viagem de Tales ao Egito, este fora abordado pelos escribas egipcios
a mando do Farad, para que calculasse a altura de uma piramide de base quadrangular.
Apébs observar o tamanho da sombra que a Piramide projetava sobre o solo, Tales teria
entdo fixado uma vara ao solo e esperado até o0 momento em que o comprimento da vara
fosse igual ao comprimento de sua sombra. Pediu entdo que um dos escribas medisse
imediatamente o comprimento da sombra da Piramide, alertando que a altura da Piramide
era igual a comprimento da sombra. Claro que se levou em consideragao o acréscimo da
metade do lado da base da piramide ao comprimento da sombra, como compensagao.
Historia ilustrada na figura 1.

Figura 1 — Tales medindo a altura da piramide

Fonte:<http://matematicaferafacitec.blogspot.com.br/2011/08/ tales-de-mileto-piramide-e-o-teorema.htmli>

1.2 Pitagoras

O Teorema de Pitdgoras foi um dos grandes feitos do estudo dos tridngulos.
O quase lendario Pitagoras (570-490 a. C.), vejam figura 2, nasceu na llha
de Samos, no Mar Egeu. Na juventude estudou matematica, astronomia,
filosofia e musica. Possivelmente por volta de 520 a. C., partiu de Samos e
foi para o porto grego de Cretona (hoje no sul da ltalia) e criou uma escola
filoséfica, hoje conhecida como pitagérica. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 22)
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Figura 2 — Pitagoras e o Papiro

FE

Fonte:<http://amatemticadavida.blogspot.com.br/search?q=pit%C3%A1goras>

N&o se tem confirmacéo da veracidade sobre a histéria que conhecemos sobre
o Teorema de Pitdgoras e, até mesmo, se podemos atribuir a descoberta do Teorema
que leva seu nome a ele. A certeza que se tem é que Pitdgoras existiu e contribuiu muito
para o estudo e desenvolvimento da geometria, sendo importantissimo para o estudo da
trigonometria plana. Ha registros sobre o conhecimento do Teorema atribuido a Pitdgoras
pelos mesopotdmeos cerca de mil anos antes de Pitdgoras nascer, o que nos leva a crer,
que Pitagoras tenha sido sim, o primeiro a prova-lo.

No Egito, na mesma época, os agricultores esticavam cordas as margens do Nilo
para demarcar terras para utilizarem na agricultura e nesta época ja sabiam que um triangulo
de lados medindo 3, 4 e 5 era um triangulo retdngulo. Acredita-se também, que Pitdgoras
possa ter tido contato com esses agricultores e utilizado desse conhecimento para provar o
Teorema que leva seu nome. Vejam figura 3:

Figura 3 — Agricultores egipcios

Fonte:<http:/fundamentalmatsv.blogspot.com.br/p/historia-da-matematica.html>
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Em termos geométricos, o Teorema de Pitagoras pode ser provado tomando-se
um triangulo retdngulo e desenhando quadrados em cada um de seus lados, a area do
quadrado de lado mais comprido é igual a soma das areas dos quadrados formados pelos
outros dois lados, isto é, contando-se o numero de quadradinhos que compdem cada um
dos quadrados, verifica-se facilmente, por exemplo, que 25 = 16 + 9, conforme figura 4:

Figura 4 — Demonstracao do Teorema de Pitagoras
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Fonte:<http://www.estudokids.com.br/search/teorema-+de+pit%C3%A1goras>

Este raciocinio do Teorema que leva o nome de Pitagoras, esta registrado em um
papiro antigo. Vejam figura 5:

Figura 5 — Papiro com o Teorema de Pitagoras
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Fonte:<http://grandesmatematicas.os.blogspot.com.br/p/p4.htmi>

Os Pitagoricos subdividiram as ciéncias matematicas em quatro: aritmética, geome-
tria, astronomia e musica, chamadas de quadrivium. Vejam figura 6:
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Figura 6 — Quadrivium

Fonte:<arquiteturaemusica.wordpress.com/2014/01/01/pitagoras-e-a-harmonia/>

1.3 Trigonometria

Na musica, os Pitagoéricos também faziam experiéncias, principalmente
ligacOes entre certos intervalos musicais e razdes simples entre nUmeros
pequenos. E provavel que tenham descoberto essas razées tangendo
cordas de comprimento diferente e comparando as notas produzidas; por
exemplo, o intervalo harmonioso de uma oitava resulta de reduzir a metade
o comprimento da corda, dando a razao de 2 para 1 entre as frequéncias,
enquanto outro intervalo harménico, a quinta justa, resulta em reduzir a
corda a dois tergos do comprimento, com razédo de 3 para 2. (FLOOD;
WILSON, 2013, p. 23)

A primeira abordagem trigonométrica da astronomia foi feita por Hiparco
(190-120 a. C.), as vezes, chamado de "Pai da Trigonometria". Talvez o
maior observador astrondmico da antiguidade, ele descobriu a precessao
dos equinécios, produziu o primeiro catalogo de estrelas conhecido €, para
produzir senos de angulos, construiu uma "tabela de acordes". Claudio
Ptolomeu de Alexandria (170-100 a. C.) baseou-se no trabalho de Hiparco
e outros para produzir a sua grande obra sobre astronomia conhecida como
Almagesto. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 32)

Embora pouco da obra de Hiparco tenha sobrevivido, Claudio Ptolomeu o
considerava seu antecessor mais importante. Na verdade, a disciplina da
Trigonometria (que significa medigao de angulos), criada por Hiparco por
volta de 150 a. C., foi desenvolvida por Claudio Ptolomeu. Para seu trabalho
em astronomia, foi fundamental o calculo do comprimento de cordas e
circulos - corda é o segmento de reta que une dois pontos do circulo;
corresponde a calcular para varios angulos a razao trigonométrica chamada
seno. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 33)
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Para descrever o movimento do sol e dos planetas, Ptolomeu criou epiciclos,
pequenos circulos centrados na principal 6rbita circular, em que se vé o sol
um planeta em movimento. O ajuste adequado de distancias, do centro de
rotacao e da velocidade da rotagdo lhe permitia fazer as suas previsdes
apuradas. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 33)

Vejam os epiciclos na figura 7:

Figura 7 — Epiciclos Ptolomaicos
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Fonte:<http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Geraldo/ptolemaico.htm>

Aproveitando um gancho interdisciplinar com as disciplinas de Geografia e Histdria,

facilmente verifica-se que Ptolomeu em seu tempo, ainda acreditava no Geocentrismo,
ou seja, a Terra como centro do universo, idéia bem mais tarde derrubada por Nicolau
Copérnico (1473-1543 d. C.), que provou a teoria do Heliocentrismo, sendo o sol o centro
do universo e os demais planetas girando em sua Orbita. Vejam figura 8:

Geocéntrico

Figura 8 — Geocentrismo e Heliocentrismo
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Fonte:<http://Jumanovafisica.blogspot.com.br/2010/03/ geocentrismo-vs-heliocentrismo-ptolomeu.html>
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Ptolomeu também publicou uma obra padrao e influente chamada Geogra-
fia, que tratava da confecgcdo de mapas, na qual discutiu varios tipos de
projecao e listou a latitude e longitude de 8.000 lugares do mundo conhe-
cido. Os seus achados foram usados por navegadores durante mais de
1.500 anos. (FLOOD; WILSON, 2013, p. 33)

1.4 Outros estudiosos da matematica e geometria

Muitos outros estudiosos da matematica tiveram grande importancia para a geome-
tria como Sécrates, Platéao, Aristételes, Euclides, Arquimedes, Apolénio e muitos outros.
Porém, como o foco deste trabalho sao os tridngulos, os de maior destaque, que realizaram
trabalhos sobre esta figura geométrica e que sdo aplicados na educacéao basica, sao os
que tiveram seu histérico demonstrado com maior expressao.

1.5 Historico das pontes de macarrao

As pontes sdo uma das estruturas mais antigas inventadas pelo homem.
Foram criadas pela necessidade de se atravessar obstaculos, como rios ou
vales, na tentativa de encontrar alimentos ou abrigos. Ganharam grande
notoriedade na arquitetura apoés a revolugédo industrial com a invengao
das maquinas a vapor, pois construir pontes se tornou essencial para
fazer a economia acelerar, sendo que estas deveriam ser mais resistentes,
significando rapidez e economia de tempo e dinheiro. (JUNIOR et al., 2012,

p. 4)

Nos tempos atuais, com toda infraestrutura tecnolégica, comunicagao digital
e equipamentos pesados que se tem a disposicao, é facil chamar as pontes
mais antigas de “primitivas”, mas ndo se pode esquecer das reais circuns-
tancias em que essas pontes foram construidas. Mesmo sem os célculos
de engenharia e os testes de materiais usados atualmente, o raciocinio
I6gico das estruturas esteve presente na mente dos antigos construtores
de pontes, que com certeza utilizavam o conhecimento sobre a rigidez
dos triangulos em seus projetos. Através do teste e do erro construiram
estruturas tao bem projetadas e sélidas que sobrevivem por séculos, até os
dias atuais. (JUNIOR et al., 2012, p. 4)

No Brasil, a competicdo de construcao de ponte de macarrao é algo relativamente
novo e pouco divulgado. Varias Universidades que oferecem o curso de engenharia, sobre-
tudo de engenharia civil, utilizam-se desta competicdo como forma de motivar os alunos a
empregar o conhecimento obtido em sala de aula e aplica-lo de forma pratica.

A competicao foi realizada pela primeira vez no Brasil na UFRGS - Universidade
Federal do Rio Grande do Sul em 2004. A ideia proposta aos alunos consistia em analisar,
projetar e construir uma ponte trelicada de espaguete, com regras previamente definidas e
ao final realizar um ensaio destrutivo com a finalidade de verificar a ponte que suportaria
0 maior peso. Apds essa iniciativa dos gadchos, este tipo de competicdo se espalhou por
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diversas universidades pelo Brasil. Atualmente o recorde brasileiro é de 234 kgf, recorde
obtido no segundo semestre de 2011 na UFRGS. Este resultado é bem superior ao recorde
mundial até entdo, de 176 kgf, obtido em condi¢cdes semelhantes, na Okanagan University
College do Canada.

Na figura 9, é possivel observar diversas pontes de espaguete que foram construidas
de modos distintos.

Figura 9 — Pontes de espaguete
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Fonte:<http://www.colegioraizes.com.br/blog/tag/ponte-de-macarrao/>

Atualmente, poucas escolas de ensino fundamental e médio, sobretudo em cursos
técnicos, através de seus professores de matematica e fisica vém utilizando a construgcao
de pontes de macarrdo como forma de mostrar na pratica os conhecimentos de sala de
aula.
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Capitulo 2

Procedimentos metodologicos

Vaérios filésofos da educacao, como Piaget, Vygotsky, Freinet, Paulo Freire, Ausubel,
entre muitos outros, contribuiram muito na busca por uma forma de educar mais eficaz.
Nossa proposta ndo é seguir os ensinamentos de um deles, mas sim, utilizar um procedi-
mento metodolégico que leve em consideracao a contribuicdo que todos eles deram para a
educacao.

2.1 Construcao significativa do conhecimento

A aprendizagem contribui para o desenvolvimento na medida em que apren-
der ndo é copiar ou reproduzir a realidade. Para a concepgao construtivista,
o homem aprende quando é capaz de elaborar uma representagao pessoal
sobre um objeto da realidade ou conteldo que pretende ensinar ou apren-
der. Essa elaboracéo implica aproximar-se de tal objeto ou conteido com a
finalidade de apreendé-lo; ndo se trata de uma aproximagao vazia, a partir
do nada, mas a partir de experiéncias, interesses e conhecimentos prévios
que, presumivelmente, possam dar conta da novidade que se apresenta.
Pode-se dizer que, com os significados, aproxima-se de um novo aspecto
que, as vezes, sO parecera novo, mas que na verdade é possivel interpretar
perfeitamente com os significados que j& se possui, enquanto, outras vezes,
colocara perante a pessoa um desafio ao qual tentara responder, modifi-
cando os significados dos quais ja estava provida, a fim de dar conta do
novo conteldo, fendmeno ou situagado. Nesse processo, ndo s6 se modifica
0 que ja possuia, mas também é possivel interpretrar o novo de forma
peculiar, para poder integré-lo e torna-lo seu. (COLL; EUFRASIO, 1999)

Conduzindo o processo ensino e aprendizagem desta forma, propicia-se uma apren-
dizagem significativa, idéia defendida por David Ausubel, ou seja, os alunos aprendem
significativamente, construindo um significado proprio e pessoal para um objeto de conheci-
mento que existe objetivamente. Desta forma é claro que ndo é um processo que leva ao
simples acumulo de conhecimento, mas a integracdo, modificacdo, adaptagao e relagoes
com os conhecimentos que ja possuem.

Sobre as metodologias de ensino, Santanna e Menegolla (2002), caracterizam os
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procedimentos de ensino sobre a ética de trés estilos: o ensino individualizado, o ensino
socializado e o ensino socioindividualizado. Esses procedimentos didaticos expressam a
acao docente capaz de conduzir ao alcance dos objetivos tragados.

Os procedimentos de ensino ou situagdes de experiéncia constituem-se
pela indicacao clara e objetiva, precisa das acdes a serem vivenciadas pelos
alunos e estabelecidas pelo professor e/ou alunos conforme organizagao
integrada horizontal e vertical dos conteudos e objetivos, seguidos de
atividades de desenvolvimento e finalizando por atividades sintetizadoras.
(SANTANNA; MENEGOLLA, 2002, p. 43)

Estas situagdes de ensino podem ser centradas no professor, o chamado
ensino individualizado, sendo este o organizador do ensino, cabendo a
ele a selegao dos objetivos, contelidos, avaliagao etc. O aluno participa
meramente como elemento desencadeador. Ao professor cabe tomar as
decisdes, apresentar ideias, definir limites. Em oposigao, existe o ensino
centrado no aluno, o chamado ensino socializado, a quem cabe a responsa-
bilidade de tomar as decisdes, escolher os procedimentos que considerar
relevantes. (SANTANNA; MENEGOLLA, 2002, p. 44).

Seja o ensino centrado no professor ou no aluno, o ideal é que haja um desencade-
amento l6gico para que seja capaz de obter a resposta de dois questionamentos: O qué? E,
para qué?

E muito comum os professores na educacéo basica abordarem um determinado
assunto de forma direta, sendo meramente transmissores de conhecimento. A pratica
dominante é de colocar no quadro qual o assunto a ser trabalhado e partir diretamente para
sua explicagcédo, em seguida para exercicios e por ultimo a avaliagdo. Ou seja, a pratica
dominante € a do ensino individualizado. Ja o ensino totalmente socializado ndo parece ser
o0 mais adequado para a realidade dos alunos no Brasil.

O que parece ser o ideal, € 0 ensino baseado nos dois métodos, parte individualizado
e parte socializado, o chamado ensino socioindividualizado, que conforme afirma Santanna
e Menegolla (2002), ocupa uma posicao mediadora, como as técnicas de projetos de
estudo dirigido, solucdes de problemas, estudos de caso e etc., neste caso deve haver um
planejamento criterioso das etapas a serem seguidas.

2.2 PCN - Parametros Curriculares Nacionais

Os PCN dao uma importancia muito grande ao estudo da geometria, colocando-
a como um campo muito fértil para trabalhar situagées problema envolvendo, além da
geometria, outras areas da matematica. Vejamos entdo como a geometria é focada pelos
PCN.

Os parametros Curriculares Nacionais para o ensino da Matematica no
Ensino Fundamental foca, no Bloco de conteudos, o estudo do Espaco
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e Forma, estabelecendo que os conceitos geométricos constituem parte
importante da curriculo de Matematica no ensino fundamental, porque,
por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que
Ihe permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive. (BRASIL, 1998, p. 55)

A Geometria € um campo fértil para se trabalhar com situagdes problema e
€ um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O tra-
balho com nogbes geométricas contribui para a aprendizagem de nimeros
e medidas, pois estimula o estudante a observar, perceber semelhangas e
diferencas, identificar regularidades e vice-versa. (BRASIL, 1998, p. 55-56)

Além disso, se esse trabalho for feito a partir de exploracao dos objetos do mundo
fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, ele permitira ao aluno
estabelecer conexdes entre a matematica e outras areas do conhecimento. (BRASIL, 1998,
p. 56)

2.3 Metodologia utilizada no projeto

Este trabalho foi baseado no método socioindividualizando de ensino, conforme
Santanna e Menegolla (2002). Primeiramente foram considerados aspectos fundamentais
que muito contribuem para uma aprendizagem consistente, entre eles: verificar quais os
conhecimentos basicos necessarios para a aprendizagem daquele assunto; verificar quais
0s conhecimentos prévios que os alunos possuem sobre 0 assunto e, por fim, estabelecer
critérios de descoberta, de construgdo do conhecimento com o auxilio e orientacao do
professor, sem que seja entregue pronto para o aluno. Assim, os alunos foram orientados
a buscar e observar no mundo fisico, objetos e estruturas de construcao nas quais deve-
riam identificar as formas geométricas que as compunham, a fim de despertar algumas
curiosidades.

Em seguida, o professor passa a ter um papel mais individualizado com a transmis-
sao dos conteudos, buscando dar um embasamento teérico acerca do estudo dos tridngulos,
capaz de fazer com que os alunos facam conexdes, pois agora a aprendizagem tem um
significado para os destinatarios, uma vez que as informacdes que receberam servem para
responder a questionamentos de suas descobertas, explicar fenbmenos e proporcionar
novas descobertas, deixando de ser simplesmente um processo de acumulo de contetudos
e conhecimentos aparentemente sem sentido.

Nesta etapa também foi apresentada pelo professor, preliminarmente, a cada assunto
estudado, uma viagem histérica sobre o surgimento e descobertas matematicas, além de
uma breve biografia dos matematicos em questéo, ja mostradas no histérico.

Por fim, os alunos colocaram em prética os conhecimentos adquiridos, saindo do
campo teorico para o pratico, completando de forma consistente e duradoura o processo de
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ensino e aprendizagem. O conhecimento construido de forma, pode-se dizer, semiautodi-
data, € muito mais consistente e, sem duvida, permanente, diferente do que ocorre com
muitos conteddos que sao estudados apenas para a realizagao das provas e, depois disso,
esquecidos pelos alunos. Desta forma, propiciou-se aos alunos a capacidade de fazerem
conexdes entre a matematica e outras areas do conhecimento, como a Fisica, a Historia, a
Geografia e até mesmo a Engenharia, por meio da construgdo das pontes de espaguete.

Assim, os alunos foram orientados desde o inicio do projeto até seu apice com a
construgcdo da ponte de espaguete. Baseando no despertar do aluno para o estudo da
geometria, buscado uma aprendizagem significativa, consistente e duradoura.

2.4 Tabela de atividades desenvolvidas

As turmas nas quais as atividades foram desenvolvidas possuem 05 aulas semanais
e foram utilizadas 22 aulas para seu desenvolvimento, o que corresponde a aproximada-
mente cinco semanas de aula. Vejam na tabela 1:

Tabela 1 — Cronograma de atividades

ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NUMERO DE AULAS
1. Busca de imagens Tarefa extraclasse (5 dias)
1.1. Observacao das imagens em sala de aula 02 aulas
2. Fundamentacéo tedrica a cerca do estudo dos triangulos. 14 aulas
3. Ponte de espaguete
3.1. Construcao (realizada na propria escola) 06 aulas
3.2. Exposicao e ensaio de resisténcia e destruicao 3 horas

Fonte: Autoria propria
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Capitulo 3

Despertando o interesse pela geometria
através de uma aprendizagem
significativa

Com o intuito de despertar o interesse pelo estudo da geometria, primeiramente os
alunos foram estimulados a observar os objetos e constru¢ées do mundo fisico a sua volta,
registrando tudo por meio de fotos e imagens obtidas por outros meios, sendo colhidas
inumeras imagens. Essas imagens foram expostas na sala de aula para observagao dos
alunos e estes foram orientados a destacar, principalmente, os objetos e construgdes que
por sua natureza foram concebidos para suportar peso, pois estes sao objetos do nosso
estudo. Entre as inUmeras imagens obtidas pelos alunos, destacam-se as seguintes:

1. A Ponte de Ferro da cidade de Cachoeiro de Itapemirim-ES: Como pode-se
observar na figura 10, esta é uma construcdo metélica que inicialmente sé passavam por
ela trens, mas com a retirada dos trilhos do centro da cidade, a mesma foi transformada em
ponte de passagem de veiculos automotores, onde claramente observa-se a predominancia
do triangulo como forma geométrica utilizada na sua construgao.

Figura 10 — Ponte de Ferro de Cachoeiro de Itapemirim-ES

P

Fonte:<http://olhares.sapo.pt/ponte-de-ferro-foto762368.html>
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2. Galpao de empresa de beneficiamento de marmore e granito: A exploragao
e o0 beneficiamento de marmore e granito sdo as principais atividades econémicas do
municipio de Cachoeiro de Itapemirim-ES. Os pais de muitos alunos ou sdo empresarios
deste ramo ou sdo empregados do setor. Portanto, isso faz parte do dia a dia da maioria dos
estudantes. Na figura 11, os alunos notaram que além da estrutura da cobertura, na qual
facilmente observa-se a forma triangular, esta mesma forma foi utilizada para construir os
cavaletes que necessitam ser bem resistentes para suportar o peso das chapas de marmore
e granito.

Figura 11 — Galpao de marmoraria

Fonte:<http://imoveis.mitula.com.br/imoveis/fotos-galp%C3%B5es-laranjal>

3. Construcgao de telhados coloniais: Através da observagao da estrutura de um
telhado colonial, figura 12, os alunos perceberam a predominancia da forma triangular.
Foi mencionado aos mesmos, que as jungdes das madeiras formam trelicas e que esta
composicao triangular recebe a denominagao de tesouras na construgao civil. Sao elas que
dao sustentacgao ao telhado.

Figura 12 — Telhado colonial

Fonte:<http://imoveis.culturamix.com/construcao/telhados-de-madeira>
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4. Escada de uma biblioteca: Na figura 13, os alunos observaram que a escada sé
possui dois pontos de apoio, um na base e outro no seu ponto mais alto no andar superior,
nao havendo nenhum outro apoio intermediario por meio de colunas. Os alunos concluiram
que a resisténcia desta escada nao deve estar somente no aco utilizado em sua construgao,

mas também na forma triangular (triangulos retadngulos) formados no contato dos degraus
com as barras transversais.

Figura 13 — Escada de biblioteca

Fonte:<http://claudiabergamasco.blogspot.com.br/2012_05_17_archive.html>

5. Torre de transmissao de energia de alta tensao: Nas torres de alta tenséo,
figura 14, que podem ser vistas na periferia de qualquer cidade ou préxima as margens de
qualquer rodovia pelo pais, facilmente observa-se a predominancia da forma triangular em
sua estrutura de construgcao. Embora este tipo de torre ndo seja construida para suportar
uma grande carga de peso, sua estrutura deve ser bem rigida, uma vez que podera sofrer
acdes da natureza, principalmente tempestades e ventos fortes que poderao derruba-la,

podendo causar sérios prejuizos com a interrupgao do fornecimento de energia elétrica para
a populagéo.

Figura 14 — Torres de energia elétrica

Fonte:<http://missionariatiaso.blogspot.com.br/2015/08/torre-de-babel.html>
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6. Galpao de estrutura metalica: Para um melhor aproveitamento do espaco, as
empresas necessitam que seus galpées ndo tenham colunas estruturais centrais, apenas
em suas laterais, como pode-se observar na figura 15. Portanto, a estrutura desta cobertura
deve ser rigida ao ponto de suportar o peso somente com pilares laterais e a melhor forma
de se obter isso é utilizando a estrutura em forma de treligas. Na imagem colhida, os alunos
puderam observar a predominancia da forma triangular em sua estrutura, tanto para a
formagdo das inclinagdes laterais para dar caimento a 4gua da chuva que cai sobre a
cobertura, como na forma com que as barras superiores transversais foram unidas a barra
horizontal. Estas partes foram unidas com barras perpendiculares a barra horizontal, em
seguida foram soldadas barras transversais formando tridngulos.

Figura 15 — Estrutura de galpdo em construcao

Fonte:<http://diogenesestruturas.com.br/estrutura-metalica/>

7. Prédio em forma de lua - Dubai - Emirados Arabes Unidos: Observa-se fa-
cilmente na figura 16, que a estrutura do prédio é formada pela composicao de trelicas.
Através da transparéncia do prédio, pode-se visualizar a predominancia da forma triangular
na estrutura, o que certamente contribuiu para a solidez do prédio nesse formato de lua.

Figura 16 — Prédio em Dubai - Emirados Arabes Unidos

S ——

Fonte:<http://grandearquitetura.com.br/predio-em-forma-de-lua-crescente-representa-as-origens-e-o-futuro-
de-dubai/>
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3.1 Observagao e estudo das imagens

Apds a exposicao e observagao das imagens colhidas pelos alunos, os mesmos
foram orientados a examinar de maneira mais criteriosa os objetos e construcdes, iden-
tificando a figura geométrica que se tornava mais frequente em suas composigoes. Este
questionamento foi realizado de forma aberta em sala de aula e, como ja era de se esperat,
ao se depararem com o fato do triangulo ser a figura mais frequente, como nao poderia ser
diferente, de imediato surgiu a seguinte pergunta por parte dos alunos: Por que o triangulo
€ a figura mais usada nas estruturas de construgdo e em alguns objetos que necessitam
suportar peso?

Objetivando despertar o interesse dos alunos pelo estudo da geometria através
da construcdo do conhecimento, buscando uma aprendizagem significativa, a resposta
nao foi dada de imediato pelo professor. A partir deste questionamento, os alunos foram
orientados pelo professor, no papel de mediador da aprendizagem, a pesquisar o porqué do
triangulo ser a forma geométrica mais utilizada. Imediatamente apds o surgimento deste
questionamento, os alunos foram conduzidos até a biblioteca da escola onde, além de livros,
tinham a disposicao computadores com acesso a internet para serem usados como fontes
de pesquisa. Esse questionamento foi realizado e registrado nos cadernos dos alunos.
Como ja era esperado, todos os alunos encontraram uma explicacao € a registraram em
seus cadernos. De volta a sala de aula, os alunos puderam expor as explicagdes que
encontraram. Esse fato proporcionou meios para formar, a partir dai, um conceito Unico,
coletivo, da turma, sendo o conceito final estabelecido como uma explicagao para o triangulo
ser a forma geométrica mais utilizada nas construgdes e estruturas o registrado no caderno
de um aluno, conforme figura 17.

Figura 17 — Caderno de aluno

Fonte: Protocolo de pesquisa
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3.2 Sistematizacao do conhecimento de forma pratica

Para melhor sistematizar, exemplificar e demonstrar as informagdes obtidas, foi
realizada uma intervengcado com o auxilio de recursos materiais simples, como canudos e
alfinetes. Inicialmente 04 canudos foram unidos em suas extremidades por 04 alfinetes tipo
percevejos, formando um quadrilatero e aplicado sobre ele uma carga, assim os alunos
observaram que este se deformava facilmente. Vejam figura 18:

Figura 18 — Quadrilatero de canudos

Fonte: Autoria prépria

Em seguida, usando 05 canudos e 05 alfinetes formou-se um pentagono, que ao
sofrer uma carga também se deformou facilmente, fato observado por todos os alunos.
Vejam figura 19:

Figura 19 — Pentagono de canudos

—————————

Fonte: Autoria prépria
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Repetindo o processo, desta vez formando um tridngulo, os alunos observaram que
essa forma geométrica nao se deforma quando se aplica uma carga sobre ela, comprovando
assim a rigidez dos triangulos de forma pratica. Vejam figura 20:

Figura 20 — Tridngulo de canudos

Fonte: Autoria prépria

Os alunos foram entao desafiados a dar uma solugao para que o quadrilatero e o
pentdgono também se tornassem uma figura rigida. Sem nenhuma dificuldade e de forma
imediata, um grupo de alunos foi a frente da sala e deu a solugao de colocar um canudo
em uma das diagonais do quadrilatero, formando dois tridngulos, tornando-o rigido. Vejam

figuras 21 e 22:

Figura 21 — Alunos com quadrilatero de canudos

Fonte: Autoria prépria



Capitulo 3. Despertando o interesse pela geometria através de uma aprendizagem significativa 39

Figura 22 — Solugao dos alunos para o quadrilatero

Fonte: Autoria prépria

Para tornar o pentagono rigido e, portanto indeformavel, outro grupo de alunos
apresentou a solucdo de fixar um canudo em cada vértice do pentagono e fixar todos estes
canudos em um ponto central interno do pentagono. Vejam figuras 23 e 24:

Figura 23 — Alunos com pentagono de canudos

™y

Fonte: Autoria prépria

Figura 24 — Solucao dos alunos para o pentagono

Fonte: Autoria prépria

Essas demonstragdes foram o ponto crucial para que os alunos se interessassem
pelo estudo mais aprofundado dos tridngulos, dando os primeiros sinais de estarem cons-
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truindo seu conhecimento e aprendendo de forma significativa, passando a conjecturar
inmeras ideias, dentre elas, a mais interessante foi a observacao de um aluno, que deduziu
ser pelo fato do tridngulo ser a figura geométrica mais rigida que o objeto de sinalizagao,
quando veiculos sofrem uma pane ou acidente, ser um triangulo e ndo outra forma geomé-
trica, pois mesmo nao tendo como finalidade suportar uma carga de peso, o tridngulo de
sinalizacao, figura 25, ndo corre o risco de desmontar com o deslocamento de ar proveniente
dos veiculos que passarem por ele.

Figura 25 — Tridngulo de sinalizacao

A

Fonte:<http://www.truckval.com.br/18/70/sinalizacao/triangulo-de-sinalizacao>

Concluséo légica e interessante, 0 que mostra sinais de apreensado do conteudo,
através de uma aprendizagem significativa que foi proporcionada pela constru¢ao do co-
nhecimento. Muito embora nao se tenha encontrado uma justificativa legal dos 6rgaos de
transito sobre o motivo do formato deste objeto, a deducao l6gica do aluno é totalmente
pertinente e compativel com a teoria dos triangulos.

Desta forma, os alunos puderam observar melhor o espago em que vivem, pois
muitas vezes passam por varios lugares em seus trajetos diarios de casa para escola,
da escola para casa e por qualquer lugar por onde andem sem observar 0 que esta ao
seu redor. Chegando a conclusao de que a geometria esta presente em todos os objetos
e construgbes que conhecem, inclusive confessando que passaram a observar mais o
ambiente em que estdo inseridos e a anatomia dos objetos, despertando-lhes o interesse
por profissdes como engenharia, arquitetura, desenho industrial, entre outras.
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Capitulo 4

Teoria dos triangulos com utilizacao de
material concreto

O estudo dos triangulos envolve muitos conteudos. Neste trabalho utilizamos material
concreto para a abordagem de alguns destes conteudos, em outros ndo utilizamos este tipo
de material. Neste capitulo trataremos apenas daqueles em que este material foi utilizado.
Inicialmente foi realizada uma avaliacao diagndstica para sondagem dos conhecimentos
que os alunos ja possuiam acerca do estudo dos triangulos.

4.1 Avaliacao diagnostica

Com o objetivo de fazer uma andlise da distribuicdo dos conteudos relativos ao
estudo dos triangulos nos livros didaticos, utilizamos como referéncia 03 livros de autores
distintos. O estudo dos triangulos, nos livros didaticos, é dividido entre as duas séries finais
do ensino fundamental da seguinte forma:

Analisando os livros didaticos Bianchini (2002); Bonjorno, Bonjorno e Olivares (2006)
e lezzi, Dolce e Machado (1993) do 8° ano do ensino fundamental, constatamos que
nesta etapa os alunos realizam os seguintes estudos relativos a triangulos: condigdo de
existéncia, classificacdo quanto aos lados, desigualdade triangular, soma dos angulos
internos, congruéncia de tridngulos, pontos notaveis do triangulo, tridngulos is6sceles e
equilateros. Alguns desses assuntos sdo abordados de forma bem superficial, um exemplo
€ o estudo das cevianas, que praticamente se limitam a traga-las e a definir seus pontos
notaveis.

Analisando os livros didaticos Bianchini (2002); Bonjorno, Bonjorno e Olivares (2006)
e lezzi, Dolce e Machado (1993) do 9° ano do ensino fundamental, constatamos que nesta
etapa os alunos realizam os seguintes estudos relativos a tridngulos: semelhanca, casos de
semelhancga, relagdes métricas no triangulo retangulo, razées trigonométricas e calculo da
area. Antes de dar continuidade ao estudo dos tridngulos no 9° ano, sempre é necessario
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fazer uma boa revisdo no estudo dos tridngulos realizado no 8° ano. Talvez o ideal seria que
o estudo dos tridngulos estivesse totalmente numa Unica série, sem essa quebra sequencial,
assim, seria possivel aprofundar os estudos de triangulos em vez de revisar conteudos ja
estudados.

Com a finalidade de verificar os conhecimentos sobre tridngulos adquiridos pelos
alunos nas duas séries finais do Ensino Fundamental, uma avaliacao diagnéstica, que pode
ser visualizada no apéndice A, foi aplicada a 72 alunos das trés turmas da 1?2 série do
Ensino Médio da Escola IPE - Instituto de Pesquisas Educacionais, sendo duas turmas do
turno matutino e uma do turno vespertino, contemplando os conteudos relativos ao estudo
dos triangulos. A avaliacao diagndstica, no valor de 10 pontos, foi elaborada com questdes
muito simples, sendo uma questdo para cada um dos assuntos pertinentes ao estudo dos
triangulos, pois a intencéo era saber se os alunos haviam assimilado os conceitos basicos
das séries anteriores. Em seguida, as avaliacées foram corrigidas e os alunos classificados
entre quatro niveis de aprendizagem: abaixo do basico (nota inferior a 5 pontos), basico
(nota de 5 a 6,9 pontos), proficiente (nota de 7 a 8,9 pontos) e avangado (notade 9a 10
pontos). Essa classificacdo € a mesma utilizada pelo PAEBES - Programa de Avaliagdo da
Educacao Basica do Espirito Santo. Na Tabela 2 podemos observar os resultados obtidos.

Tabela 2 — Resultados da avaliagdo diagnostica

NIVEL NUMERO DE ALUNOS PORCENTAGEM
ABAIXO DO BASICO 15 aproximadamente 21%
BASICO 36 50%
PROFICIENTE 13 aproximadamente 18%
AVANCADO 8 aproximadamente 11%

Fonte: Autoria préopria

Como se pode facilmente observar, alguns dos estudos realizados sobre tridngulos
nao foram bem assimilados, pois o ideal era que tivessem poucos alunos nos dois niveis
inferiores (abaixo do basico e basico) e que a maioria estivessem nos dois niveis superi-
ores (proficiente e avancado). Desta forma, buscando uma aprendizagem significativa e
consistente, um reestudo aprofundado dos tridngulos foi realizado, dando énfase aquelas
partes que demonstraram mais deficiéncia. Os conteudos foram exaustivamente revisados
e associados ao estudo de outros conteudos préprios desta série, como a Trigonometria,
fazendo um reestudo completo dos triangulos, destacando a sua importancia na construcao
de estruturas de construgao civil.

4.2 Condicao de existéncia de um triangulo qualquer

A condicao de existéncia de um tridngulo, cuja definicdo pode ser encontrada em
qualquer livro didatico, diz que: "Em qualquer tridngulo, cada lado é menor que a soma dos
outros lados".(IEZZI; DOLCE; MACHADO, 1993, p. 102).
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Esse conceito pode ser comprovado utilizando materiais concretos, como canudos
de plastico e alfinetes. Com este material os alunos foram orientados a realizar trés testes:

a) Primeiramente deveriam pegar dois canudos e corta-los ao meio, deixando o
outro inteiro. Em seguida, utilizando os alfinetes, unir suas pontas de modo a formar um
triangulo, o que nao foi possivel, pois a soma das medidas dos dois lados menores era igual
a medida do lado maior. Vejam figura 26:

Figura 26 — Condicao de Existéncia do Triangulo - 1

Fonte: Autoria prépria

b) O segundo teste foi cortar um pedago de um dos canudos menores do teste
anterior e em seguida tentar formar um tridngulo, o que também nao foi possivel, pois a
soma das medidas dos lados menores era menor que a medida do lado maior. Vejam figura
27:

Figura 27 — Condicao de Existéncia do Tridngulo - 2

Fonte: Autoria prépria

c¢) O ultimo teste foi pegar trés canudos, sendo que os dois menores quando unidos
linearmente deveria ser maior que o canudo maior e unir suas pontas com alfinetes formando
um triangulo. Desta vez sendo possivel, pois a soma das medidas dos lados menores era
maior que o lado maior, comprovando o conceito apresentado. Vejam figura 28:

4.3 Soma dos angulos internos de um triangulo

A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°. Este conceito é conhecido
como Lei Angular de Tales. Utilizando materiais simples como régua, compasso, lapis e



Capitulo 4. Teoria dos tridangulos com utilizagdo de material concreto 44

Figura 28 — Condicao de Existéncia do Triangulo - 3

Fonte: Autoria prépria

papel os alunos puderam comprovar este conceito. Foram orientados a desenhar um
triangulo em uma folha de papel, em seguida, usando papel colorido, a cortar os angulos e
encaixa-los sobre os angulos do tridngulo. Vejam figura 29:

Figura 29 — Angulos internos do triangulo

Fonte: Autoria prépria

Em seguida, foram orientados a retirar esses angulos em papel colorido e coloca-los
juntos de forma adjacente, formando um angulo de meia volta, ou seja, 180°. Comprovando,
na pratica, que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual a 180°. Vejam
figura 30:

Figura 30 — Soma dos angulos internos do triangulo

Fonte: Autoria prépria

Na avaliagéo diagnostica, pdde-se observar que este foi o Unico conceito relativo ao
estudo dos tridngulos que todos os alunos dominavam.
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4.4 Medida do angulo externo de um triangulo

Utilizando o mesmo material produzido no estudo anterior, os alunos cortaram
um angulo externo do triangulo, também em papel colorido, € puderam comprovar dois
conceitos.

O primeiro foi que em qualquer triangulo, um angulo interno e um angulo externo,
adjacentes, sao suplementares (soma é igual a 180°). Vejam figura 31:

Figura 31 — Angulo externo do triangulo - 1

Fonte: Autoria prépria

O segundo conceito comprovado, foi que a medida de um angulo externo é igual
a soma dos dois angulos internos ndo adjacentes. Para visualizar este conceito de forma
pratica, os alunos foram orientados a sobrepor os angulos internos nao adjacentes cortados
em papel colorido sobre o angulo externo, observando que se igualam. Vejam figura 32:

Figura 32 — Angulo externo de um triangulo - 2

Fonte: Autoria prépria

4.5 Teorema de Tales e a semelhanca de triangulos

Uma proposta interessante ao introduzir o estudo do Teorema de Tales é contar
a histéria de como Tales mediu a altura das Piramides do Egito. Os alunos conseguem
visualizar como a matematica se aplica na resolugcédo de problemas do cotidiano.

Nesta proposta, os alunos foram desafiados a resolver o seguinte problema:

Na rua onde se localiza a escola, ha fios nos postes que atravessam de um lado ao
outro da rua. Suponha que um caminhdo com uma carga alta com cerca de 4,40 metros
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de altura, altura maxima permitida segundo Resolugdo n° 318, de 05 de junho de 2009
do CONTRAN, va passar pela rua, porém, o motorista esta com receio da carga romper a
fiacdo. Como vocé pode ajudar o motorista utilizando seus conhecimentos matematicos?
Sera possivel o caminhdo passar pela rua da escola sem romper a fiagdo? Vejam figuras
33, 34 e 35:

Figura 33 — Alunos medindo a sombra do poste

Fonte: Autoria prépria

Figura 34 — Alunos medindo a sombra de uma estaca

Fonte: Autoria prépria
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Figura 35 — Resolucao da questao do caderno de um aluno

UY'H'Q.'QQ...

:

Fonte: Protocolo de pesquisa

Trabalhando dessa forma, um questionamento muitas vezes inconveniente e que
desagrada muito aos professores, que € a classica pergunta de onde vao usar o que estao
aprendendo na pratica pode ser evitado. Apos essa demonstracdo do Teorema de Tales,
fazer uma aplicacao mais ampla até a semelhanca de triangulos fica muito mais facil.

4.5.1 Reta paralela a um dos lados do triangulo

O Teorema de Tales também demonstra que quando retas transversais sao intercep-
tadas por um feixe de retas paralelas, estas sao divididas em partes proporcionais, esse
conceito € utilizado quando se trabalha com feixe de retas paralelas e transversais. Este
mesmo raciocinio é aplicado aos triangulos, pois qualquer reta paralela a um dos lados
de um triangulo, divide os lados intersectados por esta paralela em partes proporcionais.

Vejam figura 36:

Figura 36 — Teorema de Tales no triangulo

B c

Fonte: Autoria prépria

AD AE AD BD AD AB

= ou = ou =
DB FEC AFE EC AE AC
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4.5.2 Semelhanca de triangulos

Para que dois tridangulos sejam considerados semelhantes, estes devem atender a
dois quesitos:

* Os angulos internos correspondentes devem ser congruentes;
* Os lados correspondentes devem ser proporcionais.

Vejam figura 37:

Figura 37 — Quesitos da semelhanca de triangulos

Fonte: Autoria prépria

Nota-se que os triangulos AABC e AA'B’C’, os angulos correspondentes sdo con-
gruentes e os lados correspondentes proporcionais, logo:

Outro exemplo é o caso a seguir, em que o tridngulo é cortado por uma paralela a
um de seus lados, dando origem a outro tridngulo semelhante ao primeiro. Vejam figura 38:

Figura 38 — Semelhanca de triangulos 1

Fonte: Autoria prépria

No AABC, foi tragada a reta que passa pelos pontos D e E, paralela ao lado BC
do triangulo, formando outro triangulo AADE, é possivel notar que os angulos dos dois
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tridngulos sdo congruentes. Na figura 39, os dois tridngulos foram separados para melhor
observacéao, obtendo-se:

Figura 39 — Semelhanca de triangulos 2

Fonte: Autoria prépria

Os triangulos AABC e AADE sao semelhantes, portanto:

AB AC BC
AD AE DE

4.5.3 Teorema da bissetriz

4.5.3.1 Teorema da bissetriz interna

A bissetriz do angulo interno de um tridngulo divide o lado oposto em segmentos
proporcionais aos lados adjacentes. Vejam figura 40:

Figura 40 — Teorema da bissetriz interna

Fonte: Autoria prépria

Nesta figura, foi tracada a bissetriz do angulo C, desta forma obtém-se a seguinte
proporgao:

K| o

cC—
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4.5.3.2 Teorema da bissetriz externa

Se a bissetriz de um angulo externo de um tridngulo intersecta o prolongamento da
reta que contém o lado oposto, esta divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos
lados adjacentes. Vejam figura 41:

Figura 41 — Teorema da bissetriz externa

Fonte: Autoria prépria

Na figura, o AABC tem lados a, b e c, a bissetriz externa com D pertencente a reta
que passa pelos pontos B e C, assim temos que:
x

g
b

4.6 Teorema de Pitagoras

Este Teorema é uma importante ferramenta para a geometria. A demonstracao do
Teorema de Pitagoras pode ser realizada por meio de uma malha quadriculada. Inicialmente
denomina-se cada lado do tridngulo retangulo, os catetos sdo os lados que formam o angulo
reto e a hipotenusa o lado oposto ao angulo reto, que também é o maior lado. Nesta malha,
desenha-se um tridngulo retdngulo e em seguida um quadrado a partir de cada lado do
triangulo. Utilizando os quadradinhos menores da malha quadriculada, contam-se quantos
quadradinhos possui cada quadrado, obtendo-se a comprovacéo do Teorema de Pitagoras.
Vejam figura 42:
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Figura 42 — Demonstracao do Teorema de Pitagoras

a =p? +c? 4

4
Fonte:<http://www.estudokids.com.br/search/teorema+de+pit%C3%A1goras>

Nesta imagem pode-se observar que a area do quadrado formado pela hipotenusa
€ igual a soma das areas dos quadrados formadas pelos catetos. Neste caso nem ha
a necessidade de que os alunos saibam como calcular a area de quadrados, embora
ja conhecam, basta contar a quantidade de quadradinhos que compde cada quadrado
formado pelos lados do triangulo retangulo e em seguida fazer a soma e a igualdade, ou
seja 25=16+9. Verificando facilmente que a area do quadrado formado pela hipotenusa é
igual a soma da area dos quadrados formados pelos catetos, dai dando forma ao Teorema
de Pitdgoras como todos conhecem: "O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos
quadrados dos catetos".

Com o intuito de comprovar o Teorema de Pitagoras utilizando material concreto, os
alunos desenharam um triangulo retdngulo em uma folha de papel e formaram um quadrado
na hipotenusa a e nos catetos b e ¢, vejam figura 43. Em seguida, cortaram dois quadrados
de papel colorido que foram sobrepostos aos quadrados formados pelos catetos, vejam
figura 44. Por fim, esses dois quadrados formados pelos catetos foram sobrepostos sobre o
quadrado formado pela hipotenusa, vejam figura 45. Desta forma provou-se que a soma
das areas dos quadrados formados pelos catetos é igual a area do quadrado formado pela
hipotenusa.

Figura 43 — Comprovacgao do Teorema de Pitagoras 1

Fonte:Autoria prépria
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Figura 44 — Comprovagao do Teorema de Pitagoras 2

e — ]
Fonte: Autoria préopria

Figura 45 — Comprovacgao do Teorema de Pitdgoras 3

Fonte:Autoria prépria

4.6.1 Aplicagoes do Teorema de Pitagoras

a) Diagonal do quadrado:

Sendo ABCD um quadrado de lado a, para calcular a diagonal d aplica-se o Teorema
de Pitagoras no AABC. Vejam na figura 46 que: > = a®> + a*> = d*=2.a> = d = a/2

Figura 46 — Diagonal do quadrado

[]

A |— B

Fonte: Autoria prépria



Capitulo 4. Teoria dos tridngulos com utilizagdo de material concreto 53

b) Altura do tridngulo equilatero

Sendo ABC um triangulo equilatero de lado a, para calcular sua altura h aplica-se o
Teorema de Pitagoras no AAMC, em que M é o ponto médio da base BC. Vejam na figura

2 2 2 2 2
47quera® =h?+ L = a’hP+ L = hP=d?- L = pr=2 0 :>h=%g

Figura 47 — Altura do tridngulo equilatero

Fonte: Autoria prépria

4.7 Demais contetdos relativos ao estudo dos triangulos

Os conteudos relativos ao estudo dos triangulos apresentados neste capitulo, sao
aqueles em que foram utilizados meios ludicos de exposi¢cdo. Com a utilizagdo de materiais
concretos, os conceitos foram testados e comprovados. Também foram utilizadas situagdes
problema para que os alunos testassem na pratica os conhecimentos adquiridos.

Os demais conteudos foram expostos na forma de aula expositiva, com a utilizagao
de recursos audio visuais e do programa Geogebra. Esses contetudos e a forma como foram
apresentados aos alunos, podem ser vistos no apéndice C.

4.8 Exercicios e avaliacao

Durante o estudo da teoria dos triangulos, varios exercicios do proprio material
didatico utilizado pelos alunos foram trabalhados, como forma dos alunos fixarem os conhe-
cimentos que estavam adquirindo. Estes exercicios serviram como forma de preparagao
para que realizassem a avaliagéo final, aplicada no final do projeto, cujos dados foram
devidamente analisados e serao mostrados posteriormente.
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Capitulo 5

Construcao da ponte de espaguete e o
ensaio de destruicao

A competigdo para construcdo e teste de cargas em pontes feitas de macar-
rao é uma proposta que algumas Universidades do Brasil e do mundo fazem
aos seus alunos de Engenharia, com o intuito de motiva-los a empregar os
conhecimentos obtidos em sala de aula na pratica. No geral, através de
analises e pesquisas, o desafio € demonstrar passo a passo a construgao
do protétipo de uma ponte feita de macarrdo bem como o esbogo do projeto,
célculos utilizados e o ensaio destrutivo para verificar a quantidade maxima
de carga suportada. (JUNIOR et al., 2012, p. 4)

Claro que os alunos do ensino fundamental e médio ndo possuem os conhecimentos
de engenharia para demonstrar corretamente todos os calculos que envolvem a constru-
cdo de uma ponte, mostradas na construcdo de pontes de macarrdao. Entretanto, para
desenvolvé-la fizeram pesquisas, utilizaram conhecimentos basicos de fisica e, sobretudo,
de matematica adquiridos até o momento e assim como os antigos construtores, utilizaram
sua intui¢do, raciocinio légico, os conhecimentos construidos nas fases anteriores do projeto,
experimentos e testes para construir suas pontes de macarrao.

5.1 Breve estudo das estruturas de pontes

As pontes, que sdo vistas e utilizadas no dia a dia por onde todos passam, sao
classificadas pela engenharia em trés tipos. A maior diferenca entre elas é a distancia que
podem cruzar entre dois lados, ou seja, cada uma é adequada a uma distancia a qual a
ponte deva interligar. Os tipos de pontes sdo os seguintes:

a) Ponte em Viga: sdo as mais primitivas, foram as primeiras a serem construidas
pelo homem e sdo adequadas a interligar pequenas distancias, sendo também, as mais
faceis de serem calculadas e construidas. Podem também ligar médias e grandes distancias
utilizando varios vaos, que é a distancia entre seus pilares. Podemos observar um tipo de
ponte em viga na figura 48.
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Figura 48 — Ponte em Viga: (Terceira Ponte - Vitéria-ES)

Fonte: <http://megaengenharia.blogspot.com.br/2012/05/terceira-ponte-vitoria.html>

b) Ponte em Arco: sdo mais adequadas a ligar médias distancias. Vejam figura 49:

Figura 49 — Ponte em arco: (Ponte Sydney Harbour Bridge - Australia)

SSFaramirgi

AT

Fonte: <https://www.tripadvisor.com.br/LocationPhotoDirectLink-g255060-d257355-i70504802-Sydney-
Harbour-Bridge-Sydney-New-South-Wales.html>

c) Ponte Suspensa: sdo adequadas a interligar distancias maiores. Vejam figura 50:

Figura 50 — Ponte suspensa: (Ponte Golden Gate - San Francisco - EUA)

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ponte_Golden_Gate>

Como a construcao da ponte de macarrao serve apenas para uma demonstragao
e ndo possui a pretensao de fazer a ligagdo de grandes distancias, os alunos puderam
escolher o tipo de ponte que desejassem construir, sendo frisado que as pontes de viga sao
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as menos complicadas de se construir. Para ajudar nessa escolha, os alunos receberam
um bom embasamento sobre trelicas, pontes trelicadas, suas classificagées e as forgas que
atuam sobre elas.

5.2 Partes de uma estrutura trelicada

Nas estruturas trelicadas, as vigas, que séo as travessas horizontais, recebem o
nome de banzo, os componentes verticais sdo denominados tecnicamente de montantes e
tém por finalidade interligar o banzo superior ao inferior. Para que as estruturas ganhem
maior rigidez, os montantes recebem um travamento triangular através das diagonais
formando as tesouras. Os pontos onde os montantes e as diagonais se unem nos banzos
inferior e superior sdo denominados noés. Observem figura 51:

Figura 51 — Ponte suspensa: Estrutura Trelicada

No6 Banzo :
& /" Superior Diagonal
.f_r_ .";_,
7
R‘
AN N

. Banzo \ i
. Apoio Inferior . Montante

Fonte: <https://estagioconstrucaonavalipufrj.wordpress.com/2012/08/page/2/>

5.3 Breve estudo da trelicas e forcas que atuam sobre elas

Todos os tipos de pontes lidam com duas forgas importantes: as forgas
de compressao e de tragdo. A forga de compressao age para comprimir
ou diminuir a coisa sobre a qual esta agindo e a forga de tragao age para
expandir ou aumentar a coisa sobre a qual estd agindo. Quando estas
forgas estdo desconexas ha o risco de que a estrutura entorte ou rache. A
estrutura corre o risco de entortar quando a forga de compresséo ultrapassa
a habilidade de um objeto em lidar com essa compressao e racha quando
ha excesso de tragao sobre o objeto. Para que isso ndo ocorra deve-se
espalhar, distribuir a forga por uma grande area, fazendo com que nenhum
ponto tenha de suportar o impacto da forga concentrada, tirando esta
concentragao de um ponto e distribuindo pela area projetada, a estrutura é
capaz de suportar a forga. (JUNIOR et al., 2012)

As forcas que vao agir sobre a estrutura, sobretudo as de tragdo e compressao serao
distribuidas sobre os nos, fazendo com que a estrutura ndo entorte nem rache. Chama-se
estrutura trelicada todo esse conjunto de nés onde as forcas citadas vao agir.
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Na figura 52, visualiza-se a distribuicdo da acao das forcas de compressao e tracao
sobre todo esse conjunto de nds, ou seja, sobre a estrutura trelicada:

Figura 52 — Forgas de tracdo e compressao

C E G | L

Fonte: <http://tamarindoeng.blogspot.com.br/2015_05_01_archive.html>

O tamanho da viga, e, especialmente, sua altura controla a distancia que
essa viga pode atingir sem precisar de uma nova coluna. Ao aumentar a
altura da viga, ha mais material para dissipar a tragdo. Para criar vigas
bem altas, os projetistas de pontes adicionam redes de apoio ou tesouras
a viga da ponte. Essa tesoura de suporte adiciona rigidez a viga existente,
aumentando bastante sua capacidade de dissipar tanto a compressao como
a tragdo. Assim que a viga comegar a comprimir, a forga sera dissipada por
meio da tesoura. (JUNIOR et al., 2012)

O que € uma tesoura? As tesouras nada mais sao do que um tipo de trelica. Mas o
que é uma trelica? Trelicas sao estruturas compostas de elementos ligados em conjunto para
formar uma estrutura rigida, em sua maioria, esses elementos sao tridngulos interligados,
capazes de suportar e transportar as forgas de tragcdo e compressao de modo equilibrado,
de forma a ndo permitir que a estrutura entorte ou quebre. Nao é sé na construcao de pontes
que as trelicas sao utilizadas, este recurso € muito utilizado na construcédo de telhados,
galpdes, estadios, guindastes, torres de alta tenséo, cobertura de quadras poliesportivas,
entre outras.

5.4 Pontes trelicadas

5.4.1 Classificagcao quanto ao posicionamento do convés

Viu-se anteriormente que os tipos de ponte existentes sdo as pontes de viga, pontes
de arco e as pontes suspensas. Todos estes tipos de pontes podem ser construidas usando
o sistema estrutural de trelicas, sendo que as pontes, seja de que tipo forem, recebem
uma nova classificagcao, desta vez quanto as cordas, ou seja, quanto ao posicionamento
do convés, também conhecido como tabuleiro, nome técnico da plataforma sobre a qual
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o fluxo de pedestres ou meios de transporte vao transitar. Portanto, quanto as cordas, ou
posicionamento do convés, as pontes trelicadas sao classificadas da seguinte forma:

a) Ponte completamente trelicada: estdo entre as mais usuais, nelas o convés, que
€ a plataforma por onde transitam os meios de transporte e pedestres, se localiza no banzo
inferior da trelica, muito utilizada em pontes de ferrovias. Vejam figura 53:

Figura 53 — Ponte completamente trelicada

Fonte: <http://www.novaromadosul.rs.gov.br/atrativos_int.php?id=4>

b) Ponte de trelica pbnei: sdo as menos usuais, na verdade até raras de se ver. Sao
as pontes de trelica em que o convés ou plataforma se encontra na parte central da treliga,
ou seja, na mediatriz das estruturas verticais da treliga. Vejam figura 54:

Figura 54 — Ponte de treligca pbnei

Fonte: <http://www.ufsj.edu.br/noticias_ler.php?codigo_noticia=1740>

c) Ponte de trelica convés: também estdo entre as mais usuais, sdo as pontes
trelicadas em que o convés ou plataforma de encontra sobre o banzo superior das trelicas.
Vejam figura 55:
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Figura 55 — Ponte de trelica convés

Fonte: <http://www.ebah.com.br/content/ABAAAfwmYAB/rm-ii-3-trelica>

d) Pontes de trelicas mistas: sdo as pontes que possuem partes de um tipo e partes
de outro tipo, na imagem abaixo pode-se observar uma ponte em que no vao central ela é
completamente trelicada e nas extremidades é de trelica convés. Vejam figura 56:

Figura 56 — Ponte de trelica mista

Fonte: <http://www.lem.ep.usp.br/pef2309/antigo/2002.1/2002pontes/Pontes%20-
%20Estradas%20de%20Ferro.htm>

5.4.2 Tipos de pontes trelicadas

Existem varios tipos de pontes trelicadas, os mais conhecidos e utilizados podem ser
observados na figura 57. Porém, podemos visualizar por onde passamos, pontes trelicadas
distintas das que serdo apresentadas, mas que utilizam estas como base. Os tipos de
pontes trelicadas, em relacdo ao tipo de trelica utilizada na sua construgcado, podem ser

classificadas da seguinte forma:
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Figura 57 — Tipos de pontes trelicadas

Fonte: <http://www.ppgec.ufrgs.br/segovia/espaguete/papo_ptrelicadas.html>

Os alunos tiveram a oportunidade de visualizar esta imagem, sendo orientados a
observar as caracteristicas de cada tipo para que pudessem escolher o melhor tipo de ponte
para construirem.

5.5 Critérios para a construcao das pontes trelicadas

Obviamente, o objetivo deste trabalho nao € fazer com que os alunos saibam fazer
todos os calculos de estrutura de construcao civil, principalmente de pontes, e sim de
mostrar na pratica o emprego dos conteudos estudados em sala de aula, mesmo por que
sdo alunos de ensino fundamental e médio e ndo académicos do curso de Engenharia Civil.

Inicialmente os alunos foram orientados a pesquisar e assistir videos na internet,
sendo indicado pelo professor os seguintes links:

https://www.youtube.com/watch?v=wQhtyc9phxY;
https://www.youtube.com/watch?v=stNxYpXWbO0U;
https://www.youtube.com/watch?v=JjGgZJWV9Sc

Todos os videos séo referentes a construgéo de pontes de macarréao e competi¢cao
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de destruicao destas pontes, como forma de despertar ainda mais o interesse dos alunos,
além de dar um embasamento para que pudessem escolher o tipo de ponte que iriam
construir, elaborando e executando seus projetos.

Esse trabalho de pesquisa foi escrito e entregue pelos alunos, vejam figura 58,
e avaliado pelo professor, para posteriormente darem inicio a constru¢cao das pontes de
espaguete.

Figura 58 — Trabalhos escritos dos alunos

Fonte: Autoria prépria

Desta forma, foram orientados a seguir alguns critérios para projetar e construir suas
pontes de espaguete, da seguinte forma:

1. Utilizar conceitos béasicos de Fisica, como a distribuicao do peso sobre a superficie,
mesmo principio dos homens que deitam em camas de prego, para distribuir a carga de
peso sobre cada né da trelica, assim seus projetos deveriam verificar o numero de trelicas
que utilizariam para suportar a carga desejada;

2. Escolher um dos tipos de pontes treligadas mostradas anteriormente e projetar as
pontes desenhando-as em uma cartolina para servir-lhes de molde, utilizando os conhe-
cimentos adquiridos sobre a teoria dos triangulos como: triangulos equilateros, triangulos
isosceles, triangulos retangulos, segmentos notaveis, entre outros;

3. Projetar uma ponte simétrica fazendo com que as forgas de compressao e tragao
possam estar em harmonia.
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5.6 Etapas de construcao das pontes de espaguete

Para a confeccdo das pontes de espaguete, os alunos foram divididos em grupos de
8 alunos. Ao final, as pontes seriam expostas e avaliadas quanto a dois critérios: a ponte
mais bem construida utilizando os conhecimentos de geometria e teoria dos tridngulos e
a ponte que suportasse a maior carga de peso em um ensaio destrutivo, havendo uma
premiacao para os melhores trabalhos, considerando os dois critérios.

5.6.1 Material utilizado

Para a construcéo da ponte de macarréo, os alunos tiveram que dispor do seguinte
material: macarrdao espaguete tipo 8, cola quente, pistola de cola quente, cola branca, pincel,
durepox, lixa, cartolina, fita adesiva, tubo pvc, lapis, estilete e régua.

Cabe lembrar que ha registros de pontes feitas com outros materiais, como palitos
de churrasco, por exemplo. E um material mais facil de manusear, mais rigido, porém menos
estimulante para a competigcéo.

5.6.2 Construcao das pontes de espaguete

O primeiro passo foi a escolha da geometria da ponte, o tipo de ponte que iriam
construir dentre os modelos apresentados, podendo também usar a criatividade, ndo
esquecendo dos critérios previamente estabelecidos.

Em seguida passaram a elaborar seus projetos desenhando suas pontes em uma
cartolina para servir-lhes de molde. Na figura 59, pode-se observar o projeto de um grupo
usando os conhecimentos de triangulos:

Figura 59 — Projeto da ponte de espaguete

Fonte: Protocolo de pesquisa

Neste projeto, pode-se visualizar que o aluno trabalhou com varios conteudos
estudados, como triangulos isdsceles, equilateros, retangulos, soma dos angulos internos,
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medida de angulo externo, semelhanca, razdes trigonométricas, Teorema de Pitagoras,
Teorema de Tales, congruéncia, entre outros.

Em seguida os alunos confeccionaram o material a ser utilizado na construcao de
suas pontes, vejam figura 60. Inicialmente colaram os fios de espaguete com cola branca
em quantidade entre 5 em 5 a 10 em 10 fios e deixaram secar.

Figura 60 — Preparagao do material

Fonte: Autoria prépria

Apds todo o material estar preparado, cada parte foi cortada conforme o molde
desenhado e os alunos iniciaram a montagem das pontes, vejam figuras 61 e 62. A principio
construiram as partes laterais em duplicidade, em seguida as laterais foram unidas em seus
banzos inferiores e superiores dando forma a ponte. Cada parte da ponte foi unida em seus
nés utilizando cola quente e apds toda a ponte ficar pronta, os nés receberam um reforgo
com massa de solda tipo durepox.

Figura 61 — Corte das pegas da ponte de espaguete

Fonte: Autoria prépria
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Figura 62 — Montagem da ponte

Fonte: Autoria prépria

5.6.3 Exposicao das pontes de espaguete e a competicao

Apés todas as pontes estarem prontas, estas foram expostas, vejam figura 63, e
os alunos fizeram uma breve explicagdo de seus trabalhos para alunos de outras séries,
explicando como a forma triangular, na forma de trelicas, € capaz de suportar grandes
cargas. Inclusive indicando que, embora o macarréo seja um material de extrema fragilidade,
quando utilizado na forma de trelicas, é capaz de suportar cargas desproporcionais a sua
resisténcia, claro que considerando certas limitagdes.

Figura 63 — Exposicao das pontes de espaguete

Fonte: Autoria prépria
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Como ultima etapa do trabalho, foi realizado o ensaio destrutivo das pontes, vejam
figura 64, colocando sobre cada uma delas, uma carga de peso até que a ponte quebrasse.
A ponte vencedora deste ensaio suportou um peso de cerca de 21 kg.

Figura 64 — Ensaio de destruicdo das pontes de espaguete

Fonte: Autoria prépria

A premiagao foi distribuida sobre dois critérios: ponte mais bem construida utilizando
0s conhecimentos adquiridos e ponte que suportou a maior carga. Na figura 65 temos a
equipe vencedora e premiada nos dois critérios.

Figura 65 — Equipe vencedora

Fonte: Autoria prépria
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5.7 Avaliacao Final

Como forma de avaliar todo o trabalho realizado e verificar se o objetivo de propor-
cionar uma aprendizagem significativa e consistente tinha sido atingido, foi aplicada aos
alunos uma avaliagdo com 25 questdes objetivas, que pode ser visualizada no apéndice B,
sobre o estudo dos triangulos, no valor de 10 pontos. Nesta avaliacédo, as questdes foram
baseadas nas habilidades e competéncias que devem possuir de acordo com os descritores.
Os descritores avaliados foram os seguintes:

a) Ensino Fundamental:

» D3 (descritor 3): Identificar propriedades de tridngulos pela comparacao de medidas
de lados e angulos. (questdes 1 a 7)

» D7 (descritor 7): Reconhecer que as imagens de uma figura construida por uma
transformacao homotética sdo semelhantes, identificar propriedades e/ou medidas que se
modificam ou n&o se alteram. (questdes 8 a 10)

» D10 (descritor 10): Utilizar relacdes métricas no tridngulo retangulo para resolver
problemas significativos. (questdes 11 a 16)

b) Ensino Médio:

» D2 (descritor 2): Reconhecer aplicagbes das relagées métricas do tridngulo retan-
gulo em um problema que envolva figuras geométricas planas ou espaciais. (questdes 17 a
20)

» D5 (descritor 5): Resolver problemas que envolvam razdes trigonométricas no
tridangulo retangulo. (questdes 21 a 25)

A avaliagao final foi realizada pelos mesmos 72 alunos que fizeram a avaliagao
diagnostica. Os alunos que faltaram no dia da aplicacao, fizeram em outro momento. Na
andlise dos resultados, os alunos foram classificados utilizando-se os mesmos critérios da
avaliacao diagnéstica. Vejam os resultados na tabela 3:

Tabela 3 — Resultados da avaliacao final

NIVEL NUMERO DE ALUNOS PORCENTAGEM
ABAIXO DO BASICO 04 aproximadamente 5,5%
BASICO 12 aproximadamente 16,7%
PROFICIENTE 30 aproximadamente 41,7%
AVANCADO 26 aproximadamente 36,1%

Fonte: Autoria prépria

Pode-se verificar claramente que a melhoria dos resultados, se comparados com
a avaliacao diagnostica, foi muito satisfatério, pois conseguiu-se retirar um nimero muito
grande de alunos dos niveis mais baixos (abaixo do basico e basico), colocando-os nos
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niveis mais elevados (proficiente e avancado). Isso é reflexo de uma aprendizagem signifi-

cativa e consistente.

Além das questdes relativas ao estudo dos triangulos, os alunos responderam 5
perguntas sobre o trabalho desenvolvido, sobretudo sobre a construgdo das pontes de
espaguete, obtendo os seguintes resultados:

1) Este trabalho contribuiu para a mudanca da sua visao sobre a importancia da
geometria no dia a dia”?

Sim: 72 alunos Nao: Nenhum aluno
2) A metodologia utilizada neste trabalho contribuiu para sua aprendizagem?
Sim: 72 alunos Nao: Nenhum aluno

3) A competicao de Pontes de Espaguete proporcionou a aplicagao na pratica dos
conhecimentos sobre triangulos?

Sim: 70 alunos N3o: 2 alunos

4) Vocé gostaria de participar novamente de uma competicao de Pontes de Espa-
guete?

Sim: 64 alunos Nao: 8 alunos

5) Que outra contribui¢ao este trabalho, principalmente a construgdo da Ponte de
Espaguete, Ihe proporcionou?

Como esta questéao foi aberta, foram consideradas as trés respostas mais frequentes:
Passei a gostar de matematica: 20

Ajudou a definir minha escolha profissional: 21

Passei a gostar de geometria: 14

Nada: 2

Outras: 15

Os resultados destes cinco questionamentos, demonstram que o trabalho proposto
atingiu seus objetivos, pois todos os alunos passaram a reconhecer a importancia da geo-
metria no mundo a sua volta. Quanto ao procedimento metodoldgico, todos reconheceram
que contribuiu para uma melhor aprendizagem. Em relagdo a construgdao e competigdo das
pontes de espaguete, a grande maioria reconheceu que a pratica contribuiu muito para a
aprendizagem. Cabe ressaltar que muitos alunos e alunas despertaram o interesse pela
engenharia ou outro curso na area das ciéncias exatas apos a realizacao deste trabalho.
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A experiéncia com a realizagao deste trabalho foi muito gratificante e serviu para
comprovar que os professores podem ensinar de forma mais eficaz, proporcionando aos
alunos uma aprendizagem significativa. O estudo da geometria oferece um leque muito
grande de opg¢des para ensinar com sentido, pois através dela muitos conceitos matematicos
sdo comprovados e demonstrados.

A realizagao do estudo dos triangulos utilizando os procedimentos metodolégicos
propostos, colocando-se o professor como mediador neste processo de ensino e aprendiza-
gem, proporcionou que os alunos fizessem suas préprias descobertas e conclusdes, desta
forma conseguiram aprender de forma pratica e consequentemente apreender o que foi
estudado. Isso proporcionou uma grande mudanga na visdo dos alunos acerca do estudo
da geometria.

Na construgao das pontes, foi possivel observar o brilho nos olhos dos alunos e o
entusiasmo ao aplicarem o que aprenderam de forma pratica. Ao deixarmos as aulas mera-
mente expositivas em segundo plano, dando protagonismo a atividade pratica no laboratério,
os alunos tiveram a oportunidade de verificar na pratica como as coisa acontecem, como
0s conceitos matematicos sdo aplicados no mundo real. Mesmo assim, muitos ainda eram
céticos em relacao a resisténcia das pontes de espaguete, achando que estas quebrariam
no primeiro contato, ceticismo que foi por 4gua abaixo nos primeiros ensaios de destruicao
das pontes.

Na elaboragao dos projetos das pontes, os alunos tiveram a oportunidade de aplicar
todos os conhecimentos tedricos sobre a geometria dos triangulos, sobretudo semelhanga,
classificacao dos tridngulos quanto as medidas dos lados e angulos, Teorema de Pitdgoras,
razdes trigonométricas, medida de angulo externo, entre outros.

No capitulo 4, mostramos os resultados da avaliacdo diagnéstica, cuja finalidade era
ter uma visdo dos conhecimentos que os alunos haviam assimilado nas séries anteriores
acerca da teoria dos triangulos, resultados nada animadores. Ja no capitulo 5, mostramos
os resultados da avaliacao final aplicada apés todo o desenvolvimento do trabalho proposto.
Na tabela 4, podemos fazer uma comparacao entre os resultados obtidos em ambas
as avaliagOes e facilmente observa-se um grande avango na assimilagdo dos conteudos
propostos.
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Tabela 4 — Comparativo de resultados

NIiVEL AVALIACAO DIAGNOSTICA | AVALIACAO FINAL
ABAIXO DO BASICO 21% 5,5%
BASICO 50% 16,7%
PROFICIENTE 18% 41,7%
AVANCADO 11% 36,1%

Fonte: Autoria prépria

Podemos observar uma melhora significativa na aprendizagem, pois houve uma
reducao significativa no percentual de alunos nos dois niveis mais baixos e, consequente-
mente, um aumento, também significativo, do percentual de alunos nos dois niveis mais
altos de aprendizagem.

Os resultados mostram que os objetivos propostos pelo trabalho foram plenamente
atingidos, afinal, além de terem obtido um aprendizado consistente, despertou-se nos alunos
o interesse pelo estudo da geometria. Os alunos reconhecem agora, que a geometria esta
muito presente no dia a dia, muito mais do que imaginavam antes, inclusive despertando
em muitos alunos que ainda ndo haviam decidido que carreira se dedicar, o interesse pela
engenharia.

O estudo realizado neste trabalho ndao deve se esgotar aqui. Deve sim servir para
despertar nos professores e estudantes que tiverem a oportunidade de conhecé-lo, o
interesse pela pesquisa. Como as possibilidades que a geometria nos oferece a pesquisa
sao muito amplas, o interesse é aprofundarmos mais neste estudo em trabalhos futuros, em
outros niveis de conhecimento, sempre com o intuito de proporcionar uma aprendizagem
cada vez mais so6lida. Uma proposta seria a de buscar uma adaptacédo dos calculos de
estruturas de construcao civil aos niveis de ensino médio.
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T UNIVERSIDADE ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE “DARCY RIBEIRO’
\ 2 ; A
A /h 2\ | MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL A
- MESTRANDO: GUILHERME COELHO MACHADO A‘AA‘A
UENF ORIENTADOR: GERALDO DE OLIVEIRA FILHO
, PROFMAT
ALUNO: SERIE/TURMA:
AVALIAGAO DIAGNOSTICA PARA O ALUNO

Caro(a) Aluno(a),

Esta ndo é uma avaliagdo na qual sera atribuida uma nota, ela é parte da pesquisa da Dissertagcdo do Mestrado Estudo dos
Tridngulos e sua importancia na composigdo de estruturas trelicadas aplicadas a competi¢do de pontes de espaguete. Suas respostas
sdo muito importantes para a fase exploratéria deste estudo, e estarédo sob sigilo.

Esta avaliagdo visa dar uma nogéo sobre conhecimentos relativos ao estudo dos tridangulos adquiridos e assimilados no
ensino fundamental e até aqui no ensino médio. S&o exercicios muito simples sem grandes problematizagées.

Peco gentilmente que responda as questdes.

Desde ja, agradecgo-lhe por sua colaboragéo!

1) Utilizando uma régua, meca os lados dos tridangulos abaixo e classifique-os quanto a medida dos lados:

2 °) /\ ) i E

2) Classifique os triangulos abaixo quanto a medida dos angulos se achar melhor use um transferidor):

| AN

3) Calcule o valor do angulo desconhecido nos triangulos abaixo?

a) b)
0° 2X

65° X X

4) Calcule o valor desconhecido nos tridangulos abaixo?

JANEEVAN




Indlque o caso de congruéncia de cada par de tridngulos abaixo:

b) 4cm
30°
120° 120°
30°
4 cm
c) d) 10cm
0 Q 302~"5cm 6cm
5cm 8cm

6) Em cada triangulo abaixo indique qual ceviana esta tragada e o respectivo ponto notavel P:

a) b)

c) d)




7) Calcule o valor de x nas figuras abaixo:

a)

6cm

15¢cm

Ocm

b)

9cm

2cm

2cm

8) A figura mostra um edificio que tem 15 m de altura, com uma escada colocada a 8 m de sua base ligada ao topo do

edificio. Calcule o comprimento desta escada:

NINY
NININ
NININ

=

15m

9) Um prédio projeta sobre o solo uma sombra de 6m. No mesmo instante uma pessoa de 1,80m projeta sobre o solo uma

sombra de 0,6m. Qual a altura do prédio?

10) Calcule o valor de x no triangulo abaixo:

9cm 4cm




11) Calcule o valor de x na figura abaixo:

x+2

Adem

3cm

12) Calcule o valor de x nos tridngulos abaixo: (Dados: sen 37°=0,60 cos 37°=0,80 tg 37°=0,75)

A

37°

13) Abaixo apresentamos em cada item trés medidas. Em qual delas é possivel a construgdo de um tridngulo
usando estas medidas?

| -3cm, 6cm, 5cm
II-5cm, 7cm, 12cm
Il - 5cm, 7cm, 10cm
IV - 5cm, 5cm, 5cm

a) Somente |
b) I el
c)lelv

d) Nenhum
e) Todos
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UENF

ALUNO:

UNIVERSIDADE ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE “DARCY RIBEIRO”
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL N
MESTRANDO: GUILHERME COELHO MACHADO

ORIENTADOR: GERALDO DE OLIVEIRA FILHO

AAA
AAA‘A
. PROFMAT
SERIE/TURMA:

AVALIAGAO FINAL PARA O ALUNO

Caro(a) Aluno(a),

Esta ndo é uma avaliagdo ¢ parte da pesquisa da Dissertagdo do Mestrado Estudo dos Triangulos e sua importancia na

composigdo de estruturas treligadas aplicadas a competi¢do de pontes de espaguete. Suas respostas sdo muito importantes para a

conclusdo deste estudo.

Esta avaliagdo visa verificar os conhecimentos relativos ao estudo dos triangulos adquiridos e assimilados durante este

projeto. Sao exercicios baseados nos descritores, habilidades e competéncias que devem possuir..

Peco gentilmente que responda as questdes com bastante atengéo.

Desde ja, agradecgo-lhe por sua colaboragéo!

1) Observe o triangulo abaixo.

X+10°

110°
X

O valorde x é
(A) 110°
(B) 80°
(C) 60°
(D) 50°

2) Duas escadas estdo encostadas em dois
muros, como mostra na figura abaixo.

- 20m

Quanto medem os angulos formados pela escada
maior e menor encostadas no muro.

(A) 90° e 90°.

(B) 50° e 48°.

(C) 40° e 42°.

(D) 3° e 2°.

3) A figura abaixo & um tridngulo utilizado para
sinalizagdo de transito. E denominado de
triangulo equilatero.

Com relacao aos angulos e lados, podemos

afirmar:

(A) todos os angulos e lados diferentes;

(B) todos os angulos congruentes e lados
diferentes entre si.

(C) todos os angulos e lados congruentes.

(D) dois angulos congruentes e todos os lados
diferentes.

4) (SIMAVE). A figura, abaixo, representa uma
peca de madeira em que um dos lados mede 20
cm e cada um dos angulos assinalados mede
50°.

20 cm X

50° 50°

Nessa peca, quanto mede o lado indicado pela
letra x?

A) 20 cm

B) 30 cm

C) 50 cm

D) 70 cm




5) Na figura a seguir, o segmento BC ¢ paralelo
ao segmento B’C’.

A

.'
|

X 12cm

|
|
B .1— c
|
|
|

8cm| 32 cm

|
|
f
B! c
A medida do lado AB’ do tridngulo menor é

(A)1cm.

(B) 2 cm.

(C) 3 cm.

(D) 4 cm.

6) O telhado de algumas casas tem o formato de
um tridngulo is6sceles.

Madeiramento do telhado ou "tesoura™

Com relagdo aos angulos e lados, podemos
afirmar:

(A) possui todos os angulos congruentes

(B) possui todos os lados congruentes.

(C) possui dois angulos e dois
congruentes.

(D) possui todos os angulos diferentes entre si.

lados

7) De acordo com o tridngulo abaixo, assinale a
alternativa correta:

: 9
Aﬁﬁo 350 z:
(A) O valor de x € 90°
retangulo.

(B) O valor de x & 80°
acutangulo.

(C) O valor de x é 75°
escaleno.

(D) O valor de x é 55°
isosceles.

e este é um tridngulo
e este é um tridngulo
e este é um triangulo

e este é um tridngulo

8) (Prova Brasil). A professora desenhou um
triangulo, como no quadro abaixo.

f

S5cm

Em seguida, fez a seguinte pergunta: — "Se eu
ampliar esse tridngulo 3 vezes, como ficardo as
medidas de seus lados e de seus angulos?”
Alguns alunos responderam:

Fernando: — “Os lados ter&o 3 cm a mais cada
um. Ja os angulos serao os mesmos.”

Gisele: — “Os lados e angulos terdo suas
medidas multiplicadas por 3.”

Marina: — “A medida dos lados eu multiplico por
3 e a medida dos angulos eu mantenho as
mesmas.”

Roberto: — “A medida da base sera a mesma
(5cm), os outros lados eu multiplico por 3 e
mantenho a medida dos angulos.”

Qual dos alunos acertou a pergunta da
professora?

(A) Fernando
(B) Gisele
(C) Marina
(D) Roberto

9) Observe os triangulos | e |l representados
abaixo.

3m 6m
30°

30°
Triangulo Il

Triangulo |

O tridngulo | tem 6 m? de area, quanto mede a
area do triangulo 11?

A) 12 m?

B) 18 m?

C)20 m?

D) 24 m?




10) (Projeto con(seguir)). Na figura, BC//DE,
AB=15m,AD =5m, AE=6 m.

A
D /\ E
B C
A medida do segmento CE &, em metros:

(A)6

(B) 10

(C)12

(D) 18

11) (Saresp 2007). Pipa é um quadrilatero que
tem dois lados consecutivos e dois angulos
opostos com medidas iguais. Observe a figura: os
lados e angulos congruentes estdo marcados de
forma igual. Para construir uma pipa de papel de
seda séo colocadas duas varetas
perpendiculares, nas diagonais do quadrilatero.
Quantos centimetros de vareta, no minimo, foram
usados para construir a pipa representada na
figura?

(A) 41
(B) 45

(C) /569 + 24
(D) /569 +10

12) (saresp 2007). Um retangulo tem dimensdes
6cm e 8cm. A diagonal desse retdngulo, em
centimetros, é

(A) 10
(B) 9,8
(C) 9,5
(D)9

13) (Saresp 2007). A medida da diagonal D de
um quadrado de lado x é
X

- -

X
(A) 5
(B) x

(C) x2
(D) 3x

14) (GAVE). A Marta esta a brincar com um
papagaio.

Sabendo que o papagaio se encontra a 7 metros
de altura e que a Marta esta a 24 metros de
distdncia da sombra do papagaio, indica quanto
mede o fio que o segura.

(A) O fio mede 23 metros
(B) O fio mede 25 metros
(C) O fio mede 31 metros
(D) O fio mede 35 metros

15) (Projeto con(seguir)). Brincando com um
pedaco retilineo de arame, Jodo foi fazendo
algumas dobras, até que o arame ficasse
conforme mostrado na figura.  Dobrou
primeiramente no ponto B, em seguida no ponto
C, e por ultimo, no ponto D, formando o
segmento DB.




A 5cm B X C
=] /
7
8 cm 10 cm
,/
D

Sabendo-se que apds formar a figura ndo houve
nenhuma sobra, pode-se afirmar que o
comprimento desse pedaco retilineo de arame é:

(A) 29 cm
(B) 25 cm
(C) 28 cm
(D) 23 cm

16) (OBMEP). Uma formiga esta no ponto A da
malha mostrada na figura.

A malha é formada por retdngulos de 3 cm de
largura por 4 cm de comprimento. A formiga s6
pode caminhar sobre os lados ou sobre as
diagonais dos retdngulos. Qual &€ a menor
distancia que a formiga deve percorrer para ir de
A até B?

B
3
A 4
(A)12cm
(B) 14 cm
(C)15cm

(D) 18 cm

17) A figura ABCD abaixo é um reténgulo e o
segmento EF é paralelo ao lado AD.
A

D
6m
F- (& .
8m % 4E
9m
B - iC

Qual é o comprimento do segmento EG,
indicado por x?

(A)5m

(B)7m

(C)11m

(D)12m

18) Um fazendeiro quer colocar uma tabua em
diagonal na sua porteira.

1,2m

Sabendo que a folha da porteira mede 1,2m por
1,6m. O comprimento Dessa tabua é:
(A) 2,8m
(B)2m
(C)0,8m
(D) 1,92m

19) Um marceneiro fixou uma tadbua de passar
roupa perpendicular a uma parede, a 0,90 metros
do chdo. Para aumentar a resisténcia, ele
colocou dois apoios, como mostra a figura
abaixo.

Parede

tébua de passar roupa




M

O comprimento “x” do apoio menor &
A) 0,42
B) 0,48
C) 0,72
D) 0,75

20) (Saresp 2007). A altura de uma arvore é 3 m
e ela estd a 20 m de um edificio cuja altura & 18
m.

{1111 K
i
T,
[

20m

A distancia entre o ponto mais alto da arvore e o
ponto mais alto do edificio é

(A)15m

(B) 18 m

(C)20m

(D) 25 m

21) Para se deslocar de sua casa até a sua
escola, Pedro percorre o trajeto representado na
figura abaixo.

4

4 km

l 60° "“
# #—#

escola

Sabendo que #g(60°) = V3, a distancia total, em

km, que Pedro percorre no seu trajeto de casa
para a escola é de:

(B) 4++/3

(C) 4+

? (D) 4/3

22) Do topo de um farol situado a 40 m acima do
nivel do mar, o angulo de depressao de um barco
(figura abaixo) & de 15°.

Sabendo que 7g(15°) =2 —/3, a distancia do
barco ao farol é de:

(A) 20(1++/3)m

(B) 20(2++/3)m

(C) 402 ++/3)m

(D) 402—~3)m
23) Um tridngulo ABC esta inscrito numa
semicircunferéncia de centro O. Como mostra o

desenho abaixo. Sabe-se que a medida do
segmento AB é de 12 cm.

Dados
[ 3
.JALW ~\C sen60” = *5
' l i
\ 9 / cos 60° =
\\ / tg60':\ 3

Qual é a medida do raio dessa circunferéncia?

A) 6 cm

B) 2+/3 cm
C)12cm

D) 8/3 cm




24) (Saresp 2001). O teodolito € um instrumento
utilizado para medir angulos. Um engenheiro
aponta um teodolito contra o topo de um edificio,
a uma distancia de 100 m, e consegue obter um
angulo de 55°.

Dados: sen 55°=0,82
cos 55° = 0,57
1g56°=1,43

altura
d

o
edificio

100 m

A altura do edificio &,

aproximadamente:

em metros,

(A) 58 m
(B) 83 m
(C) 115 m
(D) 144 m

25) (Saresp 2007). Nos tridngulos retangulos
representados na figura, qual é a medida da
tangente do angulo 3?

A
P o
9 A
| 6
By |
| < 8 >
:4 12 » !

3 3 4 4
(A) 3 (B) 5 (©) 3 (D) 3

QUESTIONARIO DE PERCEPGAO
TRABALHO DA PONTE DE ESPAGUETE

DO

1) Este trabalho contribuiu para a mudanca da
sua visdo sobre a importadncia da geometria no
dia a dia?

()Sim ( )Nao

2) A metodologia utilizada neste trabalho
contribuiu para sua aprendizagem?

()Sim ( )Nao

3) A competicdo de Pontes de Espaguete
proporcionou a aplicagdo na pratica dos
conhecimentos sobre triangulos?

( )Sim ( )Nao

4) Vocé gostaria de participar novamente de uma
competicdo de Pontes de Espaguete?

() Sim ( )Nao

este trabalho,
da Ponte de

5) Que outra contribuicdo
principalmente a construgédo
Espaguete, |Ihe proporcionou?
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C.1 C(lassificacao dos triangulos

Os tridngulos sao classificados sobre dois aspectos: quanto as medidas dos angulos
internos e quanto as medidas dos lados.

C.1.1 Quanto as medidas dos lados

Quanto as medidas dos lados, os triangulos classificam-se em:
a) Equilateros: sao triangulos que possuem os trés lados congruentes;
b) Isésceles: sao triangulos que possuem dois lados congruentes;
c) Escalenos: sdo triangulos que nao possuem lados congruentes.

Na figura 66 podemos observéa-los:
Figura 66 — Classificagdo dos triangulos quanto a medida dos lados

Tridngulo equilatero Triangulo isosceles Trigngulo escaleno
A

AB =BC =CA AB =AC AB # BC # CA

Fonte:<http://www.centraldasformulas.com.br/matematica/geometria-triangulo>

Vale destacar que os triangulos equilateros também sao isésceles. Por isso, uma
definicdo mais adequada dos tridngulos isdsceles seria: o triangulo que possui pelo menos
dois lados congruentes.

C.1.2 Quanto as medidas dos angulos internos

Quanto as medidas dos angulos internos os tridngulos podem ser classificados em:
a) Retangulos: Triangulos que possuem um angulo reto (90°);
b) Acutangulos: Tridngulos que possuem todos os dngulos agudos, ou seja, menores que
90°;
c) Obtuséngulo: Triangulos que possuem um angulo obtuso, ou seja, maior que 90°.

Na figura 67 podemos observéa-los:
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Figura 67 — Classificagdo dos triangulos quanto a medida dos angulos

B
B
A C A C A C
retangulo acutangulo obtusangulo
(A = 9009) (A; B; C < 909) ( A > 909)

Fonte:<http://conteudoonline.objetivo.br/Conteudo/Index/17367?
token=5%2f2Yd2%2bzzv%2f29umTApxi0Q%3d%3d>

C.1.3 Relacao entre as medidas dos lados e as medidas dos dngulos internos

Existe uma relacdo entre a classificacdo dos triangulos quanto as medidas dos
lados e a quantidade de angulos congruentes de um tridngulo. A quantidade de angulos
congruentes € igual a quantidade de lados congruentes, ou seja, um tridngulo equilatero
possui trés lados e trés angulos congruentes, um tridngulo isésceles possui pelo menos
dois lados e dois angulos congruentes e por fim, um tridngulo escaleno nao possui nenhum
lado e nenhum angulo congruente.

Diante desta informacéao, péde ser levantado um questionamento pelo professor
como forma de estimular o raciocinio dos alunos: E necessario o uso do transferidor para
medir um angulo interno de um triangulo equilatero?. Nenhum aluno teve dificuldade de
fazer a relacao e entender que nao, pois basta dividir 180° (soma dos angulos internos) por
3.

C.2 Congruéncia de triangulos

Para que dois triangulos sejam congruentes, estes devem atender a dois quesitos:

» Cada lado de um dos tridngulos deve ser congruente a cada lado correspondente
(ou homélogo) do outro tridngulo;

» Cada angulo de um dos tridngulos deve ser congruente a cada angulo correspon-
dente (ou homélogo) do outro tridngulo.

Conclui-se, entdo, que devem ocorrer seis congruéncias, trés entre os lados e trés
entre os angulos. Entretanto ndo ha necessidade de se observar as seis congruéncias para
determinar se dois tridngulos sdo congruentes ou nao. Através dos casos de congruéncia,
pode-se afirmar se dois tridngulos sdo congruentes observando apenas trés congruéncias.
Esses casos sdo o0s seguintes:
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a) Caso LAL (Lado — Angulo - Lado): Se dois triangulos possuem dois lados e
o angulo formado por entre eles, respectivamente congruentes, entao os tridngulos sao
congruentes. Vejam figura 68:

Figura 68 — Caso de semelhanca LAL

A E A
Fonte:<http://blogengenhariarodrigo.blogspot.com.br/ 2014/08/geometria-plana-triangulos.html>

Observe que B= ff\’; AB=A'B'e CB = ("B, logo:AABC = AA'B'C".

b) Caso ALA (Angulo — Lado — Angulo): Se dois triangulos possuem um lado e
os dois angulos adjacentes a ele, respectivamente congruentes, entao os triangulos sao
congruentes. Vejam figura 69:

Figura 69 — Caso de semelhanca ALA

B

A
Fonte:<http://blogengenhariarodrigo.blogspot.com.br/ 2014/08/geometria-plana-triangulos.html>
Observem que A = A';C = C"; AC = A'C", logo:AABC = AA'B'C'.

c) Caso LLL (Lado — Lado — Lado): Se dois triangulos possuem os trés lados
correspondentes, respectivamente congruentes, entdo os tridngulos sdo congruentes. Vejam
figura 70:

Figura 70 — Caso de semelhanca LLL
2 B’

L t A C' Ht Al

Fonte:<http://blogengenhariarodrigo.blogspot.com.br/ 2014/08/geometria-plana-triangulos.html >
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Observem que AB = A'B', AC = AC'"e CB =(C'B,logo:AABC = AA'B'C".

d) Caso LAAo (Lado — Angulo — angulo oposto): Se dois triangulos possuem um
lado, um angulo adjacente e o dngulo oposto a esse lado, respectivamente congruentes,
entdo os triangulos sao congruentes. Vejam figura 71:

Figura 71 — Caso de semelhanga LAAo

¢ —X % A A

Fonte:<http://blogengenhariarodrigo.blogspot.com.br/ 2014/08/geometria-plana-triangulos.html >

Observem que B = B;C = C' e AC = A'C", logo:AABC = AA'B'C'.

C.3 Pontos notaveis dos triangulos

C.3.1 Baricentro — Medianas

As medianas sdo os segmentos de reta que ligam cada vértice do tridngulo ao ponto
médio do seu lado oposto. Na figura abaixo, as medianas séo indicadas pelos segmentos
AN,BP e CM. As trés medianas intersectam-se num mesmo ponto, indicado na figura

pelo ponto G. Vejam figura 72:
Figura 72 — Baricentro e medianas

A

N
Fonte: Autoria prépria

A partir do ponto G, as medianas séo divididas em duas partes de forma que uma
parte € o dobro da outra: AG = 2.NG; BG =2.PG e CG =2.MNG.
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O baricentro, que € o centro de gravidade do tridngulo, indicado na figura pelo ponto
G, é determinado pela interseccao entre as medianas, assim demonstrado:
ANNBPNCM =B

C.3.2 Incentro - Bissetrizes

Bissetriz é a reta que divide um angulo ao meio. Em qualquer tridngulo pode-se
tracar trés bissetrizes internas, cada uma a partir de um de seus angulos internos, indicados
na figura pelos segmentos C'F', BE e AG. Vejam figura 73:

Figura 73 — Incentro e bissetrizes

Fonte: Autoria prépria

O ponto de interseccéo entre as bissetrizes, indicado pelo ponto |, esta localizado a

uma mesma distancia em relacao a cada lado do triangulo: CF N BENAG =1

O Incentro, determinado pelo ponto de intersecgcéo entre as bissetrizes e indicado na
figura pelo ponto |, € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo, demonstrado na figura.

C.3.3 Circuncentro - Mediatrizes

As mediatrizes sdo as retas perpendiculares a cada lado de um tridngulo, passando
pelo ponto médio de cada lado, indicados na figura 41 pelos segmentos que passam pelos
pontos DC', ECeFC'. Vejam figura 74:

O ponto de interseccao das mediatrizes, indicado pelo ponto C, encontra-se a uma
mesma distancia de cada vértice do tridngulo, desta forma pode-se afirmar que:

DCNECNFC=C

AC =BC =CC

O circuncentro, indicado na figura pelo ponto C, é o centro da circunferéncia circuns-
crita ao triangulo. Vejam figura 75:
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Figura 74 — Circuncentro e mediatrizes

Fonte: Autoria prépria

Figura 75 — Triangulo inscrito

Fonte: Autoria prépria

Na figura acima, o triangulo é acutangulo e pode-se observar que o circuncentro
localiza-se na parte interna ao triangulo. Nas figuras abaixo é facil observar que, se o
triangulo for escaleno, o circuncentro localiza-se na parte externa do triangulo e, se for
retangulo, o circuncentro localiza-se na hipotenusa do triangulo, ou seja, o circuncentro é
pertencente a hipotenusa. Vejam figura 76:

C.3.4 Ortocentro — Alturas

A altura relativa a cada lado de um tridngulo, é a reta perpendicular a cada um desses
lados, que passa pelos seus respectivos vértices opostos. As alturas estdo representadas

na figura abaixo pelos segmentos C'D, AF e BF'.

Ortocentro, indicado pelo ponto O, é o ponto de interseccédo das alturas relativas a
cada lado do triangulo. Vejam figura 77:

Tragcando uma paralela a cada lado do triangulo (AC//A’C"; AB//A’B" e BC//B'C")
a partir de cada vértice, obtém-se um novo tridngulo A A'B'C’. Dessa forma, as alturas



APENDICE C. Teoria dos Tridngulos 90

Figura 76 — Posicionamento do centro da circunferéncia circunscrita em relagdo ao triangulo.

Fonte: Autoria prépria

Figura 77 — Ortocentro e alturas

D

Fonte: Autoria prépria
passam a ser as mediatrizes do novo tridngulo e, assim sendo, o ortocentro passa a ser o
circuncentro do novo triangulo. Vejam figura 78:

Figura 78 — Transformagé&o de alturas em mediatrizes

Ve

Fonte: Autoria prépria
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C.4 Triangulos Is6sceles e Equilateros

C.4.1 Triangulos Isésceles

Nos triangulos isdsceles observam-se trés propriedades importantes, considerando
todo o estudo ja realizado até aqui, sao elas:

a) 12 propriedade: em qualquer triangulo is6sceles, os angulos da base sao congru-
entes. Note na figura 79 que B=C:

Figura 79 — Triangulo is6sceles

A

B ]

Fonte: Autoria prépria

b) 2% propriedade: em qualquer tridngulo isdsceles, a bissetriz do &ngulo oposto a
base € também mediana relativa a base.

c) 32 propriedade: em qualquer triangulo isésceles, a bissetriz do angulo oposto a
base € também altura relativa a base.

Analisando a 2% e 3? propriedades, conclui-se que em qualquer tridngulo isésceles,
a bissetriz do angulo oposto a base, a altura relativa a base e a mediana relativa a base sao
coincidentes, ou seja, AM é bissetriz do angulo A,mediana e altura da base BC. Assim
como o ponto P é incentro, baricentro e ortocentro. Vejam figura 80:

Figura 80 — Triangulo isdsceles e os pontos notaveis

Fonte: Autoria prépria
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C.4.2 Triangulos equilateros

Sobre os tridngulos equilateros, se define trés importantes propriedades:
a) 12 propriedade: todo tridngulo equilatero € equiangulo (possui todos os angulos
com a mesma medida) e todo tridngulo equiangulo é equilatero.

b) 22 propriedade: em todo tridngulo equilatero, as bissetrizes de qualquer angulo e
as alturas, medianas e mediatrizes de quaisquer lados sdo coincidentes.

c) 32 propriedade: baseado na 22 propriedade, conclui-se que 0s pontos notaveis
baricentro, ortocentro, incentro e circuncentro sdo coincidentes.

Na figura 81, podemos verificar que AB = AC = BC; A= B = C, e que AF, BD
e C'E sao bissetrizes, alturas, medianas e mediatrizes. Desta forma, o ponto de interseccéo
entre elas é incentro, ortocentro, baricentro e circuncentro.

Figura 81 — Triangulo equilatero e os pontos notaveis

gt

Incentro, circuncentro,
baricentro e ortocentro.

Fonte: Autoria prépria

C.4.3 Casos de semelhanca de tridngulos

Embora para que dois triangulos sejam semelhantes estes tenham que atender a
dois quesitos, ja vistos anteriormente, pode-se garantir que dois tridngulos sdo semelhantes
observando-se apenas parte destes quesitos. Sao os chamados casos de semelhanca.

C.4.3.1 Caso A A (angulo - angulo

Se dois triangulos possuem dois angulos respectivamente congruentes, entao estes
triangulos sdo semelhantes. Na figura 82 pode-se observar que:
A= Ae B =D, logo: AABC ~ AAB'C.

C.4.3.2 Caso L A L (lado - angulo - lado)

Se dois tridngulos possuem dois lados correspondentes proporcionais e o angulo
formado por esses lados congruentes, os triangulos sao semelhantes. Na figura observa-se
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Figura 82 — Caso de semelhanga AA

Fonte:<http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/ moduloll/conteudos2_criterios1.html>

que b é proporcional b’, ¢ é proporcionalac’ e A=A, logo AABC ~ AA'B’'C’. Vejam figura
83:

Figura 83 — Caso de semelhanga LAL

Fonte:<http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/ moduloll/conteudos2_criterios1.html>

C.4.3.3 CASOLLL (LADO - LADO - LADO):

Se dois triangulos possuem os trés lados correspondentes proporcionais, estes sao
semelhantes. Na figura observa-se que ae a, b e b’ e ¢c e ¢’ sdo proporcionais, desta forma
AABC ~ AAB’C’. Vejam figura 84:

Figura 84 — Caso de semelhanca LLL

Fonte:<http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/ moduloll/conteudos_ criterios1.html>

C.5 Relagoes métricas no tridngulo retangulo

Para o estudo das relagdes métricas no triangulo retangulo é essencial que os alunos
dominem o Teorema de Pitagoras € Semelhancga de Tridngulos. Dominando estes dois
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conteudos, fica muito mais facil para o aluno perceber de onde vieram as formulas que
dao suporte as relagbes métricas no tridngulo retangulo. Pois estas férmulas tém origem
na semelhanga entre os trés tridngulos retdngulos que se formam ao tragar no primeiro
a altura relativa a hipotenusa e o Teorema de Pitagoras. Desta forma, os alunos podem
perceber que ndo ha necessidade de gravar formulas que parecem sem sentido, podem
realizar o mesmo calculo que fariam utilizando essas férmulas, usando apenas semelhanga
de tridngulos por meio do Teorema de Tales e o Teorema de Pitdgoras, duas ferramentas
importantissimas na matematica.

Limitar-se a indicar as variaveis que representam os lados do tridngulo, sua altura e
a projecao dos catetos sobre a hipotenusa e a escrever uma série de férmulas, relacionando
essas variaveis e exigir que os alunos as memorizem, sem que saibam suas origens, nao
parece ser um bom caminho. Vejam na figura 85:

Figura 85 — Relagdes métricas no tridngulo retangulo

Fonte: Autoria prépria

Originalmente tem-se o triangulo AABC de lados a, b e c. Nele é tracada a altura
relativa a hipotenusa AD, dividindo o lado a em dois segmentos de medidas m e n. Os
segmentos m e n sao, respectivamente, a projegao do cateto ¢ sobre a hipotenusa e a
projecao do cateto b sobre a hipotenusa. A relacéo entre todos estes segmentos geram
varias formulas, que possuem origem no Teorema de Pitdgoras ou no Teorema de Tales
aplicado a semelhanca de triangulos. Mostrar a origem dessas formulas, faz com que os
alunos percebam que ndo ha conteudo isolado e que ha sim, uma continuidade no estudo,
sendo um o complemento do outro. Desta forma, separando-se o triangulo original AABC
daqueles formados pela altura relativa a hipotenusa, AABD e AACD, pode-se demonstrar a
origem das férmulas. Vejam figura 86:

Origem das formulas:

1°) cada cateto é a média proporcional (ou média geométrica) entre sua projecéo
sobre a hipotenusa e a hipotenusa. (DOLCE; POMPEOQO, 2013, p. 217)

b? = an = obtida pela semelhanca entre AABC e AACD.
c? = am = obtida pela semelhanga entre AABC e AABD.

2°) a altura relativa a hipotenusa é a média proporcional (ou média geométrica) entre
as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.(DOLCE; POMPEOQO, 2013, p. 217)
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Figura 86 — Relagdes métricas e semelhanca

A
¢ x\\
. ,..\\‘ .
A A
9.
\\
~_b
C | h h \

B D o

c

Fonte: Autoria prépria

h? = mn = obtida pela semelhanca entre AABD e AACD.

3°) o produto dos catetos € igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a
ela.(DOLCE; POMPEO, 2013, p. 217)

ah = bc = obtida pela semelhancga entre AABC e AABD ou entre AABC e AACD.

4°) o produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa € igual ao produto do
outro cateto pela projecao do primeiro cateto sobre a hipotenusa. (DOLCE; POMPEOQO, 2013,
p. 217)

hb = ¢cn = obtida pela relagdo de semelhanca entre AABD e AACD.
he = bm = obtida pela relagéo de semelhanga entre AABD e AACD.
5°) formulas com origem no Teorema de Pitagoras:

a® = b + ¢ = Teorema de Pitagoras aplicado ao AABC.

b* = h? 4+ n? = Teorema de Pitagoras aplicado ao AACD.

c? = h? + m? = Teorema de Pitagoras aplicado ao AABD.

C.6 Trigonometria no triangulo retangulo - razoes trigonomé-
tricas

Num tridngulo retdngulo os lados que formam o angulo reto sdo denominados
catetos e o lado oposto ao angulo reto denomina-se hipotenusa. No estudo das razées
trigonométricas, os catetos terdo nomes distintos, um sera o cateto oposto e o outro o cateto
adjacente. O fator que determina se o cateto € oposto ou adjacente € o &ngulo agudo de
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referéncia, o lado oposto a esse angulo sera o cateto oposto e o outro o cateto adjacente.
Na figura 87, observa-se que:

a) Em relacédo ao angulo /3, a hipotenusa é o lado "a", o cateto oposto o lado "c"e o
cateto adjacente o lado "b".

b) Em relacdo ao angulo «, a hipotenusa € o lado "a", o cateto oposto o lado "b"e o
cateto adjacente o lado "c".

Figura 87 — Tridngulo retangulo

Fonte: Autoria prépria

As razdes trigonométricas sao denominadas seno, cosseno, tangente, secante,
cossecante e cotangente, abreviadas respectivamente por sen, cos, tg, sec, cossec e cotg.
Essas razdes sdo determinadas por:

COSSGCX:%
Secxz%
cotgx=%

C.7 Trigonometria em triangulos quaisquer

Para se trabalhar com tridngulos retédngulos, é importante dominar os conhecimentos
de Teorema de Pitagoras, semelhanca de triangulos e razées trigopnométricas. Mas se os
tridangulos nao forem retangulos, deve-se trabalhar com tridngulos quaisquer, cujas regras
se aplicam a qualquer tridngulo.

C.7.1 Lei dos Senos

Os lados de um tridngulo sdo proporcionais aos senos dos angulos opostos a eles
e essa razao de proporcionalidade é igual ao diametro da circunferéncia circunscrita ao
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tridngulo. Lembrando que o didmetro é o dobro do raio (r). Na figura 88, temos que:

a b c 2
= = = r
senA senB senC'

Figura 88 — Lei dos Senos

Fonte: Autoria prépria

C.7.2 Lei dos Cossenos

Em um tridngulo qualquer, o quadrado de um lado é igual a soma dos quadrados
dos outros lados menos duas vezes o produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado por esses lados, ou seja, oposto ao primeiro lado. Vejam figura 89:

Figura 89 — Lei dos Cossenos

Fonte: Autoria prépria

Temos entdo que:

a?=b 4+ - 2.b.c.cosA

V¥ =a®+c — 92.a.c.cosB
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A =a’+b - 92.a.b.cosC

C.7.3 Reconhecimento da natureza de um triangulo

Conhecendo os lados de um triangulo e chamando o maior lado de a e os demais
respectivamente de b e c, obtém-se:

|b—cl<a<b+c
Com isso, pode-se reconhecer a natureza de um tridngulo conforme as seguintes
equivaléncias:
a® < b? + ¢ = Triangulo acutangulo.
a?® = b + ¢ = Triangulo retangulo.

a®? > b? 4 ¢ = Triangulo obtusangulo.

C.8 Areas dos tridngulos

O célculo da area do tridangulo pode ser trabalhado a partir da formula do calculo da
area do retangulo, isso facilita muito o entendimento da origem da formula. Em qualquer
retangulo a area é determinada pelo produto entre 0 comprimento e a largura ou base pela
altura. Vejam figura 90:

Figura 90 — Retangulo

b

Fonte: Autoria prépria

A area do retangulo é o produto da base pela altura = A = b.h

A area de um tridngulo é a metade da area do retangulo formado pela sua base e
sua altura. Na figura 91, pode-se observar que a parte do AABC que se encontra dentro do
quadrilatero ADCF, ocupa a metade deste quadrilatero. Assim como a parte do AABC que
se encontra dentro do quadrilatero BECF, também ocupa a metade deste quadrilatero.
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Figura 91 — Area do triangulo

Fonte: Autoria prépria

Desta forma, a area do AABC é a metade da area do retdngulo ABED. Logo, a
formula da &rea do triangulo é:

A=
2

Sendo esta a formula para calcular a area do triangulo mais conhecida.

C.8.1 Casos particulares

a) A area de um tridngulo equilatero de lado "a", pode ser dada pela férmula citada
anteriormente ou pela formula demonstrada a seguir, derivada da primeira. Nota-se que
h = %ﬁ e b = a, substituindo esses dados na férmula, obtém-se:

a3
4

A

b) Num tridngulo retangulo a area é a metade do produto dos dois catetos, pois 0s
catetos séo perpendiculares, sendo um a altura relativa ao outro.

C.8.2 Area dos triangulos em funcio dos lados

A area de um triangulo pode ser calculada em fungao das medidas de seus lados. A
formula, conhecida como Férmula de Heron, recebe este nome por ter sido desenvolvida por
Heron de Alexandria, sendo muito util para calcular area de triangulos que se desconhece a
medida da altura, mas se conhece as medidas dos lados. Na férmula, a, b e ¢ sdo os lados
do triangulo e p o semiperimetro.

A=+/p(p—a).(p—"b).(p—0)
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Exemplo: Calcular a area de um tridngulo de ladosa=5cm,b=7cmec=10cm:

A=+/11.(11 = 5).(11 = 7).(11 = 10) = A = V11.6.4.1 = A = 2/66cm>

C.8.3 Area do triangulo em funcio dos lados e do raio da circunferéncia

inscrita

Neste caso, a area é determinada pelo produto do semiperimetro pelo raio da
circunferéncia inscrita.

A=npr

C.8.4 Area do triangulo em funcdo dos lados e do raio da circunferéncia

circunscrita

Neste caso a area € determinada pela raz@o entre o produto dos lados e o quadruplo
do raio da circunferéncia circunscrita.

C.8.5 Area do triangulo em funcio de dois lados e do seno do angulo for-

mado por eles

Através desta formula é possivel calcular a drea de um tridngulo conhecendo apenas
a medida de dois lados e 0 dngulo formado por eles. Pode-se atribuir uma férmula analoga
para cada angulo do triangulo ou apenas uma férmula, sabendo que os lados que formam o
angulo conhecido sao respectivamente b e ¢ e o angulo formado por eles A,

A= %.b.c.seng

Exemplo: Calcular a area de um tridngulo em que dois dos lados medem 4 cm € 8
cm e o angulo formado por eles 60°:

1 2
A= 5.4.8.867160 = A= 3—

5 — A = 8/3em?
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