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RESUMO

A Geometria de Distancias é uma area da matemaética que estuda a ca-
racterizagao de lugares geométricos e suas propriedades em termos de
distancias. O problema fundamental da Geometria de Distancias con-
siste em determinar a posi¢ao de um conjunto de objetos usando apenas
algumas distancias entre pares de objetos. Neste trabalho estudamos
alguns problemas bésicos de Geometria de Distancias que podem ser
trabalhados no Ensino Médio, como intersecgao entre circunferéncias e
esferas e condigoes que um conjunto de distdncias deve satisfazer para
admitir realizagao no plano e no espago. Como aplicagao da Geome-
tria de Distancias apresentamos a Localizagao de Sensores em Redes
sem Fio através da técnica de Trilateracao. Propomos também algu-
mas questoes sobre Geometria de Distancias que podem ser trabalhadas
com alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Geometria de Distancias. Trilateragdo. Interseccao
entre circunferéncias e esferas. Redes de Sensores Sem Fio.






ABSTRACT

Distance Geometry is a field of mathematics that studies the characte-
rization of geometric properties relative to distance. The fundamental
problem of Distance Geometry is to determine the position of a set
of objects using only the distance between some pairs of objects. In
this work we study some basic problems of Distance Geometry that
can be used in the high school classes, such as the intersection between
circumferences and spheres and the conditions that a set of distances
must satisfy to admit a realization in the plane and the space. As an
application of Distance Geometry we present the Sensor Network Lo-
calization problem and its solution through the trilateration technique.
We also propose some problems about Distance Geometry that can be
studied with high school students.

Keywords: Distance geometry. Trilateration. Intersection between
circumferences and spheres. Wireless Sensor Network Localization.
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1 INTRODUCAO

A histéria da geometria de distancias remete & Grécia antiga,
mais especificamente com Heron de Alexandria que mostrou como cal-
cular a area de um tridngulo qualquer conhecendo apenas a medida dos
seus lados. Depois de quase dois mil anos, aparece na histéria Arthur
Cayley, como um dos precursores no estudo da Geometria de Distan-
cias (GD). Mais tarde, por volta de 1930, Karl Menger em seus estudos,
generalizou o teorema de Heron para calcular o volume do tetraedro,
usando comprimentos de suas arestas. Condigbes necessarias e sufici-
entes para a existéncia de solugoes de um problema de GD podem ser
estabelecidas em termos de determinantes de Cayley - Menger (WEIS-
STEIN, 2003). Depois, aparece Godel contribuindo com a Geometria
de Distancias no estudo da esfera. Por fim acerca de 1935, Isaac Scho-
enberg fez a relagio com Algebra Linear Matricial (LIBERTI; LAVOR,
2016).

Este foi o grupo principal de matematicos que iniciou o estudo
da GD hé pouco mais de 1 século. Hoje em dia esta é uma area de
pesquisa consolidada, cujos alicerces sao a Matematica e a Computacao
(LIBERTL; LAVOR, 2016).

Informalmente falando, o Problema da Geometria de Distancias
(PGD) consiste em determinar as coordenadas de um conjunto de pon-
tos em um espaco Euclidiano usando apenas uma lista arbitraria de
distancias entre alguns pares de pontos deste conjunto (LIBERTL LA-
VOR, 2014).

O interesse pelo PGD reside na riqueza de suas aplicagoes. Em
astronomia, o PGD esta relacionado & determinagao da posicao de es-
trelas. Em bioquimica e biologia molecular ele é conhecido como Pro-
blema Molecular de Geometria de Disténcias que consiste em encon-
trar todas as estruturas tridimensionais possiveis para uma molécula,
quando conhecemos algumas distancias entre pares de atomos. Conhe-
cer tais estruturas é de fundamental importancia pois estao associadas
a propriedades fisico-quimicas da molécula (FIDALGO, 2011).

Em robotica, o PGD aparece na Cinematica, ramo da mecéanica
relacionada & analise geométrica do movimento. Mais especificamente
no posicionamento e movimento dos bragos de um rob6. Em teleco-
municagoes, o PGD est4 relacionado com a localizagao de sensores em
redes sem fio, como nos smartphones, onde é possivel estimar a distan-
cia entre os sensores através da quantidade de bateria que usam para se
comunicar e com essas distancias pode-se localizar cada sensor. Ainda
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neste ramo ele se relaciona com o Sistema de Posicionamento Global
(GPS) e com a localizagao e controle de frotas de veiculos autdénomos su-
baquaticos (LIBERTI et al., 2014). Essas aplicagOes sao apenas algumas
que, em diferentes areas, continuam sendo estudadas e aperfeigoadas.

Neste trabalho, com intuito de motivar os estudantes, abordare-
mos problemas fundamentais em Geometria de Distancias que possam
ser trabalhados no Ensino Médio, utilizando contetidos como: siste-
mas lineares, matrizes, desigualdades triangulares, quadrilateros, te-
traedros, calculo de distdncia entre dois pontos (norma Euclidiana),
representagao de pontos no sistema cartesiano ortogonal, circulos, es-
feras, lei dos cossenos, entre outros. Posteriormente, vamos apresentar
uma aplica¢ao do estudo da Geometria de Distancias na area da Te-
lecomunicagao: Localizagao de Nos Sensores em Redes Sem Fio, que
acreditamos ser do interesse dos alunos, ou por simples curiosidade ou,
até mesmo por representar uma area de estudos que pode ser uma opgao
para a escolha da futura profissao.

O contetudo deste trabalho esté dividido em 6 capitulos. No Ca-
pitulo 2 apresentamos as notacoes e conceitos utilizados no decorrer de
todo o trabalho. No Capitulo 3 apresentamos alguns problemas béasicos
de Geometria de Distancias: interseccao de circunferéncias no plano e
a interseccao de esferas no espaco, ambos através da resolugao de sis-
temas de equagOes quadraticas. Além disso estabelecemos condicoes
necesséarias a serem satisfeitas por um conjunto de distancias para a
existéncia de solugoes para o PGD. O Capitulo 4 traz uma aplicacao
do Problema fundamental da Geometria de Distancias nas Redes de
Sensores Sem Fio, utilizando o método de trilateragao para determinar
a posicao dos sensores. Ja no Capitulo 5, apresentamos alguns exer-
cicios de Geometria de Distancias que podem ser aplicadas no Ensino
Médio. Por fim, conclusoes e trabalhos futuros sao apresentados no
Capitulo 6.



19

2 NOTAGCOES E CONCEITOS BASICOS

Para facilitar a leitura deste trabalho apresentaremos neste capi-
tulo algumas notagoes que foram utilizadas no decorrer de todo o texto
e também alguns conceitos que sao necessarios para a sua compreensao.
Considere A e B pontos em R™. Assim, representaremos:

e 1 4: vetor coluna de coordenadas de A, dado por:

a
a2
TA = -

[¢2%
Quando conveniente também poderemos denotar o vetor x4 por
xa = (a1,a2,...,a,).

e ||z 4l|: norma Euclidiana do vetor x4, dada por:

loall = fa? + a3 + -+ + a2

° E : segmento orientado obtido pela diferenca entre as coordena-
das de A e B, dado por:

bl—al

bgfag
i L

by, — an,

e dap: distancia entre A e B, dada por:

dap = ||AB|| = /(b1 — a1)2 + (bs — a2)? + - + (b — an)?;

e AABC para nos referir ao tridngulo de vértices A, B e C.

Podemos formalmente definir o Problema de Geometria de Dis-
tancias (PGD) da seguinte maneira:

Definigao 1. (LIBERTI; LAVOR, 2014 )(LIBERTI et al., 2014) SejamV =
{v1, v2, ..., un} uma enumeragio de N objetos e E um conjunto de pares
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nao ordenados {i,j} de V, representando os pares de objetos para os
quais a distdncia d;j € conhecida. Dado um inteiro positivo k, € possivel
encontrar coordenadas de pontos para cada objeto v; em ]Rk', tais que:

||17i—l‘j|| :dij7 V{’L7]}€E? (21)

Em outras palavras, o Problema de Geometria de Distancias
consiste em determinar as posi¢oes dos objetos (coordenadas no espago
Euclidiano) que satisfacam todas as restrigdes em (2.1), referentes as
distancias conhecidas. Uma solugao para o PGD pode ser representada
por um conjunto de vetores x1,x2,...,Z N, organizados como colunas
de uma matriz X.

X:[l‘l xro JCN].

Observe o seguinte exemplo que mostra um Problema de Geo-
metria de Distancias:

Exemplo 1. Sejam A, B e C pontos em R?. Dada a lista de distancias
conhecidas: {dap =1, dpc = V2 e dac = 1}, determine coordenadas
para os pontos A, B e C que satisfacam estas distdncias.

Resolugao: Vamos considerar que o ponto A esteja na origem do sistema
cartesiano e que o ponto B esteja sobre o eixo OX positivo. Dessa forma
daB =1 ¢ satisfeita, logo x4 = (0,0) e zp = (1,0). Vamos determinar
onde devera estar localizado o ponto C, de tal forma que as demais
distancias sejam satisfeitas. Observe a representacao geométrica deste
problema:

Com centro em A, tragamos uma circunferéncia com raio dac =
1 entao C' deve ser um ponto dessa circunferéncia. Com centro em
B tracamos uma nova circunferéncia com raio dpc = v/2, ou seja, C'
devera ser um ponto sobre esta nova circunferéncia. Portanto como C
deve pertencer & interseccao entre elas. Logo ha duas possiveis solugoes
para a determinacao deste ponto: Cy e Cs.

Uma solugao para o PGD ¢é chamada realiza¢do ou configuracao.
E importante observar que, ao encontrarmos uma solucao para o PGD,
é possivel sempre obter uma quantidade infinita de realizagoes distintas,
se considerarmos as congruéncias, como definido a seguir..

Definicao 2. Congruéncia € uma transformacao linear que preserva
todas as distdncias entre quaisquer pares de pontos de uma realiza¢ao
(DOLCE; POMPEO, 2013a,).
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Figura 1 — PGD

y
2

&

Sao exemplos de congruéncias: translagao, rotacao e reflexao.

No movimento de translagao todos os pontos da figura original
deslocam-se segundo a mesma direcao, mesmo sentido e percorrendo a
mesma distancia, conforme mostra a Figura 2.

Figura 2 — Movimento de translagao

1

No movimento de rotagao todos os pontos de uma realizagao gi-
ram por um angulo «, em relacdo a um centro de rotagao (R?) ou eixo
de rotagao (R?), fixado. Na rotagdo é preservada a amplitude e a ori-
entagao (sentido) dos Angulos e também sdo preservadas as distancias,
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ou seja, conserva-se o comprimento dos segmentos de reta. Na Figura 3
apresentamos um exemplo de um tridngulo que foi rotacionado 90 ° no
sentido anti-horario, a partir do eixo OX. Assim a imagem transfor-
mada de cada segmento de reta que forma os lados do triangulo é um
segmento de reta geometricamente igual e, da mesma forma, o 4ngulo
entre os segmentos também é igual. Note que o movimento de rotacao
pode ser no sentido horario ou anti-horario.

Figura 3 — Movimento de rotagao

Cy

By Al A C

Ja a reflexao consiste no espelhamento de uma figura, onde cada
ponto da figura original e o correspondente da figura refletida estao so-
bre uma reta perpendicular ao eixo de reflexao e a igual distancia desse
eixo. Observe na Figura 4 um exemplo de reflexao.
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Figura 4 — Reflexao em relagao a reta y = —x
\\\ Y
Ny=-w
B
RN )
By Al \\\ 1 C
o

E importante ressaltar que (2.1) representa um sistema de equa-
¢oes nao lineares que, em geral, pode ser extremamente complicado de
se resolver tanto de forma analitica como numérica. Neste trabalho
iremos considerar casos particulares. Resolveremos alguns problemas
bésicos de Geometria de Distancias, como por exemplo a interseccao
entre circunferéncias e esferas e também analisaremos as condigoes que
as distancias entre pontos devem satisfazer para que exista realizacdo
no plano e no espaco.

Assim, desconsiderando as solugdes obtidas por congruéncias:
rotagdo, translagao e reflexdo (COSTA; RODRIGUES, 2010), no Capitulo
3 vamos resolver estes problemas e determinar o ntimero de realizagoes
para cada situacao proposta. Todos os problemas também serao resol-
vidos geometricamente com ilustracoes, para facilitar o entendimento.
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3 PROBLEMAS BASICOS DE GEOMETRIA DE
DISTANCIAS EM R? E EM R3

Abordaremos nesse capitulo questoes do tipo: “Conhecidas algu-
mas distancias entre pares de objetos é possivel encontrar uma realiza-
cdo em R? e em R3?”. Note que no estudo da Geometria de Distancias,
o caminho é o inverso do costumeiro: dadas as distancias entre os pon-
tos busca-se posicoes para eles que satisfagam tais distancias.

Vamo,s inicialmente, apresentar uma segao sobre o célculo da
interseccao entre circunferéncias e esferas e nas proximas segoes, dis-
cutiremos as condigoes necessarias para que um conjunto de distancias
admita realizagado no plano e no espago.

3.1 CALCULO DA INTERSECCAO DE CIRCUNFERENCIAS E ES-
FERAS

Nesta segao, encontraremos a solugao, quando existir, para o
problema da interseccdo de circunferéncias em R? e de esferas em R3.
Esses problemas, em geral, sao essenciais para a resolu¢ao do PGD e
importantes em aplicagoes, como veremos no Capitulo 4.

3.1.1 Circunferéncias

Definigao 3. Uma circunferéncia de centro O e raio d > 0, € o con-
junto de todos os pontos P do plano, tais que ||xp —zo|| = d, onde zp,
xo denotam as coordenadas dos pontos P e O, respectivamente.

Vamos iniciar calculando a interseccao entre circunferéncias no
plano.

Proposigao 1. A interseccao de duas circunferéncias com centros dis-
tintos pode ser vazia, um ponto ou dois pontos.

Demonstracao. Considere duas circunferéncias, ¢1 de centro x4 =
(a1,a2) e raio dap e @o de centro xp = (by,bs) e raio dgp e um ponto
P de coordenadas zp = (p1,p2).

As equagobes dessas circunferéncias sao:

e1:(p1—a1)’ + (p2 —a2)* = d4p (3.1)
@21 (p1 — b1)” + (p2 — b2)* = dp- (3.2)
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Analisando a disténcia entre os centros de (1 e @2 € seus respec-
tivos raios, vamos mostrar que:

1. Se dap >dap+dpp ou dap <|dap—dpp| entdo ndo
ha ponto de intersecgao;

2. Se dag =dap+dgp ou duap = |dAp — dBp‘ entao as
circunferéncias sao tangentes num tnico ponto;

3. E por dltimo, se  |dap —dpp| < dap <dap+dpp entdo ha
dois pontos de intersecgao.

Para que a interseccao dessas duas circunferéncias seja nao vazia,
é necessério que exista o ponto P e que este, satisfaga simultaneamente
as equagoes das duas circunferéncias, (3.1) e (3.2).

Se existir este ponto P , podemos encontrar suas coordenadas
através da resolugao do sistema de equagoes quadraticas:

{(m —a1)* + (p2 — a2)* = d% p, (3.3)
(p1 —b1) + (p2 — b2)* = d;p. (3.4)

Sem perda de generalidade fixemos o ponto A na origem do sis-
tema de coordenadas cartesianas e o ponto B no eixo OX, ou seja,
24 =(0,0) e xp = (dap,0). Reescrevendo o sistema de equagoes (3.3)
e (3.4), teremos:

{ P2 +pi=dip (3.5)
(p1 — dap)® +p3 = dbp. (3.6)

Desenvolvendo a equagao (3.6) e subtraindo (3.5) de (3.6), obte-
mos:

2p1dap —dip = dip—dpp
” dhp —dbp + d4p
2daB

Esta é a reta que contém a interseccao entre as duas circunferéncias.
Vamos agora substituir o valor encontrado para p; na equagao (3.5):
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dip - P?
2
2. (thr —dpp+dip
AP QdAB
4d% pdip — (dip —dbp +dip)°
4d?
(2dapdap)’ — (d%p —dpp + dip)®
(2dap)?
(2dapdap +dip —dbp +dip)(2dapdap — dip +dbp — dip)
(2dAB)2
((dap +dap)® —dpp)(dEp — (dap —dan)?)
(dap +dag +dpp)(dap +das —dpp)(dep +dap —dap)(dsp —dapr + dag)
(2daB)?

Uma vez que os centros sao distintos e as distancias estritamente

positivas, teremos trés possibilidades:

réncias serao tangentes internamente e P = (

1. Se dap + dap < dpp ou |dap — dap| > dpp entdo t serd um
namero negativo e portanto a equacao p% = t nao teré solugao
real. Logo a intersecgao entre as duas circunferéncias sera vazia.

. Se dap=dpp+dap entao p% = 0 e portanto ha apenas um
ponto de intersecgao entre as circunferéncias, a saber o ponto é
d’%p+dppdap

] ,0)7 e neste caso as circunferéncias sao tangen-
AB

tes externamente. E se |dap—dpp| = dap entao as duas circunfe-

d4p —dapdpp 0):
dAB b b

. Se dap+dap > dpp , dpp +dap > dap e dpp +dap > dap,
entdo p2 =t > 0 e portanto a interseccao entre as duas circunfe-
réncias sera dois pontos: P; = (p1,Vt) e Py = (p1, —V/1);

Note que as desigualdades:

dap +dap > dpp
dpp +dap > dap (3.7)
dpp+dap > dap

sao conhecidas como Desigualdades Triangulares e garantem a existén-
cia de trés pontos, satisfazendo as distédncias. Na Secao 3.2.1 faremos



28

esta discussao, analisando as condigdes necessarias que as distancias
entre trés pontos devem satisfazer para formar um tridngulo. Podemos
perceber também que quando as desigualdades (3.7) sdo satisfeitas ha
intersecgao entre as circunferéncias e no caso contrario, a interseccao é
vazia, como no item 1.
Note que, embora tenhamos fixado x4 = (0,0) e xp = (dap,0)
essa analise continua sendo geral pois é possivel através de translacao e
rotacao, com centros arbitrarios, leva-los a tal sistema de coordenadas.
O

Vamos agora resolver o segundo problema de geometria de dis-
tancias: “Como ¢é a intersecgao entre trés circunferéncias no plano?”

Proposigao 2. A interseccio de trés circunferéncias com centros nao
colineares pode ser vazia ou um ponto.

Demonstragao. Considere trés circunferéncias ¢ de centro x4 = (a1, ag)
e raio dap, po de centro xp = (b1,b2) e raio dpp e w3 de centro
z¢ = (c1,¢2) e raio dop e um ponto P tal que zp = (p1,p2).

As equagobes dessas circunferéncias sao:

o1:(p1—a1)’ + (p2 — a2)® = dp (3.8)
@21 (p1 —b1)” + (p2 — b2)* = djp (3.9)
@31 (p1—c1)’ + (p2—2)> =dgp (3.10)

Para que a interseccao dessas trés circunferéncias seja nao vazia,
é necessério que exista o ponto P e que este, satisfaga simultaneamente
as equagoes (3.8), (3.9) e (3.10). Se existir este ponto P, vamos en-
contrar suas coordenadas através da resolugao do sistema formado por
estas equagoes, que pode ser reescrito como:

P} —2p1a1 + af + p3 — 2paaz + a3 = d%p
p? — 2p1by + b3 + p3 — 2pobs + b3 = d%p (3.11)
P —2p1c1 + G +p3 — 2paco + 5 = dip.

Subtraindo a primeira equacao das outras duas:

1
(by — a1)p1 + (b2 — az)pa = =(d4p — djp — af + b} — a3 + b3)

(c1 —a1)p1 + (ca — az)p2 = i(dip —dgp —ai+ci —a3+c3).
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Denotando

1
o= Mlp— dp — 0 45— ad 1))

1
8= L(dhp—dbp —a} + ¢} ad D)

o sistema pode ser escrito da seguinte forma:

(3.12)

(b1 — a1)p1 + (ba —az)p2 = «
(1 —a1)p1 + (ca — az)p2 = B.

Este é um sistema de equacoes lineares nas incognitas p; e ps. Na forma
matricial temos Mx = n, onde:

M_rh—(h 172—062}7 x_{m]e n—[a]
c1—ay Co— a2 D2 B

Este sistema linear tem solugao tinica se a matriz M for inverti-
vel, ou seja, se o determinante da matriz M for diferente de zero.

Se det M = 0 entao ha duas possibilidades, ou nao hé solugao ou
ha infinitas solugoes. Vamos analisar as propriedades dos determinantes
e verificar em que condigoes det M = 0.

Propriedade 1. Se todos os elementos de uma linha ou coluna forem
1guais a zero, entdo o determinante dessa matriz serd igual a zero.

Na 1? linha, por exemplo, temos as coordenadas do vetor E =
(by — a1,ba — az). Por hipdtese temos que A, B e C sdo nao colineares,
dessa forma A, B e C' também serdo distintos, logo b; # a1 ou by #
as. Na 1* coluna temos as primeiras coordenadas dos vetores AB e
fﬁ, respectivamente. Note que nao é possivel que tenhamos ambas
as coordenadas iguais a zero, pois assim os pontos A, B e C estariam
alinhados numa reta vertical e por hipotese temos que eles sao nao
colineares.

O mesmo ocorre para as outras entradas da matriz M. Portanto
nao é possivel que M tenha uma linha ou coluna de zeros.

Propriedade 2. Se os elementos de duas linhas ou colunas forem pro-
porcionais entdo o determinante dessa matriz € igual a zero.

Suponha que as duas linhas da matriz M sejam proporcionais,
entao existe 6 € R* tal que:
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bl—al :0(cl—a1) (§ bQ—ag :0(62_042).

Note que neste caso terfamos proporcionalidade entre os vetores
ﬁ e 1@ acarretando novamente que os pontos A, B e C estivessem
sobre uma mesma reta, o que nao pode ocorrer, por hipotese.

Feitas estas analises, concluimos que, para centros nao colineares,
det M # 0, logo a matriz M é invertivel e a solugdo da equag¢ao matricial
Mx = n é tnica.

Para encontrarmos a solugao desse sistema de equacoes podemos,
por exemplo, utilizar o método do escalonamento (HEFEZ; FERNANDES,
2016).

Logo x = (p1,p2) € solugdo tnica do sistema linear (3.12). Mas
isso nao implica, necessariamente, que a interseccao das trés circunfe-
réncias seja nao vazia. Deve-se ainda verificar se o ponto P pertence a
cada uma das trés circunferéncias (3.8), (3.9) e (3.10). Em caso afir-
mativo, P é o tinico ponto de intersecgao de @1, 2 € 3.

O

Na Figura 5 ilustramos quando a intersecgao de trés circunferén-
cias é um ponto.

Figura 5 — Interseccao de trés circunferéncias: um ponto

A seguir resolveremos um exemplo de interseccio de trés circun-
feréncias onde a equacdo matricial Mz = n tem solugdo tnica, mas
esta solugao nao satisfaz as equagoes das trés circunferéncias.



31

Exemplo 1. Considere A = (0,0), B = (1,0), C = (0,—-2), dap =1,
dpp =1 edcp = 1. Qual a interseccio das trés circunferéncias com

centro em A e raio dap, centro em B e raio dgp e centro em C' e raio
dep?

Resolugao: A equagao das trés circunferéncias sao:

e1:pi+p3=1
pa:(pr—1)24+p3=1 (3.13)
e3:pi+ (p2+2)%=1

Resolvendo a equacao matricial Mz = n, teremos:

wefp 2 ol ol

Portanto p; = 3 e po = —1 & solucao tinica do sistema 3.13. Mas

note que o valor encontrado para P nao satisfaz as equacoes das cir-
cunferéncias @1, 2 e p3. Logo a interseccao dessas trés circunferéncias
é vazia, conforme podemos observar na Figura 6.

Figura 6 — Sistema Linear com solugao mas a intersecgao é vazia

2fy

Y1
A
[']
.
.
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3.1.2 Esferas

Definicao 4. Uma superficie esférica de centro O e raio d > 0, € o
conjunto de todos os pontos P do espago, tais que ||lxp —xol|| = d, onde
Tp, xo denotam as coordenadas dos pontos P e O, respectivamente
(LIMA et al., 2006).

A esfera é o analogo tridimensional do circulo, inclusive na am-
biguidade da terminologia: a palavra esfera tanto pode ser usada para
se referir & superficie esférica quanto ao so6lido por ela determinado.
Sendo assim, ao longo deste, utilizaremos a palavra “esfera” para nos
referir & superficie esférica.

A seguir vamos calcular a intersec¢ao de esferas no espaco.

Proposicao 3. A interseccio de duas esferas com centros distintos
pode ser vazia, um ponto ou um circulo.

Demonstragao. Considere duas esferas, §; de centro x4 = (a1, a2,a3) e
raio dap e 0o de centro zp = (b, by, bs) e raio dgp e um ponto P, tal

que zp = (p1,p2,P3)-
As equagoes dessas esferas sao:

1 :(pr—a1)” + (p2 — a2)® + (p3 — a3)® = 4 p, (3.14)
0o : (pl — b1)2 + (p2 — b2)2 + (p3 — b3)2 = dQBP (315)

Analisando a distancia entre os centros de d; e o e seus respec-
tivos raios, vamos mostrar que:

1. Se dap >dap+dpp ou dup <|dap—dpp| entdao nado
hé ponto de interseccao entre as esferas;

2. Se dap = dap + dp ou dap = |dAp — dBp‘ entao as
esferas sdo tangentes num tnico ponto;

3. E por dltimo, se  |dap —dpp| < dap < dap +dpp entdo a
intersecgao é um circulo.

Para que a intersecgao dessas duas esferas seja nao vazia, é ne-
cessario que exista o ponto P e que este, satisfaga simultaneamente as
equagoes das duas esferas (3.14) e (3.15).

Vamos considerar o sistema ortogonal de coordenadas cartesia-
nas OXYZ. Sem perda de generalidade vamos fixar o centro A na origem
do espago cartesiano, logo x4 = (0,0,0) e fixar o centro B sobre o eixo
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OZ positivo, com g = (0,0,d4p). Em relacdo a este sistema de coor-
denadas as equagoes das esferas sao:

81 :pi +p5+p3=dip (3.16)
82 :pi +p3+ (ps —dap)® = dpp (3.17)

Assim se existir este ponto P , vamos encontrar suas coordenadas
através da resolugao desse sistema.
Subtraindo a primeira da segunda equacéo, temos:

ps— (ps —dap)? = d4p—dhp
2p3dap —dap = dip—dpp
s dhp —dbp +dip
2daB '

Esse é o plano que contém a interseccao das duas esferas. Basta
agora intersectar este plano com uma das esferas. Escolhemos a esfera
&1 e vamos substituir ps:

d4p —dbp +dip
2d AR ’
P+ p3+p3 = d%p.

p3 =

Logo,
, ) ) 2o d2 o 4 d2 )2
pi+py = dip— (dar 45%33 Ap)
_ 4dipdip — (dhp —dbp +dip)°
4d?
_ (2dapdan + d?4P - dQBP + d?ﬁ\B)(QdAPdAB - dE}P + d2BP - diB)
B 4d?
_ ((dap +daB)® —dbp)(dEp — (dap — das)®)
4d?
_ (dap+dap +dpp)(dap +dap —dpp)(dpp +dap —dap)(dpp —dap +dag)

4d?

(3.18)

Uma vez que os centros sao distintos e as distancias estritamente
positivas, entao teremos trés possibilidades:

e Sedap+dpp <dgpoudap < |dAp—dBp| entao p%—&-p% =t<0
o que é um absurdo, ja que é uma soma de nimeros positivos, logo
nao existe a interseccao entre as esferas. Note que as distancias
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dap, dpp e dap nao satisfazem a desigualdade triangular.

e Sedap = dyp+dgp entao p% +p% = 0, e a interseccao consiste em
% p + dBPdAP)

dap
Neste caso as duas esferas sao tangentes externamente. Mas se

dap = |dap —dpp| entdo as duas esferas serao tangentes interna-
d%p —dppdap )

um tnico ponto, a saber o ponto (0,0, p3) = | 0,0,

mente e o ponto de tangéncia serd P = <0, 0, d
AB

e Sedap+dap > dpp edpp +dap > dap e dpp +dap > dap
entdo p? + p% =t > 0, e a intersecgao serd um circulo, ou seja,
as duas esferas se interseccionam formando um circulo comum as
duas.

Embora tenhamos fixado 24 = (0,0,0) e x5 = (0,0,dap) essa andlise
continua sendo geral pois é possivel através de translagao e rotagao,
com centros arbitrarios, levéi-los ao sistema de coordenadas utilizado.

|
Observe a ilustracao da intersec¢io de duas esferas representada

nas Figuras 7 e 8.

Figura 7 — Intersec¢ao de duas esferas

Intersecgédo de duas esferas = Vazia

Intersec¢éo de duas esferas - Um ponto
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Figura 8 — Interseccao de duas esferas: um circulo

Proposigao 4. A intersecgao de trés esferas com centros nao colineares
pode ser vazia, um ponto ou dois pontos.

Demonstragao. Considere trés esferas, d; de centro x4 = (a1, as,a3) e

raio daop, 02 de centro . = (by, b, b3) e raio dgp e 03 de centro z¢ =

(c1,c2,¢3) e raio dop e um ponto P de coordenadas xp = (p1, p2, p3)-
As equagbes dessas esferas sao:

610 (p1—a1)® + (p2 — a2)® + (p3s — a3)® = d4p (3.19)
ot (p1 = b1)? + (p2 — b2)* + (p3 — b3)? = dgp (3.20)
03 : (p1 — 61)2 + (p2 — 02)2 + (ps — 63)2 = dQCP. (3.21)

Para que a intersecgao dessas trés esferas seja nao vazia, é ne-
cessério que exista o ponto P e que este, satisfaga simultaneamente as
equagoes das trés esferas (3.19), (3.20) e (3.21).

Vamos considerar o sistema ortogonal de coordenadas cartesia-
nas OXYZ. Sem perda de generalidade vamos supor que o centro A
esteja fixo na origem do plano cartesiano, logo 24 = (0,0,0), o centro
B esteja sobre o eixo OX positivo, com zg = (b1,0,0) e o centro C' so-
bre o plano XY, assim x¢ = (c1, ¢2,0). Logo, em relagdo a este sistema
de coordenadas as equacoOes das esferas sao:

§1:pi+ps+pi=dip (3.22)
Sy :(p1—b1)? +p3+ps=dsp (3.23)
631 (p1—c1)® + (p2 — c2)® +p3 = dp. (3.24)
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Se existir este ponto P , vamos encontrar suas coordenadas atra-
vés da resolugao desse sistema de equagoes quadraticas. Vamos inicial-
mente subtrair (3.22) de (3.23) e (3.24):

—2pic1 + ¢ — 2paca + 5 = dip — dp. (3.26)
diyp — dip + b7
2
para by # 0, pois se by = 0 entdo

Reescrevendo (3.25) temos: byp; = . Chamando
Q@
by’
os centros A e B seriam coincidentes, o que nao pode acontecer, por
hipétese.

0 2° termo de «a, temos que: p; =

Vamos agora substituir p; na equagao (3.26):

e
—2c (b) + c? — 2paco + c% = a%P — d124P
1
1 21
cops = = (dAp—dZp— =43+,
2 by
Chamando o 2° termo de 3, temos que: py = —, para cs # 0,
C2

pois se co = 0 entdo os centros A, B e C seriam colineares, o que nao
pode acontecer, por hipotese.

Assim, encontramos uma solucéo para as coordenadas p; e ps do
ponto P. Resta agora encontrar a 3* coordenada p3 de P. Para isso
vamos substituir os valores encontrados na equagao (3.22):

pi+ps+ps = dip

a 2 ,8 2
a P 2 _ 2
<b1> +<C2> o Tar
2 2
2 _ 2 (o) ﬁ
B = () -(2)

2 2
Se dip— <a> - <B> >0 entao,
b1 C2
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S P T A

e portanto podemos ter até duas solugoes para este ponto:

fa 3 a\2 3 2
P= a’awil"(a) ‘(‘)
A o\ (8Y
e (o lofe (2) - (2)

Neste caso a interseccao das trés esferas consiste em dois pontos.

ou

2 2
2 a 8 _ x /
Note que se d% p — (H) — (5) = 0 ent@o P e P’ correspondem
ao mesmo ponto, ou seja a intersecgao entre as trés esferas consiste num
nico ponto.

2 2
E ainda, se d%p — (“) - <ﬁ> < 0 entao nao hé solugio e

H Cc2
portanto a interseccao entre as trés esferas é vazia.
O

Observe a Figura 9 que apresenta a intersecgao de trés esferas.

Figura 9 — Intersecgao de trés esferas

Intersecgéo de trés esferas: 1 ponto

Intersecgéo de trés esferas: 2 pontos
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Observe agora um exemplo em que a interseccio de trés esferas
é vazia.

Exemplo 1. Considere trés esferas de raio unitdrio, 61 de centro em A,
localizado na origem, 02 de centro em B de coordenadas xp = (1,0,0)
e 3 de centro em C e coordenadas xc = (—3,2,0). Encontre a inter-
secgao dessas trés esferas.

Resolugao: A equagao das trés esferas sdo:

pi+pi+p3=1
(p1—1)*+ps+p3=1 (3.28)
(M +3)2+2—27°+p3=1

2 2

Pela demonstragdo anterior, se dp — (%) - (%) < 0, entao a
interseccao é vazia.

1\2 —61

Fazendo os célculos obtemos: 1 — (%) = (%)2 = < 0, logo a

intersecgao entre as trés esferas d1, do e d3 é vazia.

Note ainda que se os centros das trés esferas forem colineares,
entdo pode acontecer que a intersecgdo seja um circulo, conforme pode
ser observado na Figura 10.

Figura 10 — Intersec¢ao de trés esferas com centros colineares: um
circulo
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Proposigao 5. A intersec¢ao de quatro esferas de centros nao copla-
nares ou € vazia ou € um unico ponto.

Demonstragao. Considere quatro esferas, 1 de centro x4 = (a1, as, as)
e raio dap, 03 de centro g = (by,be,b3) e raio dgp, 03 de centro
zc = (c1,¢2,c3) e raio dop e d4 de centro zp = (d1,da,ds) e raio dpp
e também um ponto P = (p1, pa2, p3).

As equagoes dessas esferas sao:

61:(p1—a1)® + (p2 —a2)* + (ps —az)* = &4 p
831 (p1 = 01)% + (p2 — b2)* + (ps — b3)* = d};p
s : (p1—c1)? + (p2 — c2)* + (ps — c3)* = dgp
64 : (p1—d1)? + (p2 — d2)? + (p3 — d3)? = df,p.

Para que a interseccao dessas quatro esferas seja nao vazia, é
necessario que exista um ponto P, tal que zp = (p1, p2, p3) que satisfaca
simultaneamente as equagoes das quatro esferas d1, do, d3 e §4. Se existir
este ponto P , vamos encontrar suas coordenadas através da resolucao
desse sistema.

Desenvolvendo suas equagoes, temos:

Py — 2p1a1 + af + p3 — 2paas + a3 + p3 — 2psas + a3 = dyp (3.29)
P — 2p1b1 + b3 + p3 — 2paby + b5 + p3 — 2psbs + b3 = dpp (3.30)
» (3.31)

(3.32)

Pt —2pici + ¢ + p3 — 2paca + 3 + p3 — 2pscs + 3 = dp
P} —2p1dy + di + p3 — 2pads + d5 + p3 — 2p3ds + d3 = d p.

Subtraindo a equagao (3.29) das equagoes (3.30), (3.31) e (3.32),
obtemos:

1

(b1 — a1)p1 + (b2 — az)p2 + (b3 —a3)ps = E(dipfd?gp*af*a§*a§+bf+b§+b§)
1

(c1 —a1)p1 + (c2 —a2)p2 + (c3 —asz)ps = E(dip—dép—a?—ag—a§+cf+c§+c§)
1

(d1 —a1)p1 + (d2 — a2)p2 + (d3 — az)ps = g(dQAp*d%p*af*a§*a§+d?+d§+d§)~

Reescrevendo, temos:

(b1 — a1)p1 + (by — az)p2 + (bs — a3)ps = «
(c1 —a1)p1 + (ca — a2)p2 + (c3 — az)ps = B (3.33)
(di — a1)p1 + (d2 — az)p2 + (d3 — a3)ps =y
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um sistema linear com trés equagoes e trés incognitas: pi, p2 € ps.
Resolver este sistema é equivalente a resolver a equacao matricial
Max = n, onde:

by —a; by—azy bz —as D1 @
M= |ci—a1 ca—ay cz3—az|, x= |ps en=|p
di—a1 dy—ax d3z—as D3 94

Essa equacao tem solugao tnica se a matriz M for invertivel, ou
seja, se o determinante da matriz M for diferente de zero. Se det M = 0
entao ha duas possibilidades, ou nao ha solugao ou héa infinitas solugoes.
Vamos analisar as propriedades dos determinantes e verificar em que
condicoes det M = 0.

A analise do determinante de M é analoga & anéilise feita na
Secao 3.1 na Proposigdo 2 que tratou da intersec¢ao de trés circunfe-
réncias. Ou seja, com a hipotese dos centros nao coplanares garantimos
que as linhas/colunas de M sdo linearmente independentes. Portanto
concluimos que det M # 0, a matriz M ¢é invertivel e a solu¢do da
equagao matricial Mx = n existe e é tinica.

Encontrando a solugao para este sistema (3.33) néo significa que
x represente o ponto de interseccao das quatro esferas, pois para isso
deve-se ainda, verificar se o ponto P encontrado pertence a cada uma
das quatro esferas. Em caso afirmativo, P é o inico ponto de intersecgao

de 51, 52, 63 € 54. O

Observe na Figura 11 quando a intersecgdo de quatro esferas é
um tnico ponto.

Figura 11 — Intersecgao de quatro esferas: um ponto
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3.2 CONDICOES PARA REALIZACAO DE DISTANCIAS EM R2

Nesta se¢ao analisaremos as condi¢oes que um conjunto de dis-
tancias deve satisfazer para que exista realizagado no plano. Diferente-
mente da se¢ao anterior, aqui nao indicaremos a solucao, apenas mos-
traremos se ela existe e se for finita, o nimero de realizacoes.

Estudaremos as condigoes de realizagao de trés distancias entre
3 pontos em R? e seis distancias entre 4 pontos em R2.

3.2.1 Realizacao de trés distancias em R2

Dadas todas as distancias entre trés pontos: A, B e C quando é
possivel encontrar uma realizacio em R2?

Inicialmente vamos analisar, através de alguns exemplos e cons-
trugoes geométricas, quais as condigOes necessarias para que trés dis-
tancias sejam medidas dos lados de um tridngulo. Considere dap, dpc
edac € Ry.

i) Se dac = dap + dpc entdo estes trés pontos estao ali-
nhados, ou seja, formam um tridngulo degenerado, con-
forme pode ser observado na Figura 12.

Figura 12 — Trés pontos alinhados ou tridngulo degenerado

ii) Se dac > dap + dpc entdo nédo é possivel formar um
triangulo. Com efeito, primeiro trace uma circunferén-
cia ¢ de com centro em A e raio dgp. Em seguida
escolha um ponto dessa circunferéncia e denote por B.
Agora com centro em B trace uma nova circunferéncia
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2 de raio dp¢, onde C deve ser um ponto de po. Mas,
como dac > dap + dgc, entao C' nao pode pertencer
a . Logo nao é possivel formar o triangulo ABC.
Observe esta construcao na Figura 13.

Figura 13 — N&o é possivel formar o AABC

dac> dap+dpe

iii) Se estas trés desigualdades forem satisfeitas:
c<d

dap < dac +dpc (b) (3.34)
c<d

entdo é possivel representar o tridngulo ABC. Elas
sao denominadas: Desigualdades Triangulares.
Reescrevendo as desigualdades (b) e (c):
e de (b) temos: dap < dac +dpc = dac = dap — dpc;
e de (¢) temos: dpe < dac +dap = dac > dpec — dap =
—dac < dap —dpc;

Portanto, —dac < dap — dpc < dac = |dap — dpc| < dac.

Essa desigualdade é chamada de Desigualdade Triangular Reversa.
Logo podemos garantir a existéncia de um triangulo se as desigualdades
(a), (b) e (c) forem satisfeitas ou resumidamente, se:

|dap — dpc| < dac < dap + dpc. (3.35)
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Conhecendo as condigGes de existéncia de um tridngulo, vamos
agora, através de alguns problemas, responder & questao feita no inicio
desta secao.

Comecemos, sem perda de generalidade, fixando o ponto A na
origem do sistema de coordenadas cartesianas e vamos desconsiderar
solucbes congruentes obtidas por rotagoes, reflexoes e translagoes.

Exemplo 1. dap =0, dac,dpc >0

Considere ; : circunferéncia de centro em A, tal que x4 =
(0,0) = 2 e raio dac > 0 e ¢y circunferéncia de centro em B e raio
dgc > 0. Como dyp = 0 entdo podemos também fixar o ponto B
na origem. H& duas possibilidades neste caso. Se dac = dpc entao
ha infinitas solugoes para a determinacao do ponto C, ou seja, C é
qualquer ponto da circunferéncia ;, conforme pode ser observado na
Figura 14.

Assim uma realizagao para o problema é: X = [ T4 TA To ] ;
onde x¢ é qualquer ponto sobre 1.

Figura 14 — Exemplo 1, com realizagao

Entretanto, se dgc # dpc entao 1N = &, conforme podemos
observar na Figura 15 e portanto, nao hé realizagao.
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Figura 15 — Exemplo 1, sem realizagao

Exemplo 2. dap =dpc =dac >0

Neste caso temos:

|dac — dpc| < dap < dac + dpc
|dap —dap| < dap < dap +dap
0<dap <2dag,

ou seja, para qualquer d o > 0 sempre ¢é possivel formar o AABC, que
neste caso € um tridngulo equilatero. Para fazer a representacao deste
tridngulo, vamos construir a circunferéncia ¢; de raio dap e centro em
A, tal que 4 = (0,0). Escolhemos um, dentre os infinitos pontos desta
circunferéncia e fixamos o ponto B. Agora com centro em B e mesmo
raio, construimos . Pelo estudo feito na Secao 3.1, sabemos que neste
caso, teremos dois pontos de intersecgao: C e C’. Observe na Figura 16
a representacgao destas distancias.

Assim, nestas condigoes, é possivel obter duas realizacoes: X1 =
[:cA TR xc]eng[zA B Tor ]
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Figura 16 — Exemplo 2

@2

1

Exemplo 3. dap < dpc + dac

Podemos observar que esta desigualdade refere-se apenas a uma
desigualdade triangular, o que nao garante a existéncia do triangulo.
Mas se além desta desigualdade, estiver satisfeita a desigualdade tri-
angular reversa, entao é possivel garantir a existéncia de um triangulo
e consequentemente de uma realizacio em R2. Observe as duas situa-
¢oes, ilustradas nas Figuras 17 e 18.

Na Figura 17, temos que:

dap +dac > dpc
dpc +dac > dag
dap +dpc > dac.

Considere a seguinte construcao: definimos uma circunferéncia
1 de raio dap e centro em A, tal que 24 = (0,0). Escolhemos um,
dentre os infinitos pontos desta circunferéncia e fixamos o ponto B.
Construimos duas novas circunferéncias, o com raio dgc e centro em
B e @3 com raio d4¢ e centro em A. Como ja vimos, a intersecgao de
P2 € 3 sao dois pontos, os quais denotaremos por: C' e C”.
Assim, nessas condigoes, ha duas realizacoes:
Xlz[xA TR xc]eng[xA B xcl.]
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Figura 17 — Com realizacao

<

dap < dpc+ dac v
dac < dap+dpc
dpc < dap+ dac

Por outro lado, na Figura 18, note que:

dap +dac > dpc
dpc +dac > dap
dap +dpc < dac,

na tentativa de repetir a construgao anterior, definimos um circulo ¢,
de raio d ¢ e centro em A. Escolhemos um, dentre os infinitos pontos
deste circulo e fixamos o ponto C'. Construimos dois novos circulos, @2
com raio dap e centro em A e @3 com raio dgc e centro em B. Note
que os circulos 1 e w3 nao se interceptam, assim, nessas condicoes,
nao ha possibilidade de realizagao.

Sendo assim, apoés as verificagoes efetuadas, sendo conhecidas to-
das as distancias entre trés pontos, concluimos que é possivel encontrar
realizagao, desde que, as distancias dadas satisfagcam as desigualdades
triangulares, inclusive a desigualdade triangular reversa.
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Figura 18 — Sem realizagao

dap < dpc+ dac
dac > dap+dpo

3.2.2 Realizacao de seis distancias em R?

Vamos agora analisar mais alguns exemplos considerando dis-
tancias entre quatro pontos em R2. Comecemos observando que para
formar um quadrilatero, conhecidas as distancias entre os vértices, al-
gumas condigoes devem ser satisfeitas. Inicialmente note que um qua-
drilatero pode ser dividido em dois tridngulos, unindo-se dois vértices
opostos. Para cada tridngulo ja sabemos que todas as desigualdades
triangulares devem ser satisfeitas, entao para o quadrilatero, como ha
uma aresta em comum, esta deve satisfazer, ao mesmo tempo, a de-
sigualdade triangular em ambos os tridngulos. Ainda resta analisar a
distancia entre os outros dois vértices opostos. Vamos analisar cada
caso através de exemplos.

Exemplo 1. dap =dpc =deop =dpa =dac =dpp >0

Neste caso queremos construir um quadrilatero de modo que
suas arestas e suas diagonais tenham a mesma medida. Sabemos da
Geometria que o quadrado e o losango sao os quadrilateros que pos-
suem arestas iguais. Considere o quadrado ABC'D. Sabemos que cada
angulo interno mede 90° e suas arestas possuem medidas iguais. Ao
dividi-lo pela diagonal, obtemos dois tridngulos retdngulos congruentes
onde a sua diagonal é a hipotenusa do tridngulo retangulo, ou seja,
serd sempre maior que qualquer lado do triAngulo. Mais precisamente,
através do Teorema de Pitagoras, teremos d4 = d%p + d%o. Mas
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como temos todas as distancias iguais, entao reescrevemos esta igual-
2 _ 2 2 972 .
dade d% o = d4p + d% g = 2d% g, logo:

dac = V2dap,

0 que é um absurdo. Sendo assim nao é possivel obter um quadrado
nestas condicdes, ndo havendo realizacio em R2.

Figura 19 — Quadrado

Agora considere o losango ABCD. Sabemos que é um quadrilé-
tero que possui as quatro arestas e angulos opostos iguais. Dividindo-o
por uma de suas diagonais, obtemos dois tridngulos congruentes, con-
forme pode ser observado na Figura 20.

Figura 20 — Losango
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Queremos distancias iguais entre os vértices, entdo cada um des-
ses triangulos deve ser equilatero, logo cada angulo interno deve medir
60°. Note que dup = dpc = dac e dac = dogp = dpa mas e quanto
a distancia entre os vértices B e D? E possivel que tenham a mesma
medida que as outras arestas?

Facilmente observamos que nao é possivel, j4 que tracando a
diagonal BD do losango, um dos tridngulos formado é o ABCD cujo
angulo BCD = 120°. Ou seja este novo tridngulo nao é equiléatero e
sim isosceles. Sendo assim, sob estas condigbes, nao é possivel uma
realizacdo em R2.

Exemplo 2. dap =dpc =dcp =dpa =dac =7 F#dpp

J4 que ndo é possivel obter realizacio em R? para todas as dis-
tancias iguais, vamos entao supor cinco disténcias iguais e determinar
quanto deve medir a distancia entre os vértices opostos B e D para que
haja realizacdo em R2.

Seja v um nimero real positivo. Considere o tridngulo isosceles
ABCD da Figura 20 cujo angulo 6§ = 120°. Assim, utilizando a Lei
dos Cossenos, temos:

d2BD = dQBc + d%D — 2dgcdcpcos©®
= dyc +d%e — 2dpodpocos120°

1
= 2dhe — 2dje <2>
= 3dzBC7
LOgO7 dBD = \/gdBC~ (336)

Desse modo, para qualquer distancia v > 0 se tivermos dgpp =
V37 ou dgp = 0, entdo ha realizacdo em R2.

O caso genérico de seis distancias em R? sera tratado na Secao
3.3.5.

3.3 CONDICOES PARA REALIZACAO DE DISTANCIAS EM R?

Nesta secdo o estudo sera em R?, analisaremos as condicdes que
as distancias entre quatro pontos devem satisfazer para que exista re-
alizagao no espaco.
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3.3.1 Realizacao de seis distancias em R3?

Dadas todas as distancias entre quatro pontos: A, B, C e D,
quando é possivel encontrar uma realizacdo em R3?

Para estudarmos este problema vamos inicialmente definir an-
gulos de diedros e triedros, enunciar o Teorema da Lei dos Cossenos
para os angulos de um triedro e demonstra-lo e, posteriormente, vamos
verificar se é possivel encontrar uma realizagao.

3.3.2 Angulos de diedros e triedros

Defini¢ao 5. (DOLCE; POMPEO, 2013a) Diedro é a reunido de dois
semiplanos, a e B de mesma origem, nao contidos num mesmo plano.
A origem comum dos semiplanos € a aresta r do diedro e os semiplanos
sao suas faces. O dngulo diedral €o angulo formado pelas duas faces
do diedro. Pode ser indicado por arf ou simplesmente por di(r).

Observe a representagdo do angulo diedral AO0B na Figura 21,
onde v é um plano perpendicular & aresta r.

Figura 21 — Angulo diedral: A0B
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Definigao 6. (DOLCE; POMPEO, 2013a) Considere trés semirretas Oa,
Ob e Oc de mesma origem e trés semiespagos: €1, €9 € €3, COMO Seque:

€1, com origem mo plano bc e contendo Oa;

€9, com origem mo plano ac e contendo Ob;

€3, com origem no plano ab e contendo Oc.
Triedro € a intersec¢cao dos trés semiespagos €1, €2 € €3. O é o vértice
do triedro, Oa, Ob e Oc sao suas arestas. aOb, aOc e bOc sio os
dngulos das faces e di(a), di(b) e di(c) sao os trés dngulos diedrais que
formam o triedro.

Na Figura 22 a medida dos angulos que formam o triedro com
vértice O é dada pela medida dos trés angulos diedrais di(a), di(b) e
di(c).

Figura 22 — Triedro



52

3.3.3 Lei dos cossenos para os angulos de um triedro

O triedro e seus respectivos angulos mencionados no Teorema
abaixo estao representados na Figura 23. Note que « = CSB, = CSA
ey=ASB.

Teorema 1. (POGORELOV, 1987) Sejam «, B e v os dngulos de um
triedro e 8 o dngulo diedral oposto a vy, entdo:

cosy = cosacosf + senasenfBcost.

Demonstrag¢ao. Seja S o vértice do triedro, a, b e ¢ suas arestas, a, (3 e
~ os angulos entre as arestas e 6 o angulo diedral oposto a 7. Primeiro
vamos marcar o ponto C na aresta c, distante 1 unidade de compri-
mento do vértice S. Em C vamos cortar duas perpendiculares, uma em
direcao & aresta a, sendo A o ponto de interseccdo e outra em direcao a
aresta b, sendo B o ponto de interseccao, conforme podemos observar
na Figura 23.

Figura 23 — Angulo diedro @ oposto a 7.

[e%

<)

Angulo diedro 0 opostoa 7

Queremos encontrar uma relagdo entre o adngulo v e o angulo
f, para isso vamos inicialmente aplicar a lei dos cossenos no ASAB e
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AABC, nessa ordem:

AB? = SA? + SB? — 2(SA)(SB)cosy (3.37)

AB? = BC? + AC? — 2(BC)(AC)cos6. (3.38)

Note que o ASAC' é retangulo em C e que SC = 1, entdo pode-
mos escrever algumas relagoes:

SA?=SC? + AC® = SA*=1+4 AC?, (3.39)
A

senf3 = S—j, (3.40)
sc 1

cosf = A = cosf = A (3.41)

Da mesma forma o ASBC também é retangulo em C, assim:

SB* = SC*+ BC? = SB?=1+BC? (3.42)
sena = S—g, (3.43)

SC 1
COSa = om = C0SO= o (3.44)

Igualando as equagoes (3.37) e (3.38) e substituindo (3.39), (3.42),
(3.41) e (3.44) no primeiro membro desta igualdade e, substituindo
(3.40) e (3.43) no segundo membro, teremos:

SA? + SB® — 2(SA)(SB)cosy = BC?+ AC? —2(BC)(AC)cosb

1 1
cosy = BC?+4 AC® — 2(SB)sena(SA)senfBcost

14+ AC? 41+ BC? -2
cosf3 cosa

2
2— ——cosy = -2

sen senf3cost
cosfcosa cosa
1 sena senf3
2({1l— — Jcosy = 2| - cos6
cosfcosa cosa cosf3
cosfcosa — cosy = —senasenfcosd
cosy = cosacosf + senasenfcosb.
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3.3.4 Seis distancias iguais em R3

Dadas todas as distancias entre quatro pontos: A, B, C e D
quando é possivel encontrar uma realizacio desses pontos em R3?
Temos que:

dap =dpc =dcp =dpa =dac =dpp > 0.

Comecemos representando o AABC equilatero, no plano.

Da Geometria Espacial sabemos que o sblido que apresenta me-
didas iguais entre todos os seus vértices é o tetraedro regular, cujas
quatro faces sao tridngulos equilateros. Com centro em cada um dos
vértices do AABC tracamos trés esferas de mesmo raio. A intersec-
¢ao dessas trés esferas sera dois pontos distintos, Dy e Do, conforme
discutimos na Segdo 3.1.2. Observe na Figura 24 a intersecgdo dessas
esferas.

Portanto, para o problema de seis distancias iguais em R?, temos
duas possiveis realizacoes:

Xlz[mA rp Tc ZTp, ]eXQZ[xA T TCc TD, ]

Figura 24 — Interseccao das trés esferas, dando origem a duas posicoes
possiveis para o vértice D: D1 e Dy

Vamos agora considerar o tetraedro ABCD escolhendo como
vértice D o ponto de intersecgdo D; (note que seria equivalente se
escolhéssemos Do, ja que podemos considerar como uma reflexao de
D, em relagdo ao plano que passa pelos centros das trés esferas, A, B
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e C) e determinar o angulo diedral entre as faces ABC ¢ DBC desse
tetraedro regular. Observe a Figura 25 que mostra o dngulo 0, também
chamado de angulo de torgao entre os planos que contém cada face do
solido geométrico em R3. Considere a medida do angulo # em radianos.

Figura 25 — Angulo de Torcéo entre duas faces do tetraedro

Suponha h 4 a altura do AABC em relagao ao vértice A e hp a altura
do ABCD em relagao ao vértice D.

Assim, hy = hp ja que sao alturas de tridngulos equilateros
congruentes. Considerando o AABC, vamos determinar esta altura
em funcado do lado AB, lembrando que dysg = dpc. Dessa forma,

temos que:
g = hi,+<d“;>2
o= -
ha = ?dAB
ha = ?dAD.

Aplicando a Lei dos Cossenos no AADH onde H é o ponto de
intersecgao dessas alturas, conforme Figura 26, obtemos:
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Figura 26 - AABC

’
D;

d4p = h%+h% —2hahpcosd (3.45)
d4p = h%+h% —2hahacosh
2 2
dhp = 2 (?@w) -2 (%gdAD> cosf
3
2 2
1
6 = -
COS 3
1
6 = -
arccos 3

Desse modo, dadas todas as distancias iguais entre quatro pontos
no R3, concluimos que o angulo de torcdo @ entre duas faces quaisquer
do tetraedro deve ser igual a § = arccos % = 70°.

De (3.45) percebemos que ha um relagao direta entre o Angulo
0 e a distancia dap entre o vértices opostos A e D. Tal relagao sera

explorada de maneira mais geral na proxima segao.
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3.3.5 Seis distancias quaisquer em R3

Vamos agora considerar o caso genérico e supor que a realizacao
existe. Desse modo encontraremos uma relagao entre os lados e dngulos
do tetraedro, s6 que agora, nao regular (conforme podemos observar na
Figura 27).

Figura 27 — Tetraedro ABC'D

B

Considere A o vértice do angulo do triedro, dap,dac e dap suas
arestas e a, 8 e v os angulos entre as arestas. Suponha conhecidas as
distancias dap,dac,dap,dpc e dop e também conhecidos os dngulos
a, (B e 7 de tal forma que possa ser representado o tetraedro ABC'D em
R?, conforme Figura 28. Seja # o angulo diedral oposto a . Queremos
determinar a dgp em funcado das distancias, dngulos conhecidos e do
angulo diedral 6.

Vamos inicialmente determinar geometricamente o angulo die-
dral . A partir de B tracamos uma perpendicular em relagdo a AC,
originando o ponto H, ponto de interseccdo. A partir de H tracamos
uma nova perpendicular a AD, sendo M o novo ponto de intersec-
¢ao. Assim o angulo MHB ¢ 6: angulo diedral oposto a -, conforme
podemos observar na Figura 28 .

Aplicando a lei dos cossenos no AABD, temos:

d%p = dip+dip —2dapdapcosy. (3.46)

Usando o Teorema 1 e substituindo na equagao (3.46), onde o =
W, 8= CAB e ¥ = DAB sio os angulos entre as arestas do triedro
e 0 é o angulo entre as faces ABC' e DAC do tetraedro ABC' D, obtemos
uma relacao entre os vértices B e D do tetraedro:
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Figura 28 — Tetraedro ABC'D

deD = diB + dr‘;D —2dapdap(cosacosf + senasenfBcost)

d?BD = dQAB + dQAD —2dapdapcosacosf — 2dapdapsenasenfBcosh. (3.47)

Portanto, para um tetraedro ABC'D de distancias arbitréarias
entre os seus vértices, se as distancias entre os vértices da face ABC
e da face AC'D satisfizerem todas as desigualdades triangulares, entao
existira a realizacio em R? se a distancia entre os vértices opostos B e
D satisfizer a condigdo dada na equagdo (3.47).

Note que o angulo de torcao € pode variar de 0 a 7 rad. Quando
6 = 0, teremos uma realizacdo em R? e a distancia entre os vértices B
e D serda minima, dada por:

dQBD = diB + diD — 2dapdapcosacosf — 2d sgd s psenasenf.
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Ja quando § = 7 rad também a realizacio serd em R2, e a distancia
entre os vértices B e D serd maxima, dada por:

d2BD = diB + diD — 2dapdapcosacosf + 2dspdapsenasenf.
Assim, a distancia entre os vértices B e D esta no intervalo:
dgp < dpp < dpp.

Tal desigualdade é conhecida como Desigualdade Tetrangular.
(LIBERTT; LAVOR, 2016). Note que para garantir a realizacao de 6 dis-
tancias (entre 4 pontos) em R? e R3, além das desigualdades triangu-
lares, as desigualdades tetrangulares devem ser satisfeitas.

E importante ressaltar que através dessa analise verificamos, an-
tes de encontrar as coordenadas dos vértices e resolver o sistema de
equagoes quadraticas, se é possivel representar o tetraedro com as dis-
tancias dadas.
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4 UMA APLICACAO PARA GEOMETRIA DE
DISTANCIAS

Uma importante aplicagdo para o problema de GD é a “Locali-
zagao de Sensores em Redes Sem Fio”. As redes locais sem fios, WLAN
(Wireless Lan) sdo uma alternativa as redes locais Ethernet, fornecendo
as mesmas funcionalidades porém de forma mais flexivel, de facil confi-
guragdo, além do seu baixo custo e tolerancia a falhas (BISATTO; PERES,
2009), (TREVISAN, 2008).

As Redes de Sensores Sem Fio (RSSF) podem ser usadas em
diversos cendrios que necessitem de monitoramento e controle de gran-
dezas que possam ser medidas por sensores, como em aplicagoes (PAOLI,
2009):

e militares: através de fungoes de monitoramento, rastreamento,
seguranca, controle e manutencao. Por exemplo detectar movi-
mentos inimigos, explosoes, presenca de material perigoso como
gas venenoso ou radioativo, etc;

e industriais: nas funcées de monitoramento;

e de ambiente: através do monitoramento e controle de condigoes
ambientais numa floresta, oceano ou num planeta;

e de servicos publicos: como monitoramento de servigos de satde,
rastreamento ativos, servigos de emergéncia, detecgao de intru-
sos, rastreamento de forga de trabalho, localizagao de amigos ou
pontos de referéncia, etc (ALVES, 2011);

e entre outras.

RSSF é uma composigdo de nds sensores (dispositivos de medi-
¢do) que tém a capacidade de se comunicar, transmitindo de maneira
otimizada informacoes coletadas em um dado meio a fim de monitorar
algum fenémeno. As posicoes de cada no sao aleatorias podendo ser
implantadas em locais de dificil acesso, como por exemplo com auxilio
de helicopteros, soltando os nos sob a regiao a ser analisada. Estes nos
podem ser colocados dentro do fendmeno ou proximo a ele. A comuni-
cagdo entre esses nos é feita através de uma rede sem fio onde um né
transmite a outro né préximo, valores de sensoriamento esperando que
este no se encarregue de passar os dados para o proximo n6 (LOUREIRO
et al., 2003).
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Sabendo superficialmente o que é uma RSSF, onde se aplica o
problema da Geometria de Distancias?

Para responder a esta pergunta vamos primeiramente definir
duas técnicas de localizacao: Trilateragao e Triangulacao.

4.1 TRILATERACAO

E um principio matematico simples que tem como premissa co-
nhecer trés posigoes fixas e a distancia que cada uma esté com relagao a
um mesmo ponto, cuja posicao é desconhecida. O célculo da trilatera-
¢ao indicara a posigao de um ou mais pontos desconhecidos, utilizando
apenas as distancias dadas.

A técnica da trilateracdo pode ser aplicada para descobrir a lo-
calizacao de objetos no plano através do calculo de interseccao de cir-
cunferéncias e se for no espago o calculo seré através da intersecgao de
esferas. Aplicando esta técnica repetidas vezes, é possivel descobrir a
posicao de diversos objetos.

4.2 TRIANGULACAO

Esta técnica de localizacao utiliza informagoes de angulos, po-
dendo também utilizar informagoes de distancias. Geralmente o ponto
desconhecido estima os dngulos para trés pontos de referéncia com po-
sigoes conhecidas (que formam um tridngulo), ou entao a estimativa de
angulos para dois pontos de referéncia e de distancia para outro. Com
essas informacoes calcula-se a posicao do ponto desconhecido aplicando
relagdes trigonométricas fundamentais de seno e cosseno (ALVES, 2011).

Nas Segoes 3.3.4 e 3.3.5 utilizamos técnicas de triangulacao para
resolver o problema de seis distancias quaisquer em R3.

4.3 LOCALIZACAO EM REDES DE SENSORES SEM FIO

Respondendo a pergunta feita anteriormente, vamos utilizar a
técnica da trilateragao para encontrar a posicao para alguns nés senso-
res numa rede sem fio. Localizar um no6 significa identificar o endereco
de um objeto médvel ou fixo num sistemas de coordenadas. Pode-se
utilizar diferentes sistemas de coordenadas mas qualquer que seja este
sistema, o método de localizagao requer o conhecimento prévio do po-
sicionamento de pelo menos trés nés nao colineares que servirao de
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referéncia (TREVISAN, 2008).

Neste problema de localizagao, as posigoes fixas sao de trés an-
coras nao colineares e o objetivo é localizar os sensores. Para isso é
necessario que sejam conhecidas as distancias que cada sensor esta de
cada uma das trés ancoras. Através da interseccao de trés circunferén-
cias (cada uma centrada em uma dncora e com raios iguais as distancias
do sensor as ancoras) determinamos a posi¢ao do sensor.

Podemos ainda, apos conhecida a posi¢ao de um sensor, ele atuar
como uma ancora, substituindo-a, desde que sejam conhecidas as dis-
tancias que um novo sensor estd de duas ancoras e deste sensor de
posicao ja determinada.

Considere o seguinte exemplo que simula esta situagao.

Exemplo 1. Conhecidas as posicées de trés dncoras: A, B e C' nao co-
lineares e as distancias:  {dap,dBp,dcp,dag,dpE,dcE,dar,dpr,
dgr}, determine a posi¢ao dos sensores D, E e F.

Resolugao: Vamos determinar a posicao dos trés nos sensores D, FE e F'
utilizando o método da trilateragao, ja que as dncoras sao fixas e sao
conhecidas as distancias entre os sensores e as ancoras, ou de um sensor
ao outro.

Iniciemos tragando uma circunferéncia com centro na ancora A
e raio dap. Em seguida com centro na &ncora B tragamos uma nova
circunferéncia com raio dgp e por ultimo com centro na ancora C'
tragamos a 3% circunferéncia com raio dcp. Pelo que vimos na Secao
3.1.1, sabemos que se existir a intersecgao entre as circunferéncias, ela
é unica, determinando assim a localizagao do sensor D.

Repetindo este mesmo procedimento, construimos trés novas cir-
cunferéncias com centros nas ancoras A, B e C e raios dag,dpg € dcg
respectivamente e determinamos a localizacao do sensor F.

E por ultimo com centro na dncora A e nos sensores D e E,
tracamos trés novas circunferéncias com raios daop,dpr € dgp respec-
tivamente e determinamos a localizacao do sensor F', conforme podemos
observar na Figura 29.

Note que as coordenadas de cada sensor podem ser calculadas
através da resolugao de um sistema quadratico, como descrito na Se-
¢ao 3.1.1. Por exemplo para encontrar as coordenadas do sensor D, é
necessario resolver o seguinte sistema quadrético:

(di —a1)® + (d2 — az)® = d%
(d1 — b1)2 =+ (dg — b2)2 = d2BD (41)
(di —01)* + (d2 — 2)® = dg.p
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Figura 29 — Trilateracao
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5 EXERCICIOS PARA O ENSINO MEDIO

Neste capitulo apresentaremos alguns problemas que podem ser
trabalhados no ensino médio e que podem ser resolvidos usando as
técnicas vistas no Capitulo 3.

Problema 1. (Questio 88 - ENEM 2015): Para obter a posi¢ao de
um telefone celular, a policia baseia-se em informagoes do tempo de
resposta do aparelho em relagao as torres de celular da regiao de onde
se originou a ligacdo. Em uma regidgo, um aparelho estd na drea de
cobertura de cinco torres, conforme o esquema.

™
» A

(@) )

Considerando que as torres e o celular sao puntiformes e que es-
tdao sobre um mesmo plano, qual o nimero minimo de torres necessdrias
para se localizar a posicao de telefone celular que originou a ligagdo?

1. Uma
2. Duas
8. Trés

4. Quatro

5. Cinco
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Resolu¢ao: Conhecendo pelo menos as distancias a trés torres ndo co-
lineares é possivel localizar de forma tnica a posi¢ao do celular, por
meio do processo de Trilateragao, discutido na Secao 4.1.

Seja d; a distancia do celular & primeira torre. O celular pode
estar em qualquer ponto da circunferéncia de centro na primeira torre
Ti eraio dy. Seja do a distancia do celular & segunda torre T5. O celular
pode estar num dos dois pontos P; ou P, em que as circunferéncias
se interceptam. Seja d3 a disténcia do celular a terceira torre T5. A
intersecgao das trés circunferéncias ocorre num ponto P onde se localiza
o celular. Observe esta representagao na Figura 5.

Alternativa Correta: C

E importante ressaltar que o enunciado desta questdo estd in-
completo. Apesar de ter o esquema representando as torres e o celular,
deveria estar claro que as torres sao nao colineares, pois se nao tivesse
esta restricao, a intersecgao das trés circunferéncias poderia ser dois
pontos, nao obtendo assim a localizagao exata do celular. E ainda,
ficou faltando que a busca pela localizagao do celular deveria ser de
forma tnica.

Problema 2. E possivel formar um tridngulo se as medidas das suas
arestas estiverem em progressao aritmética de razao 2 ?

Resolu¢do: Vamos denotar o tridngulo por ABC e considerar que
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dap=x,dpc =x+2edca =x+4. Assim os lados formam uma PA
de razao 2, basta verificar as condi¢oes para a medida z.

Na Subsegao 3.2.1 vimos as condigoes para a existéncia de um
tridngulo. Assim, vamos utilizar a desigualdade triangular e determi-
nar as condigoes para x.

Primeira condigao:
dap <dpoc+dea=rx<xr+24+x+4=x<2xr+6= x> —6.
Segunda condicao:
dpc <dap+dca=z+2<z+zx+4=2>-2.
Terceira condicao:
doa <dpap+dpc=zr+4<zx+zx+2=x>2.

Portanto como as trés condicoes devem ser satisfeitas, faremos a inter-
secgao dos intervalos obtidos e obtemos a solugao para o problema:

S ={z eRjzx > 2}.

Problema 3. Considere um tetraedro ABCD. A face ABC é um
tridngulo equildtero de lado 2cm. A face BCD ¢é um tridngulo isdsceles
e dpp = dop = 3cm. Sabe-se ainda que o dngulo entre as faces ABC
e BCD ¢ Zrad. Encontre a distdncia entre os vértices A e D.
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Resolugao: Seja H o ponto de intersecgao entre as alturas dos tridngulos
BCD dada por h; e do tridngulo ABC' dada por he. Vamos determinar
h1 e ho utilizando o teorema de Pitagoras:

BC\?
BD?* = (2) +h3
32 = 12443

hi = 2V2.

BC\®
AB* = (2> + h3
22 = 12453

hey = /3.

Considerando o tridngulo AD H, vamos utilizar a lei dos cossenos
e determinar a medida AD:
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AD? = h§+h§—2h1h2cosg
AD?* = (2v2)? +(V3)? —2.2V2V3 %
AD?> = 11-2V6

AD = = /11 —2V6.

Este exemplo é um caso particular da discussao apresentada na
Secao 3.3.5, no qual nao é preciso utilizar o Teorema 3.3.3 que relaciona
os angulos diedrais de um triedro.

Problema 4. Uma pessoa estd no Brasil a 17T50Km de Teresina, no
Piaui, a 1133Km de Cuiabd, no Mato Grosso e a 1020Km da cidade
de Sao Paulo. Onde estd essa pessoa? (GASPAROTO; PAIM; MENTA,
2009)

Resolugao: Para facilitar os célculos vamos resolver este problema em
R2?. Em um mapa, para a 1¢ informacdo, teriamos Teresina no centro
do circulo. A informagao da localizacao da pessoa esta sobre o circulo
vermelho, assim pode ser algum lugar do Amapé, Pard, Mato Grosso,
Goias, Distrito Federal, Minas Gerais ou Bahia.

Figura 30 — Circulo com a 1* distancia informada

Com a 2% informacao fazemos um circulo menor, com centro na
cidade de Cuiaba. Agora temos duas possiveis localizagdes para a certa
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Figura 31 — Circulo com a 1% e a 2% distancias informadas

pessoa, que é a interseccao dos circulos, ou no Distrito Federal ou no
Para. Utilizaremos a 3% informacao para determinar a posi¢ao correta
da pessoa.

Figura 32 — Circulo com as trés distancias informadas

Com a 3% informacao construimos um novo circulo com centro
na cidade de Sao Paulo e obtivemos apenas um ponto de interseccao
entre os trés circulos: Brasilia no Distrito Federal.
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Ao encerrar este capitulo mostramos que é possivel trabalhar
problemas basicos de geometria de distdncias no ensino médio utili-
zando apenas conteidos deste nivel de escolaridade. Para resolver estes
problemas utilizamos diversos contetidos como: sistemas lineares, de-
sigualdade triangular, lei dos cossenos, equagao da circunferéncia e da
esfera, norma euclidiana, localizagao de pontos no sistema cartesiano,
congruéncias, determinantes, entre outros. Algumas demonstragoes se-
riam mais simples se utilizassemos contetdos da Algebra Linear e da
Geometria Analitica, como encontrar o dngulo entre dois planos por
exemplo, mas como nao foram utilizados pois nao sao estudados no
Ensino Médio.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Um dos grandes problemas na aprendizagem matemaética dos
alunos do Ensino Médio é o distanciamento das aplicagoes dos con-
teudos abordados. A dificuldade de aprendizagem que estes alunos
apresentam é notavel. Alunos do Ensino Fundamental Inicial utilizam
o ladico para melhor compreensao, mas na continuidade do Ensino
Fundamental e Médio isto é deixado para tras e da-se contetdo atras
de conteido. Adolescentes desta faixa etaria sentem-se desinteressados
em aprender. Professores deste nivel de ensino também sentem-se de-
sestimulados ja4 que ha dificuldade em associar os conteiidos com suas
aplicacoes. Em virtude dessas dificuldades apresentadas, procuramos
desenvolver esta pesquisa para enriquecer as aulas do Ensino Médio. A
expectativa é que este material possa servir como referéncia ou apoio
aos professores que venham a trabalhar em suas aulas essa sub area
da Geometria, que é um caminho inverso do habitual, apresentando a
Geometria de Distancias e suas diversas aplicacoes, adaptando a cada
realidade.

Dentre as diversas aplicagoes da Geometria de Distancias esco-
lhemos a localizagao de sensores moéveis em redes sem fio, visto que a
area da tecnologia é de grande interesse dos estudantes. Na tentativa
de encontrar as solugoes, quando existiam, para os problemas apre-
sentados no Capitulo 3, buscamos resolugdes mais simples procurando
utilizar apenas os contetidos abordados no Ensino Fundamental e Mé-
dio. A medida que estes contetidos se inter-relacionam a aprendizagem
se torna mais significativa.

Intimeros trabalhos nesta area vém sendo desenvolvidos devido
& sua extensa area de aplicacdo. Esta foi apenas uma pesquisa intro-
dutoéria sobre o assunto que, como vimos nesta dissertacao, pode ser
trabalhado no Ensino Médio. Concluimos que o estudo da Geometria
de Distancias no Ensino Médio é viavel e ainda mais, acreditamos que
esse contetido possa despertar o interesse dos alunos e enriquecer a sua
bagagem de conhecimentos.
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