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"Quem me dera, ao menos uma vez,

provar que quem tem mais do que precisa ter
quase sempre se convence que ndo tem o bastante,
fala demais por nio ter nada a dizer.”

Renato Russo



Resumo

Neste trabalho tratamos do estudo de congruéncias como ferramenta de apoio na resolugdo
de problemas que venham a figurar em diversas provas de concursos e olimpiadas. No decorrer do
trabalho faremos a exposi¢do de questdes de olimpiadas, a fim de justificar a necessidade da abordagem
do tema no ensino bésico. Apresentaremos o Teorema Chinés dos Restos e alguns algoritmos a fim de
simplificar a resolugdo de sistemas de congruéncias.

Palavras-chave: Aritmética; Congruéncias lineares; Teorema Chinés dos Restos ; Algoritmo.
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Abstract

In this paper we treat the congruence of study as a support tool in solving problems that may
appear in several competitions contests and Olympiads . During the work we will display upcoming
issues in order to justify the need for the approach to the subject in primary education . We present
the Chinese Remainder Theorem and an algorithm based on some algorithms in order to simplify the
resolution of congruences systems.

Palavras-chave: Arithmetic; linear congruences ; Chinese Remainder Theorem ;algorithm.
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Introducao

O estudo da Teoria dos Ntumeros baseia-se nas propriedades dos ntimeros inteiros, bem
como a grande classe de problemas que surge no decorrer de seu estudo. Em particular, ressaltamos
a importéancia das congruéncias dentro deste grande ramo da matematica, pois a mesma vem obtendo
cada vez mais destaque no cenério de provas de olimpiadas de matemaéticas e concursos ptublicos na
area. Isso se deve ao fato de que a Teoria dos Ntumeros exige estratégias do estudante para resolugdo de
seus problemas mais rebuscados.

De forma geral, o estudo das congruéncias, em especial, os sistemas de congruéncias linea-
res, possui caracteristicas especificas e para resolugdo das mesmas precisamos compreender a teoria e
métodos préticos de como chegar ao resultado desejado.

Diante das exigéncias diretas ou indiretas ocorridas em sala de aula e/ou nas disputas em
olimpiadas escolares, um fator que permanece em evidéncia é a importancia de se obter meios eficientes
de chegar aos resultados de problemas, minimizando o tempo gasto nas resolugdes. Portanto, para
solucionar tais situagdes é que se resolve fazer uso de algoritmos na intengdo de resolver sistemas de
congruéncias lineares. Tais algoritmos sdo de notavel relevancia, em especial quando o ntimero de
equagdes e/ou a cardinalidade dos ntimeros envolvidos é grande.

Objetivamos com este trabalho criar algoritmos que auxilie a resolucdo dos sistemas de con-
gruéncias lineares, bem como mostrar através de exemplos como aplicar tais algoritmos fazendo uso de
tabelas, pois temos como finalidade facilitar a resolugdo de problemas voltados para este contetido tanto
no ensino basico quanto no ensino superior.

A escolha deste trabalho provém da inten¢éo de mostrar para o ptblico discente do ensino basico
a utilidade de algoritmos baseados no estudo da divisibilidade e congruéncias, os quais auxiliardo muitos
alunos que participam de olimpiadas regionais, nacionais ou internacionais, além de reforgar o conhe-
cimento daqueles que buscam apenas conhecer estratégias eficientes de como resolver problemas que
envolvam congruéncias lineares. Nota-se, claramente, que se ndo houver uma preparacéo diferenciada,
os estudantes geralmente ndo tem um desempenho adequado em olimpiadas matematicas. A maioria
das questdes olimpicas envolvem um raciocinio mais apurado e que exige um treinamento prévio.

Este trabalho de conclusdo de curso estrutura-se em trés capitulos, apresentando-se no primeiro
uma introducdo ao estudo da divisibilidade e MDC a fim de expor as primeiras defini¢des e resultados
que embasam o contetido principal do trabalho. Segue no capitulo 2 que exibimos o contetido das

congruéncias e congruéncias lineares de forma bastante tedrica, todavia com a resolugdo de diversas

14
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situagdes problemas para maior entendimento. No capitulo 3 deixamos toda sua estrutura baseada na
construcdo de algoritmos, em total de seis, embasados em resultados dos capitulos anteriores com o

objetivo final de resolver sistemas de congruéncias lineares.



Capitulo 1

Divisibilidade e MDC

Este capitulo fica destinado ao estabelecimento de defini¢des e propriedades de cunho elementares
a respeito de divisibilidade e congruéncias no conjunto dos ntimeros inteiros, a fim de dar um maior
apoio na resolucgdo de problemas e/ou demonstracdes posteriores. Nas sec¢des a seguir encontraremos
problemas e resultados interessantes, dentre estes tiltimos destacamos o Teorema de Bézout.

Os resultados apresentados neste capitulo sdo classicos e podem ser encontrados nas referéncias

(2], 3], [6], [9].

Definicdo 1.1. Considere dois inteiros a e b, distintos ou ndo, com b # 0. Dizemos que b divide a, e escrevemos

bla, se existir c € Z tal que a = b.c.

Mesmo quando um ndmero inteiro b # 0 ndo divide o inteiro 4, o matematico Euclides utiliza
em sua obra, Os Elementos, sem enuncié-los explicitamente, o fato de que é sempre possivel efetuar
a divisdo de a por b, com resto. Observe a seguir importantes resultados, quais sejam, a Propriedade

Arquimediana e em seguida o Teorema da Divisdo Euclidiana.

Proposicdo 1.1. (Propriedade Arquimediana) [6] Considere a,b € Z, com b # 0. Desse modo existe n € Z. tal

que nb > a.

Demonstracido 1.0.1. Considerando que temos os seguintes dados |b| # 0 e b € Z, entdo podemos afirmar que

|b| > 1, logo escrevemos
(lal +1) - ] > |al + 1, 1)
pois por hipdtese |b| > 1. Segue que:
(lal +1) - |b| = la] + 1 > |a] > a. (2)

Assim, tomando na desigualdade

i)n=lal+1seb>0;ou

16
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i) n=—(la|+1)seb <0.
Dat chegamos ao resultado desejado.

Teorema 1.1. (Divisdo Euclidiana) [6] Considere a,b € Z, com b # 0. Assim, existem dois inteiros q e r,

unicamente determinados, de tal modo que a =b.g+v,com 0 <r < |b].

Demonstracdo 1.0.2. Dividiremos nossa demonstracio em duas partes, as quais se seguemi:

i) Unicidade:

Suponha quea = bg+r=0bq" +v',ondeq,q’,v,v' € Z,0 <r <|ble0 <1 <|bl. Desse modo, temos que
—|bl < —r < 1" —r < v < |b|l. Portanto, |r" — | < |b|l. Por outro lado, notamos que b(g —q’) = r’ —r, e isto
implica em

Ibllg — gl = 1r" =l < |bl,
fato que s6 é possivel se q = q’. Segue daf que

¥ =1 =.0=0=>r=r.

Existéncia:

~

i
Consideremos inicialmente o conjunto T = {x =a —by; y € Z} (" (N U {0}).

Pela Propriedade Arquimediana enunciada anteriormente, existe n € Z tal que n (—=b) > —a, seque entdo que
a—nb > 0, mostrando que o conjunto T é ndo vazio. Agora note que o conjunto T é limitado inferiormente
por 0, fato observado na intersecgio se T com (IN U {0}), assim, pelo Principio da Boa Ordenagdo, temos que
T possui um menor elemento, o qual denominaremos r. Suponha que r = a — bq. Sabemos que r > 0, pois
T ndo possui elementos negativos. Vamos mostrar que r < |b|l. Suponhamos por absurdo que r > |b|. Desse
modo, existe s € IN U {0} tal que v = |b| + s, logo 0 < s < r. Contudo, isso contradiz o fato de r ser o menor

elementode T, poiss =a—(q+1)be T, coms <r.

Concluindo nossa demonstragdo a respeito da unicidade de g e r.

Nas condic¢oes do teorema acima, os ntimeros inteiros g e r, sdo chamados, respectivamente, de

quociente e resto da divisdo de a por b.
Exemplo 1.1. O quociente e o resto da divisio de 23 por 6 sdo q = 3 e v = 5, pois

23 =63 +5.

Faremos a defini¢do de divisor comum a seguir a fim de introduzir logo em seguida a ideia de

méximo divisor comum entre dois ou mais nimeros.

Defini¢do 1.2. Considere dois inteiros a e b, distintos ou ndo. Um niimero inteiro d serd considerado divisor

comum de a e b caso tenhamos d|a e d|b.

Desse modo, é facil ver que os ntimeros +1, +3, +5 e £15 sdo divisores comuns de 30 e 45.
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Defini¢do 1.3. Qualificamos um inteiro d > 0 como um mdximo divisor comum (mdc) dos inteiros a e b, se d é

um divisor comum de a e b e, simultaneamente, é divistvel por todo divisor comum que houver de a e b.

O mdc de a e b serd denotado por (a, D).

O lema a seguir é bastante eficaz no célculo do mdc de dois niimeros naturais.

Lema 1.1. (Lema de Euclides) [6] Considere os inteiros a, b e n. Sempre que existir (a,b — na), entdo existe (a, b) e
(a,b) = (a,b — na).

Demonstraciao 1.0.3. Com efeito, escrevendo d = (a, b — na), desse modo é ficil ver que d|a e d|b — na, bem como
blna. Segue dessa forma que

d|[na + (b — na)] = d|b.

Observamos entdo que d é divisor comum de a e b. Para mostrar que d é o maior dos divisores comuns de
a e b vamos considerar um ¢ € Z qualquer também divisor comum de a e b. Note que cla e c|b = c|b — na.
Como cla e c|b—na, entdo c é divisor comum de a e b —na. Sendo d o mdximo divisor comum de ae b— na,

entdo chegamos a conclusdo de que c|d e, consequentemente, d = (a, b).
Exemplo 1.2. Seja n € IN. Mostre que
n'+1,n+1)!+1)=1.

Solugio.

Fazendo uso do Lema acima algumas vezes conseguimos provar tal resultado. Veja:

(n'+1,n+1)!+1)

m+1,n+D)+1-m+1)-(n'+1))
= M+, m+D+1-n+1)!-n-1))
= (n'+1,-n)

= (+1-[-(n-1!-(-n)],-n)

= ('+1-n!,-n)

= (1,-n)

1.

Definicao 1.4. [9] Qualificamos um niimero inteiro positivo maior do que 1 que s6 possui como divisores positivos

1 e ele mesmo como niimero primo.

Sao exemplos de primos os nimeros 2,3, 5,7 e 11, pois seus tnicos divisores positivos sdo 1 e ele
proprio.
Definicao 1.5. Dois niimeros inteiros a e b serdo denominados primos entre si (coprimos) se (a,b) = 1, isto é, se o

tinico divisor comum positivo de ambos for 1.

Observe que os ndmeros 12 e 35 sdo primos entre si, pois (12, 35) = 1, mesmo que eles ndo sejam

necessariamente primos.
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Definic¢do 1.6. Sejam a,b € Z. Definimos o conjunto
dZ =1I(a,b) = {xa+yb;x,y € Z},
onded = (a,b).

Proposicdo 1.2. Para que dois niimeros inteiros a e b sejam primos entre si é necessdrio e suficiente que existam

niimeros inteiros m e n inteiros de tal forma que ma + nb = 1.
Demonstrac¢do 1.0.4. Ver [6].

O teorema a seguir é bastante utilizado na resolucdo de problemas de teoria dos niimeros, muito

conhecido por "Lema de Gauss”.
Teorema 1.2. [9] Considerea,b,c € Z. Se albc e (a,b) = 1, entdo, consequentemente, alc.

Demonstracido 1.0.5. Note a principio que albc implica na existéncia de f € Z de tal modo que bc = af.

Considerando o fato de que (a,b) = 1, entdo pela proposiciio anterior, notamos que existem k,1 € Z tais que
ka +1b=1.
Fazendo a multiplicagdo por c em ambos os membros da igualdade acima, temos
c = kac + Ibc.

Segue que podemos substituir be por af nesta 1iltima igualdade e, consequentemente, teremos

c =kac+laf = a(kc +If)
e, portanto, alc.

Defini¢ao 1.7. O menor miltiplo comum de dois ou mais niimeros, diferente de zero, é chamado de minimo
miiltiplo comum (MMC) desses niimeros. Usamos a abreviacdo a notagdo [a,b] para indicar o MMC entre os

niimeros a e b.

Etienne Bézout (1730 - 1783) foi um matemético francés da escola de Mézieres nascido em
Nemours, Seine-et-Marne, consagrado pela publicacdo da colecdo Cours de mathématique, em seis
volumes, cobrindo toda a matemadtica elementar até a de alto nivel conhecida até entdo, com énfase para
a mecanica e a navegacao (1764-1769), que teve varias reedi¢des e versdes em outras linguas, inclusive
adotada em West Point.

Filho de um magistrado da cidade de Nemours, Pierre Bézout, e de Hélene-Jeanne Filz, por
tradicdo familiar deveria seguir a carreira do pai e do avd. Porém ao tomar contato com os trabalhos de
Leonard Euler, ele resolveu se dedicar a matematica. Em seguida enunciamos um de seus trabalhos que

muito contribui para o estudo da aritmética.

Teorema 1.3. (Bézout) Considere a,b € Z, ambos nio nulos, e d = (a,b). Entdo existem inteiros x e y tais que

d=ax+b.y.
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Figura 1.1: Etienne Bézout.

Demonstragdo 1.0.6. Considere inicialmente S = {ax + by; ax + by > 0,x, y € Z}. Note que o conjunto S é nio
vazio, pois tomando x = ae y = b, temos
a? +b* > 0.

Considerando f o menor elemento do conjunto S. Assim, d = (a,b)|f, pois d|a e d|b, consequentemente
dlax +by, Vx,y € Z. Como f,d > 0, para mostrarmos que d = f, nos resta provar que f|d. Note que, pelo Teorema
da Divisio Euclidiana a = q.f +r,com q,v € Ze 0 <r < f. Assim, como a = q.f +r = g.(ax + by) + r, entio
a—qgax—qgby =r = a(l—gx)+b.(—qy) =r > 0, entdor € Zesendor < f, seque quer = 0. Dai fla e, de modo

semelhante, mostramos que f|b. Portanto f|(a, b) = d, concluindo nossa demonstragdo.



Capitulo 2

Congruéncias e Sistemas de

Congruéncias Lineares

Neste capitulo estudaremos o conceito de congruéncia, que revolucionou o estudo da Aritmética, permi-
tindo tratar as questoes de divisibilidade com um enfoque mais facil e mais eficiente. Foi Carl Friederich
Gauss (1777- 1855) quem introduziu este conceito, em 1801, no seu livro Disquisitiones aritmeticae

(Investigagdes na Aritmética). Gauss escreveu este livro quando ele tinha apenas 24 anos.

Figura 2.1: Johann Carl Friedrich Gauss.

Observe que ao ter que escolher entre um lago de fita azul ou vermelha para colocar no cabelo,
a menina comega a recitar em voz alta: Ma-méde man-dou eu es-co-lher es-ta da-qui, mas co-mo sou
tei-mo-sa vou es-co-lher es-ta da-qui! Apontando com o dedo alternadamente para o lago azul e para o
vermelho ao ritmo cadenciado das silabas. O laco escolhido é aquele apontado por dltimo. Certamente,
conhecemos esse procedimento ou outro semelhante com cantigas diferentes. Mas o que tem isso a ver
com o estudo das congruéncias?

Quando dois inteiros deixam o mesmo resto ao serem divididos por m, dizemos que eles sdo
congruentes (ou congruos) médulo m. Por exemplo, 13 e 9 sdo congruos médulo 4, porque ambos
deixam resto 1 quando divididos por 4.

Ao recitar a cantiga, a menina aponta alternadamente para as duas fitas. Como a quantidade

de silabas da cantiga é 27, entdo a menina escolhe a primeira fita, pois 27 é impar, isto é, deixa resto 1,

21
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quando dividido por 2. De um modo geral, a fita escolhida serd sempre a primeira, caso o ntimero de
silabas da cantiga seja impar, e serd sempre a segunda, caso o ntimero de silabas da cantiga seja par.
Antes de dar inicio as préximas se¢des, queremos salientar que os resultados apresentados neste

capitulo sdo cldssicos e podem ser encontrados nas referéncias [2], [6], [9].

2.1 Introducdo as Congruéncias

Definicdo 2.1. Considere o inteiro positivo m. Dizemos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes médulo
m se os restos de sua divisdo euclidiana por m sdo iguais. Desse modo, quando os inteiros a e b sdo congruentes
moédulo m, escreve-se

a=b (modm).

Da definigdo acima podemos observar que 35 = 23 (mod12), pois os restos da divisdo de 35 e 23
por 12 sdo iguais a 11.

O problema a seguir foi retirado da primeira fase da prova de nivel 1 da OBMEP 2012. Observe,
para este caso, o quanto o resto da divisdo se torna importante quando trabalhamos com situagoes

ciclicas.

Exemplo 2.1. Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura, serdo embaralhadas. Em cada embaralhamento,
a primeira carta passa a ser a segunda, a segunda passa a ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta

passa a ser a quinta e a quinta passa a ser a terceira. Qual serd a primeira carta apés 2012 embaralhamentos?

(A "24”3& '4**‘5**
L * L]
NIRRT
Posig&o inicial
‘o [ |fas|f e |
L L] L] )
L v L**s“ v, e,

Posi¢ao apo6s o primeiro
embaralhamento

Figura 2.2: OBMEP 2012, nivel 1, 2? fase.

Solugdo.
A principio vamos listar as posigdes das cartas e fazer os embaralhamentos sucessivos de acordo com a

regra dada no enunciado da questio. Desse modo, observe a construgdo da tabela a seguir:
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Situagdo A
Inicial A2345
Ap6s 1° embaralhamento | 3A524
Ap6s 2° embaralhamento | 534A2
Ap6s 3° embaralhamento | 4523A

Ap6s 4° embaralhamento | 24A53
Ap6s 5° embaralhamento | A2345

Tabela 2.1: Embaralhamentos sucessivos.

Observamos que a cada cinco embaralhamentos sucessivos retornamos a primeira posicio, entdo para

determinar a posicdo apds o 2012° embaralhamento basta efetuar a divisdo euclidiana de 2012 por 5, isto é,
2012 = 5.402 + 2.

Assim posigdo das cartas depois do 2012° embaralhamento é a mesma que a posicio depois do 2° embaralhamento.

Concluimos, dessa forma, que a primeira carta é a de niimero 5.

Devemos observar que se dois niimeros sdo congruentes modulo m, podemos simplificar nossos

esforcos aplicando o resultado que segue:

Proposicdo 2.1. [6] Considere os inteiros a,b,m, com m > 1. Assim, para termos a = b mod m é necessdrio e

suficiente que m | b — a.

Demonstracdo 2.1.1. De acordo com a divisido euclidiana de a e b por m podemos escrever respectivamente

a=mg+r,com0<r<meb=ms+t com0<s <t Dessaforma,
b—a=(ms+t)—(mg+r)=m(s—q)+(t—7r).
Como, por defini¢do, a = b mod m indica que a e b deixam o mesmo resto na divisdo por m. Assim,
b-a=m(s-q),

isto é, m|b — a. Concluindo nossa primeira parte da demonstragio.
Por outro lado, se m|b — a, entdo podemos escrever m|t —r. Como |t — r| < m, temos em consequéncia que

t = s. Concluindo nossa demonstragio.

Defini¢ao 2.2. Chamaremos de sistema completo de residuos médulo m (m inteiro positivo) a todo conjunto
de niimeros inteiros cujos restos pela divisdo por m sdo os niimeros 0,1,2,3,...,m — 1, sem repeticdes e nio

necessariamente na mesma ordem.

Exemplo 2.2. Verifique que o conjunto {3,16,38} é um sistema completo de restos modulo 3.

Solugdo. Com efeito, basta observamos as congruéncias:
3 = 0(mod3)

16 = 1(mod3)
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38 = 2(mod3).

Como na divisio por 3 os tinicos restos possiveis sdo 0, 1 e 2, concluimos que o conjunto (3,16, 38} é um sistema

completo de residuos médulo 3.

De acordo com a defini¢do, nota-se que para acharmos o resto da divisao de um ntimero a por m
basta encontrar o nimero natural r dentre os nimeros 0,1,2,3, ...,m — 1 que seja congruente a a médulo
m.

Em seguida faremos exposi¢do de alguns exemplos contextualizados, os quais figuram no dia
a dia do aluno, isto é, casos que podem ser aplicados em sala de aula a fim de haver uma melhor

compreensdo por parte do discente quanto ao contetido de congruéncias.

Exemplo 2.3. A distribuigio dos dias do més num calenddrio é um exemplo do uso do conceito de congruéncia.

Vejamos o calenddrio do més de abril do ano de 2016:

DOM | SEG | TER | QUA | QUI | SEX | SAB
1 2

3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30

Tabela 2.2: Calendéario Abril de 2016.

Observe a 1iltima coluna, a das sextas-feiras, que comega com o 1 e todos os outros niimeros dessa coluna
deixam resto 1 quando divididos por 7. A coluna do sdbado, comega com 2 e todos os outros niimeros deixam resto

2 quando divididos por 7. Ou seja, em todas as colunas os nitmeros sio congruos entre si médulo 7.

Vamos apresentar a seguir uma questdo retirada do banco de questdes do site da OBMEDP, local
onde encontramos intimeras questdes interessantes e provocativas para o preparo de nossos alunos da

Educacéo Bésica.

Exemplo 2.4. A, B, C, D, E, F, G e H sdo os fios de apoio que uma aranha usa para construir sua teia, conforme

mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre qual fio de apoio estard o niimero 1182

Figura 2.3: Exemplo do Banco de Questdes OBMEP.
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Solugio.
Vamos observar o que estd acontecendo na tabela seguinte que descreve a construgdo da teia pela aranha

deste exemplo.

16 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23
24 |25 26 (2728|2930 |31

Tabela 2.3: Correspondéncia entre o Niimero e o Fio de Apoio.

E claro que podemos, pacientemente, continuar construindo a tabela até que aparecesse o niimero 118.
Assim saberiamos em qual fio a aranha iria estar. Entretanto, convenhamos que ndo seria uma solugdo muito
pritica e nem rdpida. Imagine se a questdo perguntasse o fio correspondente ao niimero 3317

E ficil perceber que os fios se repetem a cada oito niimeros e essa periodicidade faz com que os niimeros
de cada fio formem uma progressio aritmética de razdo igual a 8, isto é, hd um aumento de oito em oito. Notamos
também que cada fio pode ser representado a partir dos miiltiplos de 8. O fio A corresponde aos niimeros que sio
miiltiplos de 8, ou seja, niimeros que divididos por 8 deixam resto zero (8.n, com n € IN). O fio B corresponde aos
niimeros que sdo miiltiplos de 8 acrescidos de 1, ou seja, niimeros que divididos por 8 deixam resto 1 (8.n + 1, com
n € IN). O fio C corresponde aos niimeros que sdo miiltiplos de 8, mais 2, ou seja, niimeros que divididos por 8
deixam resto 2 (8.n + 2, com n € IN) e essa l6gica se mantém até o fio H, definido pelos niimeros que divididos por
oito deixam resto 7. E claro que para saber sobre qual fio estard o nitmero 331, basta verificarmos a qual dessas
familias tal nitmero pertence e isso pode ser facilmente obtido ao dividirmos 331 por 8, pois o resto da divisdo
indicard a qual das familias o 331 pertence, em outras palavras, procuramos a congruéncia de 331 médulo 8. Desta
forma, verificamos que o niimero 331 é igual a 8.41 + 3, ou seja, pertence i familia dos niimeros que estio no fio
D.Todos os niimeros de nosso exemplo, que estido no mesmo fio, tem uma particularidade em comum, deixam o

mesmo resto ao serem divididos por 8, isto é, sdo congruentes entre si, no modulo 8.

Outro exemplo importante, do nosso cotidiano é a verificagdo dos dois digitos de controle do

CPF (Cadastro das pessoas fisicas na Receita Federal) de uma pessoa.

MRASTERIO DA FAZENDS
Yocrvtana ds Aeceits | ede o

CPF

000.000.000-00

Figura 2.4: Modelo de CPE.

Observe que o nimero de CPF de uma pessoa, no Brasil, é constituido de 11 digitos, sendo um

primeiro bloco com 9 algarismos e um segundo, com mais dois algarismos, que sdo, como no ISBN e
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nos cédigos de barra, digitos de controle ou de verificagdo . A determinagdo desses dois digitos de
controle é mais um caso de aplicagdo da nocdo de congruéncia. No caso do CPF, o décimo digito (que é
o primeiro digito verificador) é o resultado de uma congruéncia, médulo 11 de um niimero obtido por
uma operagdo dos primeiros nove algarismos.

Se ninynznansnghnzynghg é a sequéncia formada pelos 9 primeiros digitos, devemos multiplica-los,
nessa ordem, pela base {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e somar os produtos obtidos. O digito que estd faltando, que
vamos representar por 1o deve ser tal que ao ser subtraido da soma obtida, deve gerar um mdltiplo de
11, isto é, se a soma obtida é S, entdo S — 11y = 0(1mod11). Observe que tal nimero serd o proprio resto da
divisdo da soma obtida por 11 .

A determinacdo do segundo digito de controle, representado por 711, é feita de modo similar,
sendo que agora acrescentamos o décimo digito (que é o que acabamos de calcular) e usamos uma base

de multiplicagdo de 0 a 9.

Exemplo 2.5. Suponha que o CPF de uma pessoa tem os seguintes 9 primeiros digitos: 092.152.785. Vamos
determinar os dois digitos verificadores de tal CPF.
Seguindo os passos indicados anteriormente e efetuando as multiplicagdes correspondentes, obtemos o

digito nyo da seguinte forma:

01+92+23+14+55+26+77+8.8+59=223.

Dividindo o niimero 223 por 11, obtemos 223 = 20.11 + 3 ou, equivalentemente, 223 = 3(mod11). Dessa
forma, o primeiro digito de controle serd o algarismo niy = 3.

Para o sequndo digito, denominado n11, é obtido através das multiplicagoes:

00+91+22+13+54+25+7.6+87+58+39 =211

Efetuando a divisdo de 211 por 11, obtemos 211 = 19.11 + 2, isto é, 211 = 2(mod11). Logo, o segundo

digito de controle é 0 ny; = 2.

Concluimos entdo que, no nosso exemplo, o CPF completo é 092.152.785 — 32.
Se o resto da divisdo fosse 10, ou seja, se o niimero obtido fosse congruente ao 10, médulo 11, usariamos,

nesse caso, o digito zero.

Abaixo enumeramos algumas propriedades das congruéncias no intuito de auxiliar na resolugdo

de exemplos e demonstragdes de resultados que prosseguem neste trabalho.
i) (Reflexividade) a = a(modm);
Demonstragio 2.1.2. De fato, note que m|0 & mla —a & a = a(modm).
ii) (Simetria) Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m);

Demonstracgdo 2.1.3. Observe que se a = b (mod m), entdo existe k € Z tal que a — b = k.m. Segue que

podemos escrever b —a = —(k.m) = (=k).m, implicando em b = a (mod m).
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iii) (Transitividade) Sea = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m);

Demonstragio 2.1.4. Dados a = b (mod m) e b = c (mod m), entdo existem k,| € Z tais quea — b = k.m
eb—c =1lm. Seque que podemos escrever a —c = (a — b) + (b —¢) = km + Im = (k + I)m, implicando em

a = c (mod m).

iv) (Soma) Se a = b( (mod m) e c = d (mod m), entdo a + ¢ = b + d (mod m);

Demonstragdo 2.1.5. Dadas as congruénciasa = b (mod m)ec = d (mod m), entdo existemk,| € Z tais que
a—b =k.mec—d = l.m. Desse modo podemos escrever (a+c)—(b+d) = (a—b)+(c—d) = km+Im = (k+I)m,

implicando em a + ¢ = b + d (mod m).

v) (Diferenca) Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m)(modm), entdo a — ¢ = b — d (mod m);

Demonstracido 2.1.6. Considere as congruéncias a = b (modm) e c = d (mod m), as quais podemos
reescrever da formaa—b = mked—c = ml, paraalgum k,1 € Z.. Somando membro a membro as igualdades,

temos

@a-b)y+d-c)=mk+ml=>@-c)—b-d)=m(k+1])>a—-c=b-d (modm).

vi) Se a = b (mod m) e ¢ é um inteiro ndo negativo, entdo a.c = b.c (mod m);

Demonstracgdo 2.1.7. De fato, considere a = b (mod m), entdo podemos escrever a — b = km, com k € Z.

Multiplicando ambos os lados por ¢ € Z, temos
ac — bc = kmc,
mas isso implica em ac = be (mod m).

vii) (Produto) Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo a.c = b.d (mod m);

Demonstragao 2.1.8. Vamos escrever as congruéncias a = b (mod m) e c = d( (mod m) da seguinte forma:

a-b=mkec—d=ml paraalgumk,] € Z. Daitemos a =b+mkec =d+ml. Segue que

ac —bd = (b + mk)(d + ml) — bd = (bd + bml + mkd + m?kl) — bd = (bl + kd + mklym

e, portanto, podemos concluir que a.c = b.d (mod m).

viii) (Poténcia) Se a = b (mod m) e k é um inteiro positivo, entdo a* = b¥ (mod m);

Demonstragao 2.1.9. Usando o Principio da Indugdo Finita para esta demonstragdo, observamos que o
fato é verdadeiro para k=1. Suponhamos verdadeiro para o inteiro n positivo, vamos mostrar que também é

vilido para n+1.

Como a = b (mod m) ea” = b" (mod m), entdo pela propriedade anterior, temos
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a'a = b"b (mod m) = a™' = b (mod m).

Desse modo mostramos a validade para o inteiro n + 1. Concluimos, portanto, que a propriedade é vdlida

para todo k inteiro positivo.

ix) (Cancelamento para a soma) Sea +c = b + ¢ (mod m), entdo a = b (mod m).

Demonstragdo 2.1.10. Sea +c = b + ¢ (mod m), entdo podemos afirmar que m|b + c — (a + c), implicando

em m|b — a e, em consequéncia disso, obtemos a = b (mod m).

Ressaltando novamente a importancia do tema de nosso trabalho, exporemos a seguir uma

questdo contida na prova de admissdo ao Colégio Militar de Fortaleza no ano de 2011.

Exemplo 2.6. Dois niimeros inteiros positivos sio tais que a divisio do primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto
a divisio do segundo, também por 7, deixa resto 5. Somando os dois niimeros e dividindo o resultado por 7, o resto
serd:

a)l b2 3 d4 eb

Solugdo.

Sejam a e b os dois niimeros inteiros positivos citados. Além disso, as sequintes congruéncias sio
enunciadas no problema:

a =6 (mod7)

b =5 (mod7).

Como ambas as congruéncias tém o mesmo modulo, entdo podemos utilizar a propriedade da ”Soma de

Congruéncias”vista anteriormente. Assim, podemos escrever:

a+b=6+5=11=4(mod7).
Logo, o resto desejado é 4.

Exemplo 2.7. Dados os niimeros a, b, ¢ inteiros positivos cujos restos na divisdo por 7 sio, respectivamente,2,4 e
6. Determine o resto da divisdo de a+b+c por 7.

Solugdo. De acordo com o enunciado da questdio, temos as seguintes congruéncias:

a = 2 (mod7)
b =4 (mod7)
¢ =6 (mod7).

Assim, somando membro a membro as trés congruéncias, obtemos:
a+b+c=2+4+6=12 =5 (mod7).

Portanto, o resto da divisdo dea + b + c por 7 é 5.
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Sdo exemplos como este que demonstram para o aluno a importancia em se trabalhar com o
resto da divisdo euclidiana e ndo com o quociente, como se é esperado. Fato semelhante observamos no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.8. Determinar o resto da divisio de 3'% por 4.

Solugdo. Observe inicialmente que 3 — (—1) = 4 = 0 (mod4), somando (—1) a ambos os lados, temos
3 = —1(mod4).
Dai, elevando ambos os lados a 100, podemos escrever
3100 = (1)1 = 1(mod4).
Assim, o resto da divisdo de 3% por 4 é 1.

Uma observacdo que deve ser feita refere-se ao cancelamento multiplicativo na congruéncia.

Veja o exemplo dado a seguir.

Exemplo 2.9. Sendo 12.5-12.3 = 24 ¢ 8|24, segue que 12.5 = 12.3 mod 8. Entretanto nio se verifica o fato5 = 3

mod 8, isto é, nem sempre podemos realizar o cancelamento multiplicativo numa congruéncia.
O resultado a seguir trata a respeito da possibilidade deste cancelamento multiplicativo.

Proposicdo 2.2. [6] Considere os inteiros a,b,m, com m > 1. Assim, para termos ac = bc(modm) é necessirio e

suficiente que a = b( mod L).

(c,m)

Demonstracio 2.1.11. Tomando d = (c, m), temos as equivaléncias

ac = be(modm) & mlbc — ac © m|(b —a)c.

Segue que podemos tornar esta situagio equivalente a

m c
Flo-a)-.

m c _ . L Lo -
Como 7 € 7 sfio primos entre si, entdo ainda é equivalente a situagdo acima a expressio

%lb—a Sa= b(mod%),

concluindo nossa demonstragdo.

Observarglos, dessa forma, no exemplo anterior o seguinte fato: 12.5 = 12.3 mod 8 se, e somente
se, 5 =3 mod m

Ha cerca de 2500 anos, os chineses ja sabiam que se p é um ntimero primo, entdo p|2? — 2. Entre-
tanto, foi Pierre de Fermat (1601-1665), matematico francés, que generalizou esse resultado, enunciando
um pequeno, todavia notdvel teorema o qual enunciaremos mais adiante. Historicamente, percebe-se
que o campo predileto de estudos de Fermat foi o da teoria dos ntimeros, na qual se consagrou. Fermat

deu considerdvel impulso a aritmética superior moderna exercendo, assim, grande influéncia sobre o

desenvolvimento da dlgebra.
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Figura 2.5: Pierre de Fermat.
Teorema 2.1. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é um niimero primo e se a é um niimero natural nio divisivel
por p, entdo p divide aP! — 1.

Demonstragdo 2.1.12. Seja p primo e a € Z de tal modo que p 1 a. Considere os conjuntos {1,2,3,5,...,.p —1} e
{a,2a,3a,5a,...,(p —1)a} .

Observe que a,2a,3a,5a, ..., (p — 1) a sio incongruentes a 0 médulo p. Assim, sei,j€ {1,2,3,5,...,.p — 1}
eia = ja(modp), entdo i = j(modp), pois (a,p) = 1. Como 0 < |i — j| < p, segue que i = j. Dai notamos que os
niimeros a,2a,3a,5a, ...,(p — 1) a sdo incongruentes entre si médulo p. Desse modo, a,2a,3a,5a, ...,(p — 1) a sdo

congruentes a 1,2,3,5,...,p — 1 em alguma ordem. Assim, podemos escrever a seguinte congruéncia

p-D!'=123...(p—1) =a.2a3a...(p — 1)a (mod p),

isto é,

(p—1D!'=a"Y(p - 1)! (mod p).
Como os niimeros p e (p — 1)! sdo primos entre si, ou seja, (p,(p — 1)!) = 1, entdo podemos realizar o
cancelamento de (p — 1)! de ambos os lados da congruéncia, obtendo
@’ =1 (mod p).
Portanto, concluimos nossa demonstragdo.

Observe que este Teorema oferece um teste de ndo primalidade, pois se tomarmos m € IN, com

m > 1, e existe algum a € IN, com (a,m) = 1, tal que m nédo divide a"1 -1 entdom é primo.
Exemplo 2.10. Vamos usar o Pequeno Teorema de Fermat para mostrar que 2°° + 3% ¢ divisivel por 13.
Solugdo.
Note que 50=12.4+2, entdo podemos escrever
250 = 912442 _ (912y4 92

Como 13 é um niimero primo, entdo pelo Teorema Pequeno Teorema de Fermat escrevemos
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(21%)*.22 = 1%.22 = 4 (mod 13).

De maneira andloga, fazemos

3%0 = 3124+2 — (312)4 32 = 1432 = 9 (1n0d 13).

Segue dai que 2°° + 3% =4+ 9 =13 = 0 (mod 13). E portanto 13]2%0 + 3.

2.2 Congruéncias Lineares

Trataremos nesta seccdo a respeito da resolucdo de congruéncias da forma: ax = b mod m, em que
a,bmeZ,m>1.
Em outras palavras, vamos determinar, caso existam, os niimeros inteiros x de modo que ax = b

mod m.

Proposicdo 2.3. [6] Considere os inteiros a,b,m, com m > 1. Desse modo, para que a congruéncia ax = b mod m

possua solugdo é necessirio e suficiente que (a, m)|b.
Demonstragao 2.2.1.

(=) Suponha, a principio, que a congruéncia ax = b (mod m) possua uma solugdo xo. Desse modo temos que
axo = b (mod m) e, consequentemente, mlaxy — b. Assim, existe yo € Z de tal forma que axo — b = myy.

Segue que a equagdo ax — my = b admite solugdo. Logo, podemos concluir (a, m)|b.

(&) De maneira reciproca, considere (a, m)|b. Dai, podemos afirmar, claramente, que a equagio ax —my = b
admite solugdio. Segue que ax = b+ my e, em consequéncia disso, x é solucdo da congruéncia ax = b(modm),

pois ax — b = my.

Note que toda solugdo particular xo da congruéncia ax = b mod m determina uma quantidade
infinita de solugdes, pois todo x = xp mod m é também solugdo da congruéncia, como pode ser visto
abaixo:

ax = axy = b (modm).

Na pratica, tratamos como iguais duas solugdes quaisquer da congruéncia ax = b (mod m) que

sdo congruas médulo m, mesmo que elas ndo sejam iguais no sentido tradicional. Por exemplo, x = 2

e x = 7 satisfazem a congruéncia linear 4x = 3 (mod 5). Como 2 = 7 (mod 5), tratamos 2 e 7 como
a mesma solu¢do da congruéncia linear 4x = 3 (mod 5). Por outro lado, x = 3 e x = 5 sdo solugdes
incongruentes (ndo congruentes) da equagdo 2x = 6 (mod 4), pois 4 1 5 — 3. Ou seja, quando falamos
do ntimero de solug¢des da congruéncia linear ax = b (mod m), estaremos contando somente aquelas que
sdo incongruentes médulo m.

Desse modo, almejando encontrar a colecdo completa de solu¢des duas a duas incongruentes

moédulo m, as quais serdo chamadas de sistema completo de solugdes ndo congruentes é que enunciamos

o teorema a seguir.
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Teorema 2.2. [6] Considere os inteiros a,b,m, comm > 1 ed = (a,m)|b. Se xy é uma solugio da congruéncia

ax = b mod m, entdo temos em consequéncia que

m m m
,Xo+ =, X0+ 2.—, .., x0+(d—-1).—,
X0, X0 d X0 F Xo + ( ) a

formam um sistema completo de solugdes da congruéncia, duas a duas nio congruentes modulo m.

Demonstragdo 2.2.2. Afirmamos inicialmente que toda solugdo X da congruéncia ax = b (mod m) é congruente
m
axo+ kE médulo m, para algum 0 < k < d.

Para demonstrar este fato, observe que se % é uma solugio da congruéncia, entdo,

ax = axg (mod m),

consequentemente, obtemos

m
X = d —).
X =x9(mo d)

k. . . ,
Portanto, temos X — xo = = Segue pela Divisdo Euclidiana que existe 0 < k < d de tal modo que

d
k = qd + k e, consequentemente,

i:x0+qm+k%zx0+k% (mod m).

Finalmente, note que estes niimeros sio dois a dois incongruentes médulo m, pois quando 0 < k,I < d,

temos

m m
Xo +kE =x0+ ZE (mod m),

dai

k

=3

= l% (mod m).

m m
— =l—=c¢

m
< 7 7 1l < Ny
Como 0 < k,I < d, entio 0 kdl 7 7

=3

< m, e como m divide |k% -1 %l, segue-se que k

portanto, k = 1.

Exemplo 2.11. Vamos resolver a sequinte congruéncia 6x = 4 mod 10.

Como o mdc d = (6,10) = 2 divide 4, entdo, de acordo com o teorema anteriot, esta congruéncia tem d = 2
solugdes modulo 10.

Fazendo os cilculos por tentativa e erro, obtemos a solugdo xy = 4. Dai, as solugdes modulo 10 sdo 4 e

4+ 12—0,istoé,4e9.

Uma observagdo a respeito do teorema enunciado mais acima aparece quando tomamos (a, 1) =

1, pois daif a congruéncia ax = b (mod m) passa a possuir uma tinica solugdo médulo m.

Definicdo 2.3. Dizemos que a é invertivel, médulo m, com (m > 1), se existir x tal que a congruéncia linear

ax =1 (mod m) tem solugio.
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Proposicdo 2.4. [6] Para que um inteiro a seja invertivel médulo m (m > 1) é necessirio e suficiente que (a, m) = 1.

Neste caso, quaisquer dois inversos de a médulo m sio congruentes, médulo m.

Demonstragao 2.2.3.

(=) Note que se a for invertivel médulo m, entdo existe x € Z tal que ax = 1 (mod m). Segue que existe
Y € Z para o qual ax = my + 1 ou podemos escrever ainda ax — ym = 1. Portanto, obtemos (a,m) = 1.

(<) De maneira reciproca, note que pelo teorema de Bézout obtemos a garantia de que o mdc de dois
inteiros sempre pode ser escritos como combinagdo linear dos mesmos. Segue dai que se (a,m) = 1, entdo existem
X,y € Z tais que ax + my = 1 e, consequentemente, ax = 1 (mod m).

Por fim, vamos mostrar que a possui um tinico inverso médulo m. Considere x e y inversos de a, médulo

m. Segue que:

ax =1 = ay (mod m),

o que implica ax = ay (mod m). Entretanto, como (a,m) = 1, entdo podemos realizar o cancelamento em
ambos os lados da congruéncia, ou seja, obtemos x = y (mod m). Desse modo, a possui um tinico inverso médulo

m.
Exemplo 2.12. Observe que as congruéncias a seguir nio tem solugdo:

a) 4x =1 (mod 6)

Observe que o mdc (4,6) = 2 # 1, segue que nio existe x que satisfaca tal congruéncia.

b) 15x =1 (mod 10)

De modo semelhante ao item anterior desta questdo, a congruéncia linear acima ndo possui solugdo, pois 15

ndo possui inverso moédulo 10.

A seguir vamos resolver o problema 3 do nivel 3 da 2? fase da 37* Olimpiada Brasileira de
Matemitica, a fim de justificar, mesmo que parcialmente, a necessidade da abordagem de contetidos da

teoria dos ntiimeros no ensino bdésico.

Exemplo 2.13. Qual é o menor inteiro a > 1 para o qual existe n inteiro positivo tal que a> — 1 é miiltiplo de
20152
Solugdo. Antes de darmos inicio a resolugdo deste problema vamos enunciar e demonstrar um Lema que

servird como uma forte ferramenta para nossa solugio.

Lema 2.1. [9] Considere a > 1 inteiro e k,I € IN. Desse modo temos (a* — 1,a' — 1) = a®) — 1. Em particular,

a =1 (modm)ea =1 (modm) = a*d =1 (mod m).

Demonstragdo 2.2.4. Considere a principio d = mdc(a* — 1,a' — 1). Entdo podemos escrever a* = 1 (mod d) e
a'=1(modd)e, portanto, a*+ly =1 (mod d), Vx, Y € Z.. Pelo Teorema de Bezéut, o menor valor inteiro de kx +1y,

com x,y € Z.é mdc(k, 1), logo a®) = 1 (mod d), isto é,

dla® -1 = d <a® - 1.

Por outro lado, como
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i) mdc(k,)|k;
ii) mdc(k,1)|l;
iii) a¥ = 1(moda®) — 1)
iv) a' = 1(moda®™) — 1)

entdo podemos escrever a*) — 1|ak — 1 e a®) — 1|a’ — 1, consequentemente, obtemos

d>a®) 1.

kl) _

Concluimos entio que d = a 1. E estd provado este Lema.

Voltando a resolugdo do exemplo, veja que 2015 = 5.13.31. Entdo basta que a* — 1 seja miiltiplo de 5,13
e 31 para algum n € IN. O nitmero a ndo pode ser miiltiplo de nenhum desses primos.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat a* = a®! = 1 (mod 5), assim a pode ser qualquer inteiro positivo nio
miiltiplo de 5.

Além disso a'? = a'31 = 1 (mod 13), como (2",12) < 4, devemos ter:

a?' 12 =1 (mod 13) = a* =1 (mod 13) © a = +1,+5 (mod 13).

Finalmente, a°° = a31-! = 1 (mod 31). Dai,

a@' 20 =1 (mod 31) = a® =1 (mod 31) & a = +1 (mod 31).

Com isso podemos formar a seguinte tabela com os menores valores de a > 1, ndo miiltiplos de 5, que

satisfazem cada uma das congruéncias. Veja:

Equacgoes a=1mod13 |a=5mod13 | a=8mod 13 | a =12mod 13
a=1mod 31 a =404 a =187 a=>528 a=311
a =30 mod 31 a=92 a =278 a=216 a =402

Tabela 2.4: Possiveis Valores de a.

Dessa forma, notamos que o valor minimo de a é 92. Nesse caso, podemos escolher n = 2 ¢ 92* — 1 ¢

muiltiplo de 2015.

2.3 Teorema Chinés dos Restos

Neste capitulo estudaremos a solugdo de sistemas de congruéncias lineares, baseado no que ficou
conhecido como Teorema Chinés de Restos.
Objetivamos que ao final deste capitulo possamos compreender o algoritmo baseado no Teorema

Chinés dos Restos.
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2.3.1 Um Pouco da Historia

Na antiguidade, os generais chineses costumavam contar suas tropas perdidas apds a guerra da
seguinte forma: ordenavam que as tropas formassem vérias colunas com um determinado tamanho e
depois contavam quantas sobravam, e faziam isto para vdrios tamanhos diferentes.

Por exemplo, um general chinés possuia 1200 tropas antes da guerra. Ap6s a guerra, ele alinhou
as tropas de 5 em 5 de forma que sobraram 3 tropas. Quando alinhou de 6 em 6, também sobraram 3
tropas. Quando alinhou de 7 em 7, sobrou 1 tropa. E quando alinhou de 11 em 11, ndo sobrou nenhuma
tropa. Quantas tropas o general tinha?

Para resolver este problema, é necessario saber lidar com congruéncias. Além disso, vamos
utilizar uma poderosa arma em Teoria dos Nimeros, chamada de Teorema Chinés dos Restos. De fato,
o problema apresentado acima é uma aplicagdo direta deste teorema.

Basta entdo um pequeno esforco para interpretar o problema. Quando o general alinha suas
tropas, formando colunas de tamanho , ele estd realizando uma divisdo do ntimero de tropas por n, e
depois verificando seu resto.

Observe que, na prdtica, contar o resto é muito mais facil que contar o ntiimero total, ou o
quociente. Na verdade, quem conhece um pouco de Teoria dos Numeros, sabe que raramente estamos

interessados no quociente, o resto da divisao é o que importa.

2.3.2 O Teorema Chinés dos Restos

E importante o estudo do Teorema Chinés dos Restos devido a sua facilidade em resolver
sistemas de congruéncias. Através do mesmo podemos solucionar problemas advindos da criptografia,
simplificar o calculo de poténcias médulo m em algumas situacdes, realizar calculos com ntiimeros de
alta cardinalidade através de cdlculos com ntimeros de cardinalidade menores, dentre outras aplica¢des.

Comegcaremos resolvendo um problema de sistema de congruéncias utilizando apenas os métodos
que conhecemos até o momento. Queremos mostrar através deste exemplo que as ferramentas que dis-
pomos até o instante, mesmo que suficientes para resolver problemas como este, as mesmas nao se
mostram eficientes para resolver casos em que a quantidade de equagdes seja maior, digamos cinco, seis

ou sete equagdes num sistema de congruéncias.

Exemplo 2.14. Um bando de 19 piratas, ao tentar dividir igualmente entre si as moedas de uma arca, verificou
que haveria um sobra de 3 moedas. Seguiu-se uma discussio, na qual um pirata foi morto. Na nova tentativa de
divisdo, jd com um pirata a menos, verificou-se que haveria a sobra de uma moeda. Nova confusio, e mais um
pirata foi morto. Entdo, por fim, eles conseguiram dividir sobrando desta vez 11 moedas. Qual o menor niimero de

moedas que a arca poderia conter?

Resolver tal problema implica solucionar o seguinte sistema de congruéncias lineares
N =3 mod 19

N =1mod 18

N =11 mod 17.
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Da congruéncia N = 3 mod 19, podemos escrever N = 192 + 3, com a € Z, o qual substituimos

tal valor de N em N = 1 mod 18, obtendo

192 + 3 = 1 (mod 18).

Segue que somando —3 a ambos os lados da congruéncia acima, obtemos:

19a = -2 (mod 18).

Agora multiplicando ambos os lados pelo inverso multiplicativo de 19 médulo 18, o qual é o
préprio 19, pois 361 = 1 mod 18.

Assim,

19a.1 = (—2).(19.19) (mod 18).

Como (18,19) = 1, entdo podemos cancelar e concluir que: temos:

a=(-2).19 = -2 =16 (mod 18).

Dai, podemos escrever a = 180 + 16, com b € Z.

Como temos N = 19a + 3, entdo reescrevemos

N = 19.(18b + 16) + 3 = 342b + 307.

Desse modo substituimos N = 342b + 307 em N = 11 mod 17, resultando em

342b +307 = 11 (mod 17). *)

Note que 342 = 2 mod 17, pois 17|342 — 2, bem como 307 = 1 mod 17. Desse modo, através de

(*), escrevemos

2b+1 =11 (mod 17).

Ao efetuarmos a soma de —1 a ambos os lados da congruéncia, temos

2b = 10 (mod 17).

Como o inverso multiplicativo de2 médulo 17 é 09, pois 2-9 = 1-17 + 1, fazemos a multiplicagdo

do mesmo a ambos os lados da congruéncia e obtemos

9-2b=9-10 (mod 17).

Sendo 90 =517 + 5, escrevemos

b =90 =5 (mod 17).
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Escrevemos entdo b = 17c+ 5, comc € Z.

Voltando a N = 342b + 307, realizamos a substitui¢do

N = 342.(17c + 5) + 307 = 5814c + 2017.

Assim, a equacdo acima equivale & congruéncia N = 2017 mod 5814, isto é, temos como solugdo
para este problema 2017 moedas, no minimo, existentes na arca.

Entretanto, a solu¢do pode se dar de diversas formas, pois
2017,2017 + 5814,2017 + 2.5814,2017 + 3.5814, ...

sdo solucdes deste problema.

Observe que na resolugdo deste problema utilizamos apenas os conhecimentos que obtivemos
até este momento a respeito de congruéncias lineares. A solugdo ficou extensa e, seria bem mais
trabalhosa caso tivéssemos um sistema formado por mais congruéncias que este, pois as substitui¢des
devem ocorrer em todas as congruéncias dadas de maneira semelhante ao que fizemos anteriormente
na solugdo deste exemplo.

Enunciamos a seguir um resultado bastante significativo para resolugdo de sistemas de con-
gruéncias. Denominado Teorema Chinés dos Restos, este traz uma forma alternativa de resolugdo de

sistemas de congruéncias lineares.

Teorema 2.3. Sejam my, my, ..., my inteiros positivos, primos dois a dois. Entdo o sistema
x = Ay mod my

x = A, mod my
x = Ay mod my
tem solugdo tinica mod L = my.my...my e esta solugdo é dada por
X = Al.Ml.M1_1 +A2.M2.M2_1 + ...+ Ak.Mk.Mk_l,
L - .1
onde M; = p— M; = Mj(modm;) e M; M, = 1(modm;).
1

Demonstracio 2.3.1. Observe que os M;, com i = 1,2, ...,k sdo os produtos a sequir:
M1 = Mp.m3...mMj
My = mqy.m3..my
Mk = my.my...Mj_1

Queremos mostrar, inicialmente, que a solugdo de fato existe e que a mesma tem a forma

X = Al.Ml.Ml_l +A2.M2.M2_1 + ...+ Ak.Mk.Mk_l.
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Note que x = A1.M1.]\711_1 (modmy), pois My = 0 (modmy), M3 = 0 (mod my), ..., My = 0 (mod my).
Como M; = M; (mod m;), seque que x = ALMM, ' = ALMLM, ! = Ay (mod my).
Dessa mesma forma, obtemos também x = Ay Mo N, b = Ay Mo My = A, (mod ms),

Ak.Mk.Mkﬁl = Ak.Mk.Mkﬁl = Ak (mod mk).

v, X =

Concluimos, desse modo, que a solugdo do sistema de congruéncia realmente é dado por
X = Al.Ml.Ml_l + AQ.Mz.Mz_l + ...+ Ak.Mk.Mk_l.

Agora nos resta provar que esta solucio que encontramos é tinica moédulo my.my...my.
Para isso, consideremos x solugio do sistema e suponhamos a existéncia de outra solugdo y para o mesmo

sistema dado de tal modo que nio seja congruente a x médulo my.my...my. Assim, escrevemos
y = Ay (mod m;y)

x = A (mod my).

Entao,
y—x =0 (mod my),

Dai,

mily — x.
De forma andloga observamos

myly — x

msly — x

myly — x.

Assim, o fato seguinte se verifica

My .M.y — X,

portanto y — x = 0 (mod my.my...my), isto é, y = x (mod my.my...my).
Chegamos entdo a uma conclusio absurda, pois contraria nossa hipétese inicial. Assim, observamos que

a solugdo para o sistema é tinica modulo my.my...my.
Proposicdo 2.5. [6] O sistema de congruéncias a seguir
X = A1 (mod my), X = Ay (mod my)

admite solugdo se, e somente se, Ay = A1 (mod (my1, my)). Além disso, dada uma solucio a do sistema, um niimero

a’ é também uma solugdo se, e somente se, a’ = a( mod [my, my]).

Demonstracio 2.3.2. Observe inicialmente que o sistema do enunciado da proposicio admite uma solugio se, e
somente se, existem a,y,z € Z tais que a — Ay = ymy e a — Ay = zmy. Desse modo, a existéncia de solugdes do

sistema é equivalente a existéncia de solugdes da equagio diofantina

ymy —2zmyp = Az —Al.
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Observamos que essa equagdo diofantina possui solugdo se, e somente se, (1my,my) divide Ay — A1, 0 que equivale a
seguinte congruéncia

Ay = Ar1(mod(mq, my)).
Agora suponhamos que a seja uma solugdo do sistema do enunciado. Se tivermos a’ como outra solugio
do sistema, entdo a’ = Ay = a (mod my) ea’ = Ay = a (mod my), o que implica que
a’ = a (mod [my1, my]).

"'=q =

Por outro lado, se um niimero a’ é tal que a’ = a (mod [my,my]), entdo a’ = a = Ay (modmy) e a

A, (mod my). Portanto, chegamos a conclusio de que a’ é solugdo do sistema dado.

A seguir vamos enunciar e provar o Teorema Chinés dos Restos em sua forma generalizada, isto

é, quando os m;s nao forem primos entre si.

Teorema 2.4. [6] O sistema de congruéncias a seguir

X=A; (modm;),i=1,..,s

admite solugio se, e somente se,

Aj = Ajmod (mj,mj),¥i,j=1,..,s.
Desse modo, a solugdo é vinica modulo [my, ..., mg].

Demonstracido 2.3.3. Faremos esta demonstracio pelo método da indugio sobre s. O caso s = 2 é dado pela
proposicio 3.5.
Vamos supor entdo que a propriedade seja vilida para s — 1. Desse modo,pela hipétese de indugdo, temos

que o sistema a seguir

X=Ai(modm;),i=1,..,s-1,

admite uma tinica solucio A médulo [my, ..., ms_1]. Todavia, temos ainda que mostrar que o sistema a

seguir
X = A (mod [my, ..., ms_1])

X = A, (mod m;)

possui uma tinica solugdo médulo [my, ..., ms_1]. Para realizar tal demonstragdo, observando o caso paras =2 e

percebemos que nos resta entao mostrar que

A; = A (mod (mg, [my, ..., ms_1])).

Considerando que temos A = A; (mod m;) para i = 1,...,5s — 1,, podemos escrever deste modo que

A = A (mod (ms, m;)), para todo i, e, portanto A; = A (mod (ms, m;)), para todoi =1, ...,s — 1, 0 que acarreta que

As = A (mod [(ms, mq), (ms, my), ..., (M5, ms_1)]).
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Consequentemente, obtemos
As = A (mod (mg, [m1,my, ..., ms_1]).
Chegamos entdo a conclusio de que a solugdo é tinica médulo o MMC a seguir
[ms, [y, iz, ooy s ]] = [y, my, ... g, 105]

Vamos generalizar o algoritmo para determinar as solugdes do sistema exposto no Teorema
anterior.

Sejam my, my, ..., ms; nimeros inteiros, estabelecemos as seguintes notagodes:

M = [mll cees mS]

M
Mi==,i=12,..5

1

Lema 2.2. [6] A partir das notagoes expostas anteriormente, existem inteiros x1, ..., Xs tais que

x1Mq + ...+ x Mg = 1.
Lema 2.3. [6] Para todos os valores de i, j = 1, ...,s, temos que
mj|M;(m;, m;).

Teorema 2.5. [6] Caso o sistema dado no teorema 3.4 admitir solugdo, as solugdes sio dadas do modo sequinte

X = A1X1M1 + ...+ ASXSMS + kM,

ondek € Z e x1,x, ..., Xs 500 tais que

xiMq + ...+ x;M; = 1.

Demonstracio 2.3.4. Observe que pelo teorema 3.4 temos o seguinte

Aj = Ajmod (mj,m;j),¥i,j=1,..,s.

Realizando a multiplicacdo por M; a ambos os lados de cada uma das congruéncias, temos

M,‘A;‘ = MiA]‘ mod M,‘(Tﬂj, m]-),

assim, pelo Lema 3.3, podemos escrever

MiAi = M,‘A]‘ mod mj.

Agora, fazendo a multiplicagdo em ambos os lados das congruéncias por x;, obtemos

x,-MiAi = Xle‘A]‘ mod m]‘.



Escrevendo o somatério ao variar i, temos, para todo j =1, ...,s,

X = x1M1A1 + ... + xsMAg = A]'(XlMl + ...+ XSMS) = A]' mod mj,

finalizando nossa demonstragdo.
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Capitulo 3

Proposta de um Novo Método de
Resolucao de Sistema de Congruéncias

Lineares

3.1 Algoritmos

Listamos nas subsecdes abaixo trés algoritmos que auxiliardo na resolugdo se sistemas de

congruéncias.

3.1.1 Algoritmo 1: Encontrar o MDC de dois ntimerosa e b

Este algoritmo é muito conhecido, e baseia-se no Lema 2.1 ( Lema de Euclides).
Sejam a e b dois inteiros com b > a. Considere também g; e r; 0 quociente e o resto da divisdo
euclidiana de b por a. Entdo

b=aq +r.

Pelo Lema de Euclides, temos:

(b,a) = (a,r1).

Dividindo-se a por r1 , obtemos

a=riqx + 1.

Aplicando sucessivamente o processo, até obtermos 7, =0, temos:
(b,a) = (a,r1) = (ri,12) = (r2,73) = .. = (Fu=1), ") = (F(u-1),0) = r(u-1).-

O processo pode ser realizado como na tabela abaixo:

42
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Dividendo | Divisor | Quociente | Resto
b a N 1
a 1 q2 14
81 $) qs3 r3
-3 T2 qn-1 Tu1=d
Tn-2 Tn-1 In =0

Tabela 3.1: Encontrando o MDC de dois niimeros a e b.

Na tabela acima denotamos por d o MDC entre os inteiros a e b.
E de se observar que este algoritmo é bastante simples e auxilia na busca pelo MDC de dois

inteiros positivos de maneira célere. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Uma empresa de logistica é composta de duas dreas: administrativa e operacional. A drea adminis-
trativa é composta de 72 funciondrios e a operacional de 112. Ao final do ano, a empresa realiza uma integragio
entre as duas dreas, de modo que todos os funciondrios participem ativamente. As equipes devem conter o mesmo
niimero de funciondrios com o maior niimero possivel. Determine quantos funciondrios devem participar de cada
equipe.

Solugdo.

Observe que para resolugio deste problema devemos determinar o MDC entre 72 e 112, pois dai teremos
a quantidade mdxima de funciondrios por equipe, como é exigida.

Assim, sequindo o algoritmo exposto na tabela anterior, inserimos os valores dados e os obtidos a partir

das operagoes realizadas. Veja:

Dividendo | Divisor | Quociente | Resto
112 72 1 40
72 40 1 32
40 32 1 8=d
32 8 4 0

Tabela 3.2: Encontrando o MDC de dois niimeros 72 e 112.

Concluimos, dessa forma, que a quantidade mdxima exigida por equipe é de 8 funciondrios.

3.1.2 Algoritmo 2: Encontrar inteiros m e n tais que d = (a,b) = am + bn

O algoritmo que trataremos nesta subse¢do nédo figura em livros de autores com trabalhos
voltados para aritmética como Antonio Caminha, Abramo Hefez, Carlos Gustavo Moreira, Nicolau
Saldanha, entre outros, os quais sdo bem conceituados no pais e fora dele. Todavia, hd estudos voltados
a construcdo de algoritmos como este e derivados deles em trabalhos internacionais, como podemos

observar em [11].
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Considere os inteiros a e b de modo que b > a. Utiliza-se a Tabela 4.14 paraa e b, até chegar no
valor do MDC r5_1 = d , e em seguida inserimos duas colunas adicionais com os nimeros 0 e 1 como

pode ser vista abaixo:

Xi|Yi
0
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto 0|1
b a q1 71 1
a 21 qz2 r2
" r2 q3 r3
Ts_3 Ts—2 Js—1 re1 =d
Ts_2 Ts1 qs rs =0

Tabela 3.3: Encontrando inteiros m e n tais que d = (a,b) = am + bn

O objetivo é encontrar inteiros m e n de tal forma que o MDC d seja igual a (a,b) = am + bn.

Na tabela acima, completamos a primeira coluna em branco com a sequéncia X, X, ..., X;, onde

Xy = 0
Xz =1
Xe = —qr-1Xk-1) + Xk-2)-

De forma andloga, completamos a segunda coluna em branco com a sequéncia Yy, Y3, ..., Y5, onde

YQ = 0
Y1 = 1
Y = —qe-nYe-1)+ Yi2)-
Xi Yl
0= Yo
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto | 0=X; | 1=Y;
b a q1 r1 1= X2 Yz
a r1 q2 4] X3 Y3
1 & 6]3 r3 X4 Y4
rs-3 Ts—2 s-1 Ts—1 = d X Y,
Ts—2 Ts—1 qs s =0 X1 Yo

Tabela 3.4: Encontrando inteiros m e n tais que d = (a,b) = am + bn

Entao

d=(a,b) =aX; + bYs.
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Em seguida faremos a demonstragdo a respeito de
rko1 = aXy + bYk.

Vamos mostrar por indugéo sobre k, para k > 2, que esta igualdade acima é valida.
Note que parak =2, temos 1 =a —bgy =aX, +bY>,

Suponha valido para r;, para todo t < k — 1. Temos

Yk = Ti-2—Tk-19k

(aXy-q +bYy1) — (@Xi + bYr)qx

a(=qi Xy + Xx_1) + b(=qi Y + Y1)

= aXp1 + Yy

Assim, a prova por indugdo fica completa.

Exemplo 3.2. Determine o MDC= d entre 292 ¢ 348 e valores de m e n tais que d = 348m + 292n.
Solugdo.
Vamos construir uma tabela como observado no contetido desta subsegio seguindo os passos determinados

por nosso algoritmo.

Ao inserir as duas colunas a direita desta tabela como vemos a seguir, partiremos para os cdlculos

necessdrios ao seu devido preenchimento. Como Xy = —qr-1.Xk-1 + Xp—2 € Yx = —qk—1.Yk-1 + Yi—2, entdo apés

Dividendo | Divisor | Quociente | Resto
348 292 1 56
292 56 5 12

56 12 4 8
12 8 1 4=d
8 4 2 0

Tabela 3.5: Primeira inser¢do de valores do exemplo.

algumas operagoes bdsicas chegamos a tabela a seguir:

Tabela 3.6: Insercdo dos valores nas duas colunas a direita da tabela inicial do exemplo.

Xi Y;
0
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto 0 1
348 292 1 56 1 -1
292 56 5 12 -5 6
56 12 4 8 21 -25
12 8 1 4=d | -26=m |3l=mn
8 4 2 0 73 —-87

Assim, concluimos que 0 MDC entre 348 e 292 é 4, bem comom = =26 e n = 31.




3.1.3 Algoritmo 3: Encontrando o inverso de a médulo n: (z,n) =1

Este algoritmo é consequéncia do Algoritmo 2, pois aplicando este chegamos a

nXg+aYe=1.

Entéo Y} é o inverso de 4 médulo #, ou seja, satisfaz a equagdo:

llYk =

1 (mod n).

Assim, basta acrescentar a coluna dos Y; , como descrito logo mais.
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Utiliza-se a Tabela 4.1 para n e a , até chegar em 7,1 = 1, inserindo uma coluna adicional com

os nimeros 0 e 1 como abaixo:

Tabela 3.7: Encontrando o inverso de a médulo n: (a,n) =1

Y;

0

Dividendo | Divisor | Quociente | Resto | 1
n a N 51
a 71 q2 2
" 2 q3 r3
¥s—3 Ts—2 qs-1 1

Completa-se a coluna em branco com a sequéncia Yy, Yy, ..., Y5, onde

obtendo a tabela acima.

Tabela 3.8: Encontrando o inverso de a médulo n: (a,n) =1

Y() =0
Y1 =1
Y =

—qk-1Yr—1 + Yy,

Yi
0=Yo
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto | 1 =Y;
n a g1 r Y,
a 1 g2 ) Y3
1 1) q3 r3 Y,
Ts—3 Ts—2 Js—1 1 Y,

Do que vimos, tal Y satisfaz aYy = 1(modn).



Exemplo 3.3. Encontrar m e n tais que 60m + 13n = 1.

Solugdo. Primeiramente encontramos o mdc:

Dividendo | Divisor | Quociente | Resto
60 13 4 8
13 8 1 5
8 5 1 3
5 3 1 2
3 2 1 1

Tabela 3.9: Primeira inser¢do de dados do Exemplo.

Acrescentamos as duas colunas com zero e um no inicio:

Xi|Y;
0
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto | 0 | 1
60 13 4 8 1
13 8 1 5
8 5 1 3
5 3 1 2
3 2 1 1

Tabela 3.10: Segunda insergdo de dados do Exemplo.

A partir de entdo usamos as férmulas utilizadas no algoritmo anterior, quais sejam Xj

—qk-1-Xp-1 + X2 € Y = =qi—1.Yi—1 + Y2 e insere os resultados dos calculos na tabela seguinte:

Xi | Yi
0
Dividendo | Divisor | Quociente | Resto | 0 1
60 13 4 8 1| -4
13 8 1 5 -1 5
8 5 1 3 2 | -9
5 3 1 2 -3 | 14
3 2 1 1 5 | -23

Tabela 3.11: Terceira inser¢éo de dados do Exemplo..

60(+5) + 13(-23) = 1.

47
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3.1.4 Algoritmo 4:Encontrar inteiros x’s no enunciado do Lema 3.2

O algoritmo apresentado a seguir serd de muita utilidade, pois o teorema 3.5 trata a respeito da
existéncia dos x’s, e a seguir propomos este algoritmo a fim de calcula-los.

Observe que estamos relatando o uso do algoritmo 2 por recorréncia, considerando que:

(Ml, ...,Mn) = ((Ml, ..-,Mn—l)/ Mﬂ)

podemos perceber, por exemplo, que dados M;, M>, M3 de modo que
x1Mq + xoMp + X3M3 =1

escrevemos (M1, M) = aM + bM;.
Segue que 1= ((M1,M2),M3) = €.(M1,M2) +f.M3 = 6.({1M1 + sz) +f.M3 = ea.M1 +eb.M» +f.M3.

Desse modo obtemos os coeficientes x’s desejados.

Exemplo 3.4. Determine os valores de x1,x7, x3 de modo que
50x1 + 45x, + 24x;3 = 1.

Solugdo.

Comparamos a principio My = 50, My = 45 e M3 = 24, a fim de nos basearmos no modelo x1 My +x2M» +
x3Ms = 1.

Tomando o MDC (50, 45) = 5 notamos claramente que podemos escrever 5 = 1.50 + (—1).45, istoé,a = 1
eb=-1.

Agora observe o MDC

1= ((50,45),24) = e.(50,45) + f24 = e5+ 24 =55 + (-1).24.

Seque que e = 5 ¢ f = —1. Desse modo, obtemos x; = ea =51 =5, x =eb =5(-1) = 5e

X3 :f:—l.

3.2 Aplicacaode Algoritmo na Resolucao de Sistemas de Congruéncias

A medida que o ntimero de equagdes aumenta, as dificuldades em operar com as congruéncias
se eleva, pois a quantidade de substitui¢des cresce e torna exaustivo a solugdo da questao.

Reservamos esta secgdo para mostrar um algoritmo que pode tranquilamente ser ministrado
no ensino bésico e que muito facilitard na resolucdo de problemas que surgem em diversas olimpiadas

matematicas.

Algoritmo: Caso Classico

Para resolugdo deste problema, utilizamos um algoritmo bastante interessante, pois 0 mesmo se justifica

pelo Teorema Chinés do Resto. Para isso criamos uma tabela cuja quantidade de linhas depende do
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nimero de equagdes do sistema de congruéncias do problema em questdo. Cada inser¢do que venha a
ser feita nesta tabela refere-se a equagao correspondente da mesma linha.
A respeito do Exemplo 3.14 que resolvemos na Subsec¢do 3.3.2, observe que as trés equagdes que
compde a primeira coluna da tabela criada abaixo ddo uma sintese do problema enunciado.
Dispusemos logo abaixo o passo a passo de como devemos proceder para o preenchimento da
tabela. E evidente que o leitor confeccionara apenas uma tabela e fard a insercéo dos valores de forma

mais 4gil logo ap6s o conhecimento do algoritmo que executaremos a seguir.

Equagoes AlM|M|M!'| AMM!
N =3 (mod 19)
N =1 (mod 18)
N =11 (mod 17)

Tabela 3.12: Primeiro Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.

A primeira coluna, a qual denominamos “A” deve conter os valores das classes de congruéncia
indicadas no sistema ao lado. Inserimos entdo tais valores de acordo com a congruéncia respectiva,

como visto na tabela abaixo.

Equagdes AM|M|M!|AMM!
N=3(mod19) | 3
N=1(mod18) | 1
N =11 (mod 17) | 11

Tabela 3.13: Segundo Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.

A terceira coluna que corresponde a letra “M” é onde serdo colocados os produtos de todos os

"m;”, exceto o correspondente da linha. Veja na tabela seguinte como proceder a tais multiplicagoes.

Equagoes Al M |M|M!' | AMM!
N=3(mod19) | 3 | 18.17
N=1(mod18) | 1 | 19.17
N =11 (mod 17) | 11 | 19.18

Tabela 3.14: Terceiro Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.

A coluna encabecada por “M” indica que incluiremos na mesma as classes de congruéncia de
cada M; médulo m;, respectivamente.
Como 18 = -1 (mod 19), 17 = -2 (mod 19), 19 = 1 (mod 18), 17 = -1 (mod 18), 19 = 2 (mod 17)

e 18 =1 (mod 17), seque que podemos escrever:

18.17 = (-1).(-2) = 2 (mod 19)
19.17 = 1.(-1) = -1 = 17 (mod 18)
19.18 = 2.1 = 2 (mod 17).
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Dessa forma, basta inserir tais valores na coluna indicada por "M”.

Equagdes Al M | M| M| AMM™
N=3(mod19) | 3 | 1817 | 2

N=1(mod18) | 1 |19.17 | 17
N=11(mod 17) | 11 | 19.18 | 2

Tabela 3.15: Quarto Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.

Os valores que compdem a coluna indicada por “M™!” refere-se ao inverso multiplicativo dos

valores dispostos na coluna ”M” tomados médulo m;.

Observe que fazendo uso do Algoritmo 3, encontramos os inversos dos M's. Veja:

210 =20 =1 (mod 19)
17.17 =289 = 1 (mod 18)
29 =18 =1 (mod 17).

Basta inseri-los em suas respectivas posi¢des como indicado na tabela seguinte.

Equagdes Al M |M| M| AMM™
N=3(mod19) | 3 | 1817 | 2 | 10

N=1(mod18) | 1 | 1917 |17 | 17
N=11(mod 17) | 11 | 19.18 | 2 9

Tabela 3.16: Quinto Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.

Esta ultima coluna encabecada por “A.M.M~'" é bastante clara, pois trata do produto a ser

tomado por valores disponiveis nas linhas anteriores. Fagamos o acompanhamento dos produtos reque-

ridos:

(3).(18.17).(10) = 9180
(1).(19.17).(17) = 5491
(11).(19.18).9 = 33858.

Apb6s fazermos esta nossa tltima inser¢do na tabela, partiremos para nosso dltimo passo da

resolugdo deste problema.

Equagoes Al M |M | M!|AMM!
N=3(mod19) | 3 | 1817 | 2 | 10 | 9180
N=1(mod18) | 1 | 19.17 | 17 | 17 5491
N=11(mod 17) | 11 | 19.18 | 2 9 33858

Tabela 3.17: Sexto Passo do Algoritmo Aplicado ao Teorema Chinés dos Restos.
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Agora, apenas nos resta calcular a soma dos valores da tltima coluna, indicada por "AMM”,

e tomar sua classe de congruéncia médulo 19.18.17 = 5814. Assim, obtemos:
9180 + 5491 + 33858 = 48529 = 8.5814 + 2017 = 2017 (mod 5814).
E, portanto a quantidade minima de moedas que pode ter na arca é 2017 unidades. Observe que

as quantidades de moedas pode tomar propor¢des maiores, desde que obedeca a congruéncia acima.

Exemplo 3.5. Determine o resto da divisio de 23% por 1463.

Solugdo.

A principio é importante notar que 1463=7.11.19. Dai, vamos encontrar a classe de equivaléncia de 2°%
médulo 7, em seguida modulo 11 e, por fim, médulo 19. Essa é a primeira etapa da nossa solugdo. Observe que
podemos escrever:

2327 = X (mod 7).

Como 7 é um niimero primo, entdo este fato nos permite usar o Pequeno Teorema de Fermat. Assim, sabendo que
26 =1 (mod 7), segue quie:
237 = (29423 = 1548 = 1 (mod 7).

De maneira semelhante podemos fazer:

2327 — (210)32'27 = 132128 =7 (mod 11)

2327 — (218)18.23 = 118.8 =8 (Tf’lod 19)

A segunda etapa de nossa solugio consiste em resolver o seguinte sistema de congruéncias: X = 1 (mod 7)
X =7 (mod 11) X = 8 (mod 19).

O Teorema chinés dos Restos nos permite afirmar que o este sistema tem solug¢do tinica médulo 7.11.19 =
1463, pois 7, 11 e 19 sio primos entre si dois a dois.

Note que 2237 é uma solugdo para este sistema, no entanto este niimero é maior que 1463.

O que o Teorema Chinés dos Restos nos garante afirmar é que hd um niimero X € Z menos que 1463 que
também satisfaz o sistema dado acima.

Vamos aplicar o algoritmo estudado nesta secgiio para solucionar este nosso sistema. Observe a tabela a

seguir com os valores dispostos em seus devidos lugares:

Equagdes |A | M |M | M| AMM!
X=1mod7 |1 |209 | 6 6 1254
X=7mod11 | 7 | 233 | 1 1 931
X=8mod19 | 8 | 77 | 1 1 616

Tabela 3.18: Algoritmo para Resolugdo do Exemplo.

Observando que 1254+ 931 + 616 = 2801 = 1338 (mod 1463), concluimos que o resto da divisdo desejada
€1338.
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Mesmo que tenhamos obtido uma férmula exata para a solu¢do de sistemas de congruéncias,
isto foi feito ao preco de uma hipétese bastante forte, a de que os médulos sdo primos entre si. Surge
entdo o seguinte questionamento: sera que a férmula continua verdadeira mesmo se esta hipétese ndo

se verifica?

Algoritmo: Caso Geral

Vejamos a seguir dois exemplos em que os médulos ndo sao primos entre si. A ideia é verificar que nédo
é possivel aplicar o algoritimo do Teorema Chinés dos Restos a casos como estes, pois a hipétese de os

moédulos m; serem dois a dois primos entre si ndo se verifica.

Exemplo 3.6. Resolva o sistema de congruéncias a seguir:

x =1 (mod 2)
x =1 (mod 3)
x = 3 (mod 4).

Solugéo.
Aparentemente temos aqui mais um sistema de congruéncias simples de ser resolvido através
de nosso Teorema Chinés dos Restos, a principio, vamos construir uma tabela semelhante a que viemos

utilizando no algoritmo para resolver esse tipo de sistemas. Observe:

Equagdes A | M | M | M| AMM™?

x =1mod?2
x=1mod3
x =3 mod4

Tabela 3.19: Insercao das Congruéncias.

Apbs a insercdo das equagdes, passamos aos proximos passos de pOr os valores referentes as

colunas. Veja a tabela abaixo com os valores inseridos:

Equagdes A | M | M| M| AMM™
x=Imod2 | 1|12 0| A
x=1lmod3 | 1| 8 | 2 2
x=3mod4 | 3| 6 | 2 a

Tabela 3.20: Insercao de Valores referentes as Colunas.

Note que ndo da para continuar a usar o algoritmo, pois aconteceu esse entrave na coluna do
1 . ~ ~ . . ~ ~
M . Entretanto, o fato de o algoritmo ndo ter dado certo ndo quer dizer que o sistema nao tem solugéo.
Observe:

x=3(mod4) = x€1{3,7,11,15,19,23,27,31,35, ...}

x=1(mod2)=x=2n+1,nelN
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x=1(mod3)=x=3I]+1,l€N.

Fazendo alguns célculos por tentativa e erro, temos

x =7 (mod 12).

Notamos que existe a solugdo para o sistema em questdo. Daf podemos verificar o fato de que

ha casos em que ndo podemos aplicar o Teorema, pois as hipéteses ndo estdo satisfeitas, mas isso ndo
inibe a existéncia de solugGes.

Exemplo 3.7. Vamos resolver o sistema de congruéncias seguinte sequindo pelo algoritmo estudado.
x = 2 (mod 4)

x = 3 (mod 6).

Solugdo. Vamos construir nossa tabela observando os passos ja estudados. Veja:

Equagdes |A | M | M | M' | AMM™!
x=2mod4 | 2 | 6 | 2 A
x=3mod6 | 3 | 4 | 4 A

Tabela 3.21: Insercdo das Congruéncias.

Ap6s este entrave encontrado ao tomar os inversos multiplicativos de 2 e 4, respectivamente

nos médulos 4 e 6, partimos para resolugdo do sistema através dos conhecimentos obtidos a respeito de
restos nas divisdes. Assim, notamos que

x =2 (mod 4)
indica que x é par.
Por outro lado, observamos também que
x = 3(mod6) = x € {3,9,15,21,27,...}.

Dessa forma, ndo existe x que satisfaca ambas as congruéncias e, portanto, ndo existe solugdo para este
sistema.

Exemplo 3.8. Resolva o seguinte sisterna de congruéncias:

X =23 (mod 36)

X = 3 (mod 40)

X = 23 (mod 75).
Solugdo.

Para verificar, inicialmente, se o sistema possui solugdo basta notar que (36,40) = 4 divide a diferenca

23 — 3, assim como (36,75) = 3 divide 23 — 23 e (40,75) = 5 divide 23 — 3. Logo, este sistema possui sim solugdo
e a mesma se dd modulo [36,40,75] = 1800.
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Sendo 1800=9.8.25 e 9|36, 8|40 e 25|75, escrevemos entdo um novo sistema de congruéncias equivalente
ao primeiro:

X =23 =5 (mod9)
X = 3 (mod 8)
X = 23 (mod 25).

Utilizando nosso algoritmo para resolugdo deste sistema, obtemos a seguinte tabela:

Equacdes AlM |M|M! AMM™!
X =5 (mod 9) 51200 | 2 5 23000
X=3(mod8) | 3 |225| 1 | 1 675
X=23(mod25) | 25 | 72 | 22 8 13248

Tabela 3.22: Algoritmo para Resolu¢do do Exemplo.

Segue que a solugdo para este sistema é obtida através da congruéncia
23000 + 675 + 13248 = 18923 = 923 (mod 1800).

Desse modo, concluimos que a solugio geral é dada por X = 923 + 1800.t, com t € Z.

Exemplo 3.9. Dispomos de uma quantia de X reais maior que 2000 e menor que 2500. Se distribuirmos essa
quantia entre 20 pessoas, sobra R$9,00; se a distribuimos entre 24 pessoas, sobram R$5,00 e se a distribuirmos
entre 75 pessoas, sobram R$59,00. De quantos reais dispomos?

Solugdo.

De acordo com o enunciado do problema podemos montar o seguinte sistema de congruéncias:
X =9 (mod 20)

X =5 (mod 24)
X =59 (mod 75).

Como os mdédulos 20,24 e 75 ndo sio primos entre si, segue que é necessdrio fazermos uso do Teorema
Chinés dos Restos Generalizado, entretanto precisamos identificar inicialmente se tal sistema possui solugdo.

Note que o mdc (20,24) = 3 divide a diferenga 5 — 9, bem como (20,75) = 5 divide 59 — 9 e (24,75) = 3
divide 59 — 5. Segue entdo que o sistema acima possui solugdo e a mesma é dada modulo [20,24,75] = 600.

Sendo 600 = 3.8.25 e, consequentemente, (3,8) = (3,25) = (8,25) =1, isto é, 3, 8 e 25 sido primos entre

si, podemos organizar um novo sistema de congruéncias da seguinte forma:
X=9=1(mod 8)

X =5=2(mod 3)

X =59 = 9 (mod 25).
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Todavia hd de se perceber a respeito dos novos e antigos médulos que 3|24 e 25|75, mas 8 + 20. Portanto,

apesar dos novos mddulos serem primos entre si, 0 novo sistema de congruéncias é incompativel com o dado

inicialmente.

Dat podemos fazer a segquinte adaptagiio aos modulos:

X=9=1(mod4)

X =5 (mod 6)

X =59 = 9 (mod 25),

donde 4, 6 e 25 provém do mmc [20,24,75] = 600 = 4.6.25.

Observe que os médulos ndo sdo dois a dois primos entre si, como o mmc [4,6,25] = 300 = 4.3.25, entdo

geramos aqui um outro sistema de congruéncias:

A partir de entdo podemos aplicar nosso algoritmo. Veja:

X =1 (mod 4)

X =5=2(mod 3)

X =9 (mod 25).

Equacdes AlM |M|M! | AMM™!
X=1(mod4) | 1| 75 | 3 3 225
X=2(mod3) |2 |100 | 1 1 200
X=9(mod25) | 9 | 12 | 12| 23 2484

Tabela 3.23: Algoritmo para Resolugdo do Exemplo.

Dessa forma, a solugdo geral é 225 + 200 + 2484 = 2909 = 509 (mod 600). Note que a tomamos médulo

600, pois é justamente o mmc dos médulos do sistema de congruéncias inicial.

Concluimos que a quantia a qual dispomos, em reais, figura no conjunto {509, 1109,1709, 2309, 2909, 3509, ...

que de acordo com o contexto do problema é R$2.309, 00.

O Algoritmo: baseado no Teorema 3.5

Em seguida resolveremos os dois exemplos anteriores fazendo uso do Teorema 3.5.

Observe que para resolver o sistema:

X =23 (mod 36)
X = 3 (mod 40)

X =23 (mod 75)

faz-se necessdrio completar inicialmente a tabela a seguir, onde

M = [36,40,75] = 1800
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1800

M, = — =50
'™ 736
1800

My = = 5= =45
1800

Ms= —= =24,

Equacdes A | M| x| AM;x
X =23 (mod 36) | 23 | 50
X=3(mod40) | 3 | 45
X =23(mod 75) | 23 | 24

Tabela 3.24: Primeira inser¢do de dados para Resolugdo do Exemplo.
O que pretendemos é encontrar os valores de x;, com i = 1,2, 3 de tal modo que

50x1 + 45x, + 24x5 = 1.

Usando o Algoritmo 4 podemos completar nossa tabela com os valores encontrados x; = 5,

xp = =5 e x3 = —1. Observe:

Equacdes A | M;| xi | AM;.x;
X=23(mod36) | 23 | 50 | 5 5750
X=3(mod40) | 3 | 45 | -5 | 675
X=23(mod?75) |23 | 24 | -1 | -552

Tabela 3.25: Segunda inser¢do de dados para Resolugdo do Exemplo.

Pelo Teorema 3.5 a solugdo x é dada por:

x = 5750 — 675 — 552 = 4523 = 923 (mod 1800).

Quanto a resolugdo da congruéncia
X =9 (mod 20)
X =5 (mod 24)
X =59 (mod 75)

vamos seguir de forma andloga a que fizemos anteriormente. Note que através dos valores

inseridos inicialmente na tabela a seguir, notamos que, de M = [20,24,75] = 600, obtemos também:

600

M1=%=30
600

:—:2

M, 7 5
600

M3 = =8.

75
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Equagoes A | M| xi | AM,;.x;
X=9(mod20) | 9 | 30
X=5(mod24) | 5 | 25
X=59(mod?75) |59 | 8

Tabela 3.26: Primeira insergdo de dados para Resolugdo do Exemplo.

O que pretendemos é encontrar os valores de x;, com i = 1,2, 3 de tal modo que
3OX1 + ZSXQ + 8X3 =1.

Pelo Algoritmo 4 encontramos os valores dos x/s e podemos completar nossa tabela com os

valores encontrados x; = =4, x, = 1 e x3 = 12. Observe:

Equacoes A | M| xi | AM,x;
X=9(mod20) | 9 | 30 | -4 | —-1080
X=5(mod24) | 5 |25 | 1 125
X=59(mod?75) | 59 | 8 | 12 | 5664

Tabela 3.27: Segunda inser¢ao de dados para Resolu¢do do Exemplo.

Pelo Teorema 3.5 a solucéo x é dada por:

x = —1080 + 125 + 5664 = 4709 = 509 (mod 600).

Deste modo concluimos através da aplicagdo do Teorema Chinés dos Restos Generalizado que
as manipulagdes realizadas para resolver os sistemas de congruéncias dos exemplos anteriores através
da adaptagdes dos médulos dados de forma quaisquer a médulos primos entre si resolvem o sistema de
maneira efetiva.

O proéximo exemplo foi retirado do Programa de Iniciacdo Cientifica da OBMEP com vista em

aplicar os Teoremas de Fermat e Chinés dos Restos num mesmo problema.

Exercicios Propostos para este Capitulo

1) Uma senhora transportava um cesto de ovos. Assustada por um cavalo que galopava perto dela
deixa cair o cesto e todos os ovos se partem. Quando lhe perguntaram quantos ovos tivera o cesto,
respondeu dizendo que é muito fraca em aritmética, mas lembra-se de ter contado os ovos de dois
em dois, de trés em trés, de quatro em quatro e de cinco em cinco, e tivera sobra de 1, 2, 3, e 4 ovos,

respectivamente. Ache a menor quantidade de ovos que o cesto inicialmente poderia ter.
2) Encontre o menor inteiro positivo x tal que x =5 (mod 7) , x = 7 (mod 11) e x = 3 (mod 13).

3) Temos uma certa quantidade de moedas cujo ntiimero desconhecemos. Esse ntimero, quando
dividido por 3, dd resto 2; quando dividido por 5,d4 resto 3; e, quando dividido por 7, d4 resto 2.

Qual o ntimero de moedas que temos?



4)

5)

6)

7)
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Resolver o sistema 3x = 5 (mod 4), 2x = 3 (mod 5) e 4x = 2 (mod 3).

Sejam m e n dois inteiros positivos primos entre si. O Teorema Chinés dos Restos afirma que, dados
inteirosie jcom 0 < i <me 0 < j<n, existe exatamente um inteiro 4, com 0 < a < m.n, tal que o
resto da divisdo de a por m é igual a i e o resto da divisdo de a por n é igual a j. Por exemplo, para
m =3 en =7, temos que 19 é o tinico nimero que deixa restos 1 e 5 quando dividido por 3 e 7,

respectivamente.

Assim, na tabela a seguir, cada nimero de 0 a 20 aparecerd exatamente uma vez.

Restospor7epor3 [0 |1 |23 |4 |5 |6

0 A B
1 C 19| D
2 E F

Tabela 3.28: Problema 1, parte B, OBM 2009.

QualovalordasomaA+B+C+D+E+F?

O maégico senta-se numa cadeira, de costas voltadas para o auditério. Alguém pensa num ntimero
natural qualquer ndo superior a 105. Divide o niimero por 3 e diz o resto da divisdo ao mdgico.
Em seguida, divide o niimero inicialmente pensado por 5 e fala o resto da divisdo ao magico. E,
finalmente, divide o ntimero pensado por 7 e diz o resto. O médgico, conhecendo apenas os trés

restos, advinha o ntimero pensado. Qual é o truque?

Trés fazendeiros cultivavam juntos todo o seu arroz e o dividiam igualmente entre si no tempo da
colheita. Um certo ano cada um deles foi a um mercado diferente vender o seu arr oz. Cada um
destes mercados s6 comprava arroz em multiplos de um peso padrao, que diferia em cada um dos
mercados. O primeiro fazendeiro vendeu o seu arroz em um mercado onde o peso padrio era 87
kg. Ele vendeu tudo o que podia e voltou para casa com 18 kg de arroz. O segundo fazendeiro
vendeu todo o arroz que podia em um mercado cujo peso padrao era de 170 kg e voltou para casa
com 58 kg. O terceiro fazendeiro vendeu todo o arroz que podia em um mercado cujo peso padrdo
era de 143 kg e voltou (a0 mesmo tem po que os outros dois) com 40 kg. Qual a quantidade minima

de arroz que eles podem ter cultivado, no total?



Consideracoes Finais

Através dos estudos realizados neste trabalho, podemos notar a importancia de se introduzir o
contetido de congruéncias no ensino bésico a fim de auxiliar nossos alunos em resolugdo de problemas
em Olimpiadas de Matemaética e exames de selecdo para determinadas institui¢ées de nivel superior.

No decorrer deste trabalho enunciamos e resolvemos alguns exemplos que justificam a utilidade
do ensino da aritmética modular e congruéncias lineares como ferramentas para o Ensino Basico, seja na
resolucdo de problemas em sala de aula, seja para o treinamento para olimpiadas de matematica, pois
observamos as cobrangas que vém sendo feitas através em provas de concursos e olimpiadas. Além do
fato de que sem estas estratégias que utilizamos aqui, a resolugdo do problema pode tomar rumos de
dificeis solugGes.

Nao desmerecendo os capitulos iniciais que muito servem para fixagdo dos conceitos e defini¢des
iniciais, entretanto o capitulo destinado a Resolugdo de Sistema de Congruéncias Lineares traz 6 (seis)
algoritmos que podemos utilizar para cdlculo de MDC de ndmeros inteiros, determinacao dos coeficien-
tes descritos no teorema de Bezoéut, cdlculo do inverso de um inteiro numa dada classe de congruéncia e
algoritmos baseados no Teorema Chinés dos Restos para resolugao de sistemas de congruéncias lineares.

Este trabalho se torna proveitoso e de relevante aplicacdo no ensino bdsico, pois conseguimos
aplicd-lo de forma bastante simples, através de tabelas que podem ser preenchidas por meio de algumas
operagdes bdsicas com os niimeros inteiros disponiveis inicialmente.

Esperamos que com estes algoritmos expostos neste trabalho possamos resolver problemas de
modo mais célere, a fim de minimizar o tempo gasto e maximizar o aproveitamento na resolugdo de

questdes a respeito de sistemas de congruéncias lineares.
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