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Resumo

A presente dissertacao trata de uma pesquisa bibliografica sobre as diversas demons-
tragoes do Teorema de Pitagoras, suas aplicagoes na resolucao de problemas e atividades
didaticas utilizadas em sala de aula, temos também uma pequena nota histérica sobre
Pitagoras e a escola pitagérica. As demonstracoes aqui abordadas sao de trés tipos, as
primeiras sao as demonstragoes “algébricas”, estas sao baseadas nas relacoes métricas no
triangulo retangulo, as segundas sao demonstragoes “geométricas”, estas sao baseadas em
comparagoes de areas e as terceiras sao demonstracoes “vetoriais”baseadas no conceito de

vetor e suas propriedades.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Demonstragoes, Aplicacoes, Atividades didaticas.



Abstract

This work is a bibliographical research on the various proofs of the Pythagoras theo-
rem, its applications in solving problems and educational activities used in the classroom,
we have also a small historical note about Pythagoras and the Pythagorean school. The
proofs covered here are of three types, the first are the algebraic proofs are based on these
metric relations in right triangle, the second are geometric proofs these are based on areas

of comparisons and the third vector proofs are based on vector concept and its properties.

Keywords: Pythagoras theorem, Proofs, Applications, Educational activities.
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Introducao

A geometria tem dois grandes tesouros: um é o
teorema de Pitagoras; o outro, a divisao de um
segmento em média e extrema razao. O primeiro
pode ser comparado a uma medida de ouro; o se-

gundo podemos chamar de joia preciosa.

KEPLER, [4]

O Teorema de Pitdgoras é¢ um dos mais importante teorema da Geometria Plana devido
as aplicacoes na resolucao de problemas e ramificagoes como o teorema de Fermat-Wiles,
permitindo o desenvolvimento de sofisticadas ferramentas que enriqueceram a matematica
moderna, sendo assim, recopilamos algumas demonstracoes e aplicacoes e elaboramos um
trabalho para divulga-lo um pouco mais. As demonstracoes, aqui apresentadas, foram
enriquecidas com mais detalhes para facilitar o entendimento. Acreditamos que algumas
dessas demonstragoes poderiam ser trabalhadas em sala de aula, dependendo dos pré-
requisitos que possui o aluno, o professor pode escolher aquelas que melhor se adaptem ao
momento, proporcionando um aprofundamento do conhecimento dos alunos em relagao
ao tema e que possam atrai-los para a sua construgao.

No primeiro capitulo, abordamos uma pequena nota histérica sobre Pitagoras e sua
escola pitagorica, em seguida tratamos sobre o surgimento do Teorema de Pitagoras.
E conveniente esclarecer que a aplicacao desse teorema, ja era conhecida bem antes de
Pitagoras, mas sua demonstragao é atribuida a escola pitagoérica.

No segundo capitulo, tratamos de alguns assuntos que servirao de pré-requisito para

melhorar a compreensao dos capitulos seguintes, cabe ressaltar que leitores familiarizados
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com os conteudos aqui abordados, podem iniciar a leitura no capitulo seguinte.

No terceiro capitulo, abordamos algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras, ba-
seado no livro de Elisha Scott Loomis (1852-1940), [12] essas demonstragoes foram classifi-
cadas em “algébricas”, “geométricas’e “vetoriais”. As provas “algébricas”sao as demons-
tragoes baseadas nas relagoes métricas nos triangulos retangulos, as provas “geométricas”
sao as demonstragoes baseadas em comparacgoes de areas e as “vetoriais’sao as demons-
tragoes em que sao aplicadas o conceito de vetor e suas propriedades. H& certas provas
abordadas como demonstracoes "algébricas®, por exemplo as demonstracoes 4 e 5, que
poderiam ser consideradas como demonstragoes “geométricas”, nos mantivemos essas de-
monstragoes como “algébricas”obedecendo a classificacao utilizada no livro texto [12].
Temos também nesse capitulo duas demonstracoes da reciproca do Teorema de Pitagoras.

No capitulo quatro, incluimos algumas aplicacoes do Teorema de Pitagoras, tais como:
lei dos cossenos, distancia entre dois pontos, o calculo da de diagonal de um paralelepipedo,
etc e também problemas de concurso em que ¢ utilizado o teorema.

No capitulo cinco, incluimos algumas atividades pedagogicas que podem ser trabalha-
das na sala de aula e facilitem a compreensao desse teorema, as atividades citadas sao
baseadas em comparagoes de areas e foram elaboradas para os alunos do nono ano do
ensino fundamental, mas podem ser aplicadas em outro nivel de ensino, desde que sejam

trabalhados os conhecimentos prévios.

13



Capitulo 1

Notas Historicas

1.1 Pitagoras

Figura 1.1: Pitagoras

Pitdgoras (c.569-¢.480 a.C.) nasceu na ilha de Samos, perto de Mileto onde 50 anos

antes tinha nascido Tales. E possivel que Pitagoras tenha sido discipulo de Tales, pois era

14



cinquenta anos mais jovem do que este e morava perto de Mileto local onde vivia Tales.
Foi a partir das ideias desses dois grandes personagens que a Matematica se inicia como
ciencia e pode se desenvolver enormemente nos séculos seguintes.

Pitagoras fez varias viagens pelo Egito, Babilonia e possivelmente indo até a India,
durante suas peregrinacoes ele evidentemente absorveu nao sé6 informagao matemaética e
astronomica como também muitas ideias religiosas, foi praticamente contemporaneo de
Buda, Confincio e Lao-tse, de modo que esse século foi critico tanto para o desenvolvi-
mento da religiao bem como da Matematica.

Quando Pitagoras retornou a Samos encontrou o poder nas maos do tirano Policrates
e a Jonia sob o dominio persa, entao decidiu emigrar para Crotona na costa sudeste
do que agora ¢ a Italia. La ele fundou a famosa escola pitagérica, que além de ser um
centro de estudo de filosofia, matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade
estreitamente unida por ritos secretos e cerimonias.

O fato de Pitagoras permanecer uma figura muito obscura se deve em parte a perda de
documentos daquela época. Vérias biografias de Pitdgoras foram escritas na antiguidade,
mas se perderam, outra dificuldade que caracteriza a sua figura era da escola pitagérica
ser uma sociedade secreta, conhecimento e propriedade eram comuns, por isso a atribuicao
de descobertas nao era feita a um membro especifico da escola, dessa forma nao se cos-
tuma falar da obra de Pitdgoras, mas nas contribuigoes dos pitagoricos apesar de que na
antiguidade era dado todo o crédito ao mestre.

Com o passar do tempo a influéncia e as tendéncias da escola pitagorica tornaram-se
tao grande que o governo da época decidiu destruir os prédios da escola fazendo com que
a irmandade se dispersasse. Segundo um relato Pitadgoras fugiu para Tarento donde se
dirigiu a Metaponto, e ai perdeu a vida numa segunda revolta. Cerca de 500 a.C., os
pitagdricos, contudo voltaram a reunir-se e sua sociedade ainda teve existéncia por mais

alguns séculos.

1.2 O Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras é uma relagao métrica entre as medidas dos lados de um
triangulo retangulo, que é um triangulo que tem um angulo de 90°, o lado oposto a esse
angulo é denominado hipotenusa e tem maior comprimento os lados menores chamam-se

catetos. Seu enunciado ¢é da seguinte forma:

15



Teorema 1.1 A drea do quadrado cujo lado € a hipotenusa de um triangulo retangulo é
wgual a soma das dreas dos quadrados cujos lados sao cada um dos catetos desse mesmo

triangulo.

Se indicarmos a medida da hipotenusa por a e os catetos por b e ¢, o Teorema de Pitagoras

afirma que vale a relacao a® = b? + .

a? =0+

a

b?

Figura 1.2: Teorema de Pitdgoras

A demonstracao desse teorema pelos pitagdricos foi muito lenta e penosa. Inicialmente
eles conheciam o fato para os triangulos que tém lados proporcionais a 3, 4 e 5, como
também para o triangulo de lados 5, 12 e 13.

Um resultado mais geral foi obtido para o triangulo retangulo isésceles, que tem a
seguinte demonstracao. Considere um triangulo retangulo isésceles cuja hipotenusa mede
a e os catetos b, construimos quadrados de lados a e b sobre seus lados. Tracamos os
segmentos M A, AQ, BR e CS como ilustra a figura seguinte.

Os triangulos numerados sao todos triangulos retangulos isosceles iguais de hipotenusa
igual a diagonal do quadrado de lado b e lados iguais a b, dai temos a® = b* + b%.

No caso geral, segundo relatos da Historia da Matematica nao se sabe a demonstracao

elaborada na escola pitagorica nem se sabe se foi Pitagoras ou alguém da escola, mas tudo
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Figura 1.3: Triangulo retangulo isésceles

indica que a primeira demonstracao surgiu na escola pitagérica, segundo os historiadores
acredita-se que esta demonstracao é baseada em comparacoes de areas.

Existem varias demonstragoes do Teorema de Pitagoras, por exemplo na literatura o
livro mais conhecido é de Elisha Scott Loomis (1852-1940), professor de Matemdtica em
Cleveland, Ohio (estados Unidos) [6] e [15]. O titulo do livro é The Pythagorean Propo-
sition cuja traducao literal é A Proposicao de Pitagoras. Ele colecionou demonstracoes
desse teorema durante vinte anos, de 1907 a 1927 agrupo-as formando o livro citado. A
primeira edicao, em 1927, continha 230 demonstracoes, a segunda edi¢ao publicada em
1940 o niimero de demonstracoes foi aumentado para 370.

A reciproca do Teorema de Pitagoras também é verdadeira, isto é: um triangulo possui
lados medindo a, b e c. Se a® = b* + 2, entdo o triangulo é retangulo e sua hipotenusa é

o lado que mede a. Ela sera apresentada no capitulo trés.
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Capitulo 2
Assuntos preliminares

Neste capitulo serao abordados alguns assuntos prévios para a melhor compreensao
das questoes dadas nos capitulos seguintes. Os leitores familiarizados com esses contetidos
podem comegar a leitura no capitulo seguinte. Os livros pesquisados para esses contetidos
foram [3], [7], [11] e [14].

2.1 Congruéncia de triangulos

Definigao 2.1 Diremos que dois segmentos AB e C'D sao congruentes quando eles tem
o mesmo comprimento; diremos que dois angulos A e B sao congruentes se eles tém a

mesma medida.

Assim, as propriedades de igualdade de nimeros passam a valer para a congruéncia
de segmentos e angulos.

Para simplificar nossa notacao, iremos utilizar o simbolo “ = 7 para significar con-
gruentes. Assim, AB = CD deve ser lido como AB é congruente a CD e A = B deve ser

lido como angulo A congruente com angulo B.

Definicao 2.2 Dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam

congruentes.

Assim, se ABC e DEF sao dois triangulos congruentes e se

A+— D, B<+— FE, C+— F

18
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Figura 2.1: Congruéncia de triangulos

é a correspondéncia que define a congruéncia, entao valem, simultaneamente, as seis

relagoes seguintes:

AB=DFE BC=FEF AC=DF
A=D B=FE C=F
Escreveremos ABC' = DEF para significar que os triangulos ABC' e DEF' sao con-

gruentes e que a correspondéncia entre os vértices leva A em D, Bem F e C em F.

Existem trés casos de congruéncias, sendo que o primeiro caso é um axioma.

Axioma 2.1 (1° caso de congruéncia de triangulos) Dados dois triangulos ABC' e
DEF, se AB= DF, AC = DE ¢ A= D, entio ABC = DEF.

A partir deste axioma sao provados os dois seguintes casos:

Teorema 2.1 (2° caso de congruéncia de tridngulos) Dados dois triangulos ABC
¢ DEF, se AB=DE, A=D e B=E, entio ABC = DEF.

Teorema 2.2 (3° caso de congruéncia de triangulos) Se dois triangulos tém trés

lados correspondentes congruentes, entao os triangulos sao congruentes.

Estes trés casos de congruéncia de triangulos também sao conhecidos respectivamente
por LAL, ALA e LLL.

2.2 Semelhanca de triangulos

Definicao 2.3 Dois triangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes sejam iguais

e lados correspondentes sejam proporcionais.

19
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Figura 2.2: Semelhanca de triangulos

Portanto, se ABC' e DEF sao dois triangulos semelhantes e se a correspondéncia entre
seus vértices é:
A+— D, B+— FE e C+— F,

entao valem as relacoes:

-4 L. A oA AB AC BC
, B=FE, C=F e DE-DF_ BF

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamada razao de
proporcionalidade entre os dois triangulos.

Escreveremos ABC' ~ DEF para denotar que os triangulos ABC' e DEF sao seme-
lhantes, com a correspondéncia entre seus vértices A «— D, B+— EFe C +— F.

Existem trés casos de semelhanca de triangulos.

Teorema 2.3 (1° caso de semelhancga de triangulos) Dados dois triangulos ABC' e
DEF,se A=D e B=E, entio ABC ~ DEF.

Teorema 2.4 (2° caso de semelhanca de triangulos) Se, em dois triangulos ABC
~ ~ AB AC
DEF se A=D e —=— 10 ABC ~ DEF.
2 tem-se e DE = DF’ entao C
Teorema 2.5 (3° caso de semelhancga de tridngulos) Se, em dois triangulos ABC

AB BC AC .
e DEF tem-se DE - BEF — DF’ entao ABC ~ DEF.

Estes trés casos de semelhanca de triangulos também sao conhecidos respectivamente
por AA, LAL e LLL.

2.3 O circulo

Nosso ponto de partida nesta secao é a definicao de circulo.

20



Definicao 2.4 Seja A um ponto do plano e r um numero real positivo. O circulo de
centro A e raio r € o conjunto constituidos por todos os pontos B do plano, tais que
AB =r.

Também chamaremos de raio ao segmento que une o centro do circulo a qualquer de
seus pontos. O segmento ligando dois pontos de um circulo serd denominado de corda.
Toda corda que passa pelo centro do circulo é um diametro. Também chamaremos de
diametro a distancia 2r.

Sejam A e B dois pontos distintos de um circulo. Tracemos a reta que passa por estes
dois pontos. Ela separa o plano em dois semi-planos. Cada um desses semi-planos contém
uma parte do circulo. Estas partes sao denominadas de arcos determinados pelos pontos

A e B. Quando A e B sao extremidades de um diametro, estes arcos sao denominados

‘ 5 AB = corda
c CD = diametro

D CO=0D=r

de semicirculos.

Figura 2.3: O circulo

Definicao 2.5 Se O é o centro do circulo entdao AOB ¢ chamado de angulo central.
A medida em graus do arco menor determinado pelos pontos A e B € por defini¢cio a

medida do angulo central AOB. A medida em graus do arco maior € definida como sendo

Figura 2.4: Angulo central

360°—a°, onde a® € a medida em graus do arco menor. No caso em que AB é um diametro

a medida dos dois arcos € 180°.
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Definigao 2.6 Um angulo se denomina inscrito em um circulo quando seu vértice A é

um ponto do circulo e seus lados cortam o circulo em pontos B e C' distintos do ponto A.

B

Figura 2.5: Angulo inscrito

Na definicao acima, os pontos B e C' determinam dois arcos. O arco que nao contém o
ponto A é chamado de arco correspondente ao angulo inscrito. Diremos também que o

angulo subtende o arco.

Proposicao 2.1 Todo angulo inscrito em um circulo tem a metade da medida do arco

correspondente.

Dizemos que um circulo e uma reta sao tangentes ou, ainda que a reta é tangente ao
circulo se tiverem exatamente um ponto em comum. Esse ponto em comum é denominado

o ponto de tangéncia da reta e o circulo.

Definicao 2.7 Denomina-se angulo de segmento ao angulo cujo vértice € um ponto de

um circulo e seus lados sao uma corda e o outro a tangente ao circulo no vértice do angulo.

B

BAC = angulo de segmento

Figura 2.6: Angulo de segmento
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Proposicao 2.2 Um angulo de segmento tem a mesma medida que a metade do arco

compreendido entre seus lados.

Teorema 2.6 Sejam AB e CD cordas distintas de um mesmo circulo que se intersectam
num ponto P. Entdo, AP-PB=CP-PD.

Teorema 2.7 Se A, B, C e P sao pontos distintos no plano e B pertence a AP, C nao
pertence a reta AB, entdo PA- PB = PC? se, e s6 se, o circulo que passa pelos pontos
A, B e C for tangente a reta PC' em C.

C

Figura 2.7: Tangente e secante

Os resultados desta secao encontram-se nos livros [3] e [14].

2.4 Area de algumas figuras planas

Daremos a seguir algumas proposicoes relativa a area de figuras planas, cabe ressaltar
que a area do retangulo é dada como axioma. As demonstragoes das areas sao tratadas
nas fontes bibliogréficas [3], [11] e [14].

2.4.1 Area do retangulo (axioma)

Um retangulo ABCD de lados a e b tem area: A(ABCD) =a - b.

2.4.2 Area do paralelogramo

A drea de um paralelogramo ABC'D de base b e altura h é dada por: A(ABCD) = b-h.

23



2.4.3 Area do triangulo
b-h
A drea de um triangulo ABC de base b e altura h ¢ dada por: A(ABC) = —
2.4.4 Area do trapézio

A area de um trapézio ABC'D qualquer de bases AB = a, CD = b e altura h é dada

por: A(ABCD) = W.

2.4.5 Area do circulo

Vamos designar a drea de um circulo por A.. Se tivermos um circulo de raio r sua

drea é dada por A. = mr?, onde 7 é um ntimero real que vale aproximadamente 3, 14.

2.4.6 Relacao entre semelhanca e area

Teorema 2.8 As dreas de duas figuras semelhantes estao entre si como o quadrado da

razao de semelhanca.

2.5 Vetores no plano

Definicao 2.8 Segmentos orientados Um segmento orientado € um par ordenado
(A, B) de pontos do plano. A é dito origem, B extremidade do segmento orientado.

Os segmentos orientados da forma (A, A) sao ditos nulos.

Definicao 2.9 Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém o mesmo com-

primento se os segmentos geométricos AB e C'D tém o mesmo comprimento (medida).

e Suponha que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo nao nulos. Entao, dizemos
que (A, B) e (C,D) tém a mesma dire¢io se AB e C'D sao paralelos. Nesse caso

também dizemos que (A, B) e (C, D) sao paralelos.
e Suponha que (A, B) e (C, D) tém mesma dire¢ao.

(a) Se as retas suporte dos segmentos AB e CD sao distintas, dizemos que (A, B) e
(C, D) tem mesmo sentido caso os segmentos AC' e BD tenham interse¢do vazia.

Caso AC' N BD # ¢, dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrdrio.
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(b) Segmentos AB e CD coincidem, considere (A’, B') tal que A’ nao pertenca a reta
suporte de AB e (A',B') tenha a mesma dire¢dao, e mesmo sentido que (A, B).
Entao dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesmo sentido se (A, B") e (C,D) tem

mesmo sentido. Se nao dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrdrio.

Defini¢ao 2.10 Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) do plano sao equi-

polentes, e escrevemos (A, B) = (C, D), se um dos casos sequintes ocorrer:
(a) ambos sao nulos;

(b) nenhum € nulo, e tém mesmo comprimento, mesma dire¢io e mesmo sentido.

A relacao de equipoléncia é uma relacao de equivaléncia no conjunto dos segmentos ori-

entados do plano. Isto é:
(a) = é reflexiva. Isto é, (A, B) = (A, B);
(b) = é simétrica. Isto é, (A,B)=(C,D) & (C,D)= (A, B)
(¢) = é transitiva. Isto é, (A,B) = (C,D)e(C,D) = (E,F)= (A,B) = (E,F)

Omitiremos a demonstracao. Esta observacao permite definir o vetor A§ como a classe

de equivaléncia, segundo a rela¢do de equipoléncia, do segmento orientado (A, B).

Defini¢ao 2.11 Sejam (A, B) um segmento orientado do plano. O vetor@ € o conjunto

de todos os segmentos orientados que sao equipolentes a (A, B). Ou seja,
AB = {(C.D) : (C.D) = (A,B)}
Cada segmento equipolente a (A, B) é um representante do vetor /@

Definicao 2.12

e Chamaremos vetor nulo ao vetor cujo representante ¢ um segmento orientado nulo.
. - .
Indica-se o vetor nulo por 0. Note que todos os representantes do vetor nulo sao

segmentos orientados com origem e extremidade coincidentes.

—
o O vetor BA é chamado vetor oposto (ou simétrico) do vetor 1@ e também € indicado

por —ﬁ.
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Definicao 2.13 Chamaremos norma (ou médulo, ou comprimento) de um vetor ao com-
primento de qualquer um de seus representantes; indica-se a norma de U por H7H Se

|]7H = 1, dizemos que o vetor T € unitdrio.

Definicio 2.14 Os vetores U e ¥ ndo nulos sio paralelos (indica-se por U // 7) se um
representante de W € paralelo a um representante de U (e portanto a todos). Se 4 // o,
dizemos que U eV tém o mesmo sentido (resp. sentido contrdrio) se um representante

de U e um representante de U tém mesmo sentido (resp. sentido contrdrio).

De um modo geral, conceitos geométricos como paralelismo, perpendicularismo, com-
primento, angulo etc., envolvendo vetores, sdo definidos usando os representantes (como

foi feito acima). Temos também

e Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sao equipolentes se, e somente se, repre-

sentam o mesmo vetor. Isto é,

AB=CD < AB=CD.

e Dados um ponto A e um vetor 7, existe um tunico ponto B tal que zﬁ = . Isto

¢, qualquer ponto do plano é origem de um unico segmento orientado representante
do vetor 7.

2.5.1 Adicao de vetores

Definicao 2.15 Dados os vetores U e 7, considere um representante qualquer (A, B)
do vetor U e o representante do vetor o que tem origem no ponto B. Seja C' tal que
(B,C) seja um representante do vetor V. Fica determinado o segmento orientado de
(A,C). Por defini¢io 1@, cujo representante é o segmento orientado (A,C'), € o vetor
soma de W com U

e Pela definicao da soma de vetores, temos zﬁ + B? = 1@

e Para determinar o vetor soma  + ¢ basta "fechar o triangulo”, tomando cuidado

de escolher a origem do segundo coincidindo com a extremidade do primeiro.
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A T T =

Figura 2.8: Adigao de vetores 1.1

e Pode-se também escolher a “regra do paralelogramo”, que consiste em tomar repre-
sentantes de @ e U com a mesma origem A. Escolhidos (A, B) e (A, D) represen-
tantes dos vetores U e U respectivamente, construa o paralelogramo ABC'D. O
segmento orientado (A, C') é um representante do vetor soma 74—7, pois ele “fecha
o triangulo” ABC' e B? = .

Figura 2.9: Adicao de vetores 1.2

2.5.2 Produto interno

Defini¢ao 2.16 (Produto interno) E uma operacao entre vetores que associa a cada
par de vetores um escalar. Outro nome também utilizado para esta operacao € produto
escalar, dando énfase a natureza escalar do resultado da operacao.

O produto interno entre os vetores U eV do plano € o nimero real

:{ 0, se =0 ou V=0
||| || 7] - cosh, se U #0 ou T #0

onde 0 ¢ o angulo formado entre os vetores W e ¥ e ||U|| e || V|| sdo os médulos ou

comprimento desses vetores. Observe que se o angulo 6 entre os vetores for 90° teremos

0T =[] [T cos90° = ||| - || T -0 = 0.
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Capitulo 3

Algumas demonstracoes do Teorema

de Pitagoras

Nas demonstragoes que seguem fixaremos o triangulo ABC' sempre reto em A. A

medida da hipotenusa a e catetos com medidas b e c.

B

Figura 3.1: Triangulo retangulo

3.1 Demonstracoes algébricas

As demonstracgoes algébricas sao baseadas nas relagbes métricas nos triangulos retangulos,

segundo a fonte bibliografica [12]. Serao apresentadas seis demonstragoes algébricas.

3.1.1 Demonstragao 1 (Bhaskara II)

'Bhaskara II (1114-1185) nasceu na India e era conhecido em sua terra natal pelo nome de
Bhaskaracharya-Bhaskara, o Professor. Filho de astrélogo eminente, Bhaskara assumiu o posto de chefe
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Esta demonstracao é a mais conhecida e consta sempre nos livros didaticos do ensino
fundamental, provavelmente por ser curta e simples.

E considerada uma demonstracao de Bhaskara, sendo redescoberta por John Wallis
no século XVII.

Sua prova esta baseada na seguinte afirmagao: em qualquer triangulo retangulo, cada
cateto é a média geométrica entre a hipotenusa e sua projecao sobre ela.

Para provar esta afirmacao utilizamos semelhanca de triangulos. De fato, seja AD al-
tura relativa a hipotenusa BC' do triangulo retangulo ABC'. Sejam m e n respectivamente
as projecoes das medidas dos catetos b e ¢ sobre a hipotenusa a, veja figura ilustrativa a
seguir.

Pelo critério AA de semelhanga de triangulos, os triangulos retangulos ABC e AC'D

sao semelhantes, pois possuem o angulo AC'B em comum. Desta forma temos a proporgao:

AC_BC b
CD AC m

a
b

Figura 3.2: Demonstragao de Bhaskara

Donde obtemos
b’ = am (3.1)

De modo analogo, utilizando a semelhancga dos triangulos ABC' e ABD, obtemos

Dai somando (3.1) e (3.2) segue

V+cd=am+an=a(m+n)=a-a=d

no Observatério Astronomico em Ujjain, o centro avancado de matematica indiana na época.
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pois m +n = a.

Esta demonstracao encontra-se em [6], [13] e [15] da referéncia bibliografica.

3.1.2 Demonstracao 2

Esta demonstracao é baseada num teorema que é uma relagao métrica no circulo:
sejam AB e C'D cordas distintas de um mesmo circulo que se intersectam num ponto P.
Entao, AP - PB = CP - PD (veja teorema 2.6).

Dado um triangulo ABC reto em A. Construimos um circulo com centro B e raio
BC = a. Prolongamos os lados BA e C'A, formando respectivamente o diametro DFE e a

corda C'F' como na figura seguinte.

Figura 3.3: Demonstragao 3

Notemos que AC = AF, pois o triangulo BC'F' é isésceles porque os lados BC' e BF
sao raios, consequentemente AB é mediana do lado C'F.

Como AD =a+ ¢, AE = a — ¢, aplicando o teorema citado:
b =(a+c)(a—rc)=a®—c
dai, a® = b + 2.

Esta demonstragao encontra-se em [12]| da referéncia bibliografica.

3.1.3 Demonstragao 3 (C. J. Kemper)

Utilizaremos outra relagao métrica no circulo: se A, B, C' e P sao pontos distintos no
plano e B pertence a AP, C' nao pertence a reta AB, entdao PA-PB = PC? se, e s6 se, 0

circulo que passa pelos pontos A, B e C' for tangente a reta PC' em C (veja teorema 2.7).
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Dado um triangulo retangulo ABC', construimos um circulo de raio AB = ¢ e centro
em B, obtendo o ponto E no segmento BC' = a, prolongando o segmento BC' obtemos o

ponto D no circulo como na figura seguinte.

Figura 3.4: Demonstragao de Kemper

Aplicando o teorema citado temos v*> = CD - CE, mas CD = a +¢, CE = a — c,
substituindo na igualdade obtemos v*> = (a + ¢)(a — ¢) = a*® — ¢?, entao a? = b* + 2.

Esta demonstragao encontra-se em [12] da referéncia bibliografica.

As demonstragoes 4 e 5 a seguir apesar de serem de autoria diferentes sao equivalentes.

3.1.4 Demonstragao 4 (A. E. Colburn)

Seja o triangulo ABC inscrito num semicirculo, o angulo BAC é reto (proposigao 2.1)
e sendo os catetos AB = ¢, AC = b e a hipotenusa BC' = a.
Completando o quadrado BCFG e tracando uma perpendicular FAD sobre a hipote-

nusa do triangulo ABC, sabemos da demonstracao 1 que b*> = am e ¢ = an. Daif temos

F 1)) G

m n

C D B

Figura 3.5: Demonstragao de A. E. Colburn
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A(BCFG) = A(CDEF)+ A(BDEG) = am + an, entao concluimos que a? = b* + 2.

Esta demonstragao encontra-se em [12] da referéncia bibliografica.

3.1.5 Demonstragao 5 (R. P. Lamy)

No triangulo retangulo ABC' construimos sobre a hipotenusa e os catetos, quadrados

com lados medindo a, b e ¢ respectivamente obtemos a seguinte figura.

J
H
I
A
G
b C
m n
C a |p B
F K B

Figura 3.6: Demonstragao de Lamy

Construimos a altura AD sobre a hipotenusa BC' = a, e prolonguemos esse segmento
até se encontrar no ponto K do lado EF do quadrado BCFE.
O quadrado foi dividido em dois retangulos CDKF e BDKE. Temos que

A(BCFE) = A(CDKF) + A(BDKE)
como A(BCFE) =a* A(CDKF) =am e A(BDKFE) = an, teremos
2

a®> =am +an = b* + 2.

Esta demonstragao encontra-se em [6] e [12] da referéncia bibliografica.
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3.1.6 Demonstracao 6 (Heron)

A férmula de Heron que calcula a area de um triangulo em funcao das medidas dos la-

dos é dada por A(ABC) = /p(p — a)(p — b)(p — ¢) onde p = atbie é o semiperimetro

2
do triangulo ABC'.
Sabemos que na demonstracao da formula de Heron é utilizado o Teorema de Pitagoras.

Reciprocamente, podemos utilizar a férmula de Heron para estabelecer o Teorema de

Pitagoras, é o que faremos a seguir.
Para estabelecer este resultado substituimos o valor do semiperimetro p e em seguida,

simplificando obtemos

w4 () () ()
A(ABC):\/(”;’“) <—a+2b+c) (a—;—i-c) (a+;—c) _

\/(—a2+ab+ac—ab+b2—|—bc—ac+bc+02)(a2+ab—ac—ab—b2+bc+ac+bc—c2)

16

1
A(ABC) = Z\/(_aQ + b% + 2bc + 2)(a? — b? + 2bc — ¢?)

1
A(ABC) = Z\/Qcﬁb2 + 2a%c? + 2b%c? — a* — b* — .

Como a area do triangulo retangulo pode ser o semiproduto dos catetos, podemos escrever

1 1
a igualdade §bc = ~v/2a2b? + 2a2c2 + 2b%2c2 — a* — bt — ¢*, que elevando ao quadrado

ambos os membros e efetuando as devidas simplificagoes, temos
Lo, 1 272 2 2 2 2 4 g4 4
—b°c® = —(2a°b" + 2a°c* 4+ 2b°c* — a* — b" — )
4 16
402 = 2a%0* 4 202 + 20°¢? — ot — bt — ¢!
a + b+t — 2020 — 2a°P + 20°* =0

<a2_b2_02)2:0

2H4 muita controvérsia a respeito da época exata em que Heron viveu, havendo estimativas que variam
de 150 a.C. a 250 d.C. Mais tem sido colocado na segunda metade do século I d.C.
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entao, concluimos que a? = b? + ¢?. Esta demonstracao é atribuida a Heron, encontrada
no livro intitulado Metrica de sua autoria, este livro tratava fundamentalmente do calculo
de areas e volumes de figuras planas e sélidos.

Esta demonstragao encontra-se em [6] da referéncia bibliogréfica.

3.2 Demonstracoes geométricas

As demonstracoes geométricas sao baseadas em comparagoes de areas, segundo a fonte

bibliografica [12]. Serdo apresentadas nove demonstragoes geométricas.

3.2.1 Demonstragao 1 (“Pitagoras”)

Os historiadores em geral acreditam que a demonstragao pitagoérica deve ter sido uma
demonstracao geométrica (baseada na comparagao de areas), provavelmente uma demons-

tracao parecida com a que decorre das figuras adiante.

c b b c

Figura 3.7: Demonstracao 1

No quadrado a esquerda da figura a seguir que tem b+ ¢ como lado, retiremos quatro
triangulos retangulos iguais e obtemos um quadrado de lado a. Se fizermos a mesma
operagao no quadrado a direita (também de lado b + ¢), restarao dois quadrados de lado
b e c. Logo a area do quadrado de lado a é a soma das areas dos quadrados de lado b
e c, isto é a®> = b? + . Esta é considerada a demonstracao mais bela do Teorema de
Pitagoras.

Esta demonstragao encontra-se em [13] e [15] da referéncia bibliografica.
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3.2.2 Demonstracao 2 (Garfield)

No triangulo retangulo ABC prolongamos AC' até o ponto D de forma que C'D = c.
A partir de D, construimos o segmento DFE, perpendicular a AD tal que DE = b e ao
unirmos os pontos B e F, obtemos o trapézio ABED de bases AB = ¢, DE = b e altura

b+ c. Finalmente tracamos o segmento C'E como ilustra a figura seguinte.

B

Figura 3.8: Demonstracao de Garfield 1.2

Nessa figura, por construcao os angulos ACB e DCE séo complementares, logo o
angulo BCE 6 reto. Assim, podemos calcular a drea do trapézio ABED como a soma

das areas dos trés triangulos retangulos, dai temos que:

1 1 1 1
§(b+ c)b+c) = §bc—|— §bc+ a0

donde simplificando concluimos que a? = b2 + 2.
Essa prova do Teorema de Pitagoras é atribuida ao vigésimo presidente dos Estados
Unidos James Abram Garfield.

Esta demonstracao encontra-se em [6] e [15] da referéncia bibliogréfica.

3.2.3 Demonstracao 3 (Bhaskara II)

Nessa demonstracao decompoe-se o quadrado construido sobre a hipotenusa em quatro
triangulos retangulos, cada um deles congruentes ao triangulo dado, mais um quadrado
de lado igual a diferenca entre os catetos do triangulo dado como mostra o desenho 1 da

figura seguinte.

3James Abram Garfield (1831-1881) foi advogado, militar e politico estadunidense. Era republicano
e assumiu a presidéncia dos E.U.A. em quatro de margo de 1881, seu governo terminou subitamente em
apenas 200 dias com o seu assassinato.
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)

1

C B .
DESENHO 1 DESENHO 2

Figura 3.9: Demonstracao de Bhaskara 2

A descricao de tal desenho foi elaborada da seguinte forma, construimos o quadrado
BCDE de lado igual a medida da hipotenusa com o triangulo ABC' interno, tragamos os
segmentos DF e EG, paralelos respectivamente aos catetos AB e AC', com F' pertencente
a AC e G pertencente a DF', em seguida prolongamos o segmento AB até o ponto H em
EG. Facilmente pode-se estabelecer que os triangulos CDF, DEG e BE H sao retangulos
e congruentes, pelo caso ALA, ao triangulo ABC. Além disso, o quadrilatero formado
internamente é um quadrado de lado igual a diferenca entre os catetos do triangulo dado.

Agora, mudando a posicao dos triangulos e do quadrado do desenho 1, podemos obter
o desenho 2 onde a linha tracejada indica a separagao dos quadrados dos catetos.

Essa demonstracao foi elaborada por Bhaskara, segundo os livros de Histéria da Ma-
tematica, Bhaskara desenhou a figura e nao ofereceu nenhuma explicacao, mas somente a
palavra “Veja”.

Usando um argumento algébrico é facil verificar essa demonstragao geométrica, basta
denominar de b e ¢ as medidas dos catetos e seja a a medida da hipotenusa.

Percebe-se que a area do quadrado de lado a é igual a soma das dreas dos quatro
triangulos congruentes e do quadrado cujo lado é b — ¢, dai a® = (b—c¢)* +4- EC =02+

Esta demonstracao encontra-se em [8], [10] e [12] da referéncia bibliografica.

3.2.4 Demonstragao 4 (Euclides)

4Euclides de Alexandria, os locais e datas de nascimento e morte sdo incertos, acredita-se que nasceu
por volta de 325 a.C. e faleceu, aproximadamente em 265 a.C., em Alexandria. A FEuclides é atribuida
uma das maiores obras da matemadtica: os Elementos. Os Elementos perde somente para a Biblia em
nimero de edigoes publicadas.
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Sobre o triangulo retangulo ABC' construimos, sobre cada um de seus lados, quadrados
exteriores ao triangulo. Assim, sobre o cateto AB construimos o quadrado ABKH de
lado ¢, sobre o cateto AC' construimos o quadrado AC'F'G de lado b e sobre a hipotenusa
BC' construimos o quadrado BCDFE de lado a. Ainda tragamos os segmentos BF', CK,
AD que encontra a hipotenusa em I, AE que encontra a hipotenusa em M e o segmento
AL perpendicular a DE em L. Este tltimo segmento encontra a hipotenusa em .J. Veja

figura ilustrativa a seguir.

D E

L

Figura 3.10: Demonstracao de Euclides
Note que:
FCB =FCA+ ACB =90+ ACB = ACB + BCD = ACD.

Portanto, pelo caso LAL de congruéncia de triangulo, obtemos

BC =CD =a
ABCF =2 ANACD,  pois FOB = ACD
CF=CA=hb

Temos que a area do triangulo BC'F' em relagao a base C'F e a area do triangulo ACD
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em relacao a base C'D sao, respectivamente,

1

(CF-CF)=3F,  A(ACD)=(CD-DL)

DO | —

A(BCF) =

DN | —

e a area do retangulo CDLJ é A(CDLJ) = CD - DL. Logo, como os triangulos BCF e

ACD tem a mesma area, pois sao congruentes, obtemos:
A(CDLJ)=CD-DL =2-A(ACD) =2 - A(BCF) = b*. (3.3)

De modo andlogo temos que os triangulos BCK e BEA sao congruentes (caso LAL),

obtemos
A(BJLE) = BE-LE =2-A(BAE) =2- A(BKC) = ¢* (3.4)
Agora, como
A(BCDE) = A(CDLJ)+ A(BJLE).

Segue, de (3.3) e (3.4), utilizado que o quadrado BCDE tem lado a,

a® = b+ A2

Esta demonstracao encontra-se no livro Elementos de Euclides de Alexandria.

Esta demonstragao encontra-se em [1], [4] e [6] da referéncia bibliogréfica.

3.2.5 Demonstracao 5 (Hauff’s work)

Como na demonstragao anterior, no triangulo retangulo ABC' construimos, sobre cada
um de seus lados, quadrados exteriores ao triangulo. Agora, sobre o cateto AB cons-
truimos o quadrado ABEF de lado ¢, sobre o cateto AC' construimos o quadrado ACGH
de lado b e sobre a hipotenusa BC' construimos o quadrado BCDK. Tracamos as para-
lelas GP e EN a hipotenusa BC. Ainda tracamos o segmento AL perpendicular a DK
em L. Finalmente, tracamos as paralelas DM e M K aos respectivos catetos AC' e AB do
triangulo ABC'. Veja, a seguir, a figura ilustrativa obtida na construcao descrita acima.

Observe que os segmentos C'D e C'I podem ser vistos como a base e a altura respec-
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M

Figura 3.11: Demonstracao de Hauft’s work
tivamente do retangulo CDLI e paralelogramo AC'DM. Portanto,
A(CDLI) = A(ACDM)=CD-CI. (3.5)

Temos também que os paralelogramos ACDM e GCBP sao iguais, pois AC = GC
(lado do quadrado ACGH), CD = CB (lado do quadrado BCDK) e ACD = GCB
(veja demonstragao anterior). Agora, a area do paralelogramo GCBP pode ser calculada

usando GC' como base e GH como altura. Assim,

A(ACDM) = A(GCBP) = GC - GH. (3.6)

Assim, de (3.5) e (3.6), obtemos

A(CDLI) = A(ACDM) = GC - GH = *. (3.7)

Por argumentos similares, agora aplicados ao retangulo BK LI e os paralelogramos
ABKM e BCNE, obtemos
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A(BKLI) = A(ABKM) = A(BONE) = BE - AB = ¢ (3.8)
Concluimos de (3.7) e (3.8) que

a’> = A(BCDK) = A(CDLI) + A(BKLI) = b* + .

Esta demonstragao encontra-se em [12]| da referéncia bibliografica.

As demonstragoes 6 e 7 a seguir apesar de serem de autoria diferentes sao equivalentes.

3.2.6 Demonstracao 6 (A. R. Colburn)

Seja o triangulo retangulo ABC, construimos o quadrado BC'DE de lado medindo a
e sobre cada lado desse quadrado construimos quatro triangulos congruentes ao triangulo
ABC.

Formando o quadrado FGHI de lado medindo b+ ¢, como ilustra a figura seguinte.

L
I<
\
\

.
A
2
.

Figura 3.12: Demonstracao de A. R. Colburn

A A(FGHI) = (b+¢)? mas A(FGHI) = A(BCDE) + 4A(ABC), pois os triangulos
BCF, BEG, CDI e DEH sao congruentes por construcao (caso LLL), dai temos

b
a2+4~§c:(b+0)2:>a2:bz+02.
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Esta demonstragao encontra-se em [12] da referéncia bibliografica.

3.2.7 Demonstragao 7 (T. P. Stowell)

Seja ABC' um triangulo retangulo. Construimos sobre a hipotenusa BC' = a o qua-
drado BCDE, exterior ao triangulo dado. Ainda construimos o quadrado AF HG de lado
b+ c, onde b = AC e ¢ = AB, de modo que os pontos B, F, D e C estejam sobre os lados

deste quadrado, como mostra a figura seguinte.

A
b c
C B
’ a N
i AN
(;’ 1 1 \
L 1 ! b
G” 1 1 N
1 1 N
A 1 | .
1 1
| 1 .
1 1 »F
1 1 ’
1 1 4
1 1
1 1
M _L/
D 7 E

Figura 3.13: Demonstracao de Stowell

Utilizado o critério LAL de congruéncia de triangulos temos que
NABC =2 AFEB2 ANHDFE = AGCD.

Temos assim que

A(BCDE) = A(AFHG) — 4A(ABC).

Portanto,
b
a’ = (b+c)2—4-—2c =0+

Esta demonstragao encontra-se em [12] da referéncia bibliografica.

3.2.8 Demonstracao 8 (Leonardo Da Vinci)

Leonardo Da Vinci (1452-1519) nasceu na Italia e durante um bom tempo ficou a servigo do Duque
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Seja ABC' um triangulo retangulo de lados a, b e ¢ como na seguinte figura. Cons-
truimos os quadrados BCED, ABGI e ACFH sobre os lados desse triangulo. Também
construimos o triangulo £DJ, congruente ao triangulo ABC (AC = DJ e AB = EJ).

Tragamos os segmentos HI, FG e AJ cuja intersecao com os segmentos BC' e ED deter-
mina respectivamente os pontos L e M, como mostra na figura a seguir

Figura 3.14: Demonstracao de Leonardo Da Vinci

Note que a congruéncia dos triangulos ABC' e ED.J, fornece que ACL = JDM. Ainda

os angulos ALC e JMD sao alternos externos & transversal AJ que corta os segmentos

paralelos CB e ED, logo ALC = JMD. Segue que CAL = DJM. Assim, pelo caso
ALA de congruéncia de triangulos, obtemos

ACL = JDM
NACL = ANJDM, pois AC =DJ

CAL = DJM

hidraulico. Nessa época, comecou a ter os primeiros contatos com Geometria, estudando os trabalhos de
de Euclides e Paccioli.

de Milao, exercendo a funcao de pintor e engenheiro, sendo considerado um engenheiro mecénico e
Leon Battista e Piero della Francesca (Sobre a Pintura em Perspectiva), aprofundando-se com o estudo

42



Agora, observe que os quadrilateros ABDJ e GBC'F sao congruentes, pois AB = GB,
BD = BC, DJ = CF, ABD = GBC e BDJ = BCF. Portanto,
A(ABDJ) = A(GBCF). (3.9)

Decompondo essas areas, como a soma das areas das figuras geométricas que as compoem,

obtemos

A(ABDJ) = A(ABL) + A(BDML) + A(JDM) (3.10)

A(GBCF) = A(ABG) + A(ABL) + A(ACL) + A(ACF) (3.11)

Agora, como A(ABL) é comum na decomposicao e A(ACL) = A(JDM), obtemos de
(3.9), (3.10) e (3.11) que

A(BDML) = A(ABG) + A(ACF) (3.12)

Por argumentos similares podemos obter a congruéncia dos quadrilateros GIHF e

JECA e decompondo suas areas pelas poligonos que os compoem, obtemos
A(GIHF) = A(JECA),

A(GIHF) = A(GIA) + A(THA) + A(AHF),
A(JECA) = A(JEM) + A(MECL) + A(CAL).

Segue, usando essas relagoes e o fato de A(JHA) = A(CAL) + A(JEM)

AMECL) = A(GIA) + A(AHF). (3.13)
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Segue de (3.12) e (3.13) que

a’ = A(BCED) = A(BDML)+ A(MECL)

(A(ABG) + A(ACF)) + (A(GIA) + A(AHF))
(A(ACF) + A(AHF)) + (A(ABG) + A(GIA))
= A(ACFH)+ A(ABGI) = b* + ¢

Esta demonstragao é atribuida a Leonardo Da Vinci (1452 - 1519), encontra-se em [6]

da referéncia bibliogréfica.

3.2.9 Demonstragao 9 (Perigal)

Antes de iniciarmos a prova do Teorema de Pitagoras dado por Perigal, vamos provar

0 seguinte.

Lema 3.1 Seja ABCD um quadrado e O seu centro (interse¢ao das diagonais). Seja E
um ponto qualquer sobre o lado AD. Considere o segmento EF passando pelo ponto O

com F sobre o lado BC' desse quadrado. Entdo:

(a) O € ponto médio do segmento EF

(b) DE = BF

(¢c) AE=CF

Além disso, se o segmento GH passa pelo centro do quadrado e é perpendicular ao
segmento EF com G no segmento AB e H em CD, entdio os quadrilateros FAGO,
GBFO, FCHO e HDEO sao congruentes. Veja figura ilustrativa a sequir.

Prova: Lembre que as diagonais de um quadrado bissetam os angulos dos vértices e se
cortam perpendicularmente no ponto médio. Temos, usando o caso ALA de congruéncia

de triangulos que,

DOE = BOF (opostos pelo vértice)
ABOF = ADOE, pois ¢ BO = DO (O é ponto médio de DB)
FBO=EDO =1

SHenry Perigal (1801-1898) nasceu na inglaterra e o que se sabe hoje a seu respeito é devido a seu
irmao, Frederick Perigal (dez anos mais jovem), que, na época da morte de Perigal, reuniu em um pequeno
livro dados da vida de Henry e de outros.
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4 E “p
Figura 3.15: quadrado

Concluimos dai que FFO = FEO, isto é, O é ponto médio de EF e DE = BF. Agora,
como AD = BC, segue que

AE =AD - DFE = BC — BF = F(C.

O que prova a primeira parte do lema. Agora, a prova da segunda parte do lema serd

dividida mostrando as seguintes afirmagoes:
Afirmagao 1. Os triangulos AOG, BOF, COH e DOE sao congruéentes.

Afirmacao 2. Os triangulos AOFE, BOG, COF e DOH sao congruéntes.
Estas afirmacgoes mostrarao que os quadrilateros FAGO, GBFO, FCHO e HDEO

sao congruentes, pois cada um deles é formado por um triangulo que estd na lista da
primeira afirmagao junto com o triangulo adjacente que contém a metade de uma diagonal
do quadrado, o qual esta na lista da primeira afirmacao. Isto é, usando [J para significar

quadrilatero,

OEAGO = AAOG U AAOE, UOGBFO = ABOF U ABOG,
OFCHO = ACOH U ACOF, OHDEO = ADOE U ADOH.

Agora, para verificar a primeira afirmacao mostremos que ABOF =2 ACOH. Isto
segue porque,
FBO = HCO (as diagonais do quadrado bissetam os angulos dos vértices)
BO =CO (ambos segmentos sdo a metade da diagonal do quadrado)
BOF = COH (pois BOC' = FOH = 90° e ambos contém FOC)).
Assim, pelo critério ALA de congruéncia de triangulo, segue que ABOF = ACOH.
Analogamente, mostramos que AAOG = ADOE. Segue da prova da primeira parte do
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lema, onde mostramos que ABOF = ADOF, a afirmacao 1.

Finalmente, para mostrar a afirmacao 2, observe que pela afirmacao 1, temos AG =
BF = (CH = DF, donde segue que GB = FC' = HD = FA. Além disso, como o ponto
O é ponto médio de EF' e GH, a afirmagao 2, segue usando o critério LLL de congruéncia

de triangulos. Isto finaliza a prova do lema.

Agora, para mostrar a versao de Perigal do Teorema de Pitdagoras, construimos so-
bre cada lado do triangulo retangulo ABC, de hipotenusa BC' = a, catetos AC' = b e
AB = ¢, os quadrados ACDE, ABGF e BCNM. Ainda, passando pelo centro L, do
quadrilatero ABGF tragamos os segmentos HJ e I K respectivamente paralelo e perpen-
dicular a hipotenusa BC'. Finalmente, pelos pontos médios R, , P e O do quadrado
BCN M, tragamos os segmentos RV e PT paralelos ao cateto AC' e os segmentos QU e

OS paralelos ao cateto AB. Veja figura ilustrativa a seguir.

N M

P
Figura 3.16: Demonstracao de Perigal

Inicialmente, observamos que pelo lema temos que quadrilateros AHLK, FILH,

GJLI e BKLJ sao todos iguais. Dai, seguem as seguintes relagoes:

AH = FI = GJ = BK (3.14)
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HF =1G=JB=KA (3.15)

HL=IL=JL=KL (3.16)

Por outra parte, pela construcao descrita acima que, o quadrilaitero BCHJ é um

paralelogramo, logo seus lados opostos sao iguais. Isto fornece:
BC=JH e (CH=DBJ (3.17)
Como R é ponto médio de BC' e L o ponto médio de HJ, segue de (3.17) que
HL=LJ=CR=RB (3.18)

Para a prova de Perigal do Teorema de Pitagoras, vejamos a congruéncia dos seguintes

quadrilateros

OAHLK = [RSOB, OFILH =OTOMP,
UGJLI =UOUPNQ, UBKLJ =Z0OVQCR

Provemos, por exemplo, que JAH LK = [ORSOB. Para isto, inicialmente observamos

que pela construcao descrita acima e a relagao (3.18), obtemos
HL =LK = RB=B0O, HLK = RBO (Angulos retos)
Dai, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, obtemos
AHLK = ARBO. (3.19)
Portanto,
HK = RO, LHK =BRO, LKH=BOR (3.20)
Ainda, utilizando a notacao // para indicar paralelismo, temos

HLJRB, LK/BO, KAjJOS e AHJ/SR.
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Dali, segue que

HLK = RBO, LKA=BOS, KAH=O0OSR e AHL=SRB (3.21)

Logo,
AHK = AHL — KHL = SRB — ORB = SRO, (3.22)
AKH = AKL — HKL = SOB — ROB = SOR (3.23)

Assim, de (3.20), (3.22) e (3.23), usando o critério ALA de congruéncia de triangulos,

obtemos
NAHK =2 ASRO (3.24)

Agora, a congruéncia dos quadrildteros AHLK e RSOB, segue de (3.19) e (3.24). Ana-
logamente mostra-se a congruéncia dos outros quadrilateros.

Finalmente, mostremos que os quadrados ACDFE e STUV sao iguais. Note que pela
congruéncia dos quadrildteros CQV R e LKBJ, obtemos VR = BJ. Logo, de (3.17),
segue que VR = C'H. Sendo os quadrilateros AHLK e RSOB congruentes, temos
AH = SR, portanto

VS=VR—-SR=CH - AH = CA.

Sendo V'S e C'A os lados dos quadrados ACDE e STUV , segue que eles sao iguais. Assim,
o quadrado sobre a hipotenusa pode ser preenchido utilizando os quadrildteros que estao

sobre o cateto maior junto com o quadrado do cateto menor.

Esta demonstragao do Teorema de Pitdgoras é atribuida a Henry Perigal (1801 - 1898),
foi anunciada em 1830 e ficou conhecida como Disseccao de Perigal.

Esta demonstragao encontra-se em [12] e [13] da referéncia bibliografica.
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3.3 Algumas demonstracoes vetoriais

As demonstracoes vetoriais apresentadas aqui utilizam os conceitos de soma, médulo
e produto escalar de vetores. Daremos aqui duas demonstragoes vetoriais do Teorema de
Pitdgoras; a demonstragdo 1 se encontra nos livros [6] e [12] e a demonstragdo 2 é uma

alteracao de uma das demonstragoes do livro [12].

3.3.1 Demonstracao 1

C - =5
Figura 3.17: Demonstracao vetorial 1

No triangulo retangulo da figura 3.18, considerando seus lados como vetores, temos
que ||C_1>4|| =b, ||zﬁ|| =ce ||C@|| = a. Sabemos que CB = CA + AB e que o produto
interno CA - AB = 0, pois sdo perpendiculares. Temos também ||C@H2 = ||CT>4 + @HZ,
dai

ICBI? = ||CA|[? + || AB|]? +2- CA- AB = ® = 0 + .

3.3.2 Demonstracao 2

No triangulo retangulo ABC' reto em A na figura seguinte, prolongamos o lado AB

até o ponto D de tal forma que AD = AB e traga-se o segmento DC.

C

Figura 3.18: Demonstracao vetorial 2
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Sabemosquezﬁ:m:—@,logo@:m—i—@:ﬁ—ﬁe@:m—i—
E = C_jzl—f@ Dai temos:

ICB|[? = [|CA - AD||? = ||CA|? + || AD||? — 2CA - AD

ICD||? = ||CA — AB||? = ||CA|? + || AB||? — 2CA - AB.

Somando essas igualdades membro a membro e sabendo que

_9CA.-AD — 2CA-AB = —2CA - (AD + AB) =0

pois AD + AB = 0 ¢ [|[AB|| = ||AD|| = ¢, ||CB|| = ||CD|| = a, os tridngulos ABC e

ACD sao congruentes por construcao daf 2a? = 2b + 2¢?, entao a? = b + 2.

3.4 A reciproca do Teorema de Pitagoras

Teorema 3.1 Um triangulo possui lados medindo a, b e c. Se a®> = b? + 2, entdo o

triangulo € retangulo e sua hipotenusa é o lado que mede a.

3.4.1 Demonstracao 1

Seja um triangulo ABC, sendo AB = ¢, BC' = a, AC = b e BD = h (altura do
triangulo relativa ao lado AC).
Primeiro caso: A < 90°.

Vamos supor que ¢ < b. Dessa forma o ponto D, projecao de B sobre AC' cai no
interior do lado AC'. Sejam AD =z e BD = h.

z D b—a

Figura 3.19: Demonstracao reciproca 1.1
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Sabemos que o tridngulo ABD é retangulo (BD ¢ altura), dai ¢® = h? 4+ 22, de modo

andlogo o triangulo BC'D é retangulo também temos
a?=h"+0b—z)=h"+2"+b"—2bx =b*+ —2br = a® < b* + 2.

Segundo caso: A > 90°.

Neste caso o ponto D cai fora do lado AC.

Figura 3.20: Demonstracao reciproca 1.2
Aplicando o mesmo raciocinio do primeiro caso, concluimos que
a> =0+ + 2bx = a® > b+ A
Demonstramos entao que em um triangulo ABC, de lados a, b e ¢, quando
A<90° = a® < b+

A>90°=a?2>b2+ 32

logo se a2 = b% + ¢ devemos ter A = 90°.

Esta demonstragao encontra-se em [13] da referéncia bibliografica.

3.4.2 Demonstracao 2

Construa um triangulo retangulo cujos catetos mecam exatamente b e c. Neste novo
triangulo, de acordo com o Teorema de Pitdgoras, a hipotenusa mede Vb2 + ¢ = a.
Portanto este novo triangulo (que é retangulo) tem lados medindo a, b e ¢. E pelo caso
de congruéncia de triangulos LLL (trés lados congruentes), ele é congruente ao triangulo
original. Logo o triangulo original é retangulo e sua hipotenusa mede a.

Esta demonstragao encontra-se em [3| da referéncia bibliografica.
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Capitulo 4

Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

e temas relacionados

Daremos aqui alguns resultados relacionados com o Teorema de Pitagoras, como: A
lei dos cossenos, O Teorema de Apolonio, O problema de Hipdcrates, A distancia entre
dois pontos, etc e também alguns problemas de concursos como o problema da XVIII

Olimpiadas Portuguesas de Matematica.

4.1 A lei dos cossenos

Para a prova dessa aplicacao vamos precisar da seguinte definicao.

Definicao 4.1 Dado um triangulo ABC' retangulo reto em A em que o angulo ACB é
iqual a o, definimos o cosseno de o como a razao entre o cateto adjacente ao angulo o e
a hipotenusa. No caso do angulo a ser obtuso definiremos o seu cosseno sendo negativo

e igual —cos(180° — a).

Figura 4.1: Defini¢ao de cosseno
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Lei dos cossenos
Suponhamos que sejam conhecidos dois lados AC' = b e AB = ¢ de um triangulo ABC e

o angulo A formado por eles. Qual é a medida do lado BC?

Figura 4.2: Lei dos cossenos 1.1

Solucao:

Primeiro caso: A < 90°.

Tragamos a altura BH relativa ao lado AC', vamos utilizar os triangulos retangulos AH B
e BHC'. Designando AH por x, temos CH = b — x. Escrevendo a relagao de Pitagoras
nos triangulos AHB e BHC, temos:

¢ =2* + (BH)?

a’®=(b—2xz)*+ (BH)?

Subtraindo as duas relagoes:

a’*—c* = (b—x)*—22, ouseja a® = > +b*—2br+2*—2?%, dai a® = b*+c*—2bx. No triangulo
AH B temos cosA — Z. Logo, = = ccosA e finalmente, obtemos a2 = b2 + ¢ — 2bccosA,
que ¢é a lei dos cossengs.

Segundo caso: A > 90°.

Neste caso ocorre a situacao da figura seguinte. Agora C'H = b + x, repetindo os passos

b+x

Figura 4.3: Lei dos cossenos 1.2
anteriores, chegamos a a®> = b*> + ¢ + 2bzx e como x = ccos(180° — fl), teremos a? =
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b2 + ¢ + 2bccos(180° — A) = b2 + ¢ — 2bccosA.

4.2 O Teorema de Apolonio

Em geometria, o teorema de Apolonio, também chamado de teorema da mediana, é
um teorema que relaciona o comprimento da mediana de um triangulo com o comprimento

de seus lados.

Teorema 4.1 (de Apolénio) Em todo triangulo a soma dos quadrados de dois lados
quaisquer, € igual a metade do quadrado do terceiro lado mais o dobro do quadrado de

sua mediana correspondente.

Seja ABC' um triangulo de lados a = BC', b = AC e ¢ = AB. Seja AP a mediana, de

comprimento d, correspondente ao lado BC'. Veja figura ilustrativa abaixo.

b? i
&2 Teo. Apolonio

5 . 1 . o
b d CP=PB = ¥+ = 5«?+ 2d?

Figura 4.4: Teorema de Apolonio

Observacgao: Inicialmente notamos que o Teorema de Apolonio generaliza o Teorema
de Pitdgoras. De fato, usando a notagdo dada na figura (4.4), se CAB ¢ reto, segue

da proposigao (2.1) que a corda BC da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC,

"Apolonio de Perga (262 a.C. - 194 a.C.) foi um matemédtico e astronomo grego da escola alexandrina
(c. 261 a.C.). Foi contemporaneo e um cordial rival de Arquimedes. Da Antiguidade Cléssica, notaveis
matematicos se destacaram, como Pitdgoras, FEuclides e Arquimedes no entanto, quem mereceu dos
antigos o glorioso epiteto de “O Grande Gebémetra”foi Apolonio.
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¢ diametro, de comprimento a. Portanto, como P é ponto médio de BC, segue que

r=CP = PB = AP é o raio dessa circunferéncia. Assim,

1 1 2 1 1
62+02:§a2+2d2:§a2+2<%> :§CL2+§CL2:(I2.

Demonstragio do Teorema de Apolénio: Seja o = CPAe 3 = APB, como indica

a figura a seguir.

Figura 4.5: Prova do Teorema de Apolonio

Usando a lei dos cossenos nos triangulos ACPA e AAPB, temos respectivamente,

2
b =d* + (2) —2d <2> cos a (4.1)
2 2
2
A =d*+ <2> —2d (E) cos (3 (4.2)
2 2
Agora, como « e  sao suplementares, temos que cos f = —cosa. Assim, somando as

equagoes (4.1) e (4.2), obtemos

2 1
B4 = 2d2 42 (g) = 2" + Sa’.

4.3 O problema de Hipoécrates

Na figura seguinte temos um triangulo retangulo de catetos medindo b e ¢, e a hipo-
tenusa de medida a, trés semicircunferéncias tendo os lados do triangulo como diametro,

mostrar que a soma das areas das linulas é igual a area do triangulo.
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Solugao:

A\

Figura 4.6: O problema de Hipdcrates

Denominando de L; e Ly a area de cada lunula, P, e P, a area da outra parte de cada
semicircunferéncia, temos que P; + P, é a area da semicircunferéncia de diametro a menos

1 .
a area do triangulo retangulo que vale —mwa? — =be. A 4rea das semicircunferéncias de

2

diametro medindo b e ¢ sao respectivamente gﬂ'bQ e gﬂc , entao:

1 1 1 1 1 1 1 1
L1 + L2 = (gﬂ'b2 + §7TCZ> — (gﬂ'GQ — 5[)0) = gTFCLZ — §7TCL2 + §bC = §bC

(4rea do triangulo retangulo).

4.4 A distancia entre dois pontos na (Geometria Analitica

Dados dois pontos distintos A = (x1,31) e B = (22,y2) do plano cartesiano, qual é a
distancia entre eles?
Solugao:

Denominaremos a distancia entre os pontos por d(A, B) e sejam A = (z1,y1) e B =
(72, 92)-

Observe que na construgao da figura aparece o triangulo retangulo ABC, que é
retangulo em C', pois AC' é horizontal e BC' é vertical.

Como AC = x9 — x1 e BC = y, — y1, aplicando o Teorema de Pitagoras, temos
d*(A, B) = (AC)? + (BC)?, entdo d(A, B) = v/(x2 — 21)? + (y2 — )2
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Figura 4.7: A distancia entre dois pontos

4.5 A condicao de perpendicularismo na Geometria

Analitica

Sejam os pontos O = (0,0), A = (x1,11), B = (x2,92), se os segmentos AO e OB sao
perpendiculares, que relacao existe entre os pontos A e B?
Solugao:

Como o triangulo ABO formado pelo trés pontos é retangulo, basta aplicar o Teorema

A

\J

Figura 4.8: A condicao de perpendicularismo na Geometria Analitica
de Pitdgoras, dai d*(A4, B) = d*(0, A) + d*(O, B), isto é,
(w2 = 21)* + (y2 = 91)* = 2% + 4§ + 23 + 93
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que simplificando concluimos que zz9 + y1y2 = 0.

4.6 Generalizando o Teorema de Pitagoras

Suponha que seja possivel construir, sobre os lados de um triangulo retangulo, figuras
semelhantes de area A, B e C' construidas sobre a hipotenusa e os catetos respectivamente,

como mostra a figura seguinte.

Figura 4.9: Generalizando o Teorema de Pitagoras

Sabemos que a razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da

razao de semelhanca (teorema 2.8), dai

5= 2= ()
A B C
a2 o

Pela propriedade das proporcoes e como a? = b? + ¢, concluimos que A = B + C. Isto
quer dizer que areas de figuras semelhantes construida sobre a hipotenusa é igual a soma
das areas das figuras construidas sobre os catetos. Que é uma generalizacao do Teorema

de Pitagoras.

4.7 O calculo da diagonal de um paralelepipedo retangulo

Calcular o comprimento da diagonal de um paralelepipedo retangulo em funcao dos

comprimentos de suas arestas.
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Solugao:

a

Figura 4.10: O célculo da diagonal de um paralelepipedo retangulo

Na figura temos um bloco retangular tendo na base um retangulo de medidas a e b,
altura c e diagonal de comprimento d. A medida da diagonal da base é x, que é hipotenusa
de um triangulo retangulo de catetos a e b, daf 22 = a®+b%. No plano vertical que contém
a diagonal, temos outro triangulo retangulo com hipotenusa d e catetos x e c. Logo,
d? = 22 + 2, substituindo 2% concluimos que d? = a? + b* + ¢ que é uma generalizacao

do Teorema de Pitagoras.

4.8 Uma generalizacao do Teorema de Pitagoras no
espaco
Para a prova desse teorema vamos precisar da seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2 Diz-se que uma reta € perpendicular a um plano quando ela € ortogonal a

toda reta no plano.

>

Figura 4.11: Uma reta perpendicular a um plano
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Teorema 4.2 Num tetraedro com um triedro trirretangular, o quadrado da drea da face

oposta a esse triedro € igual a soma dos quadrados das dreas das outras faces.

Na figura seguinte, temos um triedro trirretangulo de vértice O, cortado por um plano
qualquer, formando o tetraedro OABC', sendo que AO = a, CO =be BO = c.

Sejam A(ABC) = % - AC - h (AC é a medida da base e h a medida da altura dessa
face), A(ACO) =

~ab = 3 -AC -z (AC é amedida da base e z a medida da altura dessa

| =N | =

(]

1
face), A(ABO) = = -ac e A(BCO) = 3" be, observe que os triangulos BHO e ACO sao
retangulos e h? = 2?2 + ¢, (AC)? = a® + b* respectivamente.

B

A

Figura 4.12: Uma generalizacao do Teorema de Pitdgoras no espaco
Elevando ao quadrado a area da face ABC', teremos:
1 1 1 1
A%(ABC) = Z(AC)2 h? = Z—1(140)2(332 +c?) = Z(AC)2 a4 Z(AC)2 s
isto é,
2 1 NN N N 2 2 Loy o 1o o
A*(ABC) = —(AC)* -2+ —(a® +b°) - ¢ = = (AC)* - 2° + =a” -+ =b" - ¢
4 4 4 4 4
dai
A*(ABC) = A*(ACO) + A*(ABO) + A*(BCO).

Que é mais uma generalizacao do Teorema de Pitagoras.
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4.9 Ternos pitagéricos

Defini¢ao 4.3 Chama-se terno pitagdrico todo terno de inteiros positivos (a, b, ¢) tais que

a’ =0+ 2.

Assim sao ternos pitagéricos (5,4, 3), (10,8,6), (13,12,5), (37,35, 12), pois 5% = 42 + 32,
102 = 82 4 62, 132 = 122 + 52, 37? = 352 + 122,
Se (a,b,c) é um terno pitagérico, entao (ka, kb, kc), onde k > 1 é um inteiro positivo

qualquer, também é um terno pitagorico, pois, temos:
(ka)* =k*-a®> = (¥ + ) = k* - b + k% - & = (kb)* + (kc)*.

Existem férmulas que dao ternos pitagéricos, por exemplo, o terno a = 2k? + 2k + 1,
b=2k?>+ 2k, c =2k + 1, onde k é um inteiro positivo qualquer, atribuidas a Pitagoras, e

dao uma infinidade de ternos pitagéricos, pois
a? = (2K + 2k + 1)? = 4k* + 8k® + 4k* + 4k + 4k + 1
dai
a? = (2k* + 2k + 1)? = (4k* + 8k® + 4K?) + (4k* + 4k + 1)
a® = (2k* +2k)* + (2k +1)> = b* + .

De modo andlogo as férmulas a = p* + ¢%, b = p* — ¢, ¢ = 2pq, onde p e q (p > q)
sao dois inteiros positivos quaisquer, atribuidas a Platao, também dao uma infinidade de

ternos pitagoricos, pois:
a2 = (P2 + )% = pt+ 2% + ¢* — 4> + 4¢P
dai
a* =p' = 20°¢* + ¢* +4p°¢* = (0 — ¢°)* + (2pg)* = V* + .

1 1
Outras férmulas que fornecem ternos pitagoricos sao a = 5(712 +1),b=mn,c= §(n2 —1),
sendo n um nimero positivo impar maior do que 1. Nota-se de imediato que a todo terno
pitagérico (a, b, c) estd associado um triangulo retangulo cuja medida da hipotenusa é a

e os catetos tém medidas b e ¢, denominado triangulo pitagérico.
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4.10 Problemas

4.10.1 Profmat: exame nacional de acesso 2013

O semicirculo da figura esté inscrito no triangulo retangulo ABC' de catetos AB =7

e BC' = 24. O raio do semicirculo é igual a

Solugao:
Sejam M e N o ponto de tangéncia da semicircunferéncia com o segmento AC e o centro
da semicircunferéncia respectivamente. Logo seu raio ¢ R = MN. Como AB e AM sao
tangentes a mesma circunferéncia entao tem mesmo tamanho e AC =7+ MC.

Pelo Teorema de Pitagoras, AC = /242 + 72 = /625 = 25. Entao MC = 25—7 = 18.

Os triangulos retangulos CM N e C' BA sao semelhantes, pois tém um dos angulos agudos
MN MC R

= —— ouseja — = — donde R = —.

AB BC 7T 24 4

comum (caso AA) disso temos

4.10.2 Profmat: exame nacional de acesso 2014

A figura mostra o esquema de uma tesoura de telhado. O triangulo maior é isosceles
e tem base de medida a = 16 e lados laterais de medida b = 10. Os trés apoios verticais
de medidas ¢, h e d dividem a base em quatro partes congruentes.

As medidas de h, ¢ e v sdo, respectivamente:
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2}

(A) 6,3¢5
(B) 6,4e5
(C) 6v2, 3v/2 e 52

(D) 6v2, 4v/2 e 51/2
9

(E) 6,5 e5

Solucao:
Como o triangulo ¢ isésceles e h divide o lado a em duas partes congruentes, logo h é
mediana e altura, também é um cateto do triangulo retangulo de hipotenusa b. O segundo

16
cateto é g =5 = 8, pelo Teorema de Pitagoras

an 2
h2 =1 — <§> — 10— 82 =36 = h =6.
O apoio de medida ¢ é paralelo a h e tem um extremo no ponto médio do cateto do
triangulo retangulo, dai tomando h como base a outra medida é a base média. Assim
h
C = 5 = 3.
O triangulo que contém c e v como medida é retangulo sendo que ¢ divide sua extre-

midade ao meio e v é a medida da hipotenusa, dai pelo Teorema de Pitdgoras
V=44 =33 +4=0=5

E arespostaé h=6,c=3ev =>5.
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4.10.3 XVIII Olimpiadas Portuguesas de Matematica

1
Na figura ABC' e DEC' sao triangulos retangulos. Sabendo que BE = 2 CE=1e
que AD =1, calcule C'D.

C
D
A ‘- B
Solucao:
. » . ) 1\? 1 3
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo BCE, (BC)* =1 — 5) = 1— 1-1
donde BC = \/;

Aplicando agora o Teorema de Pitdgoras ao triangulo ABC obtemos

(AB)* + <?) = (1+CD)?

1
como AB = AF + 3 temos:

1
(AE)2+AE+Z+2:1+2CD+(CD)2

simplificando temos AE(1 + AE) = CD(2+ CD), (I).

Construimos na figura dada o ponto F' tal que o ponto E pertence ao segmento C'F' e
o triangulo AC'F seja retangulo.

Os triangulos retangulos AEF ¢ BCE sao semelhantes, pois Os angulos AEF ¢ BEC
EF AE EF AE dond
= onde

BE:CE(:)(l)_ 1

sao opostos pelo vértice e portanto congruentes, dai

2
AE = 2FF.

Por outro lado, os triangulos retangulos AC'F' e DCE sao semelhantes também (angulo

DCE é comum), daf
AC  CF 14+CD 1+ FEF

cD_CEY ~CD 1
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1
1+CD=CD+CD-EF = EF = —.
+ - = D

2
Logo AE = Yook Substituindo em (I) temos

2 (1 + i) = CD(2+ CD)

CD CD
2 4 9
O—D+CD2 —20D+(0D) .

Multiplicando ambos os membros por (C'D)?:
2CD +4 =2(CD)* 4 (CD)*

(CD)*+2(CD)* —20D —4=0
2((CD)?> —2) +CD((CD)* —2) =0

e ((CD)* —2)(CD +2) =0, como CD + 2 # 0 concluimos que C'D = /2.
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Capitulo 5

Atividades didaticas sobre o

Teorema de Pitagoras

Temos aqui algumas atividades didaticas que podem ser trabalhadas na sala de aula
sobre o Teorema de Pitdgoras, essas atividades tem o objetivo de melhorar a compreensao
do mesmo. Os textos pesquisados para essas atividades foram [9] e [16].

Estrutura Curricular.

e Componente curricular: Matematica.

e Nivel de ensino: 92 ano do ensino fundamental.
Dados da aula.

e O que os alunos poderao aprender: os alunos vivenciarao atividades experimentais
sobre o Teorema de Pitagoras que ajudara a compreender argumentagoes que provam

sua validade.
e Duracao de cada atividade: 50 minutos.

e Conhecimento prévios trabalhado pelo professor: triangulos, poténcias, raizes qua-

dradas, calculo de dreas, Teorema de Pitdgoras.

e Estratégias e recursos da aula: para essas atividades sao necessarios régua, esquadro,
cartolina, tesoura, borracha e lapis. Para a construcao do angulo reto e as respectivas

medidas dos catetos utilizaremos o esquadro e a régua.
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5.1 Atividade 1

Desenhamos numa cartolina um triangulo retangulo de lados medindo 6ecm, 8cm e
10cm, construimos quadrados sobre seus lados com os mesmos valores. Agora, desenhamos
quadradinhos de 1em de lado sobre os trés quadrados, obtemos sobre a hipotenusa 10 - 10
= 100 quadradinhos de 1em de lado, dai a 4rea do quadrado é 100cm?, de modo andlogo
temos sobre os catetos quadrados com drea de 64cm? e 36em?. Temos, entdo que 100em? =

64cm? + 36cm?. Como na figura seguinte.

100 quadradinhos

64 quadradinhos 10ecm

8em

36 quadradinhos

6cm

Figura 5.1: Formando a figura 1

5.2 Atividade 2

Utilizando uma cartolina desenhamos sobre a mesma um triangulo retangulo com lados
medindo 6¢m, 8cm e 10cm, sobre cada lado construimos quadrados com lados medindo
os mesmos valores citados. Em seguida nomeamos os vértices como na figura seguinte.

Agora, usando régua e lapis, prolongamos o segmento IC' até encontrar o segmento
DFE no ponto L. Depois, desenhamos o segmento KL perpendicular a C'L, prolonga-
mos também o segmento BH até encontrar o segmento AF no ponto J. Considere a
numeracao formada pelos quadrados menores e utilizando a tesoura recorte essas figuras.
Em seguida vocé deve encaixar as figuras 1, 2, 3, 4 e 5 dentro do quadrado desenhado
sobre a hipotenusa, mostrando experimentalmente que o quadrado construido sobre a

hipotenusa é a soma dos quadrados construidos sobre os catetos.
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D C
Fig.2
Fig.3
EoK Al piga 8
JY Fig.b

G

Figura 5.2: Formando o quebra-cabega 1.1

Fig.3

Fig.b |Fig4

Fig.2
Fig.1

Figura 5.3: Formando o quebra-cabeca 1.2

5.3 Atividade 3

10cm
2cm 6cm
2%em 6em 2cm
8 2cm
10cm cm :
' 10cm
6cm, 6em 10emN\_!
1
!
FIGURA 1 FIGURA 2

Figura 5.4: Formando a figura 2
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Desenhamos numa cartolina um quadrado de 10em de lado e construindo interiormente
quatro triangulos retangulos com catetos medindo 6cm e 8cm, sendo a hipotenusa o lado
do quadrado, nota-se que se forma um outro quadrado interior cujo lado é a diferenca
entre as medidas dos catetos, ou seja 2cm (figura 1). Recortamos essas cinco figuras e
montamos a figura 2, notamos que formamos dois quadrados com lados medindo 6¢m e
8cm, como a soma desses dois quadrados é igual ao quadrado de 10cm de lado, concluimos
que 102 = 82 + 62,

5.4 Atividade 4

Desenhamos numa cartolina dois quadrados com lado medindo 14cm, construimos no
primeiro quadrado um outro inscrito e com lado medindo 10c¢m, obtemos entao quatro
triangulos retangulos de lados 6¢m, 8cm e 10cm. No segundo quadrado construimos dois
quadrados interiormente e com um vértice comum, quadrados com lado medindo 6¢cm e
8cm, tracando a diagonal dos dois retangulos formados, notamos que essa diagonal mede
10cm e portanto sao triangulos congruentes aos do primeiro quadrado, como na figura
5.5.

6em Sem 6em| 100, 6em

10cm,

8cm 8cm 8cm
6em

6ecm 8cm 8cm 6em
Figura 5.5: Formando a figura 3
Agora, recortamos os triangulos retangulos congruentes das duas figuras e comparando
as areas dos quadrados, concluimos dessa forma que a area do quadrado construido sobre

a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos, como

na figura 5.6.
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10cm = 8cm + 6em

Sem 6em

10cm

Figura 5.6: Comparando as areas 1

5.5 Atividade 5

Desenhamos numa cartolina um triangulo retangulo qualquer (nessa atividade nao
precisa especificar os valores dos lados).

Nomearemos os vértices do triangulo de A, B e €. Construimos sobre cada lado
do triangulo retangulo ABC', de hipotenusa BC = a e catetos AC = b e AB = ¢, 0s
quadrados ACDE, ABGF e BCNM. Ainda, passando pelo centro L, do quadrilatero
ACDE tracamos os segmentos HJ e K respectivamente paralelo e perpendicular a

hipotenusa BC'. Veja figura ilustrativa a seguir.

ot

N M

Figura 5.7: Comparando as areas 2

Numeramos as cinco figuras formadas e depois as recortamos para em seguida cons-
truimos o quadrado BC'N M sobre a hipotenusa conforme a figura seguinte.

Concluindo dessa forma o Teorema de Pitagoras.
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N M

Figura 5.8: Formando a figura 4

5.6 Consideracoes finais

Apo6s a apresentacao de uma nota histérica, algumas demonstracoes, algumas aplicacoes
e atividades didaticas sobre o Teorema de Pitagoras, pode-se concluir que o Teorema de
Pitagoras possui praticamente um encanto inexplicavel.

Esse teorema é provavelmente o mais demonstrado de toda a Matematica, com de-
monstracoes de varios tipos. Apesar de tudo o teorema tem um enunciado muito simples
que se traduz em uma igualdade pequena e direta.

Os fatos historicos em torno do triangulo retangulo e a relagao que envolvem seus
lados é cheia de mistérios e lendas. Apesar de que aplicagoes e beneficios que esta relacao
trazia, ja eram conhecidos, antes de Pitagoras nenhuma demonstracao era conhecida.

Da mesma forma, nao existe nenhum documento que comprove a demonstracao por
parte de Pitdgoras ou da escola pitagorica, mas este crédito é dado a Pitdgoras e seus
discipulos desde aquele tempo.

Os assuntos preliminares tém por finalidade, facilitar a compreensao do texto, sendo
que o leitor familiarizado com estes assuntos, pode comecar a leitura no capitulo seguinte.

Espero contribuir com esta dissertacao relacionada ao Teorema de Pitagoras uma
aprendizagem mais eficiente da ideia transmitida por este teorema.

As demonstragoes “algébricas”, “geométricas”, “vetoriais”, também as demonstragoes
reciprocas, aqui expostas, sirvam de estimulos aos futuros leitores; alunos, professores ou
aos interessados deste importante teorema da geometria.

A parte referente as demonstragoes “algébricas”’e “geométricas” podem ser utilizadas

tanto no ensino fundamental, quanto no ensino médio, pois os conceitos matematicos
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expostos sao compativeis com esses niveis de ensino. Os conceitos expostos nas demons-
tragoes “vetoriais”estao compativeis com um curso de graduagao.

As aplicagoes do Teorema de Pitdgoras estao num nivel compreensivel aos alunos do
ensino basico, apesar de que algumas delas nao constam nos livros didaticos do ensino
médio.

As atividades didaticas dada no capitulo cinco sao jogos do tipo quebra-cabeca, cuja
finalidade é entender melhor o significado do Teorema de Pitagoras, todas sao baseadas
em demonstragoes “geométricas”. Estas atividades podem ser aplicadas no ensino fun-
damental ou médio, pois despertam a curiosidade do aluno por serem jogos atrativos de

quebra-cabeca.
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