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RESUMO

Este trabalho pretende aprofundar o estudo de Sequéncias e Progressdes, no ambito do Ensino
Médio. Para isso, introduzimos alguns temas avancados, como indug¢do, limites, convergéncia e
divergéncia, e mostramos as conexdes com progressoes, funcdes e juros. Nos também apresenta-
mos outras sequéncias, além de progressoes aritméticas e geométricas, bem como uma discussao
envolvendo séries divergentes, assunto pouco comentado inclusive nos cursos de graduacao.
Finalizamos o trabalho com alguns problemas interessantes que podem ser explorados em sala

de aula.

Palavras-chave: Sequéncia. Série. Progressdo. Matematica.






ABSTRACT

This work intends to deepen the study of sequences and progressions in the scope of High School.
In order to do so, we introduce some advanced themes, such as induction, limits, convergence
and divergence and show the connections with progressions, functions and interest rates. We
also introduce other sequences, besides arithmetic and geometric progressions, and present a
discussion about divergent series, subject that is little explored even in graduation courses. We

finalize our work presenting some interesting problems that can be explored in the classroom.

Keywords: Sequence. Series. Progression. Mathematics.
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INTRODUCAO

No que se refere ao ensino médio, as progressoes sdo sempre abordadas de maneira bas-
tante semelhante. Primeiramente € fornecido ao estudante o conceito de sequéncia. A seguir, sdo
estudadas duas sequéncias especificas: as progressoes aritméticas € as progressoes geométricas.
Em alguns casos, ndo s@o apresentados outros tipos de progressoes, e os resultados que sao
apresentados deixam lacunas no desenvolvimento do assunto e deixam de lado aplicacdes que
possam servir de motivagdo. Por meio de uma anélise de trés livros de Ensino Médio, de décadas
diferentes, € possivel ilustrar essa situagdo. Vamos considerar as seguintes obras, todos volume

dnico:

e Toda Matemdtica, de Xavier e Barreto (FILHO; SILVA, 1997);

* Matemdtica Fundamental: Uma Nova Abordagem, de Giovanni, Bonjorno e Giovanni
Junior (GIOVANNI; BONJORNO; JUNIOR, 2002);

* Matemdtica, de Gelson lezzi (IEZZI et al., 2015).

O objetivo ndo € analisar a didatica do conteido exposto, mas sim 0s conceitos apresen-
tados. Nos trés livros sao abordados, conforme afirmado, os assuntos sequéncias, progressao

aritmética e progressdo geométrica, nessa ordem.

Sobre sequéncias, o livro de Xavier e Barreto, o mais antigo analisado, afirma simples-
mente que, ao ordenarmos os elementos de um conjunto, formamos uma sequéncia ou sucessao.
Em seguida, classifica as sequéncias em finitas e infinitas. O livro do Giovanni define que sequén-
cia é qualquer fun¢do f cujo dominio é N*, sendo N* = {1,2, 3, ...}. O livro do Iezzi, por sua
vez, afirma que uma fung¢do cujo dominio é N* = {1, 2, 3, ...} é chamada sequéncia numérica
infinita. Quando o dominio de f é {1,2,3, ..., n}, ttm-se uma sequéncia numérica finita. Essa
ultima defini¢do € a mais razodvel pois, caso o dominio fosse simplesmente o conjunto N*, todas

as sequéncias seriam, obrigatoriamente, infinitas.

Os trés livros trazem a definicdo de que uma progressdo aritmética (PA) € uma sequéncia
de nimeros reais em que cada termo, a partir do segundo, é a soma do termo anterior com uma
constante. O livro do Xavier define PA finita e PA infinita por meio de exemplos, porém sem
uma defini¢do formal. Nos trés livros, através da generaliza¢io dos primeiros termos, € obtida a
féormula do termo geral da PA. O livro do Giovanni chega a mencionar que, a partir dos casos
particulares, pode-se formular a hipdtese de indugdo, e comprovar que a férmula € valida. Porém,
ndo explica o método em si, muito menos realiza tal demonstracdo. Os trés livros mostram uma
demonstracao para a férmula da soma dos n primeiros termos (soma parcial) de uma PA. Esta

demonstracdo estd na Secao 2.3. Por falta de pré-requisito, nenhum dos livros fazem pelo método
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da indu¢do. Nenhum dos livros pesquisados comentam sobre o que ocorre quando s@o somados

infinitos termos de uma progressdo aritmética.

Sobre progressdes geométricas, os trés livros trazem a definicdo de que uma progressao
geométrica (PG) € uma sequéncia de nimeros reais em que cada termo, a partir do segundo, € o
produto do termo anterior por uma constante. O livro do Xavier novamente cita PG finita e PG
infinita por meio de exemplos, sem definicao formal. Nos trés livros, através da generalizacao
dos primeiros termos, € obtida a férmula do termo geral da PG. Com relagdo a soma dos n
primeiros termos de uma PG, o livro do Xavier ndo demonstra a sua férmula, nem comenta que
o ocorre quando a razdo for 1. J4 os livros do Giovanni e do lezzi, apesar de apresentar uma
demonstracdo semelhante a que estd na Secao 3.3, ndo utilizam o método da inducao. Ja para
obter a férmula da soma dos termos de uma PG infinita, quando a razdo estiver entre -1 e 1, os
trés livros, partem da férmula da soma dos n primeiros termos de uma PG e usam uma nogao
intuitiva de limite. Em particular, os livros do Xavier e do lezzi ndo comentam o que ocorre
quando a razao ndo estiver entre -1 e 1. O livro do Giovanni diz que a soma dos termos uma
PG infinita é chamada série geométrica. Diz, também, que quando a razao estiver entre —1 e 1,
a série € convergente e quando for menor ou igual a —1 ou maior ou igual 1, ela é divergente.
Menciona, em seguida, que somente as séries convergentes tém soma finita. E nada mais é dito

sobre as séries divergentes.

O fato é que nenhum dos trés livros pesquisados comenta sobre o que ocorre realmente
quando sdo somados infinitos termos de uma PA ou uma PG, isto €, no caso de uma série. E
omitida a discussao sobre demonstracdo da divergéncia destas séries. Mesmo na graduagio as
séries divergentes sdo pouco exploradas, sendo em geral o seu estudo limitado a demonstragdo de
que determinada série converge ou ndo. Contudo, as séries divergentes sao amplamente utilizadas
nas teorias de renormalizacdo, na Teoria Quantica de Campos (WEINBERG, 2005) e Teoria de

Supercordas (POLCHINSKI, 2005).

O livro do Iezzi € o tnico dos trés analisados que relaciona PA com funcdo afim e PG
com funcdo exponencial. Nenhum dos trés livros relaciona progressdes com juros simples ou

compostos.

Neste trabalho serd discutido um possivel aprofundamento dos temas Sequéncias e Pro-
gressoes, a luz de conceitos mais avancados vistos na graduagdo mas sem que haja a necessidade
de ferramentas muito elaboradas de Célculo. Uma observagao é que dois assuntos ndo vistos no

ensino médio impedem o prosseguimento do assunto: indugdo e limite.

O Capitulo 1 trata de sequéncias e séries que, para um maior dominio do assunto, além
de defini¢des, tém-se a insercao de conteidos ndo vistos no Ensino Médio (como inducio, limite
e nocdes de convergéncia e divergéncia). Nos capitulos 2 e 3, sdo apresentadas as progressoes
vistas no Ensino Médio (PA e PG), porém de maneira aprofundada. No capitulo 4, serdo
vistas outras sequéncias. No capitulo 5 € feita uma explanagado a cerca das séries divergentes e,

complementando o assunto, no capitulo 6 sdo vistos alguns problemas interessantes.
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1 SEQUENCIAS E SERIES

Nesse capitulo serdo estudadas as definicdes de sequéncias e séries. Serd introduzido
também o conceito do principio da inducdo finita, de limites e de no¢des de convergéncia e

divergéncia, assuntos estes em geral tratados apenas no Ensino Superior.

1.1 SEQUENCIAS

Para se obter uma defini¢do de sequéncia de nlimeros reais, assim como ocorreu no caso
das definicdes usadas no Ensino Médio, foram analisados trés livros: Um curso de Célculo, de
Hamilton Luiz Guidorizzi (GUIDORIZZI, 1987); Andlise Real — Volume 1, de Elon Lages Lima
(LIMA, 1997); Matematica Discreta, de Augusto César Morgado e Paulo Cezar Pinto Carvalho
(MORGADO; CARVALHO, 2013).

Com relacdo a definicdo de sequéncia, os trés livros afirmam, basicamente, que uma
sequéncia ou sucessdo de nimeros reais € uma fun¢do n — a,, a valores reais. Portanto,
para se definir precisamente sequéncia, € necessdrio dizer que ela ¢ uma fungdo. Porém, ha
uma divergéncia com relagdo ao dominio dessa fungdo. Tanto em (LIMA, 1997) como em
(MORGADO; CARVALHO, 2013), o dominio é o préprio conjunto dos nimeros naturais. Ja
em (GUIDORIZZI, 1987), ele € um subconjunto dos nimeros naturais. Nesse ultimo caso, as
“sequéncias finitas” também sdo consideradas sequéncias. Por essa razdo, considera-se aqui, a

defini¢do do Guidorizzi:

Definicao 1.1. Uma sequéncia ou sucessdo de niimeros reais é uma funcdo n — a,, a valores

reais, cujo dominio é um subconjunto de N.

A insercdo (ou nao) do zero no conjunto N ndo prejudica o conceito de sequéncia.
Em (GUIDORIZZI, 1987), N = {0, 1, 2, 3, ...}. Em (LIMA, 1997), N = {1, 2, 3, ...}. Jiem
(MORGADO; CARVALHO, 2013), N={1,2,3, ...} ouN={0, 1, 2, ...}.

A notacdo a,, é usada para indicar o valor que a sequéncia assume no natural n. Diz-se
que a,, é o termo geral da sequéncia e n é referido como indice. E comum usar o simbolo a,,
para indicar a sequéncia de termo geral a,,. Nesse sentido, existem outras notagdes, tais como
{a,}, usada em (JR.; MENDELSON, 1994), ou (a,,), usada em (LIMA, 1997).

Nio deve-se confundir a sequéncia a,, com o conjunto {a, as, ..., a,, ...} dos seus termos
pois em um conjunto, além de ndo existirem elementos repetidos, também ndo importa a ordem
em que esses elementos estio inseridos. Por exemplo, a sequéncia (1, 1, ..., 1, ...) ndo é 0 mesmo
que o conjunto {1}. Ou entdo: as sequéncias (0, 1,0, 1, ...) e (0,0, 1, 0, 0, 1, ...) sdo diferentes

mas o conjunto dos seus termos € o mesmo, igual a {0, 1}.
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O conceito fundamental para uma sequéncia € o de limite de uma sequéncia, cuja
definicao formal, extraida de (GUIDORIZZI, 1999) é:

Definicao 1.2. Consideremos uma sequéncia de termo geral a, e seja L um niimero real.

Definimos:

(i) h_)m a, = L se, e somente se, para todo € > 0, existe um natural ng tal que n > ng quando
n o
L—e<a,<L+e

(ii) li_)m a, = 00 Se, e somente se, para todo € > 0, existe um natural ng tal que n > ng =
n o0

a, > €.

(iii) h_)m a, = —O00 Se, e somente se, para todo € > 0, existe um natural ng tal que n > ny =
n o0

a, < —¢.

Isso significa dizer que, no caso (i) da defini¢do 1.2, os termos de uma sequéncia a,,
aproximam-se de um nimero fixo L quando n vai ficando grande, temos que L é o limite da
sequéncia, e escreve-se 1}13)10 a, = L (JR.; MENDELSON, 1994). Nesse caso diz-se que a

sequéncia a,, converge para L e a sequéncia € dita convergente.

Uma sequéncia que ndo é convergente é denotada divergente. E isso que ocorre no caso
(i1), quando nlglgo a, = oo (diz-se que a sequéncia diverge para infinito), e no caso (iii), quando
nh_}ngo a, = —oo (diz-se que a sequéncia diverge para menos infinito). A sequéncia ainda pode ser
divergente, mas sem divergir nem para co, nem para —oo. Um exemplo desse dltimo caso € a
sequéncia a,, = (—1)", quando percebe-se que seus termos oscilam entre —1 (para n {mpar) e 1

(para n par).

1.2 PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

O conceito de sequéncia estd profundamente conectado ao do principio da indugdo finita.
Devido ao fato desse método ter uso constante nos proximos capitulos, se faz necessario seu
conhecimento, do qual foi extraido de (MORGADO; CARVALHO, 2013):

Axioma 1. Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero natural n. Suponhamos que

(i) P(1) évdlida.

(ii) Paratodon € N, a validez de P(n) implica na validez de P(n + 1).
Entao, P(n) é vdlida para todo n € N.

O Axioma 1, como diz Elon em (LIMA, 2013), € uma forma sagaz e operacional de dizer

que qualquer nimero natural n pode ser alcangado se partirmos de 1 e repetirmos suficientemente
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a operacdo de tomar o sucessor de um nimero. Ele estd presente (pelo menos de forma empirica)
sempre que, ao afirmarmos a veracidade de uma proposic¢ao referente aos nimeros naturais,

verificamos que ela é verdadeira paran = 1, n = 2, n = 3 e dizemos “assim por diante...”.

Um comentério adicional com relacdo ao principio da indugdo finita € de que, como é
dito em (HEFEZ, 2014), € importante nao confundir Indu¢cdo Matemdtica com inducdo empirica.
Nas ciéncias naturais, € comum, apds um certo nimero (sempre finito) de experimentos, enunciar
leis gerais que governam o fendmeno em estudo. Essas leis sdo tidas como verdades, até prova
em contrario. J4 a indu¢cdo matemadtica serve para estabelecer verdades matematicas vélidas sobre
o conjunto dos nimeros naturais. Ou seja, ndo se trata de mostrar que determinada férmula é
verdadeira para um grande nimero de casos, mas trata-se de provar que tal férmula é verdadeira

para todo niimero natural.

1.3 SERIES

Quando soma-se infinitos termos de uma sequéncia, dd-se o nome série e denota-se por
oo
Sa,=>a,=a+as+ ...+ a, + ... (LIMA, 1997).
n=1

Dada uma sequéncia a,, de nimeros reais, a partir dela formamos uma nova sequéncia

Sy, onde
§1 = a1, 8 = a1 +as,..., S, = a1 + as + ... + a,, etc.

Os niimeros sy, So, ..., S, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série > a,. A

parcela a,, € chamada de termo geral da série.

Como todo limite, lim s,, = li_)rn a1 + as + ... + a, pode existir ou ndo. Caso exista, ou
n—oo n o0

seja, se s convergir, a série € convergente. Caso contrario, s serd divergente.

Uma observagdo € o fato de que, como € dito em (BOULOS; ABUD, 2000), alterando
ou suprimindo um nimero finito de termos de uma série, n3o mudamos o seu carater, quer dizer,
a série e sua alterada sdo ambas convergentes ou ambas divergentes. No entanto, no caso de
convergéncia, as somas das séries sdo, em geral, diferentes. Mas, caso seja suprimido um nimero
infinito de termos de uma série, a série remanescente pode mudar o seu comportamento em

relacdo a série original (ver Problema 5 do Capitulo 6).

Existem testes, chamados de testes de convergéncia, para concluir se uma série € conver-
gente ou divergente. Alguns desses testes sdo apresentados em forma de teoremas na Subsecao
1.3.1.

1.3.1 TEOREMAS UTEIS

Primeiramente, vamos enunciar um teorema que € suficiente para a discussido da maioria

dos casos aqui tratados com relacio a convergéncia ou divergéncia de séries. Seu enunciado é:
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Teorema 1.3. O termo geral de uma série convergente tem limite zero.

Demonstraciao: O Teorema realmente € valido pois, supondo que uma série de termo geral a,,
seja convergente. Entdo, como a,, = (a1 +as + ... + a,) — (a1 + az + ... + ap_1) = Sy — Sp_1,
resulta que: 7}13)10 an = 7}13)10 Sy — T}grgo Sp_1 =8 — 5 =0.

Como diz o Elon em (LIMA, 1997), o critério contido no Teorema 1.3 constitui a primeira

coisa a verificar quando se quer saber se uma série € ou nio convergente. Se o termo geral nao

tende a zero, a série diverge. Agora, se termo geral tender a zero, a série pode ou ndo convergir.

O teorema a seguir, cujo enunciado foi extraido de (JR.; MENDELSON, 1994), é
chamado de teste de comparagdo para divergéncia. Ele se aplica a séries positivas, isto €, séries

formadas somente por termos maiores que zero.

Teorema 1.4. Uma série positiva s é divergente se cada termo é maior ou igual ao correspon-

dente termo da uma série positiva divergente t.

O préximo teorema € chamado de teste do limite, cujo enunciado, extraido de (GUIDO-
RIZZI, 1999), é mostrado a seguir.

. .. .. . S ~
Teorema 1.5. Sejam s e t duas séries positivas. Se lgm ™ = L. Entdo, se L > 0, L real, ou
n oo

ambas sdo convergentes ou ambas sdo divergentes.

O ultimo teorema visto aqui, extraido de (NETO, 2015) € o seguinte:

Teorema 1.6. Seja s uma série. Se lim s = oo, entdo lim —s = —o0.
n—oo n—oo

Nesse capitulo, foram enunciados apenas os conceitos, axiomas e teoremas que con-
templam os propdsitos dos temas discutidos nesse trabalho. Para uma abrangéncia maior do
assunto, a sugestao € recorrer a livros de Célculo e de Andlise do Ensino Superior, tais como
(GUIDORIZZI, 1999) e (LIMA, 1997).



23

2 PROGRESSAO ARITMETICA

Um tipo de sequéncia estudada no Ensino Médio, chamada de progressdo aritmética, é
objeto desse capitulo. Seu estudo mais aprofundado passa a ser possivel, pois o capitulo 1 tras
ferramentas Uuteis para um maior desenvolvimento do tema, o qual € visto a seguir.

2.1 DEFINICAO

Segue a definicao de progressao aritmética, extraida de (MORGADO; CARVALHO,
2013):

Definicao 2.1. Uma progressdo aritmética (PA) é uma sequéncia na qual a diferenca entre cada

termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca é chamada de razdo da progressdo.

Uma observagdo é o fato de que as chamadas progressées aritméticas finitas, pela

Defini¢do 1.1, sdo também sequéncias.

2.2 FORMULA DO TERMO GERAL
Seja (ay, as, as, ..., an, ...) uma progressao aritmética de razdo r. Temos:
r=ay— a1 — ay=0a1+7r
r=a3— 0y — A3 =0Ao + T — a3 = a; + 2r
r=a4—a3 —>as=as+r — ayg =ay + 3r

Ao avangar, termo a termo, percebe-se que o padrdao se mantém: um termo qualquer da
progressao sempre serd igual ao primeiro termo, somado com a multiplicagdo da razao pelo

numero de termos, diminuido de uma unidade. Ou seja, temos o seguinte resultado

Proposicao 2.2. O termo geral de uma PA é dado por

anp =ay+ (n—1)r 2.1

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por indugao, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
a; = ay + (1 — 1)r = ay. Além disso, a Propriedade (ii) é satisfeita, pois, se a férmula vale para
n, ou seja, a, = aj + (n — 1)r, entdo, temos a,, +r = a; + (n — 1)r +r. Logo, a,+1 = a; + nr.

Pelo Axioma da Inducdo Finita, a férmula vale para todo n.
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Com relacdo a convergéncia ou divergéncia da PA, analisa-se o limite de seu termo geral,

com n tendendo ao infinito, ou seja:

Jim = Jim o+ (1= 1) 7

Com base no limite acima, tém-se alguns resultados. Vamos apresenta-los utilizando,
como auxilio visual, alguns exemplos grificos, em que o eixo das abscissas € o valor de n, € 0

eixo das ordenadas é o valor de a,,.

Se r > 0 entdo, pelo item (47) da definigdo 1.2, nhﬁrgo a, = o0. Logo, a sequéncia diverge.

Figural - PA: a,, paraa; = —ler =1

Ja se r < 0 entdo, pelo item (7i7) da defini¢do 1.2, lim a,, = —oo. Logo, a sequéncia
n—o0
diverge.
2 4
1 e
0 o
0 1 2 3 4 5 6 7
-1 o
-2 e
-3 o
- ®
-5 o

Figura2 - PA: a,,paraa; =ler =—1

Agora, se r = 0 e a; # 0 entdo, pelo item (i) da defini¢do 1.2, n11_>11010 a, = a;. Logo, a

sequéncia converge.
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Figura3 - PA: a,,paraa; =2er =0

Por fim, se r = 0 e a; = 0 entdo, pelo item (i) da defini¢do 1.2, nlgngO a, = 0. Logo, a

sequéncia converge.

Figura4 - PA: a,,paraa; =0er =0

A conclusido € de que a sequéncia formada pelos termos de uma progressdes aritmética
converge quando a sua razdo for igual a zero. Nesse caso, todos os termos da PA sdo iguais a
um mesmo numero € a convergéncia, obviamente, € para esse nimero. Nos exemplos anteriores,

tém-se uma convergéncia para o nimero 2 (Figura 3) e uma convergéncia para zero (Figura 4).

2.3 SOMA DOS TERMOS DE UMA PA

Com relagdo a soma dos termos de uma PA, existem dois casos a considerar. O primeiro €
com relagdo a soma dos termos de uma progressao aritmética finita (aq, as, as, ..., an_o, Gp_1, ay).
Sobre esse tema, segue uma histdria de Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), considerado um dos

maiores matematicos que ja existiu, extraida de (BOYER, 1974):

“Um dia, para manter a classe ocupada o professor mandou que os alunos so-
massem todos os nimeros de um a cem, com instru¢des a cada um para colocar
sua lousa sobre uma mesa logo que completasse a tarefa. Quase imediatamente
Carl colocou sua lousa sobre a mesa, dizendo, "Af estd"; o professor olhou para
ele com pouco caso enquanto os outros trabalhavam diligentemente. Quando o
mestre finalmente olhou os resultados, a lousa de Gauss era a tinica a exibir a res-
posta correta, 5050, sem nenhum calculo. O menino de dez anos evidentemente
calculara de cabeca a soma da progressdo aritmética 1 + 2+ 3+ ... + 99 4 100,
presumidamente por meio da férmula n(n + 1)/2”.
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O que esté por detrds da ideia de Gauss, € a féormula da soma dos termos de uma PA
finita. Se a sequéncia (a1, as, as, G,_2, a,_1,a,) € uma PA de razdo r, podemos escrevé-la na
forma (a1, a; +r,a1 + 2r, ..., a,, — 2r, a, — r,a,). Como base nisso, vamos calcular a soma dos

n primeiros termos dessa PA, que indicaremos por 5,,:
Sp=a1+ (a1 +71)+ (a1 +2r) + ... + (a, — 2r) + (a, — 1) + a,

Sp=an+ (@, —7)+ (@, —2r) + ... + (a1 + 2r) + (a1 +7) + a1
2S5, = (a1 + ap) + (a1 + a,) + (a1 + an) + ... + (a1 + an) + (a1 + a,) + (a1 + ay)
25, = (a1 + ap)n
Entdo, obtemos o seguinte resultado
Proposicao 2.3. A soma dos termos de uma PA finita é obtida por

a; + ap)n

_(
Sn=""—5 (2.2)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o

Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma ¢é satisfeita, pois, para n = 1,

temos 5, = (al—l—;n)n, ou seja, 57 = (aﬁ_;l).l = a;. Além disso, a Propriedade
(i1) € satisfeita, pois, se a formula vale para n, ou seja, S, = w, entdo, temos
Sp + apy1 = (a1-|—2an)n + a,.1. Entdo, utilizando a férmula do termo geral da PA, te-
mos que Sy, — (a1 + a1+ (n— 1)r)n+ 2a,11 _ (e +a; +nr—r)n+ 2an+1. Logo.
Spt1 = QN 17 Nn 2an+12 _anz (@ns1 = a1)2+ Mn1 + 22@"“. Portanto, temos
que S,y = an+1) + n(n+1) = (a1 + an+21)(n i 1). Pelo Axioma da Indugio Finita,

a férmula vale para todo n.

O segundo caso a considerar é com relacdo a soma dos termos de uma progressao
aritmética infinita. Pelo conceito exposto na Secao 1.3, tém-se um caso de série. E como ela é
oriunda de uma PA, chamamos aqui de série aritmética. Pelo que foi dito na Secdo 2.2 e pelo
Teorema 1.3, como o termo geral ndo tende a zero, a série aritmética € divergente, exceto no
caso da razdo e do primeiro termo serem zero. Nesse caso, a série pode ser convergente. Vamos
observar alguns exemplos graficos, em que o eixo das abscissas € o valor de n, e o eixo das

ordenadas € o valor de S,,.
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Figura5 —PA: S, paraa; = —ler =1
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Figura 6 — PA: 5, paraa; = ler = —1
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Figura7 —PA: S, paraa; =2er =10

Figura 8 —PA: S,,, paraa; =0er =0
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A Figura 8 nos mostra uma convergéncia para zero. Se substituirmos a,, na Férmula 2.2,
) a1 + a,)n a1+a+(n—1)r)n L.
usando a Formula 2.1, teremos .S,, = (o1 5 ) = (@1 il ") . Substituindo r e

2
0+0 —-1)0
O+0+(n—-1)0)n = 0. De fato, uma série aritmética € convergente

ay por zero, temos S,, =
quando a razado e o primeiro termo forem zero, pois t€ém-se uma sequéncia infinita de termos,

todos iguais a zero, cuja soma &, trivialmente, igual a zero.

2.4 PA E FUNCAO AFIM

Muitos dos diferentes ramos da Matemdtica possuem conexdes. Quando os alunos
observam que conteudos, a principio distintos, t€tm uma mesma ideia central, eles comecam a

visualizar um certo sentido em seus estudos.

Algumas dessas conexdes sdo aquelas que relacionam PA e func¢do afim, e PA e juros

simples.

Definicao 2.4. Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R tais
que f(x) = ax + b para todo x € R (LIMA, 2013).

A constante a € conhecida como coeficiente angular da funcao afim.
Acontece que, desenvolvendo a férmula 2.1, temos:
anp =ay+ (n—1)r
apn=a1+nr—r

an =T1TNn+a; —r

Essa dltima expressdo pode ser associada a fungdo afim f(z) = ax + b, em que:

Qn = f($)

a
n = =z
b

a—r =

Ou seja, uma progressao aritmética pode ser interpretada como uma fungdo afim, porém
seu dominio € o conjunto dos nimeros naturais. A razio da progressao € o coeficiente angular da

funcdo.

Além disso, como € dito em (LIMA, 2013), uma progressao aritmética pode ser vista
geometricamente como uma sequéncia de pontos x1, Ta, ..., Ty, ... igualmente espagcados na reta,
com razdo r = 41 — Tp. Se f : R — R é uma fungdo afim f(z) = ax +be x1,x9,..., Ty, ...
¢ uma progressdo aritmética, entdo os pontos y, = f(x,) também estdo igualmente espacados,
isto é, formam uma progressao aritmética de razdo y,.1 — y, = (ax,41 + b) — (azx, + b) =
a(x,+1 — x,) = ar. A concluséo é o fato de que uma fungfo afim transforma uma PA de razéo r

em outra PA de razdo ar, sendo a o coeficiente angular da funcao.
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2.5 PA E JUROS SIMPLES

Definicao 2.5. Chama-se juros a cobranga justificada pelo prazo obtido para o pagamento ou
pelo “aluguel” do dinheiro emprestado (IEZZI et al., 2015).

No regime de juros simples, os juros sdo constantes por periodo. Isso significa que, ao
calcular os juros em cada um dos periodos em que vigorar a transacao, aplica-se a taxa sempre

sobre o capital (valor inicial) obtendo, desse modo, 0 mesmo juro por periodo.

Assim, um capital C' aplicado em regime de juros simples, a taxa i, durante n periodos,

gera, por periodo, um juro igual a C' - 4.
Como os juros sdo constantes por periodo, ao final de n periodos, temos o seguinte
resultado:

Proposicao 2.6. Os juros ou rendimento no sistema de juros simples é dado por

Jp=C-1-n (2.3)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducdo, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
Jy=C-1-1=C -1 Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a formula vale para n,
ou seja, J, = C' -7 - n,entdo, temos J,, + C -1 =C-i-n+ C-i.Logo, J,s1 =C-i-(n+1).

Pelo Axioma da Indugao Finita, a férmula vale para todo n.

O montante (valor final) dessa aplicacdo sera:
M=C+J
M,=C+C-i-n
Portanto, tém-se:

Proposicao 2.7. O montante no sistema de juros simples é dado por

M,=C+n-C-i 2.4)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por indugdo, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
My=C+C-i-1=C+C 1. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a férmula
vale para n, ou seja, M,, = C'+ C -1 - n, entdo, temos M,, + C'-i = C + C -i-n+ C - 1. Logo,
M, =C+C-i-(n+1).Pelo Axioma da Inducéo Finita, a férmula vale para todo n.

Mas, assim como ¢é dito em (MORGADQO; CARVALHO, 2013), muitas vezes é con-
veniente enumerar os termos de uma progressao aritmética a partir do zero. Dessa maneira, a

Férmula 2.1 € reescrita da seguinte maneira: a,, = ag + nr.
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Essa dltima expressdo pode ser associada a féormula 2.4, em que:

a, = M,

ag = C

n = n
= C-1

Logo, no sistema de juros simples, o montante cresce (ou decresce) em progressao
aritmética e o valor do crescimento (ou decrescimento), a cada periodo, € constante e obtido
multiplicando-se o capital pela taxa de juros, que nada mais € do que o valor da razdo da

progressao aritmética.
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3 PROGRESSAO GEOMETRICA

Outro tipo de sequéncia estudada no Ensino Médio € a progressdo geométrica. Assim
como ocorreu com as progressoes aritméticas, € possivel, com conceitos do capitulo 1, aprofundar

o estudo desse tipo de sequéncia. Isso ocorrerd nesse capitulo.

3.1 DEFINICAO

Segue a definicao de progressdo geométrica, extraida de (MORGADO; CARVALHO,
2013):

Definicao 3.1. Uma progressdo geométrica (PG) é uma sequéncia na qual é constante o quo-
ciente da divisao de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente é chamado de razdo da

progressdo.
Pela Definicdo 3.1, temos que uma PG néo possui termos nulos, nem t€m razdo nula.

Além disso, as chamadas progressoes geométricas finitas, pela Definicdo 1.1, sdo também

sequéncias.

3.2  FORMULA DO TERMO GERAL

Seja (ay, as, as, ..., a,, ...) uma progressao geométrica de razao g. Temos:

a2
q: DR
a1

as = ay + g,
as
qg=—,
ag

g = a3 -q=40ay-q .

Se avangarmos, termo a termo, percebe-se que o padrdo se mantém: um termo qualquer
da progressao sempre serd igual ao primeiro termo multiplicado pela razio elevada ao nimero

de termos, diminuido de uma unidade. Ou seja, temos o seguinte resultado

Proposicao 3.2. O termo geral de uma PG é dado por

an =ay-q""" (3.1)
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Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (1) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos

a; = ay - ¢~ = ay. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a formula vale para n,

n—1

ou seja, a, = a; - ¢"~1, entdo, temos a, - ¢ = a, - ¢* ' - ¢ = an+1 = a1 - ¢". Pelo Axioma da

Inducao Finita, a férmula vale para todo n.

Com relagdo a convergéncia ou divergéncia da PG, assim como ocorreu em PA, analisa-se

o limite de seu termo geral, com n tendendo ao infinito, ou seja:

. . — .y
lim a, = lim a; - ¢"' = lim — - ¢"
n—oo n—oo n—oo q
Com base no limite acima, tém-se alguns resultados. Vamos apresenta-los utilizando,
como auxilio visual, alguns exemplos graficos, em que o eixo das abscissas € o valor de n, e o

eixo das ordenadas é o valor de a,,.

Se ¢ = 1 entdo, pelo item (7) da defini¢do 1.2, nh_{rgo a, = a;. Logo, a sequéncia converge.

Figura9 - PG: a,,, paraa; =2eq =1

Se ¢ = —1 entdo, para n par t€ém-se o valor —ay, € para n impar t€m-se o valor a;. No
entanto, € um resultado conhecido que, se uma sequéncia converge para determinado limite, toda

subsequéncia converge para o mesmo limite. Portanto, a sequéncia a seguir nao converge.

Figura 10 - PG: a,, paraa; =2eq = —1
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Se ¢ > 1 ea; > 0entdo, pelo item (i7) da defini¢do 1.2, lim a, = co. Logo, a sequéncia

diverge.
70
60 1
501
40 4
304

201

Figura 11 - PG: a,,, paraa; = leqg =2

Jise ¢ > 1ea; < 0 entlo, pelo item (7i7) da defini¢do 1.2, nh_}ngo a, = —oo. Logo, a

sequéncia diverge.

-50

-60

=70

Figura 12 - PG: a,,, paraa; = —1leq =2
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Agora, se ¢ < —1 e a; > 0 entdo, para n par, os termos vao ficando cada vez menores

enquanto que, para n impar, eles vao ficando cada vez maiores. Logo, a sequéncia € divergente.
80
60
40

20

Figura 13 - PG: a,, paraa; = leq = —2

Mas, se ¢ < —1 e a; < 0 entdo, para n par, os termos vao ficando cada vez maiores

enquanto que, para n impar, eles vao ficando cada vez menores. Logo, a sequéncia é divergente.
40 1

20 1

-R{0

-80 A

Figura 14 - PG: a,,, paraa; = —1leq = —2

Por fim, se —1 < ¢ < 1 entdo, pelo item (i) da defini¢do 1.2, nh_)nolo a, = 0. Logo, a

sequéncia converge.

Vejamos dois exemplos graficos:
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1
Figura 15 - PG: a,, paraa; =3 e q = 3

1
Figura 16 — PG: a,, paraa; = 3eq = —3

A conclusdo € de que a sequéncia formada pelos termos de uma progressdes geométrica
converge quando sua razao for 1 (como na Figura 9, em que a convergéncia € para o nimero 2)
ou quando sua razdo estiver entre —1 e 1 (em que a convergéncia é para zero), como nas Figuras
15e 16.

3.3 SOMA DOS TERMOS DE UMA PG

Com relacdo a soma dos termos de uma PG, temos dois casos a considerar.

O primeiro é com relacdo a soma dos termos de uma progressdo geométrica finita
(a1, a9,as, ..., an_2,a,_1,a,). Nesse caso, ttm-se duas férmulas, uma para ¢ = 1 e outra para
q # 1, e que s@o obtidas da maneira mostrada a seguir.
Para q = 1, tem-se:
Sn:a1+a2+a3+...+an

Sp=a1+a-q+a-¢+...+a-¢"!

Sn:a1+a1—0—a1+...—|—a1

Entao, obtemos o seguinte resultado
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Proposicao 3.3. A soma dos termos de uma PG finita, para q = 1, é dada por

Sy =n-a (3.2)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por indug¢do, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (1) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
S1 =1-a; = ay. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a féormula vale para n, ou
seja, S, = n - aj, entdo, temos S, + a,+1 = n - a; + a,+1. Logo, usando a Férmula 3.1, temos
Spr1=mn-a;+a-q¢". Comoq=1,temos S, 1 =n-a; +a; = (n+1) - a;. Pelo Axioma da

Inducao Finita, a férmula vale para todo n.

Para ¢ # 1, tém-se:
Sn:a1+a2+a3+...+an

Sp=a1+a-q+a ¢+ ..+a ¢!

Multiplicando por ¢ os dois membros da igualdade acima, temos:
¢ Spe=ar-q+a1-¢C+a ¢ +..+a-q"

Fazendo ¢ - S,, — S,,, temos:

n

q'Sn_Sn:al'q — ax
Sp(g=1)=ar-(¢" - 1)
Entao, obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.4. A soma dos termos de uma PG finita, para q # 1, é dada por

ai(¢" —1)

S, =
qg—1

(3.3)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o

Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
n_1 1 _ 1

S, = Ch(ql) — 5 = a1(ql) = a1. Além disso, a Propriedade (ii) é satisfeita, pois, se

q— q—

a1<q1>, entdo, temos S, + a,11 = a1<q1)
q— q—

n a a n+1_1

1+a1.qn — M

a férmula vale para n, ou seja, S,, = + Gpyq-

a-q —
q—1 q—1
da Indugdo Finita, a férmula vale para todo n.

Logo, usando a Férmula 3.1, temos S, ;1 = . Pelo Axioma

O segundo caso a considerar é com relacdo a soma dos termos de uma progressao
geométrica infinita. Pelo conceito exposto na Secao 1.3, t€m-se um caso de série. Como ela é
oriunda de uma PG, chamamos aqui de série geométrica. Pelo que foi dito na Secdo 3.2 e pelo
teorema 1.3, a série geométrica é divergente, exceto no caso da razdo estar entre —1 e 1. Nesse
caso, ainda pelo teorema 1.3, como o termo geral tende a zero, a série pode ser convergente.
Vamos observar exemplos gréficos, em que o eixo das abscissas € o valor de n, e o eixo das

ordenadas é o valor de S,,.
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20 4

Figura 17 - PG: S, paraa; =2eq =1

Figura 18 - PG: S, paraa; =2eq= —1

140 4
G
[ ]
120 4
100 4
80 4
F
&0 - L]
40 4
E
L ]
20 n]
C .
A B9
o . [ ]
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 19 - PG: S, paraa; = leq =2
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Figura 20 - PG: S,,, paraa; = —leq=2
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Figura 21 - PG: S,,, paraa; = 1leq = —2
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Figura 22 - PG: S,,, paraa; = —leq= —2
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1
Figura 23 - PG: S,,, paraa; =3eq = 5

1
Figura 24 - PG: S,,, paraa; = 3eq = —3
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A Figura 23, em que 0 < ¢ < 1, nos mostra uma convergéncia para o nimero 6, e a

Figura 24, em que —1 < ¢ < 0, nos mostra uma convergéncia para o numero 2. De fato, a série

geométrica, quando —1 < ¢ < 1, é convergente pois temos que lim ¢" = 0 e, usando esse
n—oo

resultado na Férmula 3.3, temos:

g (@"—1)
qg—1
S:CL1<O—]_>
qg—1
J— (3.4)
l1—gq

A expressdo 3.4 é conhecida como férmula da soma dos termos de uma PG infinita, com

-l<g<1.

3.4 PG E FUNCAO EXPONENCIAL

Existem conexdes que relacionam PG e funcdo exponencial, e PG e juros compostos,

vistas a seguir.

Definicdo 3.5. Uma funcdo f : R — R chama-se exponencial quando tém-se f(x) = a*, com
a>0ea#1, para todo x € R (LIMA, 2013).

A constante a € conhecida como base da fungdo exponencial.

Existe, também, a chamada func¢do de tipo exponencial. Nesse caso, a lei € da forma
flx)=b-a",coma >0,a# 1eb#0.

Mas, como j4 foi visto, a férmula do termo geral de uma PG € a,, = a, - ¢"'. Entdo,

desenvolvendo essa formula, temos:

n—1
anp = a1 - q
n
q
Ap = a1 © —
q
a1
ap = —-q"
q

Essa dltima expressdo pode ser associada a fungdo de tipo exponencial y = b - a*, em
que:
a, = f(z)
— = b
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Ou seja, uma progressao geométrica pode ser interpretada como uma fungdo de tipo
exponencial, porém seu dominio € o conjunto dos nimeros naturais. A razao da progressdo € a

base da funcdo.

Além disso, como € dito em (LIMA, 2013), se f : R — R ¢é uma funcdo de tipo
exponencial f(z) = b-a" e x1, 9, ..., Ty, ..., € uma progressdo aritmética de razdo r, isto é,
Tpt1 = Tp + 7, entdo os valores f(z1) = b-a”™, f(z2) = b-a"™, ..., f(z,) = b-a®, ..., formam
uma progressdo geométrica de razdo a”, pois f(z,41) =b-a*™ =b-a*™™" =b-a" - a" =
f(z,) - a". A conclusdo € o fato de que uma fungdo de tipo exponencial transforma uma PA de

razdo r em uma PG de razdo ar, sendo a a base da funcdo.

3.5 PG E JUROS COMPOSTOS

No regime de juros compostos, os juros de cada periodo sao somados ao capital (valor
inicial) para o cdlculo de novos juros nos periodos seguintes. Nesse caso, o valor da divida é

sempre corrigida e a taxa de juros incide sobre esse novo valor.

Assim, um capital C' aplicado em regime de juros compostos, a taxa ¢, durante n periodos,
produz ao final do primeiro periodo um montante M; = C'+ Ci = C'(1+1). Ao final do segundo
periodo, My = M+ Mi = C(1+4)?. Ao final do terceiro periodo, M3 = Mo+ Myi = C(1+1i)3.
Ao final do n-ésimo periodo, temos o seguinte resultado

Proposicao 3.6. O montante no sistema de juros compostos é dado por

M, = C(1+14)" (3.5)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
M; = C(1 +4)' = C(1 + 4). Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a férmula
vale para n, ou seja, M,, = C(1 + i)™, entdo, temos M,, + M,, - i = C'(1 + )" + M, - i. Logo,
M, =CA+)"+C(A+i)"i=C(1+14)"-(1+1) = C(1+1)"" . Pelo Axioma da Indugio

Finita, a férmula vale para todo n.

Mas, assim como € dito em (MORGADOQO; CARVALHO, 2013), em muitos casos € mais
natural numerar os termos a partir do zero. Dessa maneira, a Formula 3.1 € reescrita da seguinte

maneira: a, = agq".

Essa ultima expressao pode ser associada a Formula 3.5, em que:

a, = M,
ag — C
n = n
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Logo, no sistema de juros compostos, o montante cresce (ou decresce) em progressao
geométrica e o valor do crescimento (ou decrescimento), a cada periodo, é obtido multiplicando-
se o montante do periodo anterior pela taxa de juros mais uma unidade. Logo, a razdo da
progressdo geométrica é simplesmente o valor de 1 + 7, onde ¢ € a taxa de juros constante de

cada periodo para o seguinte.
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4 OUTROS TIPOS DE PROGRESSOES

As progressdes vistas no Ensino Médio sdo, basicamente, as progressoes aritméticas e as

progressdes geométricas.

Porém, existem outros tipos de progressdes, tais como a progressdo harmonica, a
aritmético-geométrica, geométrico-aritmética e a sequéncia de Fibonacci, que serdo vistas

a seguir.

4.1 PROGRESSAO HARMONICA

4.1.1 DEFINICAO
Segue a defini¢do de progressdo harmonica, extraida de (LOPES, 1998):

Definicao 4.1. Uma progressdao harméonica (PH) é uma sequéncia de niimeros, diferentes de

zero, tais que os seus inversos formam uma progressao aritmética (PA).

Uma observagdo € o fato de que as chamadas progressoes harmoénicas finitas, pela

Defini¢do 1.1, sdo também sequéncias.

4.1.2  FORMULA DO TERMO GERAL

Seja (ay, as, as, ..., G, ...) uma progressdo harmonica. Entdo, por 4.1, a sequéncia dada

(1 1 1 1 >
Dna e

€ uma progressdo aritmética. Sendo 7 a razdo da PA, temos:

por

1 1 a1 — as
r=———= )
(05} aq a1a9
Utilizando 2.1, segue que:

1 —

=t (n—1 ay — Qs

G, aj a1a2

= 2 4.1)

A expressdo 4.1 é conhecida como férmula do termo geral da PH.

Com relacdo a convergéncia ou divergéncia da PH, analisa-se o limite de seu termo geral,
com n tendendo ao infinito. Entdo, tém-se:
a1a9 1 a1a9

lim a, = lim = lim . =0
n—00 noo (n—1)(ag —ag) +ay  n7on—1 (a;—az)+ as
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A conclusdo € de que a sequéncia formada pelos termos de uma progressao harmonica

converge para Zero.

4.1.3 SERIE HARMONICA

Quando soma-se os infinitos termos de uma progressdao harmodnica, pelo conceito exposto
na Secdo 1.3, tém-se um caso de série. Porém, adotaremos também aqui, o que os livros em geral
costumam chamar de série harmonica, um caso particular da soma dos infinitos termos de uma
progressao harmonica, que é aquela composta pelos inversos dos niimeros inteiros positivos, ou
seja:

111 1
S—I+§+§—|—...+E+...
o1 . . ~

Acontece que nhﬁrgo o= 0. Logo, pelo Teorema 1.3, a série harmonica pode ou nao

convergir. Vamos, entdo, usar o Teorema 1.4, para provar o teorema a seguir.

Teorema 4.2. A série harmonica é divergente.

Demonstracao: Vamos comparar a série harmonica

—1+1+(1+1)+(1+1+1+1>+
STATY T3y 56 7 8) "

com a série

t:1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+...
2 4 4 8 8 8 8
Comparando as duas séries termo a termo, temos que S,, > t,,. Além disso, temos
t:1+1+1+l+...:1—|—1+1—|—...
2 2 2

Ou seja, a série ¢ diverge. Como ambas possuem termos positivos, pelo Teorema 1.4 segue que

série s diverge.

A divergéncia da série harmonica ocorre de uma maneira extremamente lenta. Segue um
trecho de um artigo sobre o assunto, extraido de (GARBI, 2000):

“Imaginemos que no momento em que o Universo foi criado, no famoso Big
Bang, o mais veloz dos computadores atualmente existentes tivesse sido co-
locado a somar os termos da série harmonica. A que soma imagina o leitor
que o computador teria chegado hoje, 12 bilhdes de anos depois? Certamente
a um valor bem grande, pois a soma tende a infinito, ndo é? Os mais rapidos
computadores atuais realizam 2, 048 - 10'? somas por segundo. Em 12 bilhdes
de anos existem cerca de 3, 8- 10'7 segundos, de modo que teriam sido somadas
7,78 - 102? parcelas. Comparando com o nimero de parcelas necessdrias para
atingir 70, vemos que o hipotético computador disparado na origem dos tempos
ndo teria hoje atingido esse modesto niimero. Apesar dessa incompreensivel
lentiddo com que avanga, a soma cresce ilimitadamente (...)".

A palavra harmonica é devido a semelhanga com a proporcionalidade dos comprimen-
tos de onda de uma corda, quando esta vibra. Tem a ver, portanto, com a harmonia do som

intermediario relativo aos outros dois sons.
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4.1.4 SOMA DOS TERMOS DE UMA PH

Com relacdo a soma dos termos de uma PH, existem dois casos a considerar.

O primeiro é com relacdo a soma dos termos de uma progressdo harmonica finita

(a1, as,as, ..., an_o, Gy_1, ay). Nesse caso, tém-se como resultado um ndimero real.

O segundo caso a considerar é com relacdo a soma dos termos de uma progressao
harmonica infinita. Pelo que foi dito na subsecdo 4.1.2 e pelo Teorema 1.3, a soma dos termos
de uma progressao harmonica infinita pode convergir. Vamos, entao, usar o Teorema 1.5 para

provar o teorema a seguir.

Teorema 4.3. A soma dos termos de uma progressdo harmonica decrescente e infinita de termos

positivos é divergente.

Demonstracao:

Supondo que tenhamos duas séries, a formada pela soma dos termos de uma pro-
gressdo harmonica decrescente e infinita de termos positivos e a série harmodnica (que tam-

bém € decrescente e formada por termos positivos), cujos termos gerais sao, respectivamente,
1

a1Qa9 ]. ~ . n
ay, = e —. Entdo, L = lim n
(n—1)(a; —as) +as n n=00 102
(n—1)(a; — az) + ay
Logo,
I — lim (n—1)(a; — as) N as _ a1 —ap
n—oo n-ajp-as n-ap-as a/l.aa'

Como a PH € decrescente, a; > as e, consequentemente, L. > (. Entdo, como a série harmdnica
diverge, pelo Teorema 1.5, a soma dos termos de uma progressdo harmonica decrescente e

infinita de termos positivos decrescente, diverge.

Pelos Teoremas 1.6 e 4.3, temos que a soma dos termos de uma progressao harmonia

crescente e infinita de termos negativos também € divergente.

Uma progressdo harmonica infinita decrescente de termos positivos tém relagdo com
uma PA infinita e crescente de termos positivos. Mesmo que essa PA comecasse com termos
negativos, como a sequéncia € crescente, teriamos a partir de um certo momento, somente termos

positivos, tanto para PA como para PH, fazendo com que essa divergisse.

Da mesma maneira, uma progressao harmonica infinita e crescente de termos negativos
tém relacdo com uma PA infinita e decrescente de termos negativos. Mesmo que essa PA
comecasse com termos positivos, como a sequéncia € decrescente, teriamos a partir de um
certo momento, somente termos negativos, tanto para PA como para PH, fazendo com que essa

divergisse.

Com base no que foi dito, chegamos no seguinte teorema:

Teorema 4.4. A soma dos termos de uma progressdo harmonica infinita é divergente.
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Isso nos diz que, ndo interessa a qual progressdo aritmética estd associada, uma progres-

sdo harmonica infinita sempre diverge.

4.2 PROGRESSAO ARITMETICO-GEOMETRICA

A defini¢do da Progressado aritmético-geométrica pode ser encontrada em diversos traba-
lhos, como em (MARTINS, 2013).

4.2.1 DEFINICAO

Definicao 4.5. Uma progressdo aritmético-geométrica (PAG) é uma sequéncia na qual os seus
termos sdo obtidos quando se multiplica ordenadamente os termos de uma PA pelos termos de

uma PG de primeiro termo igual a 1.

Entdo, a progressdo aritmético-geométrica € a sequéncia cujos primeiros termos sao
(a1, (a1 +7) - q, (a1 +2r) - ¢°,...), em que 7 € g sdo, respectivamente, a razdo aritmética e razao

geométrica da progressao aritmético-geométrica.

Uma observacgdo € o fato de que as chamadas progressoes aritmético-geométricas finitas,

pela Definicdo 1.1, sdo também sequéncias.

Também convém ressaltar que, pela Defini¢do 3.1, ¢ # 0.

4.2.2 FORMULA DO TERMO GERAL
Seja (ay, as, as, ..., a, ...) uma progressao aritmético-geométrica. Temos:
Ao = (&1 + 7’) - q
as = (a; +2r) - ¢*
ay = (a1 +3r) - ¢*

Se avancarmos, termo a termo, percebe-se que o padrdao se mantém. Ou seja, temos o

seguinte resultado

Proposicao 4.6. O termo geral de uma PAG é dado por

an = [ay + (n — 1)r]g" " (4.2)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
a; = [a1 + (1 —1)r]¢"* = = a;. Além disso, a Propriedade (ii) é satisfeita, pois, se a formula vale

paran, ou seja, a, = [a; + (n—1)r]¢"!, entdo, temos a,, - ¢+71-¢" = [a; + (n— 1)r]¢" +7-¢".
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Logo, ap+1 = [a1 + (n — 1)r 4+ r]¢" = [a1 + nr]q". Pelo Axioma da Inducdo Finita, a férmula

vale para todo n.

Com relacdo a convergéncia ou divergéncia da PAG, assim como ocorreram em PA e em
PG, analisa-se o limite de seu termo geral, com 7 tendendo ao infinito, ou seja:
lim a, = lim [a; + (n — 1)r]¢" "
n—oo n—oo
Com base no limite acima, t€m-se alguns resultados. Se r < 0 e ¢ > 1 entdo, pelo item
(#ii) da definicdo 1.2, T}Lrgo a, = —oo. Logo, a sequéncia diverge. Se r < 0 e ¢ < —1 entdo, para
n par, os termos vao ficando cada vez maiores enquanto que, para n impar, eles vao ficando cada
vez menores. Logo, a sequéncia é divergente. Se r < 0 e —1 < ¢ < 1 entdo, pelo item (i) da
definicao 1.2, nlljgl@ a, = 0. Logo, a sequéncia converge. Se r < 0 e ¢ = —1 entdo, para n par,
os termos vao ficando cada vez maiores enquanto que, para n impar, eles vao ficando cada vez
menores. Logo, a sequéncia é divergente. Ji se 7 > 0 e ¢ > 1 entdo, pelo item (i7) da defini¢éo
1.2, nlgg(} a, = 00. Logo, a sequéncia diverge. Agora, se > 0 e ¢ < —1 entdo, para n impar,
os termos vao ficando cada vez maiores enquanto que, para n par, eles vao ficando cada vez
menores. Logo, a sequéncia é divergente. Mas, se > 0 e ¢ = —1 entdo, para n impar, os termos
vao ficando cada vez maiores enquanto que, para n par, eles vao ficando cada vez menores. Logo,
a sequéncia é divergente. Por fim, se r > 0 e —1 < ¢ < 1 entdo, pelo item (¢) da defini¢do 1.2,

lim a,, = 0. Logo, a sequéncia converge.
n—oo " g0, ! g

A conclusdo € de que a sequéncia formada pelos termos de uma progressoes aritmético-
geométrica converge somente quando —1 < ¢ < 1. Nesse caso, a medida que forem aumentando

os termos da PAG, os seus valores vao se aproximando de zero.

Convém observar que, caso r = 0, é formada uma progressao geométrica, ja vista no

Capitulo 3 e caso q = 1, é formada uma progressao aritmética, ja vista no capitulo 2.

4.2.3 SOMA DOS TERMOS DE UMA PAG

Com relag@o a soma dos termos de uma progressao aritmético-geométrica, temos dois

casos a considerar.

O primeiro € com relacdo a soma dos termos de uma progressao aritmético-geométrica

finita. Nesse caso, t€ém-se uma férmula que € obtida da maneira mostrada a seguir.
S, =a,+ay+as+ ... +a,
Sp=a1+ (a +7)g+ ...+ [a; + (n — )rlg"!

Sp=a1+ (a1qg+ ... + alq”_l) +(rg+ ...+ (n— 1)rq"_1)

qSy = (a1q + aq + ..+ a1q") + (”]2 + ..+ (n—1)rg")
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1 — n—1
Usando a Férmula 3.3, ttm-se que (¢ + ¢* + ¢ + ... + ¢" Y =r <q1q> . Entdo,
—dq

fazendo S,, — ¢..5,,, temos:

n 1_qn—1 n
Sp = g5 =a1 —aq" +r (e — (n—=1)rg

1 — n—1

(1—-q)S,=a(1—4q")+rq (1_qq

—(n— 1)61’”)

1—ng"'+(n—1)¢"
l—gq

(1-=q)Sh=a(1—q") +rq

a(l—q")  rg(l=ng"" + (n—1)q")

S, = +
1—g¢ (1—-q)?

4.3)

A expressao 4.3 é conhecida como férmula da soma dos termos de uma progressao
aritmético-geométrica finita, com ¢ # 1. Caso ¢ = 1, como ja comentado, é formada uma

progressdo aritmética, cuja féormula foi vista na Secao 2.3.

O segundo caso é que com relagdo a soma dos termos de uma progressao aritmético-
geométrica infinita. Pelo conceito exposto na Secdo 1.3, t€ém-se um caso de série. No caso, uma

série aritmético-geométrica.

Caso r =0, como j4 dito, € formada uma progressdo geométrica, cuja férmula foi vista

na Sec¢do 3.3.

Caso q = 1, como ja foi visto, € formada uma progressao aritmética, cuja soma infinita é

discutida na Secao 2.3.

Para os demais casos, pelo que foi dito na Secdo 4.2.2 e pelo teorema 1.3, a série
aritmético-geométrica € divergente, exceto naqueles em que —1 < g < 1 pois, pelo teorema
1.3, como o termo geral tende a zero, a série pode ser convergente. E de fato €, pois temos que

lim ¢" = 0 e, usando esse resultado na Férmula 4.3, temos:
n—o0

_ w1 =¢")  rg(l—ng""' +(n—1)q")

S

1—q (1—q)?
_a(1-0) rg(l—n-04(n—1)-0)
i T (1-q)
o rq
S_l—q+(1—q)2 “4.4)

A expressao 4.4 € conhecida como féormula da soma dos termos de uma PAG infinita,

com—1 < qg<1.
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4.3 PROGRESSAO GEOMETRICO-ARITMETICA

4.3.1 DEFINICAO

Definicao 4.7. Uma progressdo geométrico-aritmética (PGA) é uma sequéncia infinita na qual
os seus termos sdo obtidos quando se soma ordenadamente os termos de uma PG com os termos

de uma PA de primeiro termo igual a 0.

Entdo, a progressdao geométrico-aritmética € a sequéncia cujos primeiros termos sao
(a1,a1q9 + a1q?® + 2r, ...), em que r e ¢ sdo, respectivamente, a razdo aritmética e razao

geométrica da progressao geométrico-aritmética.

Uma observacgdo € o fato de que as chamadas progressoes geométrico-aritméticas finitas,

pela Defini¢ado 1.1, sdo também sequéncias.

4.3.2 FORMULA DO TERMO GERAL

Seja (ay, as, as, ..., a,, ...) uma progressao geométrico-aritmética. Temos:
ax = aiq+r

as = a1q> + 2r

ay = a1q3 + 3r

Se avangcarmos, termo a termo, percebe-se que o padrao se mantém. Logo, temos o

seguinte resultado

Proposicao 4.8. O termo geral de uma PGA é dado por

an = a1q" +(n—1)r (4.5)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
a; = a;qt 1 + (1 — 1)r = ay. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a férmula vale
para n, ou seja, a, = a;¢"' + (n — 1)r, entdo, temos a,, - ¢ = (a1¢"* + (n — 1)r) - q. Logo,
an-q = a1q"+(n—1)r-q. Entdo, a,-q+r-(n-(1—q)+q) = a1-¢"+(n—1)r-g+r-(n-(1—¢q)+q).
Ouseja, apy1 =a1-¢"+n-r-q—r-q+n-r—n-r-q+r-q=ay-q"+n-r.Pelo Axioma
da Indugdo Finita, a férmula vale para todo n.

Com relagdo a convergéncia ou divergéncia da PGA, assim como ocorreu com as outras

progressdes, analisa-se o limite de seu termo geral, com n tendendo ao infinito, ou seja:

. - . n—1 .
A, o =l Jarg™" 4 (n = 1)r]
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Com base no limite acima, se > 0 entdo, pelo item (i7) da defini¢do 1.2, li_}rn a, = oo.
n o0
Logo, a sequéncia diverge. J4, se < 0 entdo, pelo item (7i7) da defini¢do 1.2, le ay = —00.
n oo
Logo, a sequéncia diverge. Portanto, a sequéncia formada pelos termos de uma progressao

geométrico-aritmética é divergente.

Caso r = 0, tétm-se uma progressao geométrica, cujos casos foram discutidos na Se¢ao
3.2.

433 SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICO-
ARITMETICA

Com relagdo a soma dos termos de uma progressao geométrico-aritmética, temos dois

casos a considerar.

O primeiro € com relacdo a soma dos termos de uma progressao geométrico-aritmética

finita. Nesse caso, tétm-se uma férmula que € obtida da maneira mostrada a seguir.
S,=a1+ay+..+a,
Sp=a, +aq+r+..+a "+ (n—1)r
Sp=a1(l+q+..+¢" ) +r(l+2+..+(n—1))
1—-4"

—1
Mas1+g+..+q"" =7 e1+2+...+(n—1):”<”2 )

somas de progressao geométrica e progressao aritmética, respectivamente. Entdo, temos:

, pois tratam-se de

a;(1—q") N nr(n —1)

Sp =
1—¢q 2

(4.6)

A expressdo 4.6 é conhecida como férmula da soma dos termos de uma progressao
geométrico-aritmética finita, com ¢ # 1. Caso q = 1, é formada uma progressiao aritmética, cuja

férmula foi vista na Secao 2.3.

Casor =0, tém-se a soma dos termos uma progressdao geométrica, tema ja foi discutido

na Sec¢do 3.3.

O segundo caso a considerar € com relagdo a soma dos termos de uma progressao
geométrico-aritmética infinita. Pelo conceito exposto na Secao 1.3, t€ém-se um caso de série. No

caso, uma série geométrico-aritmética.

Caso q = 1, como jé foi visto, é formada uma progressao aritmética, cuja soma infinita é

discutida na Sec¢ao 2.3.

Caso r = 0, ttm-se a soma dos termos uma progressao geométrica infinita, tema ja

discutido na Secao 3.3.

Para os demais casos, pelo que foi dito na Secdo 4.3.2 e pelo teorema 1.3, a série

geométrico-aritmética é divergente.
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4.4 SEQUENCIA DE FIBONACCI

A Sequéncia de Fibonacci € amplamente conhecida (MR4S, 2016). Ela pode ser definida

conforme abaixo.

4.4.1 DEFINICAO

Definicao 4.9. A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia de niimeros naturais na qual os dois
primeiros termos sdo iguais a 1 e cada termo, a partir do segundo, é obtido pela soma dos dois

termos anteriores.

Portanto, a sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...) é a sequéncia de Fibonacci.

4.4.2 FORMULA DO TERMO GERAL

Observando a defini¢do, tém-se:

Ap = Ap_1 + ap_2(n > 2) 4.7)

Na Férmula 4.7, pode-se determinar, a partir do terceiro, qualquer termo da sequéncia de

Fibonacci. Porém, havera a necessidade de se conhecer os dois termos imediatamente anteriores.

Mas, com a Férmula 4.8, conhecida como formula de Binet, pode-se determinar qualquer

termo, independente do conhecimento de outros termos da sequéncia.

Proposicao 4.10. O termo geral da sequéncia de Fibonacci é dado por

(27) (=)
V5

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por inducao, utilizando o

Ay =

(4.8)

Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (1) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
<1+¢5>1 - (1— \/5>1
2 2
a, = NG = 1 = a;. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se
<1+\/5>”_ (1 - \/S)”
p ) 2 2 .
a férmula vale para n, ou seja, a,, = NG , entdo, temos
1+v5\" [1-v5\"
2 2
V5 1 1
<1+\/5>" (1—\/5>” <1+\/5>" (1—\/5>"
2 2 2 2
+ .
V5 V5

Ap + Qp_1 = + anp-1-

Logo, ap4+1 =
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) ([ (5

2 2 2 2
VB

Portanto, a,, 11 =

)

Pela Defini¢do 4.9, como a1 = a, + a,_1, temos a,, = NG

Pelo Axioma da Indugdo Finita, a férmula vale para todo n.

Com relagdo a convergéncia ou divergéncia da sequéncia de Fibonacci, analisa-se o

limite de seu termo geral, com n tendendo ao infinito, ou seja:

1++5 ”_ 1—+/5\"
li — Ii 2 2
o G = A /5

Com base no limite que acima, tém-se que, pelo item (iz) da defini¢do 1.2, li_>m a, = oQ.
n—oo

Logo, a sequéncia de Fibonacci é divergente.

+v/5

1 . <
A fracdo —5 = 1, 61803398 é conhecida como niimero de ouro e é representada pela
letra grega . O fato € que, quando dividimos um termo qualquer da sequéncia de Fibonacci pelo
termo imediatamente anterior, obtemos um nimero préximo ao ndmero de ouro (POSSEBON,

2016). E esse valor torna-se cada vez mais proximo a medida que consideramos dois nimeros da

A+

o . . . . 1
sequéncia cada vez maiores. Mais precisamente, lim = ¢. Esse fato pode ser comprovado

n—oo an
da seguinte maneira:

Apt1 = Qp + Qpq

="+
An1 Ap—1 1
=1+ =1+ a
an Qp,
Ap—1
1 lim 1
1 = lim 14+ —==;
n—oo an n—oo hm n
n— o0 a’n—l
. an—i—l . (7%
Como lim = lim = L, temos
n—oo an n—oo an—l

1
L:1+Z:L2—L—1:0

. 1 5
A solucdo positiva dessa equacdo é L = —1_2\/_ =

. An+1
Portanto, lim —— = .
n—o0 an

A sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro possuem diversas aplicagdes e podem ser
encontrados na natureza, em obras de arte, em construcdes, no corpo humano, etc. Para saber
mais, ver (ZAHN, 2011).
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4.4.3 SOMA DOS TERMOS DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Com relacdo a soma dos termos da sequéncia de Fibonacci, temos dois casos a considerar.

O primeiro é com relacdo a soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci. A

soma € um nimero real e o calculo para essa soma pode ser obtido da maneira vista a seguir
(SENA, 2013).
S,=a1+ay+az+ ...+ ap_9+ ap_1 + ay,

Mas, como a3 = a; + as, temos que a; = az — as. Como a4 = as + asz, temos que
as = a4 — az. Como as = az + a4, temos que az = as — ay.

Se avancarmos, termo a termo, como um termo qualquer é sempre igual a soma dos dois
termos anteriores, a,, = a,_o + a,_1 acarreta em a,_o = a, — a,_1, Apt1 = Ap_1 + Ay, Significa

que temos @, 1 = dp11 — Gy € COMO Apio = Ay + Ay €MOS qUE Gy, = Apto — G-

Substituindo os termos encontrados na soma original, temos:
S, =a+ay+asz+ ...+ a,
Sp=a3—ay+ay—az+as—ag+ ...+ ay — Ay1 + Apy1 — Ap + Qpyo2 — Qpy1

Percebe-se que, apds os devidos cancelamentos e sabendo-se que a; = 1, temos o

seguinte resultado

Proposicao 4.11. A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é dada por

Sn = ln4z — 1 (4.9)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, podemos proceder por indugdo, utilizando o
Axioma 1. De fato, temos que a Propriedade (i) do Axioma € satisfeita, pois, para n = 1, temos
Si=a1.9—1=a3—1=2—-1=1=qay. Além disso, a Propriedade (ii) € satisfeita, pois, se a
férmula vale para n, ou seja, S,, = a,12—1, entdo, temos S, +a, 11 = Apio—1+a,11 = apiz—1.

Pelo Axioma da Indugdo Finita, a férmula vale para todo n.

O segundo caso a considerar, € com relacdo a soma dos infinitos termos da sequéncia de

Fibonacci. Pelo conceito exposto na Secdo 1.3, t€ém-se um caso de série.

Pelo que foi dito na Subsecdo 4.8 e pelo Teorema 1.3, como o termo geral ndo tende a

zero, a sequéncia de Fibonacci € divergente.
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5 SERIES DIVERGENTES

Por meio de manipulagdes internas ou por métodos especificos, as vezes € possivel atribuir
valores numéricos a séries divergentes. Embora, a primeira vista, pareca que nao existe significado
pratico para isso, existem aplicacdes desses resultados em diversas dreas, tais como andlise
complexa, teoria das cordas e teoria quantica de campos (WIKIPEDIA, 2017; WEINBERG,
2005).

Os métodos especificos utilizados para somar séries divergentes sdo chamados mérodos
de soma. Existem diversos métodos de soma, uns mais potentes que outros, ou seja, alguns

métodos conseguem somar mais séries que outros.

Com o objetivo de uma discussdo mais ampla do assunto, vamos em busca de um valor
numérico para a soma divergente 1 + 2 + 3 +4 + 5 + ..., que € a série aritmética formada
pelos niimeros naturais. Para isso, temos antes que obter valores numéricos de outras duas séries,
também divergentes. A obtencdo dos resultados de cada uma das trés séries serd de duas maneiras.
A primeira, usando um “caminho heuristico”, que ndo € o mais conveniente pois, dependendo da
manipulacao feita, chega-se a resultados incorretos (ndo € o caso aqui, em que as manipulacdes
foram feitas de maneira a se chegar nos resultados esperados). A segunda forma € utilizando um

método de soma especifico.

Primeiramente, vamos em busca de um valor para a série geométrica divergente 1 — 1 +
1—14+1—-141-1+ ..., que chamaremos de S. Por um “caminho heuristico” (WIKIPEDIA,
2016) tém-se:

S=1-1+1-1+1-141-1+..
1-S=1-(1-141-141-141-1+..)

1-S=1-1+1-14+1—-14+1-1+...

1-5=5
258 =1

1
=3

Como o objetivo € obter um resultado para a soma, pode-se chegar nesse mesmo resultado

utilizando a Férmula 3.4 (mesmo a razao nao estando entre —1 e 1) como segue:

Agora, vamos utilizar um método de soma para se chegar nesse mesmo valor. O método
a ser usado chama-se soma de Cesaro, que consiste em calcular o limite das médias das somas
parciais (HARDY, 1992). A sequéncia das somas parciaisda série S =1—1+1—-1+1—-1+4...
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¢ (1,0,1,0,1,...). Logo, a sequéncia das médias das somas parciais, ou seja, a primeira soma

parcial dividido por 1, a soma das duas primeiras somas parciais divididos por 2, a soma das

o e . ) . 1213141
trés primeiras somas parciais divididos por 3, e assim por diante, é <1, 23Ty >
O limite dessa ultima sequéncia € o resultado da soma de Cesaro. Nessa sequéncia, os termos

de ordem par sdo todos iguais a R Ja os termos de ordem impar formam uma nova sequéncia

: . . 1 S
cujo termo geral é 5 1 e, portanto, seu limite também vale 5 Logo, a soma de Cesaro e, por

) 1
consequéncia, a soma S, vale R

1
Entéo,S:1—1+1—1+1—1—|—...:§

Agora, vamos obter um valor para a série divergente 1 —2+3 —4+5—-6+7—8+ ...

que chamaremos de .S;. Por um “caminho heuristico”, tém-se:
S1=1-243—-4+5—-64+7—8+ ...

2:5=1-243-44+5-64+7—-8+ ...
+1-24+3-44+5-6+7— ..

2.59=1-14+1-14+1-14+1-1+4..

Usando o resultado obtido de .S, tem-se:

Vamos agora tentar utilizar o método de Cesaro para se chegar nesse mesmo valor
(HARDY, 1992). A sequéncia das somas parciais da série S = 1 —2+3—4+5—6+7—8+... &
(1,—-1,2,-2,3,—-3,4, —4, ...). Logo, a sequéncia das médias das somas parciais fica determinada
por (1, 0, ;, 0, 2, 0, i,
Nessa sequéncia, os termos de ordem par sdo todos iguais a 0. Ja os termos de ordem impar

0, ) O limite dessa ultima sequéncia € o resultado da soma de Cesaro.

N . ., n . ~
formam uma nova sequéncia cujo termo geral é 1 portanto, seu limite 3 Logo, ndo
n J—
podemos, nesse caso, utilizar a soma de Cesaro pois o limite das médias das somas parciais nao

existe.

Um método possivel, nesse caso, € a chamada soma de Abel (HARDY, 1992) que, em
linhas gerais, diz que ao associarmos cada termo de uma sequéncia a,, a um mondmio do tipo
a,x", o limite da série formada pelos monomios, quando x tende a —1 pela esquerda, € o valor da

série associada a a,,, ou seja, se s = ag + aj + as + ..., lim (ag + a1z + axx® + azz® + ...) = s.
r—1—

Primeiramente, usando a Férmula 3.4, pois trata-se de uma série geométrica, t€ém-se a

igualdade
1
l—ax+2> -2+ ... = ,
1+
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para —1 < x < 1. Derivando esta expressao e trocando o sinal obtém-se

1

1—20+32% -4 +... = ———.
T+ ox x° + (1—|—x)2

Enfim, por um “caminho heuristico”, chega-se no mesmo resultado, como € mostrado a seguir.

Temos:

1
1— 234 = I
r4+xt—x’ + Tz @
1—2x+322—42>+..=P (I1)
Fazendo (I) + (II), tém-se
1
2 —3r+42® -5 4+ ... = + P
14+
2 — (3 —4dx +52° —62° +...) = L + P (I10)
14+«

Manipulando a expressao (II), t€ém-se

120 +2°(3—4x+52° —62° +...) =P

P+2r—1
3— 4z + 50— 62° .. = 0= av)
i

Substituindo o resultado de (IV) em (III), tEém-se

2_£<P+2x—1>: 1 L p
2 14z

1—-P—2x 1

2+ = + P
T 1+2x
20+1—-P—2r 1+ P(1+ux)
T N 1+«

l1-P+x—Pr=xz(1+ P+ Px)

Pz? +2Px+P—1=0
1
T2t 2r 1
1
T
1
1+ )
Se substituirmos x por 1 nessa dltima expressdo, chegamos na conclusdo de que 1 — 2 +

Portanto, 1 — 22 + 322 — 423 + ... =

3—44+5—-6+7T—-8+4..= T Acontece que, por se tratar de fungdes, temos que respeitar a
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restricdo —1 < x < 1. Entdo, calculamos o limite quando x tende a 1 pela esquerda. Fazendo isso,

1 1
chegamos na soma de Abel, que diz que xli}r{li(l —2x+ 322 — 4’3+ ..) = IIE{E (e =7

1
Entdo, S; :1_2+3_4+5_6+7_8+'”:Z
Aqui, vale observar que, para se chegar no valor de .57, usando a soma de Abel, ndo foi

necessario usar o valor de S.

Finalmente, chegaremos a um valor numérico para a série divergente proposta inicial-
mente, que chamaremos de Sy. Entdo, Sy = 14+2+3+44+54+6+7+8+ .... Por um

“caminho heuristico”, usando S; e seu resultado, tém-se:
SN —51=14+24+3+44+54+6+7T+8+ ...
—1+2-3+4—-5+6—-7+8— ..
SN —=51=0+4+0+84+0+12+0+16 + ...

SN—51=4-1+2+34+44+54+6+7+8+...)

Sy —51=4-Sn
1
—3SN:1
1
Sv=-1

Vamos agora tentar utilizar o método de Cesaro para tentar obter este mesmo valor.
A sequéncia das somas parciais da série Sy = 1 +24+3+4+54+6+7+8+ ... ¢

(1,3,6,10, 15,21, 28,36, ...). Logo, a sequéncia das médias das somas parciais fica determi-

10 28 . N .
nada por (1, 2, 3 5,7, 3 12,15, ... |. Como essa dltima sequéncia € divergente, com limite
igual a infinito, a soma de Cesaro nao produziu um valor numérico.

Vamos, entdo, tentar utilizar a soma de Abel. Entdo, temos que 1 +z + 22 + 23 4 ... =
1
11—z

igualdade 1+2z+32%+423+... =

, pois trata-se de uma série geométrica. De maneira andloga a obtencdo de 57, chega-se na

1 o
—— 5 & consequentemente, ao limite lim ——— =
(1—2x) e—1- (1 — )
Como ndo chegamos a um nimero real, a soma de Abel também nao produziu um valor numérico

para a série Sy.

Um método possivel, nesse caso, € a funcdo zeta de Riemann. Essa fungdo € definida da
seguinte maneira (APOSTOL, 1976):

((S)=1+=+=—+—+.. )
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1
Multiplicando ambos os membros por 2 - 2 tém-se:

1 1 1 1 1
2- . =2-—4+2-—+2-—4+2-—+ ... II
28 C(S) 23 + 45 + 65 + 85 + ( )
Fazendo (I) - (II), tém-se:
1 1 1 1
1—-2-—)=1- — - —
C(S) ( 25) 23 + 35 48 +

g(—1)-<1—2-1):1—21_1+;1—4+

1
— .
C(=1)-(1-2-2)=1-243-4+5-6+ ...

1
Jaivimosquel —24+3—-445—-64 .. = 1 (valor encontrado para .S7). Entdo:

301 =,

Acontece que ((—1) =1+ 2+ 3 +4 + ..., que chamamos de Sy. Portanto:

1
1
SN__E
1
Portanto,SN:1+2+3+4+5+6+7+8+...:—E.

Uma observagao € o fato de que a série harmonica, vista a Subsecao 4.1.3, € um caso

particular da funcao zeta de Riemann, quando s = 1.

Como ja dito no inicio desse capitulo, existem outros métodos de soma, e quanto mais
potentes forem, conseguem somar mais séries. Para um aprofundamento a cerca do assunto

séries divergentes, pode-se estudar os trabalhos de Hardy (1992) e Brezinski e Zaglia (2002).

Além disso, existem aplicacdes dos valores numéricos de certas séries divergentes.
No caso da série Sy, ela estd presente em algumas dreas, como na Teoria Quantica de Cam-
pos (TQM), mais precisamente, no chamado efeito Casimir (RUGGIERO; ZIMMERMAN;
VILLANI, 1977), que por sua vez consiste na atracdo entre duas placas paralelas neutras e perfei-
tamente condutoras no vacuo. Em particular, considerando-se um campo escalar em uma caixa
unidimensional, para o célculo da for¢a de atragdo (forca de Casimir) € necessario considerar a
energia, I/, do vacuo quantico entre as placas. A relagc@o entre esta energia e o comprimento a da

caixa € dada por

Fa

—=1424+3+4+5+ .., (5.1)
hem

que corresponde a série ja estudada, cujo valor aplicado €, justamente, 13
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6 USANDO SEQUENCIAS NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Nesse capitulo sdo listados alguns problemas, com suas devidas resolucdes e escolhidos
de modo que contemplassem todos os temas abordados neste trabalho, complementando os
assuntos vistos até entdo de maneira tedrica, e servindo como uma motivagao para estudos

futuros.

@\Hk

123
Problema 1: (JR.; MENDELSON, 1994) Mostre que a sequéncia (3, £ ) converge e

que, a série formada pela soma dos elementos dessa sequéncia, diverge.

Solucdo. Os numeradores das fragdes sao formados pela sequéncia dos nlimeros naturais ao passo

que os denominadores sdao formados pela sequéncia dos nimeros impares a partir do ndmero 3.

e lim a, = lim " lim —T =

Portanto o termo geral da sequéncia é a,, = o 1 Sl AT T A ,

n
1 ) 1 ) .
5. LOgO, a sequencia converge para 5 Como a sequencia nao converge para Ze€ro, a sua serie

correspondente diverge.

Problema 2: (GUIDORIZZI, 1999) Considere a série § ar e suponha que ay = by — byy1),
k=1

k > 1. (Uma tal série denomina se série telescopica.)

a) Verifique que s,, = Z ap = by — bpiq.

b) Conclua que se hm b = b, com b real, entdo a soma da série serd finita e igual a b; — b.

¢) Calcule a soma —_—
) Cale Zl k(k+1)°

Solugdo. a) i ap = (by — b3) + (by — b3) + oo + (by — bus1) = by — bpsy.

b) Z Q. — lim Z Qap = lim (b1 — bn+1) = b1 —b.

TL%OO n— oo
1 1 1
c) m =T hen Trata-se entdo de uma série telescopica. Logo, da conclusio do item
1 e 1
b), t —=1- .C li
®), emsez k(k+1) n+1 Omonggon+1 g (k+1)

Problema 3: (LIMA, 2013) Dadas as progressdes aritméticas (a; + as, ..., ay,...) € (by +

ba, ..., by, ...), mostre que existe uma, e somente uma, fun¢do afim f : R — R tal que f(a;) = by,

f(CLQ) = bg, ceey f(an) = bn,
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Solugdo. Seja f(x) = Ex—l—bl — ﬁal, sendo r, e 1, as razdes das progressoes (a; +as, ..., Gy, -..)
T(Z a
e (b1 + b, ..., by, ...), respectivamente. A funcdo f é afime f(a,) = ﬁan + b — Eal =
Tq Tq
E(an — ay) + b1. Usando a Férmula 2.1, t€ém-se Q[(n —Dry] + b1 =by + (n— 1)1y = by
T T

a a
Portanto, existe somente uma fun¢do afim para tal situagdo.

Problema 4: (MORGADO; CARVALHO, 2013) A curva de Koch € obtida em estagios pelo

processo seguinte:

i No estdgio 0, ela é um tridngulo equilétero de lado 1;

i1 O estagio n + 1 € obtido a partir do estdgio n, dividindo cada lado em trés partes iguais,
construindo externamente sobre a parte central um tridngulo equildtero e suprimindo,

entdo, a parte central (ver figura abaixo).

£ -1
Ay N % } A
P , -"I' =
/ A, i 5 7
. v Ty Sy
v '
AT
i A
frm.? ‘L,
2 o
F
1J_wr“ .

Figura 25 — Curva de Koch

Sendo P, e A, respectivamente, o perimetro e a drea do n-ésimo estdgio da curva de
Koch, determine:
a) P,.
b) A,.
©) a2, I
d) lim A,,.
n—oo

Solugao.
a) No estdgio Fy, temos um triangulo equilatero de lado medindo 1, logo seu perimetro € 3. No

estdgio P, temos uma figura com 12 segmentos medindo 3’ com perimetro igual a 4. No estdgio

48 16
P5, temos uma figura com 48 segmentos medindo 9 e perimetro medindo 9 =3 Assim, 0s
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16 4 )
perimetros formam a PG (3, 4, 3 ) de razdo 3 Entdo, usando a Férmula 3.1, no n-ésimo
4 n+1-—1 4 n
estdgio o perimetro serd P, = 3 - (3) =3- (3) .

b) A érea do poligono, em cada estagio, obtém-se adicionando a drea do poligono no estigio
. in s . 1 . -

anterior a drea de um tridangulo equilatero, cujo lado é — do anterior, multiplicada tantas vezes

quanto o nimero de lados do poligono anterior (cada lado da origem a um triangulo).

Pela semelhanca de figuras planas sabe-se que, se o lado de um poligono reduzir em 3’ a area

d —.
reuzem9
3
Assim, no estagio zero, Ay = e area de um tridngulo equilédtero de lado medindo 1.
3 1 3 3 1 3
g =Y3 L V3 . V3 1 V3
Vi1 vi1l B
3 1 3 1 3 4
Vi1 WB 1 VB 13
3 1 3 1 3 4 1 3 4 4
A= — 4+ - — = =
\;1_ 3 \;l_ 3 \;l_ 9 3 \;l_ 9 9 /3
3 1 3 1 3 4 1 3 4 4 1 3 4 4 4
A4—74_*.74_,.7.,4_*.7.*.,_*_,.7 .....
434\/_3419349934999
1 3 /4\""
A, = A, ()

s\ .
Observa-se que as parcelas, a partir da segunda, formam uma PG de razao 9’ com 7 termos.
Assim

(5) -

3 1 3 9/

A, = \i_ + 3 \Z_ . 947 . Realizando o desenvolvimento, obtém-se

-1
9

o Jim P, = Jim 3 (5) = o0
<2v§ 3V£§_<4>”> _ 21/3

5 20 \9

5

Problema 5: (WATANABE, 1996) Imaginem um matematico, alérgico ao nimero 7, que deci-
disse eliminar da série harmonica todas as fracdes que contivessem o algarismo 7. Prove que,

nesse caso, a série remanescente converge.

Solugdo. Vamos eliminar da série harmonica todas as fracdes que contenham um mesmo alga-

rismo, por exemplo, algarismo 7. Vamos chamar de S7 a série remanescente. Entdo

S—1+1+++1+ —|—1+1+ +1+
Cada um dos 8 primeiros termos, onde os denominadores possuem apenas um algarismo, €

menor ou igual a 1. Entdo

1 1 1
1+-+..+-+-<8
Tyttt g
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Cada um dos 8.9 termos seguintes, onde os denominadores possuem dois algarismos, € menor

1
ou igual a —. Entdo

1 1 1
1+1+ +1+1<8 )
10 11~ 98 99 10

Cada um dos 8.9.9 termos seguintes, onde os denominadores possuem trés algarismos, € menor

1
ou igual a —. Entéo

= + ! + ...+ = + ! <8-9-9 L
100 101 7 998 999 100
100 101 998 999 10 10
E assim por diante. Entdao

9 9 9

O segundo membro da desigualdade é uma série geométrica de razao 10 € cujo primeiro termo é

8 .
8. Entdo, usando a féormula 3.3, temos S; < — 9 Portanto, S7 < 80. Logo, a série remanes-

1 — —
10
cente, converge.

Problema 6: (CARVALHO, 2012) Em uma antiga prisdo ha uma passagem secreta que conduz a
um pordo onde ha trés tineis. O primeiro, tunel A, leva a liberdade em 5h, o segundo, tinel B, em
10h, e o terceiro, tinel C, leva de volta ao ponto de partida (porao) em 12h. Considere que os pre-
sos fugitivos sejam pessoas perturbadas mentalmente a ponto de talvez entrarem no terceiro tiinel,
retornarem ao pordo 12h depois e entrarem nele novamente, podendo repetir esse procedimento
indefinidamente, sem perceber que estdo voltando ao mesmo local onde entraram. Determine,

em média, quanto tempo os presididrios fugitivos que descobrem os tiineis, levariam para escapar.

Solugdo. As possibilidades para os presos fugitivos sairem da prisdo sdo:
I) Sair pelo tinel A;

IT) Sair pelo tunel B;

III) Entrar no tinel C e depois sair pelo tinel A;

IV) Entrar no tinel C e depois sair pelo tinel B;

V) Entrar no tinel C duas vezes e sair pelo tunel A;

V1) Entrar no tinel C duas vezes e sair pelo ttinel B;

E assim por diante.

Para o preso sair, ele demora, em cada uma das situacoes:
I-5h;

II-10 h;

II-(12+5) h;

IV-(12+10) h;
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V-(12+12+5)h;
VI-(12+ 12+ 10) h;
E assim por diante.

A probabilidade de o preso sair em cada uma dessas situacdes é:

1 1 1 1 1 1
I- g; - §; I - 5; IY - §; V- 2—7; VI - 77 e assim por c.iiante. | |
Portanto, o tempo médio T (valor esperado) para o preso sair da prisdo € calculado da seguinte

maneira:

1 1 1 1 1 1
T:g-5+§JO+§-QZ+@+§wu2+un+§§(m+42+®+§?mm+&2+un+m
Podemos separar essa soma da seguinte forma:

T—5<1+1+1—%>%JO<1+1+1+—>+212<1+2%—3+ )
AR AERE A CETE
T=5-(c4=4—F.)+10- (44— +.]+2-12- = [1+Z4+2 4.

5<3+9+27+ >+O Q+9+zf%>+ o \'T3Tg™ )

1
T:5-Sl+10-52—|-2-12-§-53

As duas primeiras somas infinitas, S; e S5, sdo somas de uma PG de razdo 3 Entdo, usando a

1
1
Férmula 3.4, cada uma dessas somas vale S; = Sy = % =5
1 —
s 1
A dltima soma infinita, S3, é soma de uma PAG,em que a; = 1, ¢ = 3 e r = 1. Entdo, usando a
1
1= 9
Férmula 4.4, temos que S3 = T + ?1’ 5. Efetuando os célculos, tém-se que S3 = T
1——= _ =
3 (1 3)
1 1 1 9
Portanto, 7' =5--+10--+2-12-—- - =13,5h.
ortanto 5 + 9 + 91

Assim, o prisioneiro leva, em média, 13h30min para sair da prisdo.

Problema 7: Prove o resultado de cada uma das seguintes somas:
a)2—24+2-24..=1

1
b)1-2+4-8+ .=

1
OL+1+1414. =~
dD1+2+448+...=—1

Solugdo. a) Por um “caminho heuristico” temos:

2—242-2+..=x

2-1-141-1+..)=2

Comojavimosquel —1+1—1+4..¢iguala ;, temos:
1
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Pode-se também usar a Formula 3.4, trata-se da soma de uma PG infinita:
a

1—q¢ 1—(-1)

Usando agora um método de soma, no caso a soma de Cesaro:

A sequéncia das somas parciais da série S =2 —-2+2—-2+4+2—-2+..¢(2,0,2,0,2,...).

4 6

3 1, 5 1, > O limite dessa ultima

sequéncia € o resultado da soma de Cesaro. Nessa sequéncia, os termos de ordem par sdo todos
2n

2n —1

Qn

Logo, a sequéncia das médias das somas parciais € (2, 1,

iguais a 2. Ja os termos de ordem impar formam uma nova sequéncia cujo termo geral é
e, portanto, seu limite também vale 1. Logo, a soma2 — 2+ 2 — 2 + ... vale 1.
b) Por um ‘“‘caminho heuristico” temos:
S=1-2+4-8+..
28 =1-24+4-8+ ...
+1—-24+4-8+ ...
28 =1-142-448—..
28=1-(1-2+4-8+..)

26=1-S5

35 =1

;-

Ou ainda, aplicando a Férmula 3.4:
aq 1 1

1—¢ 1-(-2) 3
Usando um método de soma, no caso a soma de Abel, temos:
1—2x+422 -8z + ... =

(série geométrica)
1 1

1+ 2x

lim (1 — 22 4 42? — 82% + ) = i
Jim (1 =20+ 427 — 827 + )1 e T+22 3

Portanto, 1 —2+4+4 -8+ ... = 3

¢) Por um “caminho heuristico” temos:
1+ 1+1+14...=x(])
Jivimosquel —1+1—-1+..= ;(II)
Entdo, fazendo (/) — (1) tém-se:
24242424+ ... =2 L

T2
2-(1+14+1+1+.)=a—

1
2
Substituindo o resultado de (/):
1
2 =2 — <
2
1
Tr=—=
Usando um método de soma, no caso a funcio zeta de Riemann, temos:
1 1 1
=14+ —4+—4+—+...(I
C(s) +23+38+45+ (1)

1
Multiplicando ambos 0os membros por 2 - 257 tém-se:



1 1 1 1
2. —- =2 —+2- —4+2-—4+2.-—+..(I]
) =22 2 2 ()

1 1 1 1
f1-2-—)=1—- =+ = - —
C(S) ( 25> 25+3s 4s+

Para s = 0, tém-se:
1 1 1 1
€O (1-255) =1- g =5t

C0)-1—=-2)=1—-14+1—-1+...
1
Jévimosquel—1+1—1+...zi.Entﬁo:

C0)-(=1) =3
1
¢(0) = =3
Acontece que ((0) =141+ 1+ 1+ .... Entdo:
1
L+14+1414 .=
1
Portanto, 1 +1+ 141+ ... = —5

d) Por um “caminho heuristico” temos:
S=14+24+4+8+16+ ...
S=14+2-14+2+4+8+...)

S=1+2-5

-5S=1

S=-1

Ou ainda, aplicando a Férmula 3.4:
a

i !

Usando um método de soma, no caso a soma de Abel, temos:
1420+ 422+ 823 + ... =

(série geométrica)
1—2zx ) .

lim (14 2z + 42% + 823 + ...) = lim =—-
r—1— z—1- 1 — 22 2
Portanto, 1 +2+4+ 84+ 16+ ... = —1.
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7 CONCLUSOES

Este presente trabalho procurou aprofundar o estudo do assunto sequéncias e progressoes

no ambito do Ensino Médio.

Para que esse objetivo fosse alcangado, foi necessario usar alguns recursos do Ensino
Superior. Nas definicdes em que a expressao “‘e assim por diante” ja generalizava algo e acabava
nao convencendo, foram utilizados o axioma da inducdo. Nas sequéncias em que surgia o
questionamento “e se avan¢carmos um pouco mais, o que ocorre?”’, foram usados o conceito de
limite. E nas somas infinitas (também chamadas de séries), quando a pergunta era se “aquilo”
iria realmente para o infinito ou acabaria resultando em um nimero real, necessitou-se o uso de

critérios de convergéncia.

Por essa mesma perspectiva, além das progressoes aritméticas e geométricas, foram
analisadas sequéncias que ndo costumam estar presente no Ensino Médio, a saber, as progres-
soes aritmético-geométricas, geométrico-aritméticas, a progressdo harmonica e a sequéncia de

Fibonacci.

Foi importante, também, ver a relacdo entre as progressoes e as fun¢des, bem como entre

as progressdes € 0s juros.

Um tema especifico provocou uma demanda maior de tempo em sua pesquisa e requereu
um estudo mais aprofundado. Trata-se das séries divergentes, pois € um tema praticamente nao
explorado, inclusive nos cursos de graduacdo e com poucas fontes de informag¢do (em portugués,
rarissimas). No entanto, cada vez mais vem adquirindo importancia nas ciéncias, com suas

incriveis aplicagdes, especialmente na Teoria Quéntica de Campos e na Teoria das Cordas.
O auxilio gréfico e alguns problemas completam esse trabalho.

Acreditamos que, tudo que aqui foi visto, sirva de fonte inspiradora para que, aquelas
poucas paginas do assunto “sequéncias e progressdes” dos livros didaticos se multipliquem e se

transformem em conhecimentos mais s6lidos para nossos professores e estudantes.
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