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RESUMO

FERREIRA, Rodrigo Moraes. MAXIMIZANDO LUCROS E MIMIZANDO PERDAS:
TOPICOS DE PROGRAMACAO LINEAR COM APLICACOES E PERBCTIVAS PARA

O ENSINO. 82 f. Dissertacéo - Programa de MestRwdissional em Matemética em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica FebdoaParana. Curitiba, 2017.

Este trabalho inicialmente apresenta de formaduotia a importancia e aplicacdes da area
de Pesquisa Operacional, enfatizando os ProblemmBsafjramacao Linear com exemplos de
situagbes envolvendo maximizagdo e minimizacdo. &@ollb Grafico geralmente é usado
como solucdo de problemas com duas variaveis etmadiétodo Simplex é mais versétil em
relacdo a quantidade de variaveis. Ao final é @mtesla uma proposta de abordagem de
Problemas de Programacdao Linear nas aulas de BMgdio, incluindo, no contexto, o tema
do empreendedorismo.

Palavras-chave:Problemas de Programacao Linear. Método Graficdolib Simplex.






ABSTRACT

FERREIRA, Rodrigo Moraes. MAXIMIZING PROFITS AND MIIMIZING LOSSES:
LINEAR PROGRAMMING TOPICS WITH APPLICATIONS AND PRSPECTS FOR
TEACHING. 82 p. Dissertation - Programa de MestrRdafissional em Matemética em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica FebdoaParana. Curitiba, 2017.

This work initially introduces the importance anpphcations of the area of Operational
Research, emphasizing Linear Programming Probleitisexamples of situations involving
maximization and minimization. The Graphical Methisdusually used as a two-variable
problem solving while the Simplex Method is morasatile in relation to the number of
variables. Finally, a proposal is presented to @@ghn Linear Programming Problems in High
School classes, including, in the context, the theifmentrepreneurship.

Keywords: Linear Programming Problems. Graphical Method.féx Method.
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INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, a area Pesquisa Operaci®@alvem ganhando destaque no
mundo, uma vez que, apresenta um impacto diretonelaoria da eficiéncia de muitas
organizacfes e na economia de diversos paisesst@laelacionada a pesquisa cientifica para
a tomada de decisGes tendo como ponto de referé@notdizacdo de métodos e modelos
matematicos. Sua aplicacdo se da nas mais var@a@@s como logistica e cadeia de
suprimentos, carteira de investimentos, mix de ygéd, turnos de funcionarios nas empresas,
misturas e ligas de matérias primas, trafego deulad, assisténcia médica, area militar, entre
outras. Assim, os problemas de otimizacdo, sejamad@mizacao ou minimizacao de recursos
pertencem a essa area. Nesse trabalho, foram a#ssaa resolucao de situacdes-problemas
que buscavam otimizar fungbes lineares, chamaddsiniéo-objetivo, sujeitas a algumas
restricbes também lineares que se apresentam me fde equacdes e inequacdes. Esses

problemas sdo chamados de Problemas de Prograiriagao (PPL).

O objetivo dos PPL ndo é somente achar uma solié&el, isto €, que cumpre as
restricbes de igualdade e desigualdade, mas a nslhugdo entre essas, a qual chamamos de
solucao 6tima, ou seja, aquela que maximiza ounniiai a fungéo-objetivo. Para resolver esses
problemas, duas ac¢des sao fundamentais: a Modeldgéamatica e um método que solucione
0 modelo adotado.

Em relacéo a literatura recente, muitos pesquisgdancaram diversos materiais sobre
0 assunto. Alguns, apresentam um material muitgpéetm envolvendo Pesquisa Operacional
e consequentemente Programacdo Linear, MétodocGraflétodo Simplex com diversas
situacOes e variacdes, além de outros tipos dégonals classicos de otimiza¢cdo como € o caso
de Marins (2011), Lachtermacher (2007), Hillieriedermn (2006) e Goldbarg e Luna (2005),
entre outros. Luenberger e Ye (2008) e Nocedal ghw((2006) destacam-se pela 6tima
fundamentacdo do assunto. Em relagéo a aproxif@rggamacao Linear do Ensino Médio no
Brasil, destaca-se o material de Salles Neto (2606)aborda alguns problemas classicos e a
resolucéo de PPL por meio do método gréafico nungauigem clara e agradavel. Em Portugal,
destaca-se o trabalho de Dias (2011), na Univetsid@ Aveiro, que trata da Programacao
Linear no Ensino Secundario, além dos objetivosrepeténcias matematicas esperadas. No
Mestrado Profissional em Rede Nacional - PROFMAiTalguns trabalhos interessantes como
a dissertacao de Crocoli (2016) que apresenta boraagem sobre Programacao Linear com

destaque para o método gréafico, bem como Camaf@jal)2jue ainda contempla a utilizagéo
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de softwarescomo Geogebra e o Solver presente no MicrosofelExtasconcelos (2013)
apresenta as contribuicbes dos Métodos Simples eedalucdes gréficas a aprendizagem de
Algebra Linear enquanto Lyra (2014) leva em consiclo os métodos de ensino, o perfil
profissional do professor, o perfil do estudantéexribilizacdo do curriculo escolar e uma
proposta para uso doftwareOctave para auxiliar na resolucao de sistemaarkse

O objetivo geral desse trabalho estd na resolug&ituhcdes simples de Problemas de
Programacao Linear utilizando os Métodos GrafiSineplex e se justifica pela relevancia das
aplicacdes envolvendo maximizacdo e minimizacacatmiano e na aproximacao proposta
aos jovens por meio de aulas no Ensino Médio,\ps&sampliar o conhecimento dos alunos e
incentiva-los a otimizarem situacdes desde entédoBna mais especifica deseja-se despertar
interesse de qualquer leitor desse trabalho pela de Pesquisa Operacional, apresentar o
Método Simplex de forma simples e por meio das dgdgens geométrica, algébrica e
consequentemente a forma tabular, além de apresenta proposta para aulas no Ensino
Médio envolvendo empreendedorismo, onde os alundegzem simular situacdes de criacao
de um negdcio préprio, relacionando a comerciadiaags situacdes de otimizacdo por meio de
PPL. Com esse objetivo, o trabalho foi organizaalsefjuinte maneira:

No capitulo 1, a area de PO é apresentada visangdltiaa o processo de tomada de
decisbes. S&o abordados conceitos, contexto kistbem como as fases de um estudo de
Pesquisa Operacional. Em relagédo as aplicacbe®©de Puadro 1 apresenta a economia e
lucro (em milhdes de ddlares) de algumas organesahém como a natureza dessa aplicacao.
No capitulo 2 o destaque € para a Programacdaorl_imea problemas relacionados a essa area.
Séo apresentadas algumas defini¢des, restriciiegacbes dos mesmos. Contempla-se ainda
a modelagem matematica, com alguns artificios rcipais dificuldades nesse processo. O
capitulo 3 dedica-se a resolucéo de problemas pow do Método Grafico, pois a forma
geométrica indica com mais clareza a compreenséoraeitos relacionados a Solucdo Otima.
Ja o capitulo 4 apresenta o Método Simplex cononseitos fundamentais, uma abordagem
geomeétrica, algébrica e tabular para resolucapdsemas. No capitulo 5, é apresentada uma
proposta para o trabalho com Problemas de Progéamagear no Ensino Médio voltados ao
tema “empreendedorismo” que podem ser utilizadssanéas de Matematica, tendo por base
os exemplos ja desenvolvidos nos capitulos anéxio© Ultimo capitulo, trata das
considerag0des finais sobre o trabalho.
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1. PESQUISA OPERACIONAL

Apesar de ser uma acdo complexa, tomar decis@@sudc a qualquer pessoa. Segundo
Andrade (2000, p. 2) “uma decisdo € um curso de aséolhido pela pessoa, como 0 meio
mais efetivo a sua disposicao para alcancar osiwigeprocurados, ou seja, para resolver o

problema que a incomoda”.

A Pesquisa Operacional consiste huma abordagertifici@ma tomada de decisdes.
Pode ser compreendida como um conjunto de métodosdelos mateméaticos aplicados a
resolucdo de complexos problemas nas operacOasa@enganizacéo, ou de um sistema real
(SALLES NETO, 2006, p.1).

Com o intuito de auxiliar na tomada das melhoresisdes, a area de Pesquisa
Operacional vem ganhando cada vez mais destaquergasizacfes e, utilizando-se de
técnicas e modelos matematicos, a Pesquisa Opesteon sido empregada para otimizar

processos visando a melhoria da performance deiasgdes.

A ideia de lideres politicos e militares utilizarse dos conhecimentos de cientistas
para a tomada de decisdes e solucdes de problém&snova, pois ha registros desde o século
[l A.C. quando Argquimedes foi chamado por Hierbnperador de Siracusa, para acabar com
o cerco naval dos romanos (LO§SudMARINS, 2011, p. 13 — 14). Esse mesmo autor, ainda
descreve que, no século XVII, Pascal e Fermat tamb#wdelaram alguns problemas e
forneceram solugdes para os respectivos modeloekagéo a aplicacdes industriais. Logo
apos a 12 Revolucéo Industrial, com 0 aumento aglexidade nas organizacdes, houve uma
crescente divisdo do trabalho e segmentacéao dasnsbilidades gerenciais tornando-se mais
dificil a tarefa de alocar recursos de forma ad#gendo aos interesses de cada segmento, mas
das organiza¢cdes como um todo. Assim, as sememtesstjuisa Operacional foram lancadas
nas tentativas de usar o método cientifico no gasrento de sistemas e organizacfes de

grande porte.

Todavia, foi na area militar, que inicialmentessuisa Operacional ganhou substancial

importancia, especialmente durante a Segunda Geemntorme pode-se observar:

Em 1939, o matematico e economista soviético Lahtkrovich formulou e resolveu

problemas ligados a otimizagdo na administracdoodganizacdes, s6 que 0 seu
trabalho se manteve desconhecido até 1959. Pomissstoria registra que cientistas
contratados pelo governo da Inglaterra e dos EUA pgasenvolver e aprimorar a
logistica de guerra foram os pioneiros na areaedg|litsa Operacional, ou seja, de
pesquisa das operacfes, neste caso, militares.98 George Dantzig e outros
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pesquisadores da SCOGEtientific Computation of Optimum Progrgnsrograma
do Departamento da Forca Aérea Americana, divulgarm método eficiente para
resolucao de Problemas de Programacdo Linear cloamétbdo Simplex. A partir
deste trabalho a Pesquisa Operacional se desenvapédamente, sendo, desde
entdo, aplicada nas mais diversas areas, da pmdddstrial & medicina. O avanco
da pesquisa operacional nos ultimos 50 anos sdadéém em funcdo do grande
desenvolvimento da informatica, ferramenta indisperl para extensao pratica dos
métodos desenvolvidos nos problemas reais (SALLESTO, 2006, p. 1).

Apoés a Segunda Guerra, as técnicas de PO forapsmdindo para diversas areas,
pois ficava cada vez mais evidenciada a sua efigd@iauxilio aos processos de analise e
decisdo obtendo-se assim, resultados mais rapigssrtivos, versateis e economicamente

viaveis, em varias partes do mundo, e consequentengm terras brasileiras, ndo foi diferente.

“O inicio da PO no Brasil se deu aproximadamenta détada apés sua implantacéo
na Gré-Bretanha e nos Estados Unidos, sendo qapliaacGes a economia é que
motivou os trabalhos pioneiros da PO. Em 1957 al&a$olitécnica da Universidade
de S&o Paulo (EPUSP) criou o primeiro Curso de iidmayga de Producao, em nivel
de graduacado no Brasil nos moldes de cursos denBaga Industrial dos Estados
Unidos. Em 1958 teve inicio o Curso de EngenhaeaPdoducdo (em nivel de
graduacéo) do Instituto Tecnologico de Aeronautitd). Foram criados os cursos
de Programacéo Linear, Teoria dos Jogos, Simuld@mja das Filas e Estatistica,
oferecidos aos alunos de Engenharia de ProducBi&Bae do ITA.

No inicio dos anos 60, como varios professoresvataadambém no setor privado,
teve inicio uma pequena interagdo entre a Univadsic a Empresa, resultando nas
primeiras aplicacdes de PO a problemas reais. o fios anos 60 ja existia uma
tendéncia de se formarem em algumas empresas giedasdos a PO voltados a
solucdo de problemas taticos e estratégicos. Oepongrupo formal de PO
estabelecido no Brasil em uma empresa foi o daB¥éss, criado em 1965.

Em 1966 foi realizado no Rio o “Primeiro Seminadi® PO no Brasil”, promovido
pela Petrobras. Nesta época foi fundada a SOBRARSDciedade Brasileira de
Pesquisa Operacional, que congrega interessadagesenvolvimento e uso de
técnicas de PO (LOS&udMARINS, 2011, p. 14 — 15).

A Pesquisa Operacional teve um impacto impressienaa melhoria da eficiéncia de
inimeras organizacbes. O Quadro 1 a seguir, apeeskn forma resumida informacdes
publicadas por Hillier e Lieberman (2006, p. 3 —Ma primeira coluna, estdo presentes as
organizacdes que se utilizaram de Pesquisa OpeedckEm seguida, pode-se notar na natureza
da aplicacdo da PO a grande diversidade dessaa@j@s e o impacto financeiro que estudos

bem planejados nessa area podem resultar:
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Quadro 1 — Algumas aplicacdes da Pesquisa Opegdcion

Ano da Economia

Organizacéo Natureza da Aplicacdo Publicacdo' anual (US$)

Programar turnos de trabalho nos balcdes de reparaa

United Airlines atender as necessidades dos clientes a um custoanin 1986 6 milhoes
Departamento -
de Policia de Programar e empregar de forma otimizada os patrothe 1989 11 milhdes

San Erancisco PO meio de um sistema computadorizado.

Misturar de forma otimizada produtos da gasolina e
Texaco, Inc. | componentes disponiveis, visando atender as exagEnc 1989 30 milhdes
de qualidade e de comercializacao.

20 milhdes +
Integrar uma rede nacional de inventarios de peeas 250 milhGes en
IBM o . 1990 decorréncia de
reposicao para melhorar os servicos de suporte. . L
inventarios
menores
Departqmento Desenvolvimento de um programa para a troca dénagul 33% de reducédp
de Saude de ' . 1993
eficientes para combater o alastramento da AIDS/HIV nos casos
New Haven
ATET Desenvolver um sistema baseado em PCs para onentir993 750 milhdes

clientes comerciais no projeto dall centers

Maximizar o lucro na alocacéo de tipos de aeronawes
mais de 2 500 voos domésticos.

Selecionar e programar de forma otimizada, projetos
China grande escala para atender as necessidades fdiras 1995 425 milhdes
energia do pais.

Delta Airlines 1994 100 milhdes

Forca de DefesaRedesenhar de forma otimizada o tamanho e o fordeestio

da Africa do Sul forgas de defesa e seus sistemas de armamentos. 1997 1.1 bilhdo
Proctor and Redesenhar o sistema de distribuicdo e de produggio
Estados Unidos para reduzir custos e aumentar d997 200 milhdes
Gamble ,
velocidade de chegada ao mercado.
Redesenhar os tamanhos e as localizacobsifflersem 280 milhdes a
Hewlett X ~ . .
uma linha de producdo de impressoras para atender a 1998 mais em
Packard L ~ .
objetivos de producéo. receitas
Fazer a reengenharia de sua cadeia global de
IBM abastecimento para responder mais rapidamente 0500 750 milhdes na
clientes, mantendo, a0 mesmo tempo, 0 menor estoquée primeiro ano
possivel.

Samsung  Desenvolver métodos de reducgédo de tempos de fahdca 200 milhoes a

. . 2002 mais em
Electronics e niveis de estoque. .
receitas
Continental = Otimizar a realocacéao de tripulagdes quando da&ccia 2003 40 milhdes

Airlines de desajustes nos horarios de voo.

Em relagéo as fases de um estudo de PO, ha algyt@ess disponiveis apontada pelos
pesquisadores. Ficaremos com Andrade (2000, guE)¢ontempla 5 fases, dispostas da forma

apresentada na Figura 1:
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Figura 1 — Fases de um estudo de Pesquisa Opeahcion

PERCEPCAO OU DEMANDA POR 50LUCAOD

!

g DEFINICAO DO
PROBLEMA

Y
| CONSTRUCAO DO

MODELO
A\ J
SOLUCAO DO MODELO > AVALIACAO
r 3 ' N
A 4
VALIDACAO DO MODELO EXPERIENCIA

A 4

IMPLEMENTACAO DOS
RESULTADOS

A definicdo do problemaé o ponto de partida do modelo e baseia-se emagpEtos
principais a saber: descricdo exata dos objetieoestudo, identificagédo das alternativas de
decisdo existentes e reconhecimento das limitagésfjcoes e exigéncias do sistema. A
construcdo do modelcé fundamental para a qualidade da solucéo foragpumls aponta se o
problema sera resolvido por algum método conveatiom se serd necessario criar ou adaptar
algum outro método. Asolugcdo do modelobaseia-se nos conhecimentos matematicos
disponiveis em busca da solucdo otima. A fasealidacdo do modeloé o momento de
verificar se 0 modelo apresentado € capaz de fernecna previsdo aceitavel do
comportamento do sistema e uma resposta que passéuir para a qualidade da deciséo a
ser tomada. Na fase deplementacdo seria conveniente que uma equipe responsavel
controlasse 0 processo, uma vez que € uma das etdeas do estudo, pois apos validar as
vantagens da solucdo obtida, sua implementacdo gedr desconforto e mudanca no
ambiente de aplicacdo ou até mesmo a necessidadwid@o do modelo. Finalmente apos
essas fases, deve-se realizavaliacdodos resultados obtidos e a aplicabilidade da decis
experiénciada equipe envolvida é um fator preponderante dess®sso, pois 0 modelo é

apenas uma representacao simplificada ndo conskege@ptar todas as nuancas da realidade.
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Enfim, nota-se que a area de Pesquisa Operacemajtande importancia por possui
grande amplitude de atuacdo nas mais diversas aressir a melhor solugéo possivel e indicar
caminhos para a tomada de decisdes. Portantoréseido muito a quantidade de organizacdes
que buscam profissionais da area de PO e, segured@rM2011), “esse tipo de arma

competitiva € uma sobrevivéncia para as empresas”.
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2.  PROGRAMACAO LINEAR

Pelo que j& foi apresentado até aqui nesse t@abpéicebe-se que a acdo de alocar
recursos da forma mais eficiente é intrinseca aW&s Operacional. Os problemas que
envolvem essas atividades sdo chamados de Prohdien@ismizacao. A finalidade desse tipo
de situac&o continua sendo encontrar a soluca@okilin problemas em que o objetivo é obter
0 maior lucro, ja em outros casos, objetiva-se zeducusto até onde for possivel. Uma vez
identificado que precisamos resolver um problematiieizag&o, temos trés passos iniciais a

seguir, conforme Salles Neto (2006, p. 4):

= identificar ou definir as variaveis de decisao;
= obter a funcéo-obijetivo, ou seja, a funcdo queaques maximizar ou minimizar;

» jdentificar as condicionantes ou restricdes do lerob.

A formulacdo do modelo de um Problema de Otimiaagi® Pesquisa Operacional

podem ser compreendidas da seguinte forma:

A formulacéo do modelo depende diretamente dosateser representado. A fungéo
objetivo e as funcdes de restricdes podem serréseau ndo-lineares. As variaveis
de decisdo podem ser continuas ou discretas (pon@a, inteiras) e os parametros
podem ser deterministicos ou probabilisticos.

O resultado dessa diversidade de representac@steimas é o desenvolvimento de
diversas técnicas de otimizacdo, de modo a resobds tipo de modelo existente.
Estas técnicas incluem, principalmente: programdig@ar, programacéo inteira,
programagdo dindmica, programacdo estocastica @rgmacdo ndo-linear.
Programacéo lineag utilizada para analisar modelos onde as restrigée funcéo
objetivo séo linearegrogramacéo inteirae aplica a modelos que possuem variaveis
inteiras (ou discretas)programacdo dinamicaé utilizada em modelos onde o
problema completo pode ser decomposto em subprablemenoresprogramacao
estocasticaé aplicada a uma classe especial de modelos ongarametros sao
descritos por funcdes de probabilidade; finalmemi@gramacao nado-linearé
utilizada em modelos contendo funcfes ndo-ling@i&BOA 2002, p. 2).

O conceito dgrogramacaono caso refere-se a sequéncia e planejamentoariogal
palavralinear aponta para que todas as funcdes matematicasvelasoho modelo, sejam
funcdes lineares (HILLIER e LIEBERMAN, 2006, p. 25)

DantzigapudSilva e Urbanavicius Junior (2009, p.1) afirma guerogramacao Linear
pode ser concebida como “parte de um grande des@neoto revolucionario que deu a
humanidade a capacidade geral de estabelecer emetascaminho detalhado para se tomar
decisbes no sentido de "melhor" atingir os seustvols quando confrontados com situacdes

concretas de grande complexidade”.
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2.1 PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR (PPL)

Matematicamente, adotaremos a seguinte repregentagno Padrao de um Problema

Programacao Linear:

maximizar  f (x1, X2, ..., Xn)
sujeito a: g1 (X1, X2, ..., Xn) = b1
02 (X1, X2, ..., %Xn) = b2
@)
Om (X1, X2, ...,%n) = bm
X1, X2, ..., Xn>0.

Onde:
f (X1, X2, ..., Xn) =C1X1 + C2X2 + ... +Cn Xn.
Oi (X1, X2, ..., Xn) =@i1X1 + @i2X2 + ... +anXn, parai = 1, ....m.
= n € o numero de variaveis;
* m € o numero de restricbes do problema;
= | éoindice de uma determinada restri¢géoX 2, ..., m);
= | éoindice de uma determinada variayel {, 2, ..., n);
= € o coeficiente (constante) da variaxela funcéo-objetivo;

* g € o coeficiente (constante) da variaxealaj-ésima restricao.

Portanto, podemos reescrever o problebaé seguinte maneira:
maximizar CiXi +C2Xz + ... +CnXn
sujeito a:  amixt +awXe + ... +amxn = by

A1X1 +apX2 + ... +anX, =

am1X1 + amz2X2 + ... +@mnXn = bm
X1, X2, ..., %n > 0.
ou na forma reduzida:

maximizar Z X



n

sujeito a Z a;x; =b; (i=1,2,...,m)

j=1

X1, X2, ..., Xn > 0.

E, também, na forma matricial:

maximizar c'x

sujeito a: AX=Db
x>0,
onde:
c=(CL Cz, ...,Cn) ER";
X= (X1, X2, ..., Xn) E R
b= (b, b, ...,bm) € R™;
ai1 42 - Qqp
A= a:21 Cl:22 a?n EiRan;
Am1 Am2 ... Qpnp

eX> Oindica que X1, X2, ..., Xn > 0.

Definicdo 2.10 conjunto

X={xeR"; Ax=b, x>0}

)
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€ chamadaonjunto viavel para o problema (B um ponto x X é denominadponto viavel

Pode-se interpretar o problen®) la seguinte maneira: dados uma matriz com niameros

reais A,m x n, um vetor do lado direito ® R™ e um vetor custo € R", encontrar, se existir,

um vetor de variaveis de decis&oe X tal que

c'x =max{c'x, x € X}.

Para prosseguir o trabalho de maneira satisfat@avem introduzir algumas

definicbes:

Definicdo 2.2A funcéo linear »— c'x é chamadduncado-objetivo para o problema (P)
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Definicdo 2.3Quando existe, o nimero v(P)wax{c'x, x € X} € denominado walor 6timo
para o problema (P)O conjunto

X(P) = {x € X; c"x = v(P)}
€ chamado deonjunto de solucdes 6timas para o problema @um ponto x X(P) &

denominadsolucéo étimamaximizadot ouponto de maximo

Definicdo 2.40 problema (P) é dito sélimitado, quando existe uma sequénci¥ ¢al que

X< €X e ¢xK— oo, quando k- co.

Definicdo 2.50 problema (P) é dito seénviavel, quando X € vazio.

N&o ha diferenca prética entre trabalhar com miagigdo e minimizacdo. Caso o

problema seja relacionado a minimizacéo pode-figauta seguinte proposicao:

Proposicao 2.65eja X um conjunto vidvel de um Problema de Proggdio Linear que possui
alguma solucéo 6tima. Entéo,

max{c'x,x € X} = —min{-c"x,x€ X}.

Demonstracao 2.7Sejax* € X uma solucéo étima do problema
max{cTx, x € X }.
Para todx € X temos pela definicdo d&, max{c’ x} = ¢c'x" > c' x, que é equivalente

a—c'x>—-c'x =—min{- c"x}. Portanto, para todr € X, max{c'x} = —min{- c'x} m

Dessa maneira, o resultado anterior garante qoeareéncia de
minimizar  ¢'x
sujeito a: X E X,
podemos usar a seguinte interpretacao:
maximizar  —c'x
sujeito a: XE X
Vale ressaltar que, caso exista solucao otimaxtli€ X, o valor étimo sera

min{c'x, x € X} = — max{- c"'x, x € X}.
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Ha situacdes onde o uso de artificios é fundarhgat@ a reducdo de um modelo
qualquer a Forma-Padrao, conforme Marins (20147 p- 48):
= QOcorréncia de desigualdade nas restricbesqualquer desigualdade pode ser
transformada numa igualdade equivalente, bastamiiiiomar ou subtrair novas

variaveis ndo negativas, denominadasaveis de folga

. ) L _2Xl + Xo < 4
Exemplo: Sejam as restngoe%s_. 3, + 2% > 5

- ~ . 2X1 + X + X3 =4 comxz >0,
estas restricdes sdo equivalentgs A+ ox Xq = 5 COMXy > 0
— X1 2 — %= =U.

= QOcorréncia de b < 0: basta multiplicar por (-1) a restricdgpois 0s coeficientes;
podem assumir qualquer sinal na forma padrao.

» QOcorréncia de variaveis livres:variaveis que podem ser positivas, nulas ou negati
Sejaxk uma variavel livre, pode-se substitui-la em taamequacdes do modedopor
Xk = X'k —X"k, ondex’k> 0 ex"x> 0.

= Qcorréncia de variavel ndo positiva:se existexx < 0, basta substitui-la pela sua
simétricax’k = —x«> 0 nas equac¢des do modelo.

A seguir, vejamos uma situacao modelada por Hdliereberman (2006, p. 26 — 28).
A resolucdo desse problema pode ser feita por oheiabordagem de PPL e sera feita nos

proximos capitulos desse trabalho:

Problema da Wyndor Glass

A Wyndor Glass CO. fabrica produtos de vidro da glialidade, entre os quais janelas
e portas de vidro. A empresa possui trés fabriodasiriais. As esquadrias de aluminio e
ferragens séo feitas na Fabrica 1, as esquadriasadeira sdo produzidas na Fabrica 2 e,
finalmente, a Fabrica 3 produz o vidro e montaroslytos.

Em consequéncia da queda nos ganhos, a direcd@bud®cdernizar a linha de produtos
da empresa. Produtos ndo rentaveis estdo sendontesados, liberando capacidade
produtiva para o langamento de dois novos prodigosgrande potencial de vendas:

* Produto 1: Uma porta de vidro com esquadria de iali@m

* Produto 2: Uma janela duplamente adornada com dsgeale madeira.
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O produto 1 requer parte da capacidade produtisddhricas 1 e 3, mas nenhuma da
Fabrica 2. O produto 2 precisa apenas das Fal#ie& A divisdo de marketing concluiu que
a empresa poderia vender tanto quanto fosse pbssbauzir desses produtos por essas
fabricas. Entretanto, pelo fato de ambos os predptalerem estar competindo pela mesma
capacidade produtiva na Fabrica 3, ndo esta claabngix dos dois produtos seriarmais
lucrativo.

A equipe de Pesquisa Operacional da empresa déstinessa atividade coletou alguns

dados que estéo dispostos a sequir:

Quadro 2 — Dados para o problema da Wyndor Glass.

Tempo de Producéo por Lote

(em horas) Tempo de Producéo
Fabrica Produto Disponivel por Semana
1 > (em horas)*
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18
Lucro por Lote US$ 3.000 US$ 5.000

* A maior parte do tempo nessas fabricas ja estidpcometida com os produtos atuais, de modo qupaciade
disponivel para os novos produtos é bastante liicita

O problema a se resolver passou a ser entéo deterquais as taxas de producao para
ambos os produtos de modo a maximizar o lucro,tetgeito as restricbes impostas pelas
capacidades produtivas limitadas disponiveis réss faibricas. (Cada produto sera fabricado
em lotes de 20, de forma que a taxa de produc@&brédh como o niumero de lotes produzidos
por semana.) E permitida qualquer combinacéo dastale producdo que satisfaca essas
restri¢cdes, inclusive ndo produzir nada de um pgodw maximo possivel do outro. Pelo fato
de nenhum custo adicional incorrer para o iniciopdaducdo e a comercializacdo de tais
produtos, o lucro total de cada um deles € apraiamente o lucro por lote multiplicado pelo

namero de lotes produzidos.

Modelagem Matematica do Problema:
De posse dos dados, pode-se formular um modelomatt® a ser resolvido por meio
de métodos de programacéao linear:
»= X1 = numero de lotes do produto 1 produzidos semardbm
* X2 = numero de lotes do produto 2 produzidos semardbm
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= Z = lucro total por semana (em milhares de dolavbsiylo pela producédo desses dois
produtos.
Assim,x1 ex2 serdo chamadas dariaveis de decisagara o modelo, enquanfo= 3x;
+ bxo expressa &ungéo-objetivo, isto €, aquela a qual deseja-se otimizar, semekse caso,
maximizar. O problema esta sujeito @&stricdes impostas pela capacidade de producéo
disponivel nas trés fabricas:
» Fabrical: &1+ <4=x<4;
= Fabrica2: 81+ 2<12= 2 <12,
» Fabrica 3: &1 + 2 < 18,
além dex:1 > 0 ex2> 0, pois néo € possivel produzir quantidades negmti

Dessa maneira, o probletransiste em determinar os valoresglex. de modo a

maximizar 31+ 5%
sujeito a: x1<4
X2<12
A+ 2% <18,
e x1>0ex2>0.

Em qualquer Problema de Programacdo Linear, seajanacfes que envolvem
maximizacao ou minimizagao, um aspecto fundameérdahodelagem matematica da situacao.
A traducédo da realidade empirica para um modelemméico esta sujeita a erros, pois o modelo
formal € uma simplificagédo do real. O modelo forfmasca imitar as principais caracteristicas
para ser tratado por métodos disponiveis 0 que, (paitos, € uma das partes mais dificeis
nesse contexto. Vale ressaltar que algumas diideaislapresentadas na representacéo por meio
de modelagem matematica, conforme Goldbarg e L20@5( p. 15 — 16). A primeira delas
pode ser uma dificuldade em face aos instrumerdgsmesentacéo, pois como nem todos 0s
fendbmenos podem ser expressos por meio de légingeroional, ao representar seu
comportamento por meio de variaveis, nem semprasesariaveis sao suficientes, sendo,
nesses casos, necessario identificar ou criarvasidartificiais”. Ja a dificuldade face ao grau
de incerteza se da pelo risco de comportamentoenigivel de algum fendmeno no futuro,
mesmo quando teoricamente estiver bem definides pelaaveis. Ha ainda a dificuldade com
a ferramenta de solucdo que ocorre quando ha pnablem implementar o modelo, seja pela

natureza das variaveis de decisao e de seu ilderame@amento, entre outros. Nesses casos, 0S

1 O problema em guestdo ainda néo esta na formd@ado momento de resolvermos esse problema par mei
do Método Simplex adotaremos a forma padréo, atitip as instru¢des da pagina 24.
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modelos poderdo ser solucionados por técnicas pé@essariamente exatas denominadas
heuristicas. Dessa forma, uma técnica heuristicét@adacrificar o ideal de perfeicdo sugerido
pela otimizacdo em troca de melhorar a eficiéneiard processo de busca. Contudo, uma vez
compreendido e devidamente representado por maimdeodelo matematico de otimizacéo
com sua funcédo-objetivo e restricbes, segue-segampdicacdo de um meétodo de resolucao.
Finalmente, pode-se processar a solucdo obtidalubodc se é ou ndo adequada para o
problema inicial.

Antes de finalizar esse capitulo, vale ressaliarajfoco € trabalhar com situacées mais
simples e que possam ser introduzidas e aplicadd®m a alunos que cursam o Ensino Médio.
Portanto, as situacdes estao delimitadas em PrabldmProgramacao Linear.
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3. O METODO GRAFICO

A maior quantidade de problemas resolvidos por eEtedo encontra-se em situacoes
com apenas duas variaveis, uma vez que, podeibadate construir um gréfico, tendo essas
duas variaveis de decisdo como eixos (embora ssgsiel trabalhar nesse método com 3
variaveis). Inicialmente é preciso determinarigjgnto dos pontos que satisfazem as restricdes
do problema para, em seguida, encontrar na regafiel\onde a funcéo atinge o valor maximo,
em problemas envolvendo maximizacédo ou minimo, erbl@mas de minimizacao.

Embora esse método seja de certa forma limitadada@ quantidade de variaveis de
deciséo, ele é didatico no sentido de que faciltampreenséo de conceitos importantes como
aregido viavel, solucao viavel e solucéo étimayade fornecer elementos para o entendimento
de casos mais gerais. Ademais pode ser utilizad@unias de Matematica no Ensino Médio
como aplicacéo de conteudos escolares relacioredesncdes Afins, Equacdes e Inequacdes
de 1° grau, Plano Cartesiano, Matrizes, Sistemasakes, entre outros.

Para trabalhar com o Método Grafico é conveniente@PPL esteja na formB2) a
seguir, equivalente a forma padra): (

maximizar ¢ x
sujeito a: A<D P2

X>0,
3.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR P OR MEIO
DO METODO GRAFICO
Exemplo 1. Resolucéo do problema da Wyndor GlassMétodo Gréfico

Vamos iniciar pela resolucdo do problema da Wyr@@ass, proposto por Hillier e

Lieberman (2006, p. 26 — 30), cujo modelo ja faleapntado na secéo 2.1 desse trabalho:

maximizar % + 5%
sujeito a: x1<4
22<12
X1+ 2% <18,

e X1>0ex2>0.
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As variaveis de decis@r: (abcissas) e (ordenadas) serdo os eixos do grafico.
Inicialmente serdo representadas as restricbepreamnsiderando a ndo-negatividade:oe
x2. A seguir, temos o grafico da restrigac 4.

Figura 2 — Restricar < 4,x,> 0
(Exemplo 1)

A seguir temos o grafico da funcae 2 12= x < 6.

Figura 3 — Restricdox2< 12,x.> 0
(Exemplo 1)
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Para descobrir a reta que representa a fungde 3« < 18, pode-se utilizar a equacao
dareta 31 + 2x = 18 e posteriormente determinar a desigualdaate.t&l, vamos inicialmente
identificar dois pares ordenados. Os mais simpdes (&, 0) e (0,x2), pois intersectam
respectivamente os eixos do grafico. Assim, paradj,x. = 0, temos emxX3 + (2 - 0) = 18>
3x1 = 18= x1 = 6. Para (0), x1 = 0, resulta em (3 - 0) 2= 18= 2x» = 18= x> = 9. Portanto,
os pontos (6, 0) e (0, 9) pertencem a ret@+t32x; = 18 e fazendo o teste da desigualdade,
determinamos o conjunto de pontos que cumpre agd@EstX: + 2 < 18. Tal conjunto

encontra-se na Figura 4.

Figura 4 — RestricAoxd+ 2 < 18,x1>0 ex2>0
(Exemplo 1)

Para delimitar a regido viavel, basta obter a $eisgdo de todas as restricbes do
problema, representada na Figura 5 a seguir:
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Figura 5 — Regido viavel considerando as restrigfesl, xo <12 e 1 + 2 < 18,x1>0 ex2> 0

(Exemplo 1)

n=4

3+ 2, = 18

7 8 9 10 x4

Agora, avancamos para a etapa final dessa resotpug a partir dessa regido viavel,
busca escolher o ponto que maximiza o lucro da eapgpor meio da fungéo-objetivoi13k
5x2. Atribuindo-se unvalor para Z, é possivel determinar a réta 3x + 5% e analisar se ha

algum ponto dessa reta que pertenca a regiao viborlando, inicialmente o vala = 10,

. 10
vamos determinax{, 0),ondeZ’ =10=31+(5- 0)=>10=31=>x1 = 3 € (0,x2), onde 10 =

1 .
B3-00+%=>10=50c=>x=2. Portanto,-f, 0) e (0, 2) s&o dois pontos que pertencem a reta
10 = 3 + 5. Dando continuidade, o valor atribuido pardessa vez sera 15. Paxa (),
temos 15 =% + (5 - 0)= 15 = X1 = x1 = 5. Para (0x), temos 15 = (3 - 0) b= 15 = 5¢
= X2 = 3. Portanto, (5, 0) e (0, 3) sdo dois pontospgreencem a reta 15 x:3+ 5x2. A seqguir,

temos o grafico com esses dados:
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Figura 6 — Regido viavel pafa= 10 eZ = 15
(Exemplo 1)

Xoa

2

3+ 5%, =15

Comox1 >0 ex>> 0, para 31 + 5% = 10 e & + 5% = 15 soO foram considerados nas
retas, os valores que atendem a essas condi¢co@ss&lque ha muitos pontos pertencentes a
cada uma dessas duas retas que pertencem a rigyiélo Mogo,Z = 10 eZ = 15 séo solugdes
viaveis de lucro. Contudo, nenhum desses valor@ada, a solugdo 6tima. Um fato muito

importante que pode ser constatado € que as dizss aenstruidas sdo paralelas. Pode-se

_ — 3
constatar isso porque ambas possuem a mesma gédirgual & ¢, Uma vez quef = 3 +

3 1 . . .
=25 =-H+tZ=>x= —gxt = Z. Portanto, como ainda ha espaco para se construire

mais retas paralelas acima das duas j& construini@siua-se o processo, até achar a solucao
otima. Poderiamos seguir atribuindo valores ga@ontudo, pelo gréafico, € possivel perceber
que dentro da regido viavel, o ponto de maximorecoo vertice do poligono onde as retas
=6 e X + 2x = 18 se encontram. Resta ent&o, descobrir a coaddeenx:. Como, 31 + 2x
=183 +20-18=0e 2 =12= 2 — 12 = 0. Igualando as duas equacoes, temos 3

2% —-18 =2 —12= 3x. = 6= x1 = 2 e temos que (2, 6) é o ponto de maximo praolcura
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Figura 7 — Solugédo 6tima

(Exemplo 1)

3x;+ 5%, =15

3x1 - 5I2 =10

Finalmente, com o ponto (2, 6), pode-se calcubalor 6timo para a funcéo-obijetivo.
ComoZ=3+50=(3:2)+ (5 6)=6+ 30 =36. Portanto, a Wyr@lass, para ter o maior
lucro possivel, de US$ 36.000, deveria fabricas ttaties do produto 1 e seis lotes do produto

2 semanalmente.

Nesse exemplo, nota-se que as variaxei® X2 assumem valores inteiros, pois
representam a quantidade de lotes produzidos dasperjanelas. No exemplo 2, e x>
representam o tempo (em horas), podendo assimmasguaisquer valores reais, desde que
atendam todas as restrigcoes.

Exemplo 2: Resolucéo do problema da Alumilaminas 8. — Método Grafico

Essa situagéo-problema envolve minimizacao de sjattaptada de Oliveira, 2005):

As industrias Alumilaminas S.A. fechou contratoaggpa venda de todos os trés tipos
diferentes de laminas de aluminio que fabrica: ®spa fina, média ou grossa. Toda producao
da companhia € realizada em duas fabricas, umbziada em S&o Paulo e outra no Rio de
Janeiro. Segundo os contratos fechados, a empresiagpentregar 16 toneladas de laminas
finas, 6 toneladas de laminas médias e 28 tonetiisninas grossas. Devido a qualidade dos
produtos da Alumilaminas S.A., ha uma demanda gxra cada tipo de lamina. A fabrica de

Sao Paulo tem um custo de producgéo diario de RPA0OMO para uma capacidade produtiva
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de 8 toneladas de laminas finas, 1 tonelada dendamédias e 2 toneladas de laminas grossas
por dia. O custo de producao diario para a faltc®io de Janeiro € de R$ 200.000,00 para
uma producéo de 2 toneladas de laminas finas,elada de laminas meédias e 7 toneladas de
laminas grossas. Quantos tempo cada uma das Rdevara operar para atender os pedidos

ao menor custo possivel? Qual o valor do menoo@ust

Vamos inicialmente a Modelagem Matematica. Pa@ issnos:
» X, =tempo (dias) de operacgdo da fabrica de S&o Paulo
* X =tempo (dias) de operacado da fabrica do Rio deitig
= C = Custo (em milhares de reais) para a producatadanas.
Assim,x1 e X serdo as variaveis de deciséo para o modelo, ettgDa 100 + 200
expressa a funcao-objetivo.
Restri¢cbes:
» Lamina fina: & + 2x > 16.
» Lamina Médiaxi + X2 > 6.
» Lamina Grossa: @ + 7x2 > 28.

e,x1>0ex2>0.

Assim, o problema pode passa a ser determinaaloses de; e x. de modo a

minimizar 1064 + 2002
sujeito a: 81+ 2>16 (1)
X1 +X>6 (D))
2+ %> 28 (Il
e x1>0ex2>0.

Para a restricdo (I), vamos determinar a rgtar&@x. = 16:
Para i, 0), 8+ 2 =16= 8x. + (2 - 0) = 16> x1 = 2. Para (0Ox2), 81 + 2x2 = 16= (8 - 0)
+ 2% = 16= x2 = 8. Portanto, os pontos (2,0) e (0,8) pertenceataas; + 2x; = 16.

Para a restricdo (ll), vamos determinar a xetax. = 6:
Para ki, 0),x1 + 0 = 6= x1 = 6. Para (Ox2), X1 + X2 = 6= 0 +X = 6 = X = 6. Portanto, 0s

pontos (6,0) e (0,6) pertencem a rata x2 = 6.
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Finalmente, para a restricao (lll), a reta 2 7x; = 28. Assim, parax(, 0), X1 + 7x2 = 28=
2x1+ (7 - 0) = 28> x1 = 14. Para (0%2), 2x1 + Tx2 = 28= (2 - 0) + %2 = 28= x2 = 4. Portanto,
os pontos (14,0) e (0,4) pertencem a reta+2ix, = 28.

Para delimitar a regido viavel, basta obter a $eisgdo de todas as restricbes do

problema, que pode ser vista na Figura 8 a seguir:

Figura 8 — Regido viavel considerando todas asgéss

(Exemplo 2)

Atribuindo-se valores par& dentro da regido viavel, podemos avaliar a funcéo-
objetivo. Inicialmente vamos considef@r= 1500. Assim, para{, 0), 1500 = 108 + 200
= 1500 = 10@; + (200 - O} x1 = 15. Para (0x2), C = 1500 = (100 - 0) + 260= x> = 7,5.
Portanto, com os dois pontos obtidos (15, 0) &,8), pode-se determinar a reta 200 200«
= 1500. Dando continuidade, o valor atribuido gadessa vez sera 1000. Pag Q), 1000 =
10Qx1 + (200 - O)=» x1 = 10. Para (0x2), 1000 = (100 - 0) + 260= x> = 5. Portanto, com 0s
dois obtidos (10, 0) e (0, 5) pode-se determingata 106; + 200 = 1000. Na Figura 9, a

seguir, estdo representadas essas retas, alémjdatooviavel.
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Figura 9 — Regido viavel pata= 1500 eC = 1000
(Exemplo 2)

Pelas retas obtidas, pode-se perceber que o poimicno ocorre para C < 1000 e
justamente na interseccéo das redas xo = 6 e X1 + X = 28. Resolvendo esse sistema de
equacoes lineares temas= 2,8 exo = 3,2. Logo, C = 10Q + 200 =100 - 2,8 + 200 - 3,2 =
280 + 640 = 920. Portanto, o custo minimo paraemilémina atender aos contratos formados
€ de R$ 920.000,00. Para atingir este custo, acéalde S&o Paulo devera operar 2,8 dias,
enquanto que a fabrica do Rio de Janeiro deven@iopg dias.

Figura 10 — Solugéo 6tima

(Exemplo 2)

o

100x, + 200x, = 920
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Vimos até aqui duas situacdes-problema com uma(sotucdo 6tima, conforme a
finalidade desse trabalho. Em ambos os casos, ligppo representava a regido viavel, pois
eram duas as variaveis de decisdo em cada casoaddode trés variaveis, um poliedro
representaria essa regiao.

Existem situacfes em que numero de solucdes éénmdigito e, antes de finalizar esse
capitulo, vamos expor um Teorema que trata destentts e fornece perspectivas para o

desenvolvimento do Método Simplex que sera vistprdaimo capitulo.

Definicdo 3.10s pontos de fronteira de uma regido viadvel que sdersecdes de dois

segmentos de retas de fronteira sdo chamadegdieesou pontos extremas

Teorema 3.2 Se a regido viavel de um problema de programacéeali € ndo-vazia e
limitada, entdo a funcéo-objetivo atinge tanto uatov maximo quanto um valor minimo e
estes ocorrem em pontos extremos da regidao vi®eeh regido viavel é ilimitada, entdo a
funcao-objetivo pode ou nédo atingir valores maxsuaninimo, contudo, se atingir um maximo
ou minimo, este ocorrera gnontos extremas

Demonstracdo 3.3Ver em Anton e Rorres (2001, p. 373).

A ideia da demonstracdo reside no fato da curvenigdel da func&o-objetivo
intersectar a regido viavel, se esta for limitatan seu maior valor ou num ponto
extremo (Unica solugcao 6tima) ou numa reta froatéimfinitas solugdes). Caso a
regido viavel seja ilimitada podemos ter uma salugéitada, no caso da fungéo-
objetivo crescer na direcdo da regido ilimitada quwoblema de maximizagcdo ou no
caso da funcio-objetivo decrescer na dire¢cdo daaeljmitada. No caso de um
problema de maximizacdo e da funcao-objetivo cresaedirecdo contraria ao da
regido ilimitada, teremos ao menos uma solucaoadtBmilarmente, se estivermos
trabalhando com um problema de minimizacdo e aafobjetivo decrescer na
direcdo contraria da regido ilimitada, teremos @&mas uma solucdo 6tima (Salles
Neto, 2006, p.14).
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4. O METODO SIMPLEX

O Método Simplex “é um algoritmo que se utiliza fderamental matematico para
determinar, por um modo iterativo, a solucdo 6tdteaim Problema de Programacéo Linear”
(PAVAN, 2010, p. 22). Desde que foi desenvolvido @@orge Dantzig em 1947 tem sido
amplamente divulgado, haja vista a grande quargidadaplicagdes. Ao longo do tempo, esse
método tem se provado muito eficiente sendo utibzaa resolucdo de problemas por meio de

computadores, com muitgsftwaresdisponiveis no mercado.

Para a aplicacdo do método de forma prética, od&we estar na forma padrde),(
vista no inicio deste texto, ou seja:
» Todos os problemas devem ser relacionados a magaovz
» Todas as variaveis devem ser ndo-negativas;
» Todas as restricdes funcionais devem se tornarcégea(ou seja, restricdes de
igualdade);

» Todas as constantds)(do lado direito também devem ser ndo-negativas.

Quando a situacdo a ser resolvida por meio do MéRichplex for relacionada a
minimizacéo, pelo que foi apresentado também r@os2q desse trabalho, pode-se notar que
basta multiplicar por (— 1) todos os coeficientaguhcao-objetivo.

Por meio das situacfes-problemas resolvidas a rsegade-se comprender o

desenvolvimento do método.

4.1 RESOLUCAO DE PPL POR MEIO DO METODO SIMPLEX

Antes do desenvolvimento do algoritmo, se faz s&f@o algumas definicdes e

teoremas, encontrados em Goldbarg e Luna (20@2, $.96):

Definicdo 4.1Uma matriz A (m x n) é dita ser aedem pse admite p colunas linearmente

independentes.
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Definicdo 4.2Uma base de uma matriz A (m x n) é uma matriz cadalde m vetores coluna
linearmente independentes ‘RfA. As varidveis associadas a essas colunas sédo deadas

variaveis basicas

Podemos decompor o vetor das variaxeigXs; xr), onde:
» Xgrepresenta o vetor daariaveis basicaslem componentes;
* Xgr€ 0 vetor das restantas- mvariaveis ndo-basicas
» | é o conjunto dos indices correspondentesdaveis basicas

= Jé o indice dasariaveis ndo-basicas

Definicdo 4.3Seja B uma base associada & matriz A. O vetor cetopz x=B*bex =0

€ chamado deolucao béasica

Definicdo 4.4Uma solucéo basica sem componentes negativos éniteatasolucao basica

viavel

Teorema 4.5 Um ponto x € extremo em um conjunto de solu¢dgsigide um problema de
programacao linear se e somente se & for uma solucdo basica do sistema de equacdes
lineares Ax = b.

Demonstracdo 4.6Ver em Goldbarg e Luna (2005, p. 96).

Observamos que, pelo Teorema 3.2, vamos ter questdcdo basica viavedo
sistema Ax = b é umponto extremodo conjunto de solucdes viaveis, ou seja, um exiréo

conjuntoX.

Vejamos agora um resultado conhecido cdmorema Fundamental da Programacgao

Linear, que justifica 0 uso do método Simplex:

Teorema 4.7 Dado um modelo de programacao linear na forma padra
maximizar ¢’ x
sujeito a: AX =D,
x>0,

onde A é uma matrim x nde ordemm, comm > n, temos que:
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i) Se houver uma solugéo viavel, ha uma solucédcdagvel,
ii) Se houver uma solucéo viavel 6tima, ha uma solbéa&ica viavel étima.

Demonstracdo 4.8/er em Luenberger e Ye (2008, p. 38 — 40).

Geometricamente, pode-se interpretar esse teatarsaguinte forma: sg x assume
um valor minimo (méximo) na regido viavel, esteovahinimo (maximo) serd assumido num
vértice. A demonstracao deste fato pode ser erammem Nocedal e Wright (2006, p. 365 —
366).

4. 1.1 Abordagem Geométrica

As abordagens geométrica e algébrica sdo intetessaara a compreensao do Método
Simplex. Geometricamente, a ideia basica do MéBiaiplex é mover-se de vértice em vértice,
isto é, de solucdo basica viavel a outra solucamddiavel até determinar uma solucédo 6tima,
0 que € justificado pelo resultado do Teorema 3.27), o qual chama os vértices de pontos
extremos.

Exemplo 3: Resolucéo do problema da Wyndor GlassMétodo Simplex Geométrico

maximizar %1+ 5%
sujeito a: x1<4
22<12
X1+ 22 <18,
e x1>0ex2>0.

Para iniciar a aplicacdo do método, toma-se umasdasg;0es viaveis de pontos
extremos, que nada mais sdo do que os vérticedadmeitam a regido viavel do grafico na
solucéo de um problema. Do exemplo 1, temos qpen®s (0, 0), (0, 6), (2, 6), (4, 3) e (4, 0)

seriam as solucdes viaveis em pontos extremospicoafa Figura 11 a seguir:
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Figura 11 — Regido viavel com vértices
(Exemplo 3)

10—+

0.6

0,0 4,0)

O Teorema 4.9 é de extrema importancia, pois pemstabelecer um critério de parada
para o Método Simplex, em qualquer uma de suasafrm

Teorema 4.9 Considerando um problema de programacéao linearorané padréo (P), se
houver uma solucao basica viavel tal que nenhunti @@lucéo basica viavel adjacente seja
melhor (no sentido de que aumenta o valor da furatgetivo), entdo ndo ha nenhuma solucao
viavel melhor.

Demonstracdo 4.10ser Hillier e Lieberman (2006, p. 174 — 176).

Dessa maneira, escolhendo-se um dos pontos refagsema Figura 11, aplica-se o
teste de otimalidade, isto é, a verificacdo sergescolhido representa a solugéo 6tima do
problema. Uma das formas de realizar essa acado remlemas de maximizacdo €
determinando-se valor d&= 3x; + 5x2 no ponto X1, X2) escolhido e, em seguida, realizar o
mesmo procedimento nos dois pontos extremos adggc&baso o resultado do ponto escolhido
seja maior, achou-se a solucao otima. Percebeesasgsim, ndo ha necessidade de se analisar
todas as demais solucdes viaveis em pontos extreathezindo-se o custo computacional do
método. No caso desse problema da Wyndor Glasabgmos, por meio do exemplo 1, que a
solucédo 6tima € (2, 6). Os dois vértices adjacesiesrepresentados pelos pontos (0, 6) e (4,
3). Como a funcéo-objetivo pode ser representad@ pd3x; + 5x2, no ponto (0, 6), temog,
=(3-0)+(5-6)=30e, noponto (4, 3), terf®s4) + (5 3) =12 + 15 = 27. Logo, cOMO no
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ponto escolhido (2, 6), temos (3 - 2) + (5 - 6p=e3sa é a solugdo étima, pois 36 > 30 e 36 >
27.

Pode-se perceber entdo até aqui que, “0 métoddesirdpum algoritmo iterativo, ou
seja, um procedimento sistematico para solucaofigaerepetindo uma série de passos,
chamados de iteracdo, até que se chegue a unmadssdisejado” (HILLIER; LIEBERMAN,
2006, p. 104 — 105). Ainda, baseando-se nesseseaufgmode-se representar esse método

iterativo por meio da seguinte estrutura:

Figura 12 — Fluxograma Simplex — Abordagem Geogetri

Configurar para iniciar iteragdes, inclusive encontrar

— Inicializacdo: ~ L . L
uma solugdo basica viavel de pontos extremos inicial.

L J

Teste de Otimalidade: A solugdo basica viavel escolhida é 6tima?

Em caso Em caso
] . — Pare.
negativo posttivo

v

— Tteracdo: Execute uma iteragdo para encontrar uma solugdo melhor.

4. 1. 2 Abordagem Algébrica

As variaveis basicas e ndo-basicas definidasinmidessa secao sao fundamentais para
o desenvolvimento do algoritmo do método simplexfoamas algébrica e tabular. Nessas duas
abordagens, sempre que o problema apresentar dlelsigas nas restricbes, serd necessario o
artificio para introduzir as variaveis de folga.cada iteracdo, uma variavel ndo-basica deve
ser escolhida para entrar na base (tornando-s@&veahbasica) e consequentemente, uma das
variaveis basicas deve ser escolhida para saiask (tornando-se variavel ndo-basica).

Em relacdo a abordagem algébrica, pode-se segaeguintes passos para a resolucao

dos problemas:



53

1. Colocar o problema na forma padrdo: para isso, degeadotar os procedimentos ja
vistos na secgéo 2.1.

2. Encontrar uma solucéo basica viavel inicial. Reeser a funcao-objetivo em relacéo
as variaveis nao-basicas.

3. Fazer o Teste de otimalidade: Para determinar salor atual € maximo, basta avaliar
os coeficientes da funcao-objetivo. Coeficientesitivos para variaveis ndo-basicas
permitem aumentar o valor da funcao-objetivo, cematrario isso ndo é possivel.

Se essa solucao for 6tima, pare. Caso nao seja,Ea 0 proximo passo.

4. Definir a variavel ndo-basica que devera entrar lba@se: escolhe-se a variavel com
maior coeficiente.

5. Definir a variavel basica que devera sair da bagementa-se o valor da variavel de
entrada escolhida até que o valor de uma das varsvasicas caia a zero, sendo esta
a variavel que sair4 da base.

6. Com a nova solugdo basica viavel, volte ao passo 3.

Exemplo 4: Resolu¢éo do Problema da Wyndor GlassMétodo Simplex Algébrico:

maximizar % + 5%
sujeito a: x1<4
22<12
A+ 2% <18,
e X1>0ex2>0.

Passo 1A primeira etapa é converter as restricdes furaiidde desigualdade em restricdes de
igualdade. Isso pode ser feito inserindoiaveis de folgaNa primeira restricao se < 4, entao
pode-se inserir uma variave), tal quex: + x3 = 4, comxz > 0. Na segunda restricéo, se 2

12, entdo pode-se inserir uma varidgeeltal que, 22 + x4 = 12, conxs > 0. Da mesma forma,

a terceira restricao pode ser escrita comor®x. + xs = 18. Assim, o modelo assume a forma:

maximizar X+ 5%

sujeito a: X1 + X3 = 4 (1)
2Xo + %y = 12l

o 3+ 20 +xs = 18 (Il

X>0,parg =1,23,4,5.
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Passo 2Para obter uma solugéo basica viavel inicialeolEsque tomande = x> = 0,X3, X4 €
xs sao facilmente obtidos a partir das equagdesedtisgdes e temos o ponto (0, 0, 4, 12, 18)

como solucao basica viavel inicial. Note que neas®, as variaveis basicas setgou e xs.

Passo 3 Teste de otimalidade. A equacae 3x1 + 5% a zero, indica que aumentar tanto o
valor dex; quanto dexc aumenta o valor da fung&o-objetivo, assim, contbdsique é possivel

obter uma solucéo basica viavel melhor.

Passo 4 Para definir uma nova solucao basica viavel, giiamente ser4 necesséario que uma
das variaveis ndo-basicas, se torne uma variaged&hamamos essa variavel escolhida de
variavel basica de entrad&lo caso da equagdo= 3x; + 5x2, a variavel escolhida sexg pois

a melhor opcao € aquela que apresentar 0 maidcieeé.

Passo 5 Como,x1 = 0, continua como variavel ndo-basigatera o valor ajustado. Como
nenhuma variavel pode ser negativa, temos:
(I) x1 +x3 =0 + 4 =4, (ndo ha limite superior em funcaoje
() x4=12 -2 exs>0,10g0 12 - 2> 0= 12> 2% = X < 6.
() xs=18 - % — 22 exs>0, logo 18 — (3 - 0) 2@> 0= x2 < 9.

Logo, o valor maximo a qual a variavel de entradaode assumir é 6. Assim, quando
se aumentay a esse valor, a variavel cai a zero. Diz-se entdo guesera avariavel basica
de saidapois passara a ser considerada agora como Van@wbasica. Logo, assume o valor

Zero.

Passo 6 E preciso encontrar a nova solucéo basica viéwelex; = 0,% = 6,x3 = 4,x1 = 0.
Analisando as equag0des oriundas das restricbesstem
(M) 3x1+20+x=18=(3-0)+2 - 6 k5 =18=>x5=18-12 = 6.
Logo, a solucéo basica viavel seré (0, 6, 4, (E83a solucdo é étima?
Pararesponder a essa quesidtevera estar em funcao das variaveis ndo-basicas.a

No momento, sdr; exs. Da segunda restricdo, temos

(1) 2% + x4 = 1225 %o = — 5 Xa + 6.

5
L0g0,Z =31+ 5 =>Z= 3 +5 - e%m+6)=>z=3x1—5x4+30.



55
Como o coeficiente da é positivo, a solucéo (0, 6, 4, 0, 6) ndo é otissim ha outra

. 5
solucéo par@ com resultado maior que=3 - 0 = 0+ 30=Z=30.

Voltando ao Passo:£omo o coeficiente da é o Unico positivo, dessa vez, toma«sseomo

a variavel de entrada.

Voltando ao Passo &£omo x4 = 0, continua como variavel ndo-basicagera o valor ajustado.
Como nenhuma variavel pode ser negativa, temos:
Nx1+x3=4=x3=4-Xx1=24-x1>0=>x<4.
(I) 2x2 + x4 = 12 (n&@o ha limite superior em funcaoxde
(M) 3x1+ 20 +x=18=x5=-3—-(2-6)+18=-8+6=2>-X+6>0=>x1< 2.

Logo, o maior valor que a variavel de entrada xjugode assumir € 2. Quando isso

ocorre,xs cai a zero, sendo assim, a variavel basica da.said

Voltando ao Passo: @& preciso encontrar a nova solugéo béasica viavelex: = 2,x2 = 6, x4
= 0 exs = 0. Analisando as equagdes oriundas das restritgRos:
Dx1+x3=4=2+x3=4=x3=4 -2 = 2. Logo, a solucdo basica viavel seré,(2, 0, 0).
Essa solucéo é 6tima?

Para responder a essa quesiadevera estar em funcéo das variaveis nao-badicass,ano
momentoxs e Xs. Assim, temos:

(M) 3x1+ 20 +x=18=23x=-2—-X+18=>3xX=— (2 6) X5+ 182 3x1 =6 —Xs > X1

1
—2—5)@
_ 5 _ 1 § _ 5
10g0,Z= 31— xs + 305 Z=3 - (2-3%) —2Xa + 30= Z= 2 x4 —Xs + 36.

Finalmente, pode-se afirmar que como as varidgmsbasicas exs) Nnao apresentam

coeficientes positivos e a solucao (2, 6, 2, & 6)ima. O lucro maximo sera, sera, portanto,

z:[(—g) - -0+36=36.

Portantox; = 2,x2 = 6 é a solucéo 6tima do problema original.
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4. 1. 3 Abordagem Tabular

Embora as abordagens geométrica e algébrica jp@mnitna compreensdo mais clara
do funcionamento do Método Simplex, € por meicotiané tabular que geralmente se resolvem
manualmente problemas simples.

O Simplex Tabular trabalha com as informacfes @todo algébrico concentradas
numa tabela, a sabeoeficientes das varidveisonstantes no lado direito das equag@ém
das variaveis basicas de entrada e saidlara aplica-lo, pode-se seguir os mesmos passos d
método algébrico:

1. Colocar o problema na forma padrdo: para isso, degeadotar os procedimentos ja

vistos na secéo 2.1.

2. Encontrar uma solugéo bésica viavel inicial. Reeser a fungédo-objetivo em relacdo
as variaveis ndo-bésicas.
3. Fazer o Teste de otimalidade: Para determinar salor atual € maximo, basta avaliar

a primeira linha numérica da tabela, onde constacogficientes fungao-objetivo.

Coeficientes positivos para variaveis ndo-basicasmitem aumentar o valor da

funcéo-objetivo, caso contrario isso néo € possivel

Se essa solucao for 6tima, pare. Caso nao seja,Ea 0 proximo passo.

4. Definir a variavel ndo-basica que devera entrar lmase: escolhe-se a variavel com
maior coeficiente.
5. Definir a variavel basica que devera sair da base:caso da abordagem tabular, o

Teste da Razdo Minima é feito, dividindo, quandssiw@l, os coeficientes da ultima

coluna pelos correspondentes coeficientes da cabinia

6. Com a nova solugdo bésica viavel, volte ao passo 3

Exemplo 5: Resolucéo do problema da Wyndor GlassMétodo Simplex Tabular:

Passo 1Introduzir as variaveis de folga, seguindo o mepnocedimento usado na abordagem

algébrica na resolucéo desse problema.

maximizar 31+ 5%
sujeito a: X1 + X3 = 4 (1)
2 + X4 = 12l
X1+ 2 + X5 = 18 (Il

e: x>0, parg=1,2,3,4,5.
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Passo 2Encontrar uma solucéo basica viavel inicial goeepser realizada também da mesma

forma j& utilizada na abordagem algébrica, (0, @24 18).

Passo 3Como temos g + 5x de fungdo-objetivo inicial, a solu¢éo seria oOtis®, e somente
se, todos os coeficientes das variaveis ndo-badecas linha nesse novo formato forem néo-
positivos. Como os coeficientes Bee x2 sdo respectivamente 3 e 5, significa que ha uma

solucéo melhor que a atual.

Passo 4 Tomaremos; como variavel basica de entrada, pois tem o deefie maior.

Passo 5A coluna em que se encontra essa variavel esleofk), recebe o nome dmluna
pive.

Teste da razdo minimaDividindo-se, quando possivel, o termo do ladeitiir(independente)
em cada linha pelo coeficiente correspondente tlana@ivd € possivel para definir qual o
valor que a variavel de entrada deve assumir pggaima das variaveis basicas chegue a valor
zero. Como o coeficiente ou numero pivo € seleciome acordo com a razdo minima positiva,

evita-se a negatividade dos termos do lado direitoequacdes de restricao.

Quadro 3 — Coluna pivé — Iteracdo 1

(Exemplo 5)
Variavel Coeficiente de: Lado
L Equacdes o Razéo
Basica 7 X1 X2 X3 Xa X5 Direito
z F.Obj. (0)| 1 3 5 0 0 0 0
X3 Restr. (1) 0 1 ( 1 0 0 4
X4 Restr. (I)| O 0 ] 0 1 0 12 172= 6
X5 Restr. (II)| 0 3 2 0 0 1 18 gz 9

Ao calcular os dados da coluna Razao, aplica-sest® da razdo minima, isto &,
seleciona-se 0 numero 6, pois esse € o valor gag&vel de entrada escolhidaRasso 4no
casoxe, deve assumir para que a variavel basica quenastdéesma linha, no casg caia a
zero. Essa linha passa entdo a ser chamatiliahdepivo e o contorno no formato retangular
também sera inserido nela para melhor identifica@ameficiente de cruzamento da linha pivo

com a coluna pivé é chamado a®eficiente pivo
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Quadro 4 — Linha, coluna e coeficiente pivd — Géral

(Exemplo 5)

Variavel Coeficiente de: Lado

Iteracéo .y Equacdes e
Basica 7 X1 X2 X3 X4 X5 Direito

z F.Obj. (0)| 1 3 5 0 0 0 0
0 X3 Restr. () | 0 [ 4

X4 Restr. ()| 0| | 0 2 0 1 0 12
X5 Restr. (IlH| O | 2 0 0 1 18

Como a variavets esta na linha pivo e seu valor cai a zero, elaaearidvel basica de

saida.

Passo 6 Para achar uma solucdo basica viavel sdo ne@esssdgumas operacdes as quais
chamamos dpivoteamenta Isso pode ser feito da seguinte maneira:

1. Dividir cada coeficiente da linha pivd pelo nimpivd, isso fard com que o coeficiente pivo

torne-se igual a 1. Sera definida entdo uma linhdteracéo 1, que devera substituir a anterior

a qual serd chamada deva linha da variavel de entrada

Quadro 5 — Nova linha da variavel de entrada -a¢f&o 1

(Exemplo 5)
Variavel Coeficiente de: Lado
Iteracdo L Equacdes o
Basica 7 X1 X2 X3 Xa X5 Direito
z F.Obj. (0)| 1 3 5 0 0 0 0
. Xa Restr. () | O 1 [ 4
X4 Restr.(I)| 0| | O . 0 1 0 12
Xs Restr. (Il)| © 3 2] 0 0 1 18
z F.Obj. (0)| 1
X3 Restr. (I | O
1 1
X2 Restr. (I | O 0 1 0 > 0 6
X5 Restr. (Il | O

2. Determinar as novas linhas da Iteracéo 1, nlickipdo-se um elemento da coluna pivo, com

sinal invertido, por todos os elementos dessa tiokia da variavel de entrada, somando-se
cada resultado com o coeficiente da respectiva Inzhiteracao anterior. Se houver coeficiente
zero na coluna pivo esses calculos ndo serdo @eEssPois 0s coeficientes dessa linha nao
sofrem alteracdo (multiplicacdo por zero). Iss@ feom que todos os demais elementos da

coluna pivo tornem-se iguais a 0.
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Célculos da Iteracdo 1 — Linha Funcao-Objetivg)(l5 é o coeficiente da coluna piv6. Logo,
Lo =(5 - L) + Lo.

» CoeficienteZ: [(-5) - 0] +1 =1,

» Coeficientexi: [(—5) - 0] + 3 =3;

» Coeficientexo: [(—5) - 1]+ 5=0;

» Coeficientexs: [(—5) - 0] + 0 =0;

» Coeficientexs: [(— 5) %] +0= —g;

» Coeficientexs: [(—5) - 0] + 0 =0;
» Coeficiente lado direito: (5 - 6) + 0 = 30.

Calculos da lteracdo 1 — Linha Restri¢éo lllr(L. 2 € o coeficiente na coluna pivo. Logay L
=[(-2) - Lr]+ L.

» CoeficienteZ: [(-2) - 0] +0=0;

» Coeficientex;: [(—2) - 0] + 3 =3;

» Coeficientexo: [(—2) - 1]+ 2 =0;

» Coeficientexs: [(—2) - 0] + 0 =0;

» Coeficientexs: [(— 2) %] +0=-1;

» Coeficientexs: [(—2) - 0] + 1 =1,
» Coeficiente lado direito: [(— 2) - 6] + 18 = 6.

Quadro 6 — Iteracdo 1

(Exemplo 5)

. Variavel . Coeficiente de: Lado
Iteragdo Basica Equacées Z X1 X2 X3 Xa X5 Direito
z F.Obj. (0)| 1 3 5 0 0 0 0

Xa Restr. () | O 1 [ 0 4

° X4 Restr.(I)| 0| | O . 0 1 0 12
Xs Restr. (Il)| © 3 2 0 0 1 18

z F. Obj. (00| 1 3 0 0 _g 0 30

L Xa Restr. (I) | 0 1 0 1 0 0 4

X2 Restr. (I | O 0 1 0 % 0 6

X5 Restr. (IlIN| O 3 0 0 -1 1 6
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Para definir a solugéo bésica viavel apos a lerdg basta analisar o Quadro 6,
consideranda. com valor 6 (definida npassob) e x1 exs com valores iguais a zero, uma vez
gue nesse momento, S0 as variaveis ndo-basicasldeinessa iteracdo. Restava calcular os
valores des exs. Contudo, pelos coeficientes da Iteracdo 1, netgug a coluna Lado direito,
aponta para os valores das variaveis basicas. Assiml exs = 6.

Logo, (1, X2, X3, X4, X5) = (0, 6, 4, 0, 6) é a solugdo bésica viavel aplisracao 1.
Essa solucéo é 6tima? N&ao, pois na Tabela Simpiea &a um coeficiente positivo em uma

das variaveis ndo-basicas na linha que corresparfdacdo-objetivo. Logo, em relacdo ao

L. . .. 5
lucro maximo, pode-se afirmar que o valor € maigg4]= 3x1 -3 x4+ 30= Z = 30.

Voltando ao Passo:4Tomaremos, agorag como variavel de entrada, uma vez que, € 0
coeficiente positivo que persiste na funcao-obgetiv

Voltando ao Passa Ssegundo os mesmos procedimentos da iteracaaosnteuadro a seguir

apresenta os célculos da nova coluna razéo e tifickgéio da coluna, linha e coeficiente pivo.

Quadro 7 — Linha, coluna e coeficiente pivo — gém2

(Exemplo 5)
Variavel . Coeficiente de: Lado .
. Equacdes S Razéo
Basica 7 X1 X2 X3 X4 X5 Direito
z F. Obj. (00| 1 3 0 0 _g 0 30
Xs Restr. () | 0| [T 0 1 0 0 4 %: 4
Xe Restr. (11| o | |° 1 0 % 0 6
X5 Restr. (IIIN| 0 3 0 v -1 1 6 | —=2

Como na Restrigao (Ill), temosi3- x4 + xs = 6, analisando o teste da razdo minima
nota-se que quanda assume o valor 2, a variavelcai a zero:
X1 —X+X=6=23:-2-0¥=6=>x=6-6=0.

Nesse caso, fica definidka como a variavel basica de saida.

Voltando ao Passo: @Realiza-se entédo, a Iteracédo 2 de forma compbeia definir uma nova
solucéo basica viavel.
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1. Dividindo cada coeficiente da linha pivd pelermaio pivd temos a nova linha da variavel de

entrada.
Quadro 8 — Nova linha da variavel de entrada -a¢f&o 2
(Exemplo 5)
Iteracéo Va(iével Equacgdes Coeficiente de: L.ad_o
Basica 7 X1 X2 X3 X4 X5 Direito
z F.Obj.(0) | 1 3 5 0 0 0 0
0 X Restr. () | 0 1 [ 1 0 0 4
X4 Restr. (I1) 0 0 y. 0 1 0 12
Xs Restr. (Ill) | 0 3 2 0 0 1 18
z F.Ob.(0) | 1| 3 0 0 _g 0 30
1 X3 Restr.(I) | 0 1 0 1 0 0 4
X2 Rest. (In | o | |° 1 0 % 0 6
Xs Restr. (I | 0 3 0 0 -1 1 6
z F. Obj. (07)
X3 Restr. (I")
2 X2 Restr. (11"
X1 Restr. (") | 0 1 0 0 1 1 2
3 3

2. Determinar as novas linhas da Iteragao 2, usamdesmo procedimento da Ilteracédo 1.

Célculos da Iteracdo 2 — Linha Fung&o-Obijetive)(L3 € o coeficiente na coluna pivo. Logo,
Lo =(3 - L) + Lo

» Coeficiente Z: [{3) - 0] + 1 =1;

» Coeficientexi: [(-3) - 1]+ (- 3) =0;

» Coeficientex: [(-3) - 0]+ 0 =0;

» Coeficientexs: [(-3) - 0] + 0 =0;

5 3
» Coeficientexs: [(-3) - —3] + 5=
. 1
» Coeficientexs: [(-3) -§] +0=1;

» Coeficiente lado direito: (3 - 2) + 30 = 36.

Célculos da lteragdo 2 — Linha Restricdo d)(LL € o coeficiente na coluna pivo. Loge £
(1) Lw]+Lr.
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» Coeficiente Z: [(-1) - 0]+0=0;
» Coeficientexy: [(-1) - 1] +1 =0;
» Coeficientexo: [(—1) - 0] + 0 =0;
» Coeficientexz: [(-1) - 0] +1 =1,

« Coeficientexs: [(— 1) - (— %)] +0 :é;

» Coeficientexs: [(— 1) %] +0 :_%;

» Coeficiente lado direito: [(—1) - 2] +4 = 2.

Quadro 9 — Iteracéo 2

(Exemplo 5)
Variavel Coeficiente de: Lado
Iteracdo .y Equacdes o
Basica 7 X1 X2 X3 Xa X5 Direito
Z F.Obj.(0) | 1 3 5 0 0 0 0
0 Xa Restr. () | 0 1 [ 1 0 0 4
X4 Restr. (Il) 0 0 y. 0 1 0 12
Xs Restr. (Ill) | 0 3 2 0 0 1 18
z F.Obj.(0) | 1 3 0 0 _g 0 30
1 X3 Restr. (1" 0 1 0 1 0 0 4
X2 Rest.(r) | o | |° 1 0 % 0 6
Xs Restr. (I | 0 3 0 0 -1 1 6
z F.Obj. (00 | 1 0 0 0 g 1 36
X3 Restr. (1") 0 0 0 1 E —} 2
2 3 3
X2 Restr. (1I") 0 0 1 0 > 0 6
X1 Restr. (I | O 1 0 0 —} E 2
3 3

Para definir a solucdo basica viavel apds a lter&;abasta analisar o Quadro 9,
considerando a segunda e Ultima colunas e tomareba com valores iguais a zero, uma vez
gue nesse momento, S80 as variaveis nao-basicass\ar X1, X2, X3, X4, Xs) = (2, 6, 2, 0, 0)
como solucao basica viavel apos a Iteracao 2.

Essa solucdo é 6tima? Sim, pois na Tabela Sim@exha mais nenhum coeficiente

positivo na linha que corresponde a funcao-objetivo
3
Logo, pela iteracdo 2, temdst >X +X5=36= Z= 36.

Portantox; = 2 exo = 6 otimizam o lucr@ = 36.
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Exemplo 6: Resolucéo do problema da Fabrica de Méige— Método Simplex Tabular

Vejamos mais uma situacéo-problema. Dessa vez,hamdp maximizacdo com 3
variaveis (adaptado de Saez, 2004):

Uma fabrica de Moveis comercializa trés produtossan- Tipo A, mesa — Tipo B e
cadeiras. A fabricac@o requer matérias-primas e dedabra. A mao de obra se classifica em
dois tipos: carpintaria e acabamento. A quantidiEeecursos necessarios para cada tipo de
produto € apresentada no Quadro 13. Atualmentéspéedde 48 tocos de madeira, 20 horas
para acabamento e 8 horas para carpintaria. Casta-a€ipo A é vendida por US$ 60, cada
mesa — Tipo B, a US$ 30 e cada cadeira a US$ 2thpgkesa acredita que hd demanda para os
trés produtos, mas acredita que vai ser vendidm@damo 5 mesas — Tipo B. Devido aos

recursos que ja foram adquiridos, a empresa queinzar seu lucro.

Quadro 10 — Informagfes de producéo

(Exemplo 6)
Recursos Mesas — Tipo A Mesas — Tipo B Cadeiras
Materiais (tocos de madeira) 8 6 1
Acabamento (horas) 4 2 15
Carpintaria (horas) 2 15 0,5

Quantas unidades de cada produto essa empresprddugir e qual o valor do maximo

lucro que podera obter nessas condicbes?

Pode-se considerar as seguintes variaveis:
x1: quantidade de mesas — Tipo A produzidas;
Xo: quantidade de mesas — Tipo B produzidas;

x3: quantidade de cadeiras produzidas;

Modelo:

6@y + 30 + 2(k3

&1 + 6x2 +x3<48
4+ 2+ 1,56<20
2+ 15:+05:<8

X2<5

maximizar

sujeito a:

e X1, X2, X3=> 0.



Passo 1Introduzir as variaveis de folga:

maximizar

sujeito a:

601 + 30x2 + 2(X3

81 t+tOBx +tX3 tXxs

4xy  +2% + 1,5 + X5

2x1  +1,5¢ +0,5¢ + X6
X2

x>0,parg=1,2,3,4,56e7

+ X7

64

48 (1)

20 (1)

8 (Ill)
5 (IV)

Passo 2Encontrar uma solucao basica viavel inicial. Todwx,, X2 € X3 como variaveis nao-

bésicas (valores iguais a zero), obtemos facilmams@ucao basica viavel inicial (0, 0, 0, 48,

20, 8, 5).

Passo 3Teste de otimalidade.

Z =60 + 3%+ 20x3s. Como ha coeficientes positivos na fungéo-objetiveolucdo béasica (O,

0, 0, 48, 20, 8, 5) é viavel, mas néo é 6tima.

Passo 4 Tomaremosi: como variavel basica de entrada, pois tem o deefie menor.

Passo 5Definicdo da variavel basica de saida. Inicialtegmamos identificar a linha, coluna

e coeficiente pivd, calculando antes a coluna Razéo

Quadro 11 - Linha, coluna e coeficiente pivd —a¢éio 1

(Exemplo 6)
Variavel N Coeficiente de: Lado N
P Equacbes L Razéo
Basica Z| x X2 X3 X4 X5 X6 x; | Direito
z |Fob.] 1] 60] 30 =20 0 0 0 0
X Rest. () | o [ 4 6 1 1 0 0 48 gz 6
xs | Rest.(y| o |*] | 2 | 15| o 1 0 0 20 ?: 5
X6 Restr. () || 0] | 2 15| 05 0 0 0 8 2:4
x» | Restr. (V)| 0| [0 1 0 0 0 1 5

Aplicando-se o teste da razdo minima, identifieadinha da restricdo (I1l) como a

linha pive. Assim, quandr, assume o valor 4 cai a zero, poisX + 1,5¢ + 0,5G + xs = 8

=((2-4)+(1,5-0) +(0,5- 0)x=8= xs = 0. Portantoxs sera a variavel basica de saida.
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Passo 6Encontrar uma nova solucdo béasica viavel. Raaliasse o processo de pivoteamento,

temos os resultados das Quadro 12 a seguir:
Quadro 12 — Iteracao 1

(Exemplo 6)
- | variavel . Coeficiente de: Lado
Iteracdo L Equacdes o
Basica Z| x X2 X3 X4 Xs X6 x; |Direito
Z F.Obj.(0)| 1 60 30 20 0 0 0 0 0
X4 Restr. () | 0| [ § 6 1 1 0 0 0 48
0 X5 Restr. (I) | O 4 2 1,5 0 1 0 20
X6 Restr. (Il1) || 0 2 15| 05 0 0 1| O 8
X7 Restr. IV) | 0] |0 1 0 0 0 0 1 5
Z F.Obj. (0) ] 1 0 -15 5 0 0 —3( 0 24(
Xa Restr. (I | O 0 0 -1 1 0 -4 0 16
1 Xs Restr. (I | O 0 -1 0,5 0 1 -2 0 4
X1 Restr. (III | O 1 0,75| 0,25 0 0 0,5 0 4
X7 Restr. (IV')| 0 0 1 0 0 0 0 1 5

Para definir a solu¢do basica viavel apds a l&erdg basta analisar o Quadro 12, onde
temosx: = 4,x4 = 16,xs = 6 ex7 = 5, sendoe = X3 =X = 0, uma vez que nesse momento, S&0
as variaveis ndo-basicas definidas nessa iterAsdim, i, X2, X3, X4, Xs, Xs, X7) = (4, 0, 0, 16,

6, 0, 5) é a solucéo basica viavel apos a lteracao

Essa solucao é 6tima? Nao, pois na Tabela Simplda &a um coeficiente positivo em

uma das variaveis ndo-basicas na linha que comdsp®d funcéo-objetivo. Logo, em relagéo

ao lucro maximo, pode-se afirmar que o valor é mague 240.

Voltando ao Passo: 4 omaremos, agoraz como variavel basica de entrada, uma vez que, € 0

coeficiente positivo que persiste na funcao-obgetiv

Passo 5: Segundo os mesmos procedimentos da dexatgior, 0 quadro a seguir apresenta

os calculos da nova coluna razéo e a identificdg@dmoluna, linha e coeficiente pivo.
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Quadro 13 — Coluna piv6 — Iteracéo 2

(Exemplo 6)
Variavel . Coeficiente de: Lado 5
‘o Equacobes o Razao
Basica Z| x X2 X3 X4 X5 X6 x; | Direito

Z F.Obj. (0)] 1 0 -15 5 0 0 - 30 0 240

X4 Restr. (I | O 0 0 ! 1 0 -4 0 16
4

Xs Restr. (I || 0] o -1|] o4 0 1] -2 0 4 o8
4

X1 Restr. (1N | 0 1 0,75 0.25 0 0 0,5 0 4 5 2‘= 16

X7 Restr. (IV)| 0 0 1 0 0 0 0 1 5

Aplicando-se o teste da razdo minima, identifica-keha da restricdo (lI) como a linha
pivd. Assim, quandaes assume o valor &g cai a zero, pois ¥ + 0,56 +x5s— 2 =4= -0+
(0,5 - 8) s — (2 - 0) = 4= x5 = 0. Portantoxs sera a variavel basica de saida.

Voltando ao Passa &ncontrar uma nova solucao basica viavel. Realiasse o pivoteamento,

temos a Quadro 14 a seguir:

Quadro 14 — Nova linha da variavel de entradara¢éo 2

(Exemplo 6)
_ | variavel 5 Coeficiente de: Lado
eragao | “gasica | SAUACOES X1 X2 X3 X4 X5 X6 x; |Direito
z F.Obj.(0)| 1 60 30 20 0 0 0 0 0
X4 Restr.() | 0| [ 8 6 1 1 0 0 0 48
0 X5 Restr. (I) | O 4 2 15 0 1 0 0 20
X6 Restr. (Ill) || 0 2 15| 05 0 0 1| O 8
X7 Restr. (IV) | 0] |9 1 0 0 0 0 1 5
Z F.Obj. (0)] 1 0 -15 5 0 0 —3( 0 24(
Xa Restr. (I | O 0 0 -1 1 0 -4 0 16
1 X3 Restr. (I |[ 0 0 -1|| 05 0 1 -2 0 4
X1 Restr. (1IN | 0 1 0,75 | [0.25 0 0 0,5 0 4
X7 Restr. (IV)| 0 0 1 0 0 0 0 1 5
z F.Obj. (07| 1 0 -5 0 0 -25 -10 0 280
X4 Restr. (I) | O 0 -2 0 1 0,5 -8 0 24
2 X3 Restr. (IM) | O 0 -2 1 0 0,5 -4 0 8
X1 Restr. (1IN | 0 1 1,25 0 0 -0,125 1,5 0 2
X7 Restr. (IV")| 0 0 1 0 0 0 0 1 5

Para definir a solugéo basica viavel apos a Itera¢cdasta analisar o Quadro 14, onde

temosx1 = 2,x3 = 8,x4 = 24 ex7 = 5, sendo = X5 = X = 0, uma vez que nesse momento, sao
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as variaveis ndo-basicas definidas nessa iter&sdam, (i, X2, X3, X, X5, Xs, X7) = (2, 0, 8, 24,
0, 0, 5) é a solucédo basica viadvel apos a Iteracdo

Essa solucéo é 6tima? Sim, pois na Tabela Sim@exha mais nenhum coeficiente
positivo nas variaveis ndo-basicas na linha queesponde a fungéo-objetivo.

Portantox; = 2,x = 0 exs = 8 otimizam o lucr@ = 280, ou seja, para obter esse lucro,
essa Fabrica de Mdéveis deve produzir 2 mesas — Aigo8 cadeiras com o0 material ja
adquirido.

Exemplo 7: Resolu¢éo do problema da Alumilamina S.A- Método Simplex Tabular
Vejamos agora a resolucdo do problema da Alumilanppor meio da forma Tabular

do Simplex, ja com modelo matematico definido elkeda pelo método gréafico na se¢éo 2.1.

Essa é uma situagdo relacionada a minimizacao@venduas variaveis de decisdo:

minimizar 1064 + 200
sujeito a: 81+ 20> 16
X1+ X >6
21 + X > 28.
e X1>0ex2>0.

Passo 1Introduzir as variaveis de folga e alterar a imginimizar para maximizar:

minimizar C =100 + 200

maximizar C =—-1061 — 2002

Sujeito a: 8x1 + 2 —Xs = 16 ()
X1 X —X4 = 6()
21+ X —xs = 28(lll)

e: x>0, parg=1,2,3,4,5.

O leitor atento ira perceber que ndo podemos nliglipor (— 1) as equagdes oriundas
das restricbes afim de determinar as variaveiscagspois isto tornaria o lado direito das
equacdes negativos, obtendo, desta maneira, o f@ndo — 16, — 6, — 28) que nédo € viavel,

nao garantindo, assim, a convergéncia do MétodpI8in

Passo 2Com esse problema, observamos e também podems&izo pela Figura 10, que o

ponto (0,0) ndo pertence a regido viavel. Logo,s&pode configurar as variavegise x. para
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o valor zero. Assim, é necessario realizar algumeages consecutivamente o teste da razéo
minima com os dados das linhas referentes ascfsdripara definir, quais dessas cinco
variaveis xi, Xz, X3, X4 €Xs, S0 as trés que inicialmente ocupam a posic&areveis basicas

para que o algoritmo do Método Simplex possa ssrdado. Inicialmente trabalha-se somente

com as linhas referentes as restricdes, até quaiaseis basicas e ndo-basicas sejam definidas.

Quadro 15 — Dados do problema

(Exemplo 7)
Coeficiente de: Lado
Equacdes S
C X1 X2 X3 X4 X5 Direito
F. Obj. 1| -100| -200 0 0 0 0
Restr. (1) 0 8 2 -1 0 0 16
Restr. (1) | O 1 1 0 -1 0 6
Restr. ()| O 2 7 0 0 -1 28

» Definicdo da 12 variavel basicalividindo-se os coeficientes independentes do lado
direito pelos coeficientes positivos da sua resgeedinha nas restricées, temos o teste
da razdo minima:

* Restricdo (1): 16 : 8 =2{) e 16 : 2 = 8X2).
* Restricdo (Il): 6 : 1 = 6x¢ eX2).
e Restricao (Ill): 28:2=14x() 28:7 =4x%2).

Como a raz&o minima resultou em 2, temos a seduihtg coluna e nimero pivo:

Quadro 16 — Linha, coluna e coeficiente pivd —drfawel basica

(Exemplo 7)
Coeficiente de: Lado
Equacdes o
(o X1 X2 X3 X4 X5 Direito
Restr. () | 0O 8 2 -1 0 0 16
Restr. (Il) 1 1 0 -1 0 6
Restr. (I11) 2 7 0 0 -1 28

Realizando-se o pivoteamento, temos:
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Quadro 17 — Pivoteamento — 12 variavel basica

(Exemplo 7)
. Coeficiente de: Lado
Equacoes T
C’ X1 X2 X3 X4 Xs Direito
Restr.(I) | © 8 2 -1 0 0 16 |
Restr. (I) | © 1 1 0 -1 0 6
Restr. (1) | 0 2 7 0 0 -1 28
Restr. (I | O 1 0,25 | -0,125 0
Restr. (I | 0 0 0,75 | 0,125 -1
Restr. (Il | O 0 6,5 0,25 0 -1 24

Logo,x:1 é a primeira variavel definida como bésica.

Definicdo da 22 variavel basicdesconsiderando a coluagpois ja esta definida como
basica) prosseguimos com o0 teste a razdo mininvidirdio-se os coeficientes
independentes do lado direito pelos coeficientesitigpos da sua respectiva linha nas
restricdes, temos:

* Restricdo (I): 2: 0,25 = &{).

« Restricdo (11): 4: 0,75 = 5,), 4:0,125 = 32%).

e Restricdo (Ill): 24 : 6,5 3,69 &) 24 : 0,25 = 96x3).

Como a razao minima resultou em aproximadamen$e &Bos o Quadro 18 a seguir:

Quadro 18 — Linha, coluna e coeficiente pivo —difawel basica

(Exemplo 7)
. Coeficiente de: Lado
Equacgdes o
(o} X1 X2 X3 X4 Xs Direito
Restr. () | 0O 8 2 -1 0 0 16
Restr. (I) | © 1 1 0 -1 0 6
Restr. ()| 0 2 7 0 0 -1 28
Restr. (I | 0 1 0,25 | —0,126 0 0 2
Restr. (I) | 0 0 0.75(| 0,125 -1 0 4
Restr. (1IN | 0 0 8,5 0,25 0 -1 24 |

Realizando-se o pivoteamento, temos (coeficiergesrahis foram aproximados):
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Quadro 19 — Pivoteamento — 22 variavel basica

(Exemplo 7)
. Coeficiente de: Lado
Equacoes T
C’ X1 X2 X3 X4 Xs Direito
Restr. (I) 0 8 2 -1 0 0 16 |
Restr. (Il) | © 1 0 -1 0 6
Restr. (lIl) 0 2 7 0 0 -1 28
Restr. () | 0 1 029| -0,125 0 0 2
Restr. (I) | 0 0 0.75(| 0,125 -1 0 4
Restr. (Il | 0 0 5,5 025| O —1 24 ]
Restr. (1) 0 1 0 —-0,13462 0 0,03846 1,07692
Restr. (1I") 0 0 0,0961 -1 0,11538 1,23077
Restr. (111" 0 0 0,03846 O -0,15385 3,69231

Logo, x2 é a segunda variavel definida como basica.

» Definicdo da 32 variavel basicalesconsiderando as colunase x2 (pois ja foram
definidas como basicas) prosseguimos com o teség&@ minima, dividindo-se os
coeficientes independentes do lado direito peleficdentes positivos da sua respectiva
linha nas restricdes, temos:

e Restricdo (I): 1,07692 : 0,03846 = 28)(

« Restricio (II): 1,23077 : 0,09615 = 12)8)(e 1,23077 : 0,11538 = 10().

* Restricao (Il1): 3,69231 : 0,03846 = 96)(e 24 : 0,25 = 96x§).

Como a raz&o minima resultou em aproximadamenée(s), temos a seguinte linha,

coluna e nimero para novo pivoteamento:
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Quadro 20 — Linha, coluna e coeficiente pivd —@%avel basica

(Exemplo 7)
. Coeficiente de: Lado
Equacoes T
c X1 X2 X3 Xa Xs Direito
Restr. (1) 0 8 2 -1 0 0 16|
Restr. (Il) | © 1 1 0 -1 0 6
Restr. (11I) 0 2 7 0 0 -1 28
Restr. (IN | 0 1 0,29 | -0,125 0 0 2
Restr. (I) | 0 0 0.75(| 0,125 -1 0 4
Restr. (I | 0 0 6,5 0,25 0 -1 24 |
Restr. (I | O 1 0 |-013462 0 [0.03844 1 07692
Restr. (II") | O 0 0 |[[o0,00615 -1 [0.11539 1 23077|
Restr. (IlI") | 0 0 1 | 003846 0 [-Ca1538% 3,69231

Realizando-se o pivoteamento, temos (coeficientesrthis foram aproximados para

facilitar a visualizagao):

Quadro 21 - Pivoteamento — 32 variavel basica

(Exemplo 7)
Coeficiente de: Lado
Equacobes S
c X1 X2 X3 X4 Xs Direito
Restr. (1) 0 8 2 -1 0 0 16 |
Restr. (Il) | © 1 1 0 -1 0 6
Restr. (11I) 0 2 7 0 0 -1 28
Restr. (IN | 0 1 0,29 | -0,125 0 0 2
Restr. (I) | 0 0 0.75(| 0,125 -1 0 4
Restr. (I | 0 0 6,5 0,25 0 —1 24]
Restr. (I | © 1 0 |-013462 0 [0.03844 1 07692
Restr. (II") | O 0 0 |[[o0,00615 -1 [0.11539 1 23077|
Restr. (IlI") | 0 0 1 | 003846 0 [-Ca1538% 3,69231
Restr. (I") 0 1 0 —} E 0 ﬂ
6 6 6
Restr. (1I') 0 0 0 E - 5—2 1 %
6 6 6
Rest. (") | 0 | 0 1 1 _8 0 32
6 6 6

Logo, xs é a terceira variavel definida como bésica.
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Comoxi, X2 € X5 Serdo as variaveis basicas iniciais, consequentenxe e x4 serao as

variaveis nao-basicas inicias, cujos valores ségéais a zero. De acordo com o ultimo

64 32

. . 4
pivoteamento realizado no Quadro 16, nota—se@pa% 6= S X =

Logo, para a solucéo basica viavel inicial s(%ré %2, 0, 0,6—;).

Desenvolvendo a funcéo-objetivo em relacdo aswveis ndo-basicas, temos:
1 8 3
C’ =~ 1064~ 200¢ = 0= C' =~ 100- (2 —§X4+%) — 200. (—%mgxﬁg) =0

100 1400 7000

=>C e e T A
Quadro 22 — Iniciando a 12 Iteracéo
(Exemplo 7)
Coeficiente de: Lado
Equacgdes S
(0% X1 X2 X3 X4 X5 Direito
F.obj.(0) 1| o o | 100 |_ 1400} _ 7000
6 6 6
Restr. (1) 0 1 0 _} E 0 f
6 6 6
Restr. (I) | O 0 0 § —5—2 1 %
6 6 6
Rest. ()| 0| 0 1 1 _8 0 32
6 6 6

Passo 3 Teste de otimalidade. Como um dos coeficientssvdaiaveis ndo-basicas no lado

esquerdo da 12 linha é positivo, a solu(;%o %2, 0, 0,6—;) nao é otima.

Passo 4 Tomaremos«s como varidvel basica de entrada, pois € a variquelapresenta o

coeficiente positivo.

Passo 5Definicdo da variavel basica de saida. Inicialtegtetermina-se da coluna pivé (onde

encontra-seo) e efetua-se os célculos da coluna razéo:



Quadro 23 — Coluna pivd — Iteracéo 1
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(Exemplo 7)
Variavel . Coeficiente de: Lado .
. Equacdes S Razéo
Basica c X1 X2 X3 X4 X5 Direito
c  |Eob. 1| o o | 100 | _14001 _ rooo
6 6 6
X1 Restr. (1) 0 1 0 —} g 0 ﬂ
6 6 6
Xs Rest. ()| 0| o0 0 S I 64 1645 _64
6 6 6 6 6 5
1 8 32 32 1
Restr. (llI 0 0 1 — —— 0 — — ==
X i 6 6 6 6 6 32

Pelo teste da razdo minima, a linha pivd esta stag&o (11). Logoxs sera a variavel

. . 64
de saida e seu valor cai a zero, quagdssume 0 valo15=.

Quadro 24 - Linha, coluna e coeficiente pivd —a¢éio 1

(Exemplo 7)
Variavel Coeficiente de: Lado
Iteracéo L Equacdes e
Basica C X1 X2 X3 Xa X5 Direito
c Fob.©| 1| o0 o | 100 | _14001 4 _ 7000
6 6 6
X1 Restr. (1) 0 1 0 —} g 0 il
0 6 6 6
5 52 1 64
Restr. (Il 0 0 0 — - =
* ) 6 6 6
1 8 32
X2 Restr. (llI 0 0 1 = —— 0 -
(i 6 6 6

Passo 6 Achar uma nova solucéo basica viavel. Realizas®lo-pivoteamento, temos:
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Quadro 25 — Iteracéo 1

(Exemplo 7)
Variavel Coeficiente de: Lado
Iteracéo .y Equacdes e
Basica c X1 X2 X3 X4 X5 Direito
c F.Obj. (0)| 1 0 0 100 | 1400 0 _ 7000
6 6 6
X1 Restr. (1) 0 1 0 —} E 0 ﬂ
0 6 6 6
5 52 1 64
Xs Restr. (Il 0 0 0 — - =
an 6 6 6
X2 Restr. (I)| 0 0 1 } _§ 0 3_2
6 6 6
c F.Obj. (0)| 1 0 0 0 —60 —20 —920
X1 Restr. (I | O 1 0 0 _Z E 2,8
1 5 5
52 6 64
Restr. (II 0 0 0 1 - e l
% ) 5 5 5
X2 Restr. (11| O 0 1 0 2 1 3,2
5 5

Para definir a solugdo basica viavel apos a lterdgébasta analisar o Quadro 25,
. 64 . ~ :
considerandos = T X 2,8 exo = 3,2. As variaveis ndo-basicas sae xs = 0. Assim, Xu,

X2, X3, Xa, Xs) = (2,8, 3,2%', 0, 0) é a solucéo basica viavel apos a Iteragdo 1

Essa solucéo é 6tima? Sim, pois na Tabela Sim@exha coeficientes positivos na
linha que corresponde a funcéo-obijetivo.
ComoC’ =-920= C =-C’ =920 e esse € 0 custo minimo.

Logo, a fabrica de S&o Paula)(devera operar 2,8 dias, enquanto que a fabri¢dao
de JaneiroX;) devera operar 3,2 dias. O custo minimo é pardumifémina atender aos
contratos formados € de R$ 920.000,00.
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5. VIABILIDADE E ABORDAGEM PARA AULAS NO ENSINO
MEDIO

A Programacao Linear tem sido abordada informaleeatEnsino Médio, embora por
uma gquantidade ainda infima de educadores, poraralg maioria deles ndo estuda o tema
durante a sua formacdo. O PROFMAT tem alavancadmedagem do tema, pois, conforme
descrito na Introducdo desse trabalho, alguns $sofes que cursaram esse Programa de
Mestrado tém voltado o tema de suas dissertacdasepaa area. Embora haja uma relacéo
direta com diversos conteudos da area de Matematcd&nsino Meédio, no Brasil, a
Programacdao Linear é tratada de maneira formalsienm® curriculo do Ensino Superior, em
diversos cursos de Graduagao.

Em Portugal, o Ensino Secundario engloba do 1d28@no e corresponde ao Ensino
Médio no Brasil. Segundo Dias (2011, p. 5), “Reamitho o potencial para a motivacao dos
alunos, este tema passa a ser obrigatdrio comoggdPnas de Matematica A e B para o 11°
ano e 12° ano, respectivamente, homologados eme2§02 entraram em vigor no ano letivo
de 2004/2005".

O tema Programacdao Linear permite que sejam abamsdados os temas transversais,

referidos nos Programas de Matematica, que se passacionar:

Comunicacao Matematica;

Aplicacdes e Modelacdo Matematica;

Histdéria da Matematica;

Légica e Raciocinio Matematico;

Resolucdo de Problemas e Atividades Investigativas;
Tecnologia e Matemética.

No programa de Matematica B para 0 12° ano, o tBmmramacao Linear” aparece
como uma ferramenta de planejamento e gestdo. Q..pbjetivo principal é
familiarizar os alunos com situacbes de gestdoa pmpre estes desenvolvam
competéncias para tomar boas decisdes em ternm@arggamento. Como objetivos
pretende-se que os estudantes sejam capazes de:

= Reconhecer que diferentes situacdes podem seritdesgelo mesmo modelo
matematico;

= Resolver numérica e graficamente problemas sing@gsogramacao linear;

= Reconhecer o contributo da Matematica para a tordadiecisdes, assim como
as suas limitacdes (SILVA et apudDIAS, 2011, p. 5 - 6).

A Programacao Linear também esta presente no Md&tutio Ensino Profissional em
Portugal e as competéncias mateméaticas que ossatiexem desenvolver estdo listadas a
sequir:

= Aptidao para reconhecer as vantagens na escollrafelenciais, no uso das
coordenadas e de condicdes para modelar situagéssleer problemas;
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= Aptiddo para elaborar, analisar e descrever modedoa situagdes reais, em
especial as de planejamento (producéo ou outras);

= Aptidao para reconhecer sobre os modelos os vadtirass para cada situacao e
capacidade para tomar boas decisées;

= Capacidade de comunicar oralmente e por escrisguEs;des problematicas e os
seus resultados;

= Capacidade de apresentar de forma clara, organizadam aspecto grafico
cuidados os trabalhos escritos, individuais ou depa@ quer sejam pequenos
relatorios, monografias;

= Capacidade de usar uma heuristica para a resalegdimblemas.

Os objetivos de aprendizagem que se pretende calaress atinjam sdo os seguintes:
= Utilizar sistema de coordenadas para obter equagdesjuacdes que representem
determinados lugares geométricos (retas e donpranss);

= Utilizar os estudos grafico, numérico e analitieofan¢cdes afins, com resolucéo

de equacdes e inequacdes;

= Relacionar os efeitos das mudancas de parametsagraficos das funcdes afins,

bem como entre os sinais dos coeficientes e a owiagt

= Resolver numérica, graficamente e, com recurs@gramas computacionais (na

folha de calculo), problemas de programacéo linear;

= Abordar a histéria da programacao linear como feersta de gestdo e nos

contextos da sua criacdo e desenvolvimento;

= Resolver numérica, grafica e algebricamente algistemas de equagbes e
inequacdes;

= Utilizar a tecnologia e programas computacionajgeesicos para a gestao e

planejamento;

= Reconhecer a contribuicdo da matematica para adeoa@decisdes, assim como
as suas limitagdes;

= Comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dusepsos de trabalho e critica
dos resultados (SILVA et apudDIAS, 2011, p. 6 — 7).

Portanto, pode-se notar a estreita relacdo dardmagao Linear com conteudos do
Ensino Médio. As situacdes-problemas descritaseneabalho por meio dos exemplos 1 e 2,
permitem a abordagem de assuntos como Plano @Gateddeia de Semi-Plano e demais
conceitos geométricos, Equagcdo da Reta, Repreden@cafica de uma Funcdo Afim,
Inequacdes e Equacdes, resolucdo de Sistemas ésneam visualizacdo grafica de tais
sistemas, contemplando as restricdes e as regdadag por esse fator, entre outros assuntos.
Uma sugestao de atividade estd em utilizar modelo®lhantes como sondagem e andlise de
conhecimentos prévios sobre esses assuntos, dpredeaos alunos, situacdes interessantes e
relativamente simples de resolver. No decorreratddes, o professor pode dar continuidade a
aproximacdo dos alunos a situacfes desse tipo rardim-as para explicar conceitos e

definicbes até que eles passem a resolver probldessa natureza.

Em relacdo aos exemplos 3 — 7 sobre o Método Sxnipdetoda uma série de definicbes
envolvidas e relacionada a Geometria Plana e Edpddatrizes e especialmente Sistemas
Lineares, onde pode-se avaliar a viabilidade drmsig, 0 comportamento das variaveis em

situacOes reais (adaptadas para o contexto escAlnnvestigar Método Simplex em sua
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forma geométrica, algébrica e tabular é interessaos alunos compreenderem a origem, o

desenvolvimento e a relagéo entre os contetdos.

Vale ressaltar também a importancia da modelagetemddica em todos os exemplos
abordados. Boa parte dos alunos e até professwese depararem com um PPL de apenas
duas variaveis, espantam-se ao perceber que oveneato de mais trés variaveis de folga,
torna a resolucdo mais pratica no Simplex. TemosBrasil, sim, diversos professores
motivados, participando de cursos de formacéo oatia, buscando atualizagéo e estratégias
diferentes de mobilizar seus alunos para uma ajagem significativa. As diversas
aplicacdes e relacdes com o cotidiano envolvendamieacdo de custos e minimizacao de
lucros, tendem a gerar aos Problemas de Prograrhagger um potencial de motivacao dos

alunos.

Assim, esse trabalho propde com o0s exemplos daSesegnteriores, envolver
Problemas de Programagcéo Linear no contexto dedamgedorismo aos alunos de 22 e 32 série
do Ensino Médio. Segundo dados do SEBRAE em 248 pPofessores foram capacitados,
atendendo 7858 estudantes do ensino médio em WBsib. Estima-se que 500 mil estudantes
do Ensino Médio tenham sido atendidos no biénigdZI15 nas trés solugdes educacionais
que compdem o portfolio do Programa Nacional de ckgio Empreendedora do
SebraeFormacédo de Jovens Empreendedpisspertare Crescendo e Empreendendo

Trata-se de temas muito relevantes para essadtira de alunos, pois:

A educacdo empreendedora para 0 Ensino Médio sistdugada com o objetivo de
colaborar para o desenvolvimento integral dos jsveprocurando estimular o
protagonismo juvenil, sensibilizar e preparar asdemntes para os desafios do mundo
do trabalho, instigando-os a identificarem opodadies e planejarem seu futuro por
meio de atitudes empreendedoras.

[...] Na Educacdo Empreendedora, ndo basta ersinggtidos técnicos ou apresentar
ao estudante os muitos dilemas e desafios de sosigalade, estimulando-o a pensar
caminhos de mudanca. E necessario, efetivamenpacité@lo a construir esses
caminhos por meio de acdes concretas e tecnicametasadas que tenham efetiva
capacidade transformadora e, sobretudo, o levdiaraadeoria a pratica.

[...] Assim, a Educacao Empreendedora é aquelajgyua o estudante a enxergar e
avaliar determinada situacdo, assumindo uma posj@ativa frente a ela,
capacitando-o a elaborar e planejar formas e égteat de interagir com aquilo que
ele passou a perceber (SEBRAE, 2017).

Pensando nesse contexto, seria interessante aagabale um projeto para que 0s
estudantes desenvolvam agfes de maximizagdo omizagao de situacdes ou planejem a

criacdo de um produto projetando obter lucro maxéfon custo minimo, tornando pratico os



78

assuntos estudados sobre PPL. Os alunos poderiggbereorientacdo sobre Educacédo
Empreendedora e em seguida pensariam numa sittegdade um negdcio proprio, onde, e
acordo com o ramo escolhido, definissem quaismeaim acdes de otimizacdo, podendo usar

como base, as situacdes-problemas abordadas redssfa.

Enfim, ao longo dos tempos é notavel a dificuldddemuitos alunos em manter-se
motivados a encontrar aplicagfes proximas, relegamsignificativas bem como a dificuldade
de muitos professores em criar situacées que moeéifin 0 comportamento e interesse desses
jovens. Estudar Problemas de Otimizagdo com foc®Bmsimples no contexto da Educacéo

Empreendedora pode ser uma boa alternativa.
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6. CONCLUSAO

A area de Pesquisa Operacional remete a um fagenmatico dinamico e pratico e com
aplicagbes nas mais variadas areas. Por meio ®e kekato historico contido nesse trabalho,
pode-se ter uma noc¢ao da evolucao desse tema passar do tempo e sua relevancia nos dias
atuais. Os estudos sobre Problemas de Otimizag@ertea ser praticos e interessantes e o
enfoque dado aos Problemas de Programacéo Lineangdescindivel para delimitacdo do
tema nesse trabalho.

O material produzido pelo Prof. Dr. Luiz Leduinall8s Neto e publicado no ano de
2006 para a Escola de Engenharia Industrial Mejl@ida Universidade Federal Fluminense
em Volta Redonda-RJ, introduz o tema Maximizandorasi e Minimizando Perdas com uma
linguagem simples e muito clara e, certamenteo fimaterial inspirador e o ponto de partida
dessa dissertacdo. Assim, o presente trabalho deataituacdes relativamente simples e
interessantes de como maximizar e minimizar fungé@ms meio dos Métodos Grafico e
Simplex. Para que néo fosse utilizado somenteariaigp do Método Simplex Tabular, foram
inseridas primeiramente as abordagens geométatgébrica visando fundamentar melhor a
compreensao.

Ha varios anos, desde os Parametros Curriculae®hais — Ensino Médio em 2000,
a resolucao de problemas tem sido abordada. Agies wentificar um problema, procurar,
selecionar, interpretar informacdes, formular hegés e prever resultados, selecionar
estratégias, interpretar e criticar resultadoserfaz validar conjecturas experimentando e
recorrendo a modelos, discutir ideias e produginentos convincentes, entre outras, ndo séo
novidades. Essas acoes estdo mantidas de formaitenph Base Nacional Curricular Comum
— Ensino Médio, que teve sua 22 versdo publicaddleily2016. O conteddo desenvolvido
nesse trabalho tem relacdo direta com essas ad@gerece, de forma acentuada, a analise
critica dos resultados obtidos, fato ndo muito aompodendo ser estimulado especialmente
pelo uso do Método Simplex.

As sugestbes de viabilidade para aplicacdo do teasaaulas no Ensino Médio
contempla também um contexto de empreendedorisracabdo promover a resolucdo de
Problemas de Programacé&o Linear bem como incerttidasenvolvimento da autonomia dos
jovens com sugestao de um projeto de criacdo dlifm® ou meios para otimizar situacdes. A
abordagem do conteudo e exemplos descritos nessaho tem relacdo bem préxima no
Ensino Médio com temas descritos no capitulo anteri
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Portanto, conclui-se que as expectativas em m@lags objetivos tragcados inicialmente
foram satisfatorias, ndo s6 em relacdo a resoldgd®roblemas de Programacgdo Linear
utilizando os Métodos Grafico e Simplex, mas tamisémo articular o texto de forma pratica
e direta possibilitando a compreensao dos métgulosjover a area de Pesquisa Operacional
e suas aplicacdes e apresentar perspectivas pasino.

Para estudos futuros de continuidade sobre o assugere-se temas como a énfase de
Programacao Linear na Base Nacional Curricular Gomo Ensino Médio ou até mesmo
projetos sobre Sustentabilidade relacionada a zdigAo de recursos naturais, entre outros.

Enfim, espera-se que, pela forma como o temabdfwicado e a clareza nas informacgdes
apresentadas que esse material sirva como umadss#ifidade para a compreensdo das
aplicacdes de Pesquisa Operacional e resolucambkemas de Programacéo Linear por parte
de estudantes, em especial de alunos do EnsinmMs&lin como para qualquer pessoa que se

interesse pelo tema apresentado nesse trabalho.
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