UFRRJ

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

CURSO DE POS-GRADUACAO EM MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL —
PROFMAT

DISSERTACAO

Numeros complexos: desenvolvimento e aplicacoes

Ronaldo Rafael Guedes Junior

2016



de Fe
Q2 q,
@\é °¢,/

feimd

Y
! -4
3

(4 3
Op, N
/\)Io de ‘2\(\?’

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENC!AS EXATAS
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

NUMEROS COMPLEXOS: DESENVOLVIMENTO E
APLICACOES

RONALDO RAFAEL GUEDES JUNIOR

Sob a Orientacdo da Professora
Eulina Coutinho Silva do Nascimento

Dissertacao submetida como
requisito parcial para obtencdo do
grau de Mestre, no curso de Pés-
Graduacao em Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT, Area de Concentragao
em Matemética.

Seropédica, RJ
Agosto de 2016






UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

CURSO DE POS-GRADUACAO EM MESTRADO PROFISSIONAL EM
MATEMATICA EM REDE NACIONAL — PROFMAT

RONALDO RAFAEL GUEDES JUNIOR

Dissertacdao submetida como requisito parcial para obtengcédo do grau de Mestre, no
curso de Pés-Graduagdo em Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT, area de Concentracao em Matematica.

DISSERTACAO APROVADA EM 31/08/2016

Eulina Coutinho Silva do Nascimento. Dr.2 UFRRJ
(Orientadora)

Aline Mauricio Barbosa. Dr.2 UFRRJ

Agnaldo da Conceigao Esquincalha. Dr. UERJ



RESUMO

Esta pesquisa teve por objetivo apresentar um material voltado tanto para
professores como para alunos de Ensino Médio, com vistas a ajuda-los a
preencher algumas lacunas no ensino dos niumeros complexos e em suas
aplicagdes. O trabalho realizado se constitui em uma tentativa de despertar
um maior interesse do aluno em relagdo a Matematica, especificamente,
quanto aos numeros complexos, convergindo, entdo, para que esses facam
suas proprias descobertas tornando e despertando a curiosidade dos
mesmos para esta aprendizagem. A metodologia adotada para o estudo foi a
revisdo bibliografica, através de livros, artigos e sites indexados a internet,
destacada na explicacdo detalhada, minuciosa e exata da parte do contetudo
acerca dos numeros complexos.

Palavras-chave: Numeros complexos; Aplicagdes; Resolucao de
problemas.



ABSTRACT

This research aimed to present a material both for teachers and for high
school students, who can help fill in some gaps in the teaching of complex
numbers and its applications. The work constitutes an attempt to arouse
greater interest of student in relation to mathematics, specifically, the
complex numbers, converging, so these make your own discoveries making
and arousing the curiosity of the same for this learning. The methodology
adopted for the study was to review, through books, articles and internet sites
indexed, highlighted in detailed explanation, thorough and accurate piece of
content on the complex numbers.

Keywords: Complex numbers; Applications; Troubleshooting.
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1 INTRODUCAO

Ao longo dos anos, com a experiéncia adquirida ministrando aulas de
matematica para turmas de ensino médio de instituicbes particulares e
publicas, bem como cursinhos preparatérios, tanto na area civil quanto
militar, percebemos certa deficiéncia por parte dos alunos em relacdo a
identificacdo das conexdes existentes entre os conceitos e definicdes
matematicas, principalmente no sentido de correlacionar assuntos
teoricamente distintos.

Boa parte dos alunos que deixam o ensino médio leva consigo a
impressao de que a matematica nada mais é do que um volume imenso de
regras desconexas e sem sentido que eles devem decorar e, 0 que é mais
grave, que eles sado incapazes de aprendé-las. Isso pode ser explicado
devido a uma exposigao tradicional dos conteudos, restringidas por um
material didatico limitado ou até mesmo por certo desconhecimento por parte
dos professores (seja por uma possivel deficiéncia na formacao ou falta de
um bom texto de referéncia para consulta). Isso gera um cenario de grande
risco, motivo de grande preocupacao por parte dos educadores, em
especial, os da area de matemaética.

Na apresentacdo da Segunda versao preliminar da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), Ribeiro (2016, p. 116) afirma que “em uma
sociedade cada vez mais baseada no desenvolvimento tecnolégico, os
conhecimentos matematicos tornam-se imprescindiveis para as diversas
acOes humanas, das mais simples as mais complexas”.

Hoje em dia, verificamos um grande avanco no sentido da formulacao
de leis e estratégias que visam atender aos alunos com dificuldade de
aprendizagem ou até mesmo desinteresse pelo estudo da matematica.
Contudo, com o intuito de proporcionar aos professores e também aos
alunos interessados em aprofundar os seus estudos em matematica de nivel
médio e a concorrer a vagas nos mais disputados concursos, bem como
participacdo em olimpiadas de matematica, elaboramos um material que
visa preencher algumas lacunas deixadas pelos tradicionais livros de ensino
médio com relacdo a um dos assuntos que mais amedrontam alunos e

professores: 0os numeros complexos.



Seja por uma infeliz escolha do nome (ja que complexo nos remete a
algo dificil) ou pelo fato de ser um dos ultimos assuntos abordados nessa
fase, acarretando assim pouco tempo para a exposicdo, 0S numeros
complexos e principalmente suas aplicagdes, deixam de ser apresentados
aos alunos de uma forma adequada, constituindo-se, assim, na visao dos
estudantes, em mais uma ferramenta inventada para que equacoes
algébricas tenham sempre solucéo.

E importante ressaltar que os nimeros complexos ndo fazem parte da
atual verséo preliminar da Base Nacional Comum Curricular, para o ensino
médio. Essa base curricular, como o préprio nome indica, representa um
norteador para a organizacdo dos conteldos minimos que devem ser

trabalhados, como consta no documento de apresentacao da BNCC:

A base é a base. Ou, melhor dizendo: a Base Nacional Comum,
prevista na Constituicdo para o ensino fundamental e ampliada, no
Plano Nacional de Educagao, para o ensino médio, € a base para
a renovagao e o aprimoramento da educagado basica como um
todo. (RIBEIRO, 2016, p. 2)

Porém, sendo essa base um indicador dos conteddos minimos que
devem ser trabalhados, ela ndo impede que outros tépicos sejam abordados,
possibilitando, assim, uma organizagdo que permita aos alunos terem
acesso a um conhecimento mais amplo. Nesse sentido, julgamos pertinente
a escolha desse tema, por entender que ele representa um avanco na
matematica aprendida no ensino médio, bem como um importante elemento
para correlacionar assuntos tradicionalmente distintos, possibilitando, assim,
aumento na capacidade de resolucao de exercicios.

Tradicionalmente, em uma primeira aula sobre o assunto, os alunos
sao apresentados aos numeros complexos da seguinte forma: Um numero
complexo é todo numero que pode ser escrito na forma z = a + bi, onde a e
b sdo numeros reais e i € a unidade imaginaria. O numero real a é a parte
real do numero complexo z e o numero real b € a parte imaginaria do
namero complexo z, denotadas por: a = Re(z) € b =Im(z), onde sao
definidas a adicdo, a multiplicagdo e a igualdade (TOFFOLI; SODRE, 2005).

E fato que as definigbes acima permitem que o conceito de nlimero

complexo seja apresentado aos alunos como uma extensao do conjunto dos



nameros reais, conjunto esse que norteia grande parte dos seus estudos em
matematica. Porém, a simples descricdo dessa unidade imaginaria,
representada por i, sem qualquer tipo de justificativa, d4 a impresséao de que
0 ponto alto desse avanco no conceito de numero esta vinculado a resolucao
de equacgdes do segundo grau com discriminante negativo e que as
operagOes definidas com esse novo tipo de nimero nada mais sdo do que
regras estabelecidas para preservar as propriedades operacionais dos
nameros reais.

Ao trabalhar como professor em cursos pré-militares, principalmente
com turmas de preparacgao para vestibulares do IME e ITA, nos deparamos
com alguns alunos que, ou nao tinham tido contato com niumeros complexos
ou tinham sido apresentados de uma forma considerada “néo ideal”. Uma
vez que esse assunto € muito cobrado nesses concursos, decidimos
elaborar um material que pudesse auxiliar alunos e professores interessados
em se aprofundar no assunto.

Sendo assim, a questao que norteou esse trabalho foi: Como ensinar
numeros complexos aos alunos do ensino médio utilizando, ndo sé uma
apresentacao diferente da usual, como também incluindo técnicas mais
sofisticadas como a forma exponencial? O objetivo desta dissertacdo &,
portanto, apresentar um material tanto para professores como para alunos
de Ensino Médio, que ajude a preencher algumas lacunas no ensino dos
nameros complexos e suas aplicacbes. A metodologia adotada para o
estudo foi a revisao bibliogréafica, através de livros, artigos e sites indexados
a internet.

O trabalho estd dividido em 5 capitulos, sendo o capitulo 1 a
introducdo ao tema, onde consta a motivacdo e a questdo norteadora do
trabalho. No capitulo 2 falaremos sobre as Equacbes Algébricas e as
quantidades sofisticadas. Para tanto, apresentaremos o desenvolvimento
histérico do conceito de niumero complexo através do avango das técnicas
de resolucéo das equacgdes algébricas.

No capitulo 3 apresentaremos a busca pela legitimidade dos Numeros
Complexos. Somamos a isso, as contribuicdes de Jean-Robert Argand e
Johann Carl Friedrich Gauss para uma interpretacdo geométrica e a
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identificacdo das operagbes com esses numeros, nao no sentido
quantificado, como ocorrem no conjunto dos numeros naturais, mas sim
como operadores de transformacgdes no plano.

No capitulo 4, o conjunto dos niumeros complexos sera apresentado,
segundo as ideias de William Rowan Hamilton, como um conjunto de pares
ordenados de numeros reais, para definirmos as formas algébrica e
trigonométrica, bem como suas propriedades. Para apresentar uma relativa
vantagem a apresentagdo operacional tradicional das formas algébrica e
trigonométrica, apresentamos a forma exponencial de Euler como uma das
maiores contribuigdes do trabalho.

No capitulo 5 apresentaremos as aplicacbes da forma exponencial.
Nos concentraremos em mostrar como a Teoria dos Numeros Complexos
pode ser utilizada como ferramenta para resolugdo de problemas com
elevado grau de dificuldade envolvendo, essencialmente, somatorios. Para
isso, utilizaremos alguns resultados conhecidos do Calculo Diferencial,
Teorema do Bindbmio de Newton, bem como Relag¢des Trigonométricas.

Por fim, nos apoiaremos em alguns exercicios selecionados de alguns
dos mais concorridos vestibulares do pais, bem como de olimpiadas de
matematica, nacionais ou internacionais, para mostrar, de uma forma

pratica, as aplicagdes das ideias desenvolvidas nesse trabalho.
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2 AS EQUACOES ALGEBRICAS E AS QUANTIDADES SOFISTICADAS

Ao anunciarmos o inicio dos estudos sobre niumeros complexos em
sala de aula, somos naturalmente levados, com o objetivo de motivar e,
talvez justificar a necessidade de tal tema, a apresentar a insuficiéncia dos
nameros reais, mediante a radiciagdo, como o elemento motivador dessa
nova teoria.

Mesmo que a essa altura, a resolucao de equacdes quadraticas nao
seja nenhuma novidade para os estudantes, até esse ponto, toda a
matematica estudada utilizava, no maximo, o conjunto dos numeros reais
como universo, ou seja, as equagdes que apresentavam solugdes
envolvendo raizes quadradas de numeros negativos eram simplesmente
classificadas como nao possuindo solucéao.

As manipulagbes com as raizes quadradas de numeros negativos e,
consequentemente o surgimento dos numeros complexos, estdo
intimamente relacionados aos avangos obtidos nas resolucdes de equacoes
algébricas de terceiro grau, e ndo de segundo grau, como naturalmente
somos levados a apresentar aos nossos alunos.

Sendo assim, com o intuito de valorizar todo caminho que foi
percorrido até aqui e acreditando que somente o reconhecimento dos
esforcos do passado podem nos dar uma real leitura do presente e,
consequentemente um planejamento futuro, estudaremos aqui a histéria dos
métodos de resolucdo das equacdes cubicas, bem como os matematicos
que contribuiram para tal avango, dando énfase aos trabalhos desenvolvidos
por Girolamo Cardano e Rafael Bombelli.

E muito importante ressaltar que o desenvolvimento dos nimeros
complexos nao se deu a partir da necessidade de resolugdo de equacdes do
segundo grau ou de qualquer outra. Era um fato bem comum e nem um
pouco traumatico, o reconhecimento, por parte dos matematicos, de
determinadas equacdes algébricas ndo possuirem solugdo. O elemento
propulsor do desenvolvimento dessa teoria foi o fato de determinadas
equacoes, de solucbes validas e conhecidas, quando desenvolvidas por
métodos proficuos, permitirem o surgimento de raizes de numeros

negativos, quantidades até entdo chamadas de invélidas.
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Na verdade, o fato de determinadas equacgdes ndao possuirem solucao
ou terem suas solugdes descartadas nao é um fato condicionado apenas as
raizes quadradas de numeros negativos. As famosas e tdo praticadas
equacgdes do segundo grau, por exemplo, sdo abordados ao longo da
histéria da matematica desde a época dos egipcios, babilénios, gregos,
hindus e chineses. Como os resultados obtidos nas resolugdes eram
geralmente interpretados geometricamente, ndao fazia nenhum sentido
considerar, por exemplo, raizes negativas, sendo tais equacoes
consideradas sem solucao.

O primeiro registro das equagdes polinomiais do 2°grau foi feita
pelos babil6nios. Eles tinham uma éalgebra bem desenvolvida e
resolviam equagbes de segundo grau por métodos semelhantes
aos atuais ou pelo método de completar quadrados. Como as
resolu¢cées dos problemas eram interpretados geometricamente
nao fazia sentido falar em raizes negativas. O estudo de raizes
negativas foi feito a partir do século XVIII (LUCHETA, 2008).

Podemos observar no trecho a seguir que, independente do avancgo
que as técnicas de resolucdo de equacdes quadraticas passavam, esses

tipos de raizes continuavam sendo desprezados.

Mesmo quando as equagdes quadraticas ja eram resolvidas por
métodos de solugéo por radicais, sempre que a formula levava a
resultados associados a numeros negativos ou a raizes quadradas
de numeros negativos, indicava-se a inexisténcia de solugbes
(PINTO JUNIOR, 2009, p.11).

Motta (2008 p. 92), afirma que historicamente as raizes quadradas de
nameros negativos ja se apresentavam aos matematicos muito antes desse
periodo. Data do século | d.C., decorrente de um problema geométrico, o
primeiro contato de um matematico com tais raizes.

Herdo de Alexandria, em sua obra “Esteriometria”, ao estudar o
volume de um tronco de piramide, no qual a base maior € um quadrado de
lado a, sua base menor um quadrado de lado b e sua altura h, utiliza uma

férmula, que ja era conhecida pelos egipcios:

1
V=§.h.(a2+ab+b2)
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Contudo, para determinar a altura do tronco de piramide, Herdo

. . -b\? .
deduziu a féormula h = |c? —2(“7) , sendo ¢ o comprimento da aresta

lateral do tronco. Como os valores de a, b e ¢ eram de facil obtencao, por
meio de medic¢des diretas, a férmula se mostrou bastante util. Ao tentar obter
a altura do tronco de uma piramide com os valores de a, b e c,
respectivamente iguais a 28, 4 e 15, ele n&o percebeu que a medida 15 era
insuficiente para “fechar” o tronco e obteve, através da férmula h = V- 63.

Pinto Junior (2009. p. 11-12) afirma que foi somente no periodo
conhecido como Renascimento, que o problema de resolver equacdes
cubicas mostrou aos matematicos da época a real necessidade de se
reconhecer 0s numeros negativos e as raizes quadradas dos mesmos como
nameros legitimos na matematica.

No mesmo texto, vimos que é verdade que, mesmo na antiguidade
grega, ja se encontravam registros de problemas que remetem a solucoes
de equacdes cubicas. Nesse contexto, podemos citar o problema da
duplicacdo do cubo, que consiste em encontrar duas médias proporcionais
entre o comprimento da aresta de um cubo dado e o dobro da medida dessa
aresta.

Ainda em Pinto Junior (2009, p. 12), percebemos que contribuicoes
semelhantes também sdo encontradas nos trabalhos da matematica arabe.
Data do século Xl o famoso livito Demonstracées de problemas de al-jabr de
Almuqabala, do matematico arabe Omar Khayan, onde, utilizando as
chamadas conicas de Apol6nio, encontra solucdées para diversos tipos de
equacoes cubicas.

Porém, € inegavel a conotacdo geométrica das situacdes descritas
anteriormente. Um significado mais geral, no sentido de buscar um método
geral para resolver equacdes cubicas sé sera alcancado no periodo
Renascentista. Isso se da mais precisamente com a matematica italiana do
século XVI, onde, depois de séculos de buscas, os matematicos
conseguiram apresentar um método de resolugdo envolvendo radicais,

semelhante ao das equacodes quadraticas.
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Domingues (apud IEZZI, 2013 p. 98-99) afirma que até o final do
século XV, a algebra pouco evoluira em relagdo ao conhecimento que
egipcios e babildénios tinham sobre o assunto, 1.800 anos a.C. Todavia, na
virada para o século XVI, um impulso foi dado no sentido de criacbes de
técnicas, geralmente pautadas por meio de manipulagcdes geométricas,
capazes de resolver equacoes algébricas, principalmente as de grau trés.

E é justamente nesse cenario que vamos “mergulhar’ a partir de
agora, para melhor compreender as grandes contribuicbes dadas, no
periodo renascentista, quanto as manipulagcdes com raizes quadradas de
nameros negativos.

Em sua dissertacéo, Pinto Junior (2009, p.12-13) afirma que o mais
rico trabalho matematico do século XV foi o “Summa de Arithmética,
Geometria, proportioni et proportionalita” de Luca Pacioli. Nele, Luca Pacioli
garante que a solugdo de uma equacgao cubica era tdo impossivel quanto a
quadratura do circulo. Tal afirmacdo foi, na época, de certa forma,
interpretada de uma forma dupla. Do mesmo modo que acabou por
distanciar alguns matematicos do objetivo de conseguir tal solugcao, acabou
por incentivar outros a focar ainda mais na busca por tal resultado.

Nesse sentido, destacamos a figura de Scipione Del Ferro que, indo
na contraméao das previsdes de Luca Pacioli, acabou por resolver o caso
especial da equacao cubica x°+ px = g, com p e q positivos. Nesse periodo,
configurado por um cenario de muito estudo e repleto de intrigas, a nao
publicacdo dos resultados de Scipione Del Ferro, que fez apenas uma
simples apresentacdo particular, contribuiu bastante para o surgimento de
uma das mais acirradas disputas matematicas envolvendo resolucdes de
equacbes algébricas.

Domingues (In IEZZI, 2013, p.98-99) conta que Antonio Maria Fior,
discipulo de Scipione Del Ferro desafiou publicamente Nicolo Fontana, mais
conhecido por Tartaglia, propondo a resolucdo de algumas equacdes de
terceiro grau. Para Tartaglia, a busca sobre solu¢des de equagdes cubicas
nao representava novidade alguma, visto que anos antes, através de um

amigo, ja tinha tido contato com problemas do género.
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Em 1535, Tartaglia, conseguiu encontrar a solugdo geral para
equacdes do tipo X2 + px2 = g. Fior e Tartaglia disputavam entre si, com o
objetivo de solucionar problemas matematicos.

Tartaglia venceu a disputa, pois, além de resolver todos os problemas
propostos por Fior, ndo teve seus problemas propostos resolvidos pelo
oponente, uma vez que estes implicavam na resolugéo de equagdes do tipo
X3+ px2 = q. (PINTO JUNIOR 2009, p.13)

Reza a lenda que, ao saber do duelo travado entre Fior e Tartaglia,
Girolamo Cardano (1501-1576), reconhecido por suas contribuicbes em
diversas areas do conhecimento, incluindo, é claro, a matematica, solicita a
Tartaglia a sonhada solucao das cubicas, com a intencao de publica-la, com
devido reconhecimento autoral, em sua obra Pratica Arithmeticae (1539).
Infelizmente, para Cardano, Tartaglia acaba por recusar o convite, visto que
tinha planos préprios de publicacao.

Pinto Junior (2009) diz que, apdés muita insisténcia, Cardano
consegue obter de Tartaglia a famosa férmula e a publica em sua obra Ars
Magna (1545). O Ars Magna, com consideravel influéncia de algumas obras
antecessoras, como o Liber Abaci (1202) de Leonardo de Pisa e do Summa
(1494) de Luca Pacioli, simboliza uma nova etapa das publicacoes
algébricas, visto que fornece as regras praticas de resolucdo de equacodes
cubicas por meio de radicais, de um modo semelhante ao que ja era
conhecido para as equacoes quadraticas.

Nesse ponto, vale a pena ressaltar que a publicacao do resultado das
cubicas por parte de Cardano, mesmo atribuindo a devida mencao de
autoria a Tartaglia, gerou um grande conflito entre os dois, ja que juntamente
a referéncia ao autor, ele também menciona o fato de, independentemente,
cerca de trinta anos antes, Scipione Del Ferro chegara aos mesmos
resultados.

Todavia, mesmo que de uma forma injusta, a férmula para resolugao
de equacgdes de terceiro grau seja atribuida a Cardano, ndo podemos negar
gue um dos aspectos mais notaveis da obra, foi evidenciar a existéncia das
chamadas quantidades “sofisticadas”, termo utilizado para referenciar as
raizes quadradas de numeros negativos.
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Em Domingues (In IEZZI, 2013 p.50), vemos que Cardano é
reconhecidamente o primeiro matematico a operar com raizes de numeros
negativos, pois apresentou um comportamento distinto de seus
antecessores com relacdo ao surgimento dessas quantidades “sofisticadas”
ao longo dos processos de resolugcao das equacgoes. Ao invés de ignora-las,
como era comum, ele criou exemplos com a intencdo de dar significado a
importancia de se trabalhar com elas.

Ele ja tinha apresentado, através de processos de multiplicacao,
5+V/—15 e 5+/—15 como raizes da equacdo x? + 40 = 10x, equacdo essa
obtida do problema de dividir o nimero 10 em duas partes cujo produto é 40
quando, ao utilizar a chamada “Férmula de Cardano” para Resolucbes de
Equagdes da forma x3 + mx = n, férmula essa, que em notagdo moderna,

podemos representar por

ndo conseguiu transformar a expressdo x = v2 + V=121 + v2 — V=121 no
nimero 4, que ja se sabia ser uma solugdo da equacgdo x> = 15x + 4.

Podemos dizer que a partir desse fato, tornou-se necessario uma
investigacdo mais profunda a respeito dessas “quantidades sofisticadas”.
Sendo 4 uma raiz legitima e a férmula de Cardano proficua, algum elemento
desconhecido deveria existir nesse desenvolvimento. Esse pensamento
gerou uma motivacdo extra e intensificou as pesquisas a respeito do
significado de tais numeros, diferentemente do que acontecia quando esses
elementos apareciam como raizes de equagdes, que eram simplesmente
ditas sem solucao.

Em Pinto Junior (2009, p14) temos que a aten¢édo dada por Cardano a
essas quantidades, aliada ao método de solucdo de equacbes cubicas
através de radicais, da origem a um processo longo e de extrema
importancia na histéria da matematica. A partir deste momento, uma nova

questdo vai alimentar o pensamento matematico: como justificar a
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possibilidade de efetuarmos célculos e admitirmos solugbes envolvendo
raizes quadradas de numeros negativos?

Domingues (apud IEZZI, 2013, p 55) afirma que quem muito
contribuiu para tirar a matematica desse impasse foi o0 matematico Bolonhés

Rafael Bombelli (1530-1579). Utilizando as relacdes V2+V=121 = a+
bW—=1 e V2—-vV=121=a-bJ/=1, ele conseguiu concluir a tarefa de

Cardano e, para essa famosa equacao, obteve a=2, b=1 e dai, x=4.

Contudo, Bombelli ndo se limitou a tal resolugdo. Em sua obra
L'algebra (1572), temos a primeira tentativa de apresentacdo para uma
teoria dos numeros complexa bem estruturada. Diferentemente da maioria
dos seus contemporaneos, Bombelli ndo estrutura sua obra em problemas
de cunho pratico e, a grande influéncia de Diofanto nos problemas
propostos, bem como a tentativa de dar um carater mais abstrato as
interpretacdes, indica um interesse em generalizar os casos que estudava,
elevando, assim, a matematica a um nivel superior.

Também podemos destacar, como contribuicio de Bombelli, a
linguagem simbdlica que ele utiliza. Sua notacdo algébrica foi,
gradativamente, substituindo as abordagens retéricas de seus antecessores.
Ele utilizou R.q. para denotar raiz quadrada e R.c. para raizes cubicas. Para

expressdes mais longas, utilizou o simbolo | |, utilizando, assim, por

exemplo, R.c. |2pR.q.21], para representar o que hoje chamamos V2 ++21.
Na figura 1, apresentamos um quadro demonstrativo que relaciona
alguns exemplos da linguagem simbolica utilizada por Bombelli, com a

linguagem adotada atualmente.
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Figura 1 — Comparacoes de Notacoes

Notacdo moderna | Publicada por Bombelli | Escrita por Bombelli
L wle
Sx £
z & s
=H = =
fa+ 76 Rg|4pRga | R|4pRE
Yo o129 RcLQquLOmIQUJ R32pR|Om 121

Fonte: www.somatematica.com.br/biograf/bombelli.php

Do ponto de vista das raizes quadradas de numeros negativos, ele

ndo s6 reconhece a existéncia, indicando-as como expressdées mais

“sofisticadas” que reais, como também apresenta algumas definicdes

elementares e regras para operar com elas.

Segundo Pinto Junior (2009), consta na pagina 133 de L’Algebra, o

seguinte trecho:

Encontrei um outro tipo de raiz cubica composta muito diferente
das outras, que nasce no capitulo do “cubo igual a tanto e
ndmero”, quando o cubo da terga parte do tanto é maior que o
quadrado da metade do nudmero, como nesse capitulo se
demonstrara, (...) porque quando o cubo do tergo do tanto é maior
que 0 quadrado da metade do nimero, 0 excesso nao se pode
chamar nem mais nem menos, pelo que lhe chamarei de piu di
meno, quando se adicionar € meno di meno quando se subtrair.
(...) E esta operagédo é necessaria (...) pois sdo muitos os casos
de adicionar onde s urge esta raiz, (...) que poderd parecer a
muitos mais sofisticada que real, tendo eu também essa opiniao,
até ter encontrado a sua demonstragdo em linha (...) mas primeiro
tratarei de os multiplicar, escrevendo a regra de mais e de menos.

Em seguida, Bombelli enuncia as regras de multiplicacdo, que citamos

abaixo.

Piu via piu di meno, fa piu di meno

Meno via piu di meno, fa meno di meno

Piu via meno di meno, fa meno di meno

Meno via meno di meno, fa piu di meno

Piu di meno via piu di meno, fa meno

Piu di meno via meno di meno, fa piu

Meno di meno via piu di meno, fa piu

Meno di meno via meno di meno, fa meno.
(BOMBELLI, apud PINTO JUNIOR, 2009, p.25)
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Hoje em dia, muitos historiadores da matematica afirmam que piu,
meno, meno di meno e piu di meno sao respectivamente 1, -1, -i e i. Mesmo
que tal afirmacgéo seja um tanto quanto perigosa, as regras apresentadas por
Bombelli, que também sao validas para os numeros reais, representaram um
grande avango no sentido de legitimar as raizes quadradas de numeros
negativos na matematica, possibilitando, assim, que matematicos
posteriores tivessem um contato bem estruturado com essas quantidades,
gue ja se encontravam munido de operagdes e propriedades especificas.

Mesmo com todas as contribui¢cdes, principalmente da matematica
italiana, no sentido tentar eliminar parte das caracteristicas misticas que
envolviam as raizes quadradas de numeros negativos, no fim do século XV,
trabalhar com essas quantidades, ainda causava certo incémodo. Seguindo
adiante na tentativa de dar uma identidade matematica a esses elementos,
mostraremos nos préximos capitulos como os matematicos dos séculos
posteriores contribuiram nessa caminhada, até que a missdo fosse
concluida, principalmente gragas aos trabalhos de matematicos como

Argand, Gauss e Hamilton.
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3 DO DESCONFORTO A LEGITIMIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS

Durante a pesquisa para a realizacdo desse trabalho, duas fontes
serviram de base teorica para a elaboracao desse capitulo. Sao elas: Pinto
Junior (2009) e Silva (2011). Grande parte da histéria do desenvolvimento
dos numeros complexos apresentada neste trabalho foi resgatada através
desses dois autores, conforme veremos a seguir. A caminhada pela busca
de um significado para as chamadas quantidades “sofisticadas” chega em
um periodo de intensa producao matematica.

Entre o fim do século XVI e inicio do século XVII, os avancos no
campo da algebra eram bem significativos, muito em parte a assimilacao do
trabalho realizado pelos arabes. Gracas aos trabalhos de Scipione Del Ferro,
Cardano e Tartaglia, mesmo com todas as polémicas ja citadas, a resolucao
de equacgbes do terceiro grau j4 era dominada pelos matematicos. Até
mesmo a resolucdo das equacbes algébricas de quarto grau ja era
conhecida e, dessa vez, quando da publicagdo no préprio Ars Magna de
Cardano, foi devidamente reconhecida como um trabalho de Ludovico
Ferrari (1522-1560), discipulo de Cardano, que néo sé resolveu a equagao
x* + 6x* — 60x + 36 = 0, proposta por seu mestre, como obteve uma férmula
geral para resolucédo de equacdes desse tipo.

Com a disponibilidade desses consideraveis resultados, mais uma
geragdo de matematicos contribuiu de maneira significativa, nesse periodo
que marca a transi¢ao entre o Renascimento e a Modernidade. Dentre eles,
podemos citar os trabalhos de Harriot, Girard e Descartes, que mesmo nao
admitindo ou, em alguns casos, apresentando certa relutancia quanto a
existéncia de raizes negativas ou “imaginarias”, muito contribuiram para os
avancos do desenvolvimento dos, agora, também chamados, numeros
impossiveis.

Posteriormente, citaremos as contribuicbes de Jonhn Wallis, Gottfried
Wilhelm Von Leibniz, que, por exemplo, utilizou as raizes quadradas de
nameros negativos em processos de fatoracdo, e Abraham de Moivre, no
sentido da tentativa de dar uma interpretacdo geométrica aos numeros

complexos.
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Hoje em dia, ndo encontramos dificuldades em relacionar as
quantidades imaginarias com relagcdes trigonométricas, ja que a
representacdo geométrica destas quantidades ja nos é familiar. Entretanto,
historicamente, a relacdo das quantidades imaginarias com as relagdes
trigonométricas ndo passou pela representacdo geométrica dos numeros
imaginarios, veremos que boa parte dessas relacdes
€ devida aos trabalhos de Euller e D’Alembert e que a caracterizacao
geométrica, propriamente dita sé foi desenvolvida no século XIX, nos
trabalhos posteriores de Argand e de Gauss.

A partir de agora, com o intuito de referenciarmos parte das
contribuicbes dos matematicos acima citados, apresentaremos
suscintamente algumas caracteristicas de suas obras, tendo como base
tedrica o trabalho de Pinto Junior (2009). Para tanto, iniciaremos com
Thomas Harriot.

Thomas Harriot foi considerado um dos pais da Analise Matematica.
Ele é responsavel por evidenciar a importancia da natureza e da formagao
das equacgdes, transformando o modo tradicional de lidar com as equacoes e
apresentando um processo que conduz a uma forma canénica.

Mesmo nao tendo admitido raizes negativas como solugdes das
equacodes, o0 mesmo valendo para os numeros “sofisticados”, suas equacoes
canbnicas serviram como modelos para determinar o niumero de raizes de
equacobes de terceiro e quarto graus (nos casos particulares em que todas
sao estritamente positivas). Este fato ja seria suficiente para ressaltar a
importancia da sua contribuicao dele para a matematica.

Albert Girard foi um pouco além de Harriot no que diz respeito a
legitimacdo das raizes de numeros impossiveis, visto que em seu livro
“Invention nouvelle em [lalgébre”, publicado em 1629, ele admite, em
diversos resultados, a existéncia de raizes negativas para equacoes.

Podemos dizer que Girard foi fortemente influenciado por outros
matematicos como Chuquet e Bombelli. Sua representagédo por apontar uma
raiz permanece até os dias atuais. No sentido da pesquisa sobre as
quantidades de raizes de uma equacao algébrica, podemos dizer que
apresentou um enunciado para o teorema fundamental da algebra, sendo,
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portanto, muito mais consideravel suas contribuicbes em relagcdo a
compreensao das quantidades negativas e “inexplicaveis”.

René Descartes (1596-1650), filosofo, matematico e fisico deve ser
considerado um génio da Matematica, pois relacionou a Algebra com a
Geometria, o resultado desse estudo foi a criacao do Plano Cartesiano. Essa
fusdo resultou na Geometria Analitica. Descartes obteve grande destaque
nos ramos da Filosofia e da Fisica, sendo considerada peg¢a fundamental na
Revolugao Cientifica, por varias vezes foi chamado de pai da Matematica
moderna. Ele defendia que a Matematica dispunha de conhecimentos
técnicos para a evolucao de qualquer area de conhecimento.

Sob forte influéncia da geometria euclidiana, verificamos que, em sua
obra, uma caracteristica marcante é a utilizacao de figuras como auxilio para
a resolucdo de equacbes e, ao determinar o lugar geométrico que
representa os valores das raizes, ele ndo garante a existéncia das raizes
“imaginarias”. Por exemplo, em um problema pratico de analise de curvas
quando o circulo ndo corta e nem toca uma reta, o problema algébrico é
traduzido por uma impossibilidade geométrica.

Ao estudar a natureza das equacdes, Descartes analisa a questao da
existéncia e do numero de raizes de uma equacao qualquer, fornecendo o

seguinte comentario:

Qualquer equagao pode ter tantas raizes distintas (valores das
quantidades desconhecidas) quanto o nimero de dimensdes da
quantidade desconhecida na equacdo. Suponhamos, por exemplo,
Xx=20uUXx-2=0, enovamente, x=3 ou x-3 =0. Multiplicando
asequagéesx-2=0ex-3=0,temosx2-5x+6=00ux2=5x-
6 . Esta é uma equacao em que x tem valor 2 e a0 mesmo tempo
tem valor 3. Se nds apds, fizermos x - 4 = 0 e multiplicarmos por x?
-5x+6 =0, teremos x® - 9x2 + 26x - 24 = 0, uma outra equagéao,
em que x , tendo trés dimensodes, terd também trés valores que
sdo 2, 3 e 4. (DESCARTES, 1954, p.15, apud PINTO JUNIOR,
2009, p. 38).

Essa associagdo entre o numero de raizes e a dimensao do termo
desconhecido, analisada por Descartes, pode ser encarada como uma
espécie de antecipacdo do que hoje conhecemos como Teorema
fundamental da Algebra.
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E caracteristica do trabalho de Descartes uma distingdo entre os tipos
de raizes encontradas nas solugcdes de uma equacgéao algébrica. Ao longo de
sua obra, ele afirma que, muitas vezes, algumas raizes sao falsas ou menos
que nada. Deste modo, quando considera que x representa a quantidade 5
subtraida de nada (o que hoje representamos por -5), conclui que x +5 =0,
resultado que, multiplicado por X3 - 9x2 + 26x - 24 = 0 , resulta em x* - 4x° -
19x2 + 106x -120 = 0 . Ele conclui entdo que esta equacao possui quatro
raizes, das quais 2, 3 e 4 sdo as verdadeiras e 5 é a falsa.

Descartes afirma ainda que € possivel diminuir 0 numero de
dimensdes de uma equacao se conhecemos uma de suas raizes, bastando
dividi-la pelo binbmio x - a, em que x representa a quantidade desconhecida
e a, a raiz conhecida. Trata-se de uma generalizacdo de um fato ja
conhecido no Renascimento e frequentemente aplicado a resolugdo da
cubica, como objetivo de reduzi-la a uma equacao quadratica.

Nesse trabalho, ele ainda faz referéncia ao importante fato de
podermos determinar a quantidade de raizes verdadeiras e falsas de
qualquer equacéao, bastando, para isso, analisar as alternancias dos sinais
dos coeficientes que aparecem nas equacoes.

No que tange as raizes quadradas de numeros negativos, Descartes

faz a seguinte referéncia as, por ele, chamadas raizes imaginarias:

Nem todas as raizes verdadeiras e nem as falsas sdo sempre
reais; as vezes elas sdo imaginarias; ou seja, enquanto nés
podemos sempre conceber a quantidade de raizes de uma
equagao como eu tinha atribuido, ainda assim nem sempre existe
uma quantidade definida que corresponda a cada raiz obtida.
Logo, mesmo concebendo que a equagédo x® - 6x2 +13x -10 = 0
tenha trés raizes, ainda que s6 exista uma raiz real, 2, as outras
duas, embora nds possamos soma-las, diminui-las ou multiplica-
las de acordo com as regras estabelecidas, permanecerdo sempre
imaginarias. (DESCARTES, 1954, p.15 apud PINTO JUNIOR,
2009, p. 41).

Em outro momento, devido a uma impossibilidade de representacao
geomeétrica para as equacoes, ele faz uma mencao as equagdes cubicas e
ao método de Cardano:

Além disso, deveria ser comentado que este método de expressar
as raizes através de relagbes com os lados de certos cubos cujos
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contetdos sejam conhecidos ndo é mais claro ou mais simples
que o método de expressa-las por meio de relagdes envolvendo
arcos ou porcoes de circulo, quando seu triplo é conhecido. E as
raizes das equagbes cubicas que ndo podem ser resolvidas pelo
método de Cardano podem ser expressas tdo claramente quanto
qualquer outra. (DESCARTES, 1954, p.15 apud PINTO JUNIOR,
2009. P. 41);

Mesmo com as consideraveis contribuicoes acima citadas, podemos
dizer que, efetivamente, a chama acesa por Bombelli, quanto a natureza das
raizes quadradas de numeros negativos foi reacesa por um trabalho
caracterizado pela tentativa de dar uma legitimacdo para os numeros
complexos através de uma interpretacdo geométrica.

Ao publicar um tratado intitulado Algebra, John Wallis (1616—1703),
professor da Universidade de Oxford, além de admitir uma construcao
geométrica para as raizes imaginarias, discutiu a impossibilidade da
existéncia de quantidades imaginarias e comparou essa questdo com a da
existéncia de quantidades negativas:

Essas quantidades imaginédrias (como sdo frequentemente
chamadas) surgem das supostas raizes de um quadrado negativo
(quando aparecem) e se considera que implicam que o caso
proposto é impossivel.

E assim é, de fato, no sentido escrito do que foi proposto. Pois ndo
€ possivel que qualquer numero (negativo ou afirmativo),
multiplicado por si mesmo, possa produzir (por exemplo) — 4. Pois
sinais iguais (tanto + quanto —) produzirdo +; e, portanto ndo — 4
(MILIES, 1993, p.10 apud SILVA, 2011, p. 86).

Com o objetivo de conseguir uma explicagdo concreta para as raizes
quadradas de numeros negativos, ele publicou uma interessante

interpretacédo envolvendo areas:

Suponhamos que num local ganhamos do mar 30 acres, mas
perdemos em outro local 20 acres: se agora formos perguntados
quantos acres ganhamos ao todo, a resposta é 10 acres, ou +10
(pois 30 — 20 = 10). [...] Mas se num terceiro local perdemos mais
20 acres, a resposta deve ser —10 (pois 30 — 20 — 20 = —10). [..]
.Mas agora, supondo que esta planicie negativa de — 1600 square
perches [20 acres correspondem a 1600 square perches, uma
outra medida inglesa da época] tem a forma de um quadrado, ndo
devemos supor que este quadrado tem um lado? E, assim, qual
serd esse lado? Nao podemos dizer que é 40, nem — 40.... Mas
sim que €& V—1600(a suposta raiz de um quadrado negativo)ou

10vV=16 ou 20vV—4 ou 40v—1. (MILIES, 1993, p.10 apud SILVA,
2011 p. 86).
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Enquanto produzia pesquisas sobre o campo que hoje chamamos de
céalculo diferencial e integral, quase que ao mesmo tempo em que Wallis,
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—1716), também contribuia no campo

dos numeros complexos.

Como exemplo, podemos citar a fatoracdo realizada por ele, da
expressdo x* + a* em (x + ay \/—_1) (x —ay \/—_1) (x +
av —\/—_1) (x —ay —\/—_1) e a demonstracio de uma

decomposicdo imaginaria de um nudmero real positivo que
surpreendeu a todos:v6 =+/1+v=3 ++1—v=3. No entanto,
Leibniz ndo escreveu as raizes quadradas de numeros complexos
na forma complexa padrdo, nem conseguiu provar sua conjectura
que f(x+V—-1y) + f(x —V—1y) é real se f(z) é um polindmio
real. .(MILIES, 1993, p.10 apud SILVA, 2011, p. 87.)

Quando se faz qualquer referéncia ao estudo dos numeros
complexos, um dos nomes mais difundidos é o de Abraham de Moivre.
Devemos a ele formula que leva seu nome e resolve brilhantemente, uma
importante questdo do estudo das funcbes trigonométricas, a saber, o
problema da multiplicacdo dos arcos circulares.

Foi a partir de 1706 que de Moivre conseguiu estabelecer uma
ligacdo entre as expressdes gerais, que faziam parte de sua
proposta, e a divisdo de um arco de circulo. Ele demonstra que
estas expressdes estdo relacionadas a divisdo de um arco de
circulo em n partes iguais.(PINTO JUNIOR, 2009 p.47)

Destacamos que as famosas formulas de De Moivre serao
apresentadas no proximo capitulo. Seguimos entdo que na transicdo do
século XVII para o XVIII, entram em cena dois grandes matematicos que
muito contribuiram tanto para a matematica de um modo geral, quanto para
a consolidagdo dos numeros complexos. Leonhard Euler (1707-1783) e
Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) possuem histérias marcadas por
coincidéncias que vao muito além do ano de suas mortes e da paixao pela
matematica.

Euler foi um dos maiores matematicos de todos os tempos,
contribuindo com cerca de 900 tratados, livros e estudos, conforme
apresenta a citacéo a seguir :
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Para que se tenha ideia do volume e da velocidade de sua
producdo, conta-se que, apos a sua morte, o jornal da Academia
de Ciéncias de Sao Petersburgo, onde ele trabalhou por mais de
trés décadas, ainda demorou 48 anos para publicar o que havia se
acumulado de seus apontamentos. Entre muitos outros trabalhos,
Euler foi o primeiro matematico a criar fundamentacéo sélida para
a teoria dos numeros complexos. (PINTO JUNIOR, 2011, p. 87).

Segundo Silva (2011, p.87) Euler, conhecido como o maior criador de
simbologia matematica de todos os tempos, utilizou o simbolo i para v—1,
embora essa notacédo fosse utilizada por ele somente no final de sua vida,
em 1777.

Podemos dizer que a existéncia de raizes no campo complexo ficou
definitivamente estabelecida em 1748, quando Euler demonstrou que
(cos® + isen®)™ = (cos(n(z)) + isen(n@)), conhecida como férmula de De
Moivre, embora o proprio Abraham De Moivre (1667 —1754) tenha se
limitado a casos particulares e nunca chegou a enunciar ou demonstrar a
formula no caso geral.

Silva (2011, p.88) ainda relata que Euler fez mais que demonstrar a
conjectura de De Moivre para n inteiro, ele provou que a igualdade é valida
para todo n real! Daremos uma especial importancia, a formula de Euler, que
fornece uma representacdo exponencial dos numeros complexos, e
consequentemente apresenta uma série de vantagens quanto a
simplificacdo nas demonstracées de propriedades que sao apresentadas
aos alunos do ensino médio, no capitulo 4 deste trabalho.

D’Alembert foi o primeiro grande matematico francés da era que
sucedeu eminentes génios que contribuiram para o calculo, como Newton e
Leibniz. Filho ilegitimo da marquesa de Tencim com o general Destouches,
ele foi abandonado recém-nascido na porta da igreja de Saint Jean le Rond,
em Paris. Seu pai deixou-lhe uma quantia suficiente para custear seus
estudos, apds sua morte em 1726. Esse investimento ndo poderia ser mais
bem empregado, pois aos 12 anos, D’Alembert entrou no College Mazarin,
onde teve como mestre o famoso professor Pierre Varignon (1654—-1722),
conhecido por divulgar o novo célculo que nascia e por tentar vérias vezes,

embora em vao, uma conciliacdo entre Newton e Leibniz, ap6s as acirradas
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discussdes sobre a paternidade desses novos e histéricos resultados
matematicos.

D’Alembert e Euler trocaram correspondéncias sobre varios assuntos,
dentre os quais podemos citar os enunciados que envolviam logaritmos de
numeros negativos, que vinham intrigando os maiores matematicos do inicio
do século XVIII.

Em 1747 Euler escreve a D’Alembert explicando que os logaritmos
dos numeros negativos ndao sao reais, como D’Alembert
acreditava, mas imaginarios puros. A expressao “imaginéario puro”
ja fazia sentido naquela época, pois os termos real e imaginario
foram empregados pela primeira vez por René Descartes, em
1637, e o proprio D’Alembert, em 1747, publicou Refléxions sur la
cause générale des vents, em que afirmou que toda expressao
construida algebricamente a partir de um ndmero complexo é da
forma a + bv—1. (SILVA, 2011. p. 87).

Nao ha duvidas quanto a contribuicdo de todos esses matematicos
citados na busca pela legitimidade dos numeros complexos na matematica.
No seu livro Fundamentos de Matematica elementar, Domingues (In IEZZI
(2013, p.51-52) mostra que mesmo assim, 0Ss numeros complexos
continuaram sendo vistos sob uma oética de muito mistério, até a virada do
século XVIII para o século XIX). Foi através, principalmente dos trabalhos de
Jean-Robert Argand e K. F. Gauss, ao descobrirem, independentemente,
gue esses numeros possuem uma representacdo geométrica, que 0s
numeros complexos adquiriram certa legitimidade. Enquanto Gauss
imaginava essa representacdo por meio de pontos de um plano, Argand
usava segmentos de reta orientados, ou vetores coplanares.

Ambos perceberam que, mais do que representar pontos ou vetores,
0s numeros complexos podiam ser utilizados para operar algebricamente
com eles, ou seja, os numeros complexos constituiam a algebra dos vetores
do plano. Hoje em dia, o plano utilizado para representar os numeros
complexos é chamado de plano de Argand — Gauss, mesmo que a
representacao utilizada se aproxime bem mais do trabalho de Argand, que
ao trabalhar com a correspondéncia entre segmentos perpendiculares
contidos em um circulo, introduziu a nocdao de rotacdo aos numeros

complexos.
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Segundo ele, um numero complexo que hoje em dia representamos
por a + bi, nada mais era do que uma combinacdo geométrica dos
segmentos perpendiculares OA, representando a e AB, representando bi.

Veja a figura 2.

Figura 2 — Representag¢ao Trigonométrica

B

bi

Fonte: lezzi, 2013, p. 51

Essa representacdo permitia, por exemplo, uma representacao
auxiliar para esses numeros, a chamada forma trigopnométrica dos nimeros
complexos.

a+ bi =r.[cos(x) + i.sen(x)]

Algebricamente, porém, um importante ponto ainda precisava ser
esclarecido. Como compreender uma soma do tipo a + bi, sendo que as
parcelas a e bi se apresentavam como entes de espécies diferentes?

Segundo Domingues (apud IEZZI, 2013. p. 52), quem se encarregou
dessa missao foi o matematico irlandés William Rowan Hamilton, que em um
artigo de 1833 apresentou a Academia Irlandesa a estrutura da algebra
formal dos niumeros complexos. Segundo sua ideia basica, esses numeros
passavam a ser encarados como pares ordenados, onde as componentes

eram numeros reais, e que eram operados da seguinte forma:

l. lgualdade
(a,b) =(c,d) a=bec=d

II. Adicao
(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)



[ll. Multiplicacao
(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

De acordo com as ideias de Hamilton, um par ordenado da forma
(a, 0) equivale ao numero real a. Em particular, o par ordenado (—1,0) é
identificado com o numero real —1.
Assim sendo, fazendo i = (0,1), ou equivalentemente, i? = (0,1).(0,1) =

(=1, 0) = —1, conseguiu-se, enfim, uma explicacao légica para a v—1.

30



4 CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo apresentaremos o conjunto dos numeros complexos
bem como suas definicobes, operagdes e propriedades. Para tanto,
utilizaremos a fundamentacdo dos pares ordenados de Hamilton, pois
entendemos que ela, ao fornecer mecanismos que possibilitam justificativas
aos elementos apresentados, utilizando, para isso, ferramentas familiares
aos alunos, representa a melhor maneira para essa exposi¢ao inicial.

E verdade que a ideia de multiplicacdo de pares ordenados pode
gerar, em um primeiro momento, certo desconforto aos estudantes. Contudo,
tomaremos o cuidado de mostrar que, tdo logo apresentemos a forma
algébrica de representacao dos numeros complexos, eles serdo capazes de
realizar tais multiplicacdes, de uma forma bem mais simples, utilizando, para
isso, a tdo conhecida propriedade distributiva.

Nas justificativas das propriedades apresentadas, principalmente no
que tange a forma trigonométrica ou polar de representacdo dos numeros
complexos, utilizaremos fortemente os conceitos da trigonometria, os quais
se espera que sejam familiares ao leitor. Além de mostrar certa aplicacdo
para o assunto ja estudado, optamos por fazé-lo com a intencdo de mostrar
como alguns assuntos em matematica, que podem se apresentar distintos
em um primeiro momento, na verdade estdo fortemente relacionados.
Mostraremos também as vantagens da forma exponencial de representagao
dos numeros complexos, no sentido de uma maior praticidade para realizar
tais justificativas.

Sendo assim, chamamos conjunto dos numeros complexos, ao
conjunto definido por:

C={(x,y)/ x e Rey € R}, com as seguintes definicbes:
1) Igualdade: (a,b) = (c,d)=a=be c=d
2) Adicao: (a,b) + (c,d)=(a+b,c+d)

3) Multiplicagéo: (a, b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

z€Csz=(a,b),ondea € Reb €R
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Ex: Dados z; = (2,1) e z, = (3,0), temos:
z1+2,=2,1)+ @3B0 =02+3;1+0) =(51)
722, =(21)-3,0)=(2-3-1-0;2:0+1-3) =(6,3)

Com isso, podemos dizer que um numero complexo € identificado
como um par ordenado de numeros reais.

Dentre todos os pares ordenados de numeros reais que podemos
considerar, chamam atencao especial os pares ordenados que possuem
segunda componente nula, ou seja, os pares da forma (x,0), x € R.

Relativamente as definicbes acima, podemos tirar algumas

conclusdes importantes sobre esses pares ordenados. Sao elas:

1) Igualdade: (x,0) = (y,0)=x =y
2) Adicao : (x,0) + (¥,0) =(x+y,0+0) = (x +y,0)
3) Multiplicagéo: (x,0).(y,0) = (xy — 0.0;x.0 + 0.y) = (xy,0)

Sendo assim, observamos que esses numeros complexos, quanto a
relacdo de igualdade e quanto as operacdes de adicao e de multiplicacao
definidas, se comportam como numeros reais, ou seja, é natural que se faca
a seguinte identidade:

(x,0) =x,Vx ER

De acordo com essa identidade, podemos concluir que todo nimero
real € um numero complexo de segunda componente nula, ou seja, o
conjunto de numeros reais representa uma parte ou subconjunto do conjunto
dos numeros complexos:

Rc(C

Essa relacdo de inclusdo nos garante que todas as propriedades
operatérias envolvendo numeros reais também sao verificadas em C. Sendo
assim, utilizaremos as conhecidas propriedades operatérias dos numeros
reais para trabalharmos nimeros complexos.

A caracterizagdo de um numero complexo por um par ordenado de
nameros reais se mostra bastante 0til no sentido da criacdo de uma

representacdo geométrica para tal conjunto.
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Devido a uma correspondéncia biunivoca entre os niumeros reais e 0s
pontos de uma reta, sabemos que o conjunto R é representado
geometricamente por uma reta orientada, chamada eixo real. De forma bem
natural, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os
elementos de C e os pontos de um plano. Essa correspondéncia, que
permite associar a cada ponto do plano, um uUnico niumero complexo, e
reciprocamente, permite a util representacdo geométrica do conjunto dos
nuameros complexos.

Nesse sentido cada ponto pertencente ao denominado “plano
complexo” ou plano de Argand-Gauss, que é formado por dois eixos
perpendiculares, € chamado de afixo ou imagem geométrica do numero

complexo.

Figura 3 — Representacdao de um Par Ordenado no Plano

Py

O a X

Fonte: http://www.eumed.net/libros-gratis/2013a/1317/representacion.html

Como sabemos, o conjunto dos numeros reais apresenta uma
insuficiéncia quanto as operacgdes de radiciagcdo. Com efeito, ndo existe, em
R, um numero que represente o resultado de um processo de radiciacao
onde o radicando € negativo e o indice da raiz é par. Uma vez que o

conjunto dos numeros complexos, como ja mostramos, contém o conjunto
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dos numeros reais, € natural esperar que essa insuficiéncia seja sanada
em C.

Para tanto, considere os nimeros complexos que possuem a primeira
componente nula, ou seja, os numeros da forma (0,y),y € R, e, vejamos
como eles se comportam mediante a operacao de multiplicacédo, definida
acima:

(0,9).(0,y) = (0.0 —y.y; 0.y +¥.0) = (=y*,0) = —y* €R
Sendoy € R — {0}, temos que - y?< 0, ou seja, 0 conjunto dos nimeros
complexos apresenta um “tipo de elemento” que possui a caracteristica do
seu quadrado resultar em um nUmero real negativo,(0,y).(0,y) = —y% €R,
sanando assim, a insuficiéncia apresentada pelo conjunto dos numeros
reais, mediante ao referido fato.

Em particular, desempenhardo papel importante o0s seguintes

nimeros complexos:

(1,0), que sera chamado, a partir de agora de unidade real;

(0,1), chamado, entdo de unidade imaginaria.

A unidade imaginaria, que representaremos, a partir de agora, por
com todo exposto acima, é possuidora da seguinte caracteristica:
(0,1).(0,1) = (0.0-1.1;0.1+1.0)
i-i=(-1,0)
i%=-1

Como um exemplo de aplicagdo dessa propriedade atribuida a
unidade imaginaria, podemos citar o fato de que equacdes do segundo grau,
quando consideradas no universo dos numeros complexos, sempre
possuirao conjunto solucao nao vazio.

Com as denominacdes acima, que fazem distincdo entre os termos
real e imaginario, por exemplo, os eixos perpendiculares que formam o plano
complexo, passam, agora, a serem denominados eixo real e eixo imaginario,
sendo, a primeira componente de cada par ordenado, a parte real do numero
complexo e a segunda componente, a parte imaginaria. Veja a figura 4.
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Figura 4 — Representacdao de Um Numero Complexo no Plano

represanta o
nimero complexo ®
a+ bi

vt

b <P (a, b}

oY - eixo dos
numeres imaginarios

5 L
OX - elxo ﬁas
nameros reais

Fonte: http://cha-mate.blogspot.com.br/2011/07/numeros-complexos.htm

Essa representacdo, que traz diversas vantagens no ponto de vista
operacional, sera bastante utilizada nas proximas secdes, quando
apresentaremos outras maneiras de representar um numero complexo,
principalmente na forma polar. Entretanto, antes de chegarmos a essa forma
de representacao, apresentaremos outra que também representara um certo

avanco operacional pra os numeros complexos: a forma algébrica.

4.1 Forma Algébrica dos Numeros Complexos

Mesmo apresentando grandes beneficios, principalmente na
representacdo geométrica, a caracterizacao dos numeros complexos como
pares ordenados de numeros reais se mostra nao muito pratica quanto as
operacoes definidas, principalmente a multiplicacao.

Com isso, apresentaremos uma nova forma de representacédo para os
nameros complexos. Forma essa que decorre imediatamente da definicéo e
nos mostra que a multiplicacdo dos numeros complexos pode ser realizada
simplesmente com artificios algébricos ja conhecidos. Para tanto,

Sejaz = (x,y),xey € R. De acordo com as operagdes entre pares
ordenados definidas, temos:

z=(xy)=(x0)+(0,y)
z=(x,0) + (y,0).(0,1)
z=x4+y.i (1)
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A expressao (1) é chamada forma algébrica do nimero complexo
z = (x,y), sendo x designado por parte real de z e y por sua parte
imaginaria.

De posse da forma algébrica, podemos dar uma nova interpretacao as
operagbes com numeros complexos. Para isso, considere os seguintes
elementos de C:
z=(a,b)=a+biew=(c,d) =c+di. Logo, temos:

1) lgualdade: z=w < a+bi=c+dicca=ceb=d

2) Adicdo: z+w = (a+bi) + (c +di) = (a+c)+ (b+d)i

3) Multiplicagéo: Utilizando a propriedade distributiva, temos:
z.w = (a+ bi).(c + di)

= ac + adi + bci + bdi?

= (ac—bd) + (ad + bc)i

= (ac — bd;ad + bc)

Ex;: Dados z=1+2i,w=-3+iev=1+i, 0 numero complexo

u=z-w+ v, édado por:

u=0Q+2)(-3+D)+@@+1i0)
=(-3+i—6i+2i*)+(1+1i)
=(-5-5)+1+10)
=—4—4i
Observe que os resultados obtidos na realizacao dessas operacoes,
com a nova representacao, sao idénticos aos apresentados na definicao e, o
que € melhor, com os complexos na forma algébrica, eles sdo obtidos

apenas por procedimentos algébricos conhecidos.
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4.2 Aplicacoes da Representacao Geométrica

4.2.1 Numeros complexos conjugados

Sao numeros complexos que possuem os afixos simétricos em relagdo ao

eixo real. Sendoz = x + yi, chamamos de conjugado de z, 0 numero

complexo Z = x — yi . Veja a Figura 5.

Figura 5 — Representacdao de Numeros Complexos Conjugados

-y

Z=X—iy

Fonte: http://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm

4.2.1.1 Propriedades do Conjugado

Sejam z = x + yi, um numero complexo, {x,y}cR e Z = x — yi, seu

conjugado. Denotando a parte real de z por Re(z) e a parte imaginaria de z

por Im(z), temos as seguintes propriedades:

l.Z=2z

l.z=2Z &z eR;
lll.z+ Z = 2. Re(2);
IV.z—-2z=2.Im(2).i;

VziiZ; =71 + 735

VI. Z1_Zy = Z1 — Zz;
V” Z1.Zy = Z_l - Z_2,

VIl (—) =22, #0;

Z2
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IX.(2)" = Z%n €N

4.2.2 M6dulo ou norma de um numero complexo

E a distancia do afixo do nimero complexo & origem do plano complexo.
Veja Figura 6.

Figura 6 - M6édulo e Argumento

n- —- E-'-

Fonte: http://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm

De forma geral, temos:|z = p = Va? + b? (2)

OBS: O angulo 6,0 € [0,2r[, medido no sentido trigonométrico positivo, €

chamado de argumento de z, e representa-se por :

(6=arg (z))
4.2.2.1 Propriedades do modulo

Sendo z, z; € z, nUmeros complexos quaisquer, € n um inteiro, tem-se

que :

12| = 0:

.z z = |z|%

. |21. 2] = |24]. |2,
V.2 =2z %0

V.|z|" = |z"|, paratodonsez+0ouparan>0,sez=0
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4.3 Quociente de Dois Numeros Complexos

Dados dois numeros complexos u=a+bi e v=c+di, v #0,
dizemos que o quociente entre u e v, sera o numero complexo z = x + yi se,
e somente se,u = z.v.lLogo, temos:

a + bi = (x + yi).(c + di)

a+ bi =xc+ xdi+ yci —yd

a+ bi = (xc —yd) + (xd + yc)i
Da igualdade de numeros complexos, podemos concluir que:

ac+bd __bc-ad

a=xc—yd ,
{ y ,ouseja,xzm ey—m (3)

b=xd+yc
O numero complexo z, assim obtido é chamado de quociente de u por

Observando o resultado da divisdo de u por v, verificamos a
possibilidade de obtencdo desse resultado através de um método mais
pratico.

Notemos que:

(a+bi).(c=di) _ ac—adi+bci-bdi*  ac+bd + bc—ad i
V.o (c+di).(c—di) c2—-d?i? T c2+d2 | c2+d?’

Assim, concluimos que, para obtermos o0 quociente entre dois
nameros complexos, basta multiplicarmos o numerador € o denominador

pelo conjugado do denominador.

Ex.:Sejamz, =1+ 2iez, =1—i. Efetuar z;: z,

oz 1420 (A+20) (A+0) 14+i+2i+2i0% 1+3,
An= T T a-0) A+ 1z—iz 2772t
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4.4 Poténcias de i

Os numeros complexos da forma (0, y) sdo chamadas de imaginarios
puros. Em particular, j& mencionamos que o numero complexo (0,1) =i é
chamado unidade imaginaria. Esse numero complexo possui uma
propriedade ciclica muito util na resolucao de exercicios. Vamos inspecionar
algumas poténcias de |i.

=1

De modo geral, para todo ke IN, temos:
4k — j4k+0 — 1

l =1

AK+1 — 4k ;1 _

i = {95 0F =

i4—k+2 — i4k.i2 = —1

j4k+3 _ 4k ;3 _

i i —1i

Sendo 0,1,2 e 3 os possiveis restos da divisdo de um inteiro n por 4,
temos:
i" = i**R = iR onde R é o resto da divisdo de n por 4. (4),
Isso significa que, para obter o valor de i", basta calcular i?, sendo R
o resto da divisdo de n por 4. Uma observacdo importante sobre as
poténcias de i refere-se as poténcias onde o expoente é inteiro e negativo.
Nesse caso, podemos proceder de forma analoga a anterior, uma vez

. 1 q q q nq ,
que i = o » para todo n inteiro. Essa simplicidade encontrada no calculo

de poténcias do numero complexo z = 0+ i ndo pode ser estendida aos
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demais numeros complexos. Em geral, resultados do tipo z", ondez = x +
yi, necessitam de técnicas algébricas mais sofisticadas para serem
alcancadas.

Dessa forma, da mesma maneira que pensamos na forma algébrica
como simplificador da forma par ordenado no quesito multiplicacdo de
complexos, a forma polar vai apresentar uma nova maneira de representar
0s numeros complexos, forma essa que ira simplificar o processo de

potenciacdo no conjunto C.

Exz: (Unicamp-SP- 2014) O moédulo do numero complexo
z = (?01% — {1987 & jgual a:

a) V2

b) 0

c) V3

d) 1
Solugéo:

72014 __ ;1987 _

7 — i i?—i3=-1-(—i) = —1+1i. Logo, temos:

2l = p = JDZ+ 12 = V2

4.5 Forma Trigonométrica ou Polar dos Numeros Complexos

Sendo z=a+bi, a e b €Ik, um ndmero complexo nio nulo,
sabemos que ¢ = arg(z) satisfaz as seguintes condicodes:

cosp = % = a = |Z|.cosp (I)
Conforme Figura 6)

Senp = l% = b = |Z|.seng (II)(

Substituindo (1) e (Il) em z = a + bi, temos: z = |z|. (cose + i.Seng) ou
simplesmente Z = |Z|.cisg (5)

Esse é chamada forma trigpnométrica ou polar de z.

Exs: Represente na forma polar o nimero complexo z = 1 + +/3i.

p=lzl= |17+ (V3) = V=2
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cosp =% e senp = §= ou seja, ¢ = 60°

z=14+/3i = 2(cos60° + isen60")

4.6 Operacoes na Forma Trigonométrica
4.6.1 Multiplicacao

Se z=p(cosp +isenp) e w = B(cosa+isena) sado as formas

trigonométricas dos niumeros complexos z e w, temos:

zw = pB(cos(p + a) + isen(p + a)). (6)

Demonstracéao:
zw = p(cosp + iseng) - f(cosa + isena) = pf(cose + iseng)(cosa + isena)
= pP(cospcosa + isenacosg + isengcosa + i*sengsena) =

= pfcospcosa — senpsena + (senpcosa + senacosp)i] =

= pBlcos(p + a) + isen(p + a)].

Exs.: Dados z = 2(cos30° + isen30”) e w = 3(cos60° + isen60°), temos:

z.w = 6(cos90° + isen90")
Esse resultado pode ser generalizado:

Dados n numeros complexos z1, 23, ...., Z,, entao:

Z1.Z3.0" . Zn = P1. P2+ Pulcos(@q + @z + -+ @) t+isen(@; + @2+ + @)l

4.6.2 Divisao

Se z=p(cosp + isenp) € w = B(cosa+isena) sao as formas

trigonométricas dos numeros complexos z e w, com w # 0, entao:

% = %[cos(go —a) + isen(p — a)]. (7)

Demonstracéao:
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z _ zw _ p(cosp+itseng)f(cosa—isena)

w o ww B2

p(cosp+iseng)-Blcos(—a)+isen(—a)] _
B? _

Z—f [cos(p — a) + isen(p — a)] =

%[cos&p —a) +isen(p — a)].

Exs.: Dados z = 6(cos120° + isen120”) e w = 2(cos60” + isen60°), temos:

Z_

Z = 2(cos(120° — 60°) + isen(120° — 60°))

z . .
= 3(cos60 + isen60)

4.6.3 Potenciacao

Em alguns casos, calcular poténcias inteiras de niumeros complexos
dados na forma algébrica torna-se muito trabalhoso, por exemplo, para obter
a forma algébrica de

(1-iv3)" = (1-iV3)(1 - iV3).....(1 - iV3)

20 fatores

teriamos que calcular o produto dos 20 fatores.

E bem verdade que as relagdes (1 +i)2=2i e(1—i)?=-2i, sdo
extremamente U(teis quando temos que calcular poténcias de numeros
complexos dessa forma.

Exe: (1 + i)lOO =[(1+ l-)z]so — (2i)50 = 250,50 — 250 . ;2 — _ 950

Contudo, a fim de generalizar o método e facilitar o calculo de

poténcias de numeros complexos, € muito util poder escrevé-las na forma

trigonométrica e usar a expressao que sera obtida a seguir.

Sabemos que, dados n nUmeros complexos z;, z,, ***, z,,, temos:

Z1.Z9. v Zy = P1. Poe - Pn [cOS(Q1 + @y + -+ @) + isen (@1 + @, + -+
¥n)] (8)



Dado o complexo z = p(cosg + i sen @), entdo, fazendo em (8),

pL=pa=-=pn=p

Zy=2Z= .. = z,= z,temos: {(P1=(P2="'=(Pn=(,0

Assim, em (8), temos:

2z zzZ=p-p-p-p-lcos(@+o+-+@)tisen(p+¢+--+¢)

nvezes nvezes nvezes nvezes

Logo:
z"=p™. [cos(np) + i sen(np)] (9)

Ex;:  Sendo z = 2(cos30° +isen30”), temos que z3 =23 (605(3. 30" +

isen(3. 30°)) =8 (605(90)o + isen(90°))

4.6.4 Radiciacao

Dado o numero complexo z,, dizemos que 0 numero complexo z é

uma raiz n-ésima de z, se, € somente se, z" = z, e indicamos:
z= Yz, 2" = z,. (10)
Assim, dado, z, = py(cos@, + isenp,), vamos determinar um numero

complexo z = p(cos @ + i senp) que satisfaz a igualdade z"™ = z,.

De acordo com a potenciacao de numeros complexos, temos:

p"(cos(n(p) + isen(n(p)) = po(cos((po) + isen(goo))

L Zo

Entdo, pela definicdo de igualdade de complexos na forma polar,

aplicada em (10), vem:

p™ = po (os médulos s&o iguais) (11)

ng = @, + 2kn,keZ  (0s argumentos sdo congruentes) (12)
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De (11), temos: p = 1/p,

De (12), temos: ¢ =%+k-27", comk=0,12,..,n—1.

Observe que, se k = n, entdo ¢ = % +2m, 0uU seja, ¢ e % sdo congruentes.
Isso significa que, fazendo kK =0, 1, 2, ..., (n—1) em ¢ = % + k. 27”

obtemos os n argumentos principais das raizes n-ésimas de z:

Po
k=0 = —
- @1 n
Qo 21
k=1 =— 4 —
= @3 n+n
Qo 4m
k=2 =—4 —
- @3 n+n

2(n—1)m
k=n—1—><pn=%+%

Portanto, as n raizes de z, ttm mesmo modulo p = /p, € podem ser

obtidas por meio da expressao:

Zy = p(cos@,, + isenp,,),emquem=1,2,3, ..., n

Como consequéncias do processo de radiciacdo dos numeros
complexos, citamos:

I. Note que k assume os n valores inteiros 0,1,2,...,n — 1. Logo, existem n
raizes n-ésimas distintas de z.

IIl. Todas as raizes n-ésimas de z tém o mesmo médulo: /p

Po

2T Qo , 4T ®o , 2(n-Dm
b
n

Po Rl 2 8 22 formam
n n n n n n

[ll. Os argumentos das raizes (
= . o ~ 2T
um progressao aritmética de razao —.

IV. As imagens das raizes pertencem a uma mesma circunferéncia de centro
(0,0) e raio ’i/; Elas dividem a circunferéncia em n parte iguais.

4.6.5 Exercicio

Exemplificando a aplicagdo acima, temos o seguinte exercicio.
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AFA (2017) Resolva a equacdo z3>—1=0 no conjunto dos nimeros
complexos. Considerando as raizes encontradas, analise as proposi¢coes
sendo V (verdadeiro) e F (Falsa)

() A equacao possui trés raizes de multiplicidade 1.

. , . o L L 3V3
() Os afixos das raizes formam um triangulo equilatero cuja area é - de

unidade.
() Duas das raizes sédo conjugadas.
() Todas as raizes tém o mesmo maédulo.

A sequéncia correta é:
a) V-F-V-V

b) V-V-F-V
¢) F-F-V-F
d V-F-V-F

Solucgéo
Resposta [A]
[I] Verdadeira. Calculando as raizes:

- 2km
z3 = 1- 23 = cis(2kn) - z = ClS(T)

Parak =0 - Z =1
1
Parak =1 - Z = (—§+i—)

1
Parak = 2 - Z = (_E_i

[Il] Falsa. Calculando:

1 3 1 3
(=3.,5)e(=3,—3)

Sendo L a medida do lado do triangulo, temos:

2_(_ 1,152 TEIRENS 2 _

L= ( 2+2) +(2+2)_>L =3
V3 _ 33

S = 4 4

[I1l] Verdadeira. Sim, quando K = 1 ou k = 2 obtém — se raizes conjugadas.

[IV] Verdadeira. Calculando:
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|Z]=1 ou
2= (@

V3

f =1ou
otz = (2

V3

)=
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5 FORMA EXPONENCIAL DOS NUMEROS COMPLEXOS E
APLICACOES EM PROBLEMAS DE SOMATORIOS

Do ponto de vista da praticidade na obtencao de resultados, a melhor
forma para se representar os nimeros complexos € a forma exponencial.

Curiosamente, essa representacao, também conhecida como forma
de Euler, ndo é apresentada aos alunos do curso regular do ensino médio.
Porém, tamanhas sdo as vantagens de sua representagdo, que
apresentaremos de uma forma sucinta os elementos necessarios ao seu
desenvolvimento, para assim conseguirmos alguns resultados ja conhecidos

de uma forma mais pratica.

Teorema:

Sendo ze C, temos: z = |z|. (cos® + isen @) = |z|.e' .

Demonstracéao:

Para mostrarmos que todo numero complexo pode ser escrito na
forma exponencial descrita acima, devemos mostrar que, para todo ¢ € [,
temos cos ¢ + isen ¢ = e“* e, para tanto, vamos utilizar um conhecido
resultado do calculo diferencial.

O teorema de Taylor diz que funcdes derivaveis em qualquer ordem
num ponto a de seu dominio podem ser escritas sob a forma de um
polinbmio com grau infinito em torno desse ponto a, ou seja, sob a forma de

uma série infinita de poténcia x-a. Como consequéncia desse teorema,

temos:
2 4 6
cos¢=1-%+%—%+--- (12)
3 5 7
sen¢=¢-%+%—%+--- (13)
et =1 +¢+¢—2+£+£+--- (14)
20 31 4l

A partir desses resultados, podemos escrever:
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3 4 5
R APNT SO
3! 5!

2
cos¢+isen¢=1+iq)-%—i o

. 2 3 4 5
et =1+ip-L—it 4Lt _go.

Da igualdade entre (15) e (16), podemos concluir que cos¢ + iseng =
el? ou seja, |z|.(cos® + isen®) = |z|.e! ou |z|cis® = |z|.e"’ (17).

Duas importantes propriedades seguem imediatamente da forma de

Euler. A saber, temos para todo x real:

{ cis(x) + cis(—x) = 2cos(x)
cis(x) — cis(—x) = 2isen(x)

Sendo cis(x) = e™*, podemos escrever:

eTre” — cosx e (18)

2
eTe _ senx, para todo x € R (19)

20

Exs: (IME — 2003) Seja z um numero complexo de modulo unitario € n um

numero natural. Mostre que é real o complexo dado por:

Zn

T q14z2n”

Solucao:
Sendo z um numero complexo de modulo unitario, temos que, na forma

exponencial, z = e'?, ou seja,

elfn 1 1 1
w = 2i0n 2i0n — ,-i0 on € R.
1+e?2ibn 1te e~ tongelbn 2cos(n@)
eln

5.1 AplicacGes da Forma Exponencial

5.1.1. Produto de numeros complexos na forma exponencial
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Sejam z = |z|.cis® e w = |w|.cisa, logo, temos:
zw = |z|.|w|.cis(? + a) (6)

Prova:

Da forma exponencial, temos:

z.w = (|z|e®).(lw|e®) = |z|.|w]. e D = |z|.|w|cis(¢+ a)

Como uma imediata aplicacdo do exposto acima, destacamos o
significado geométrico da multiplicacdo de um numero complexo qualquer
pelo numero complexo i. Essa aplicagdo possui extrema relevancia, pois nos
permite mostrar claramente para os alunos que o significado das operacoes
com numeros complexos, nesse caso a multiplicagdo, ndo tem o mesmo
significado quantitativo das operagdes com numeros naturais.

Aqui, elas sao interpretadas como transformacdées no plano. Para

tanto, temos:

Seja |z|. cis?.

Como i = cis90°, temos que: z.i = |z|.cis(® + 90°). (20)

Sendo ¢ = arg (z), verificamos que a multiplicagcao por i gerou em z uma

rotacao de 90° no sentido anti-horario.

Figura 7 — Multiplicacdo por i

g« 90

Fonte:https://jkogler.wordpress.com/2008/06/05/numeros-complexos-e-xponenciais-
complexas/
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5.1.2. Quociente de niumeros complexos na forma exponencial

Sendo z = |z|.cis§ e w = |w|.cisa, temos:

%: % cis(® — ).

Prova:

Da forma exponencial, temos:

z _ (1zle®) _ (ﬂ)_ei(m—a) =2 Ciso - a).

w ™ (wlei®) ~ \lw]| wl’

5.1.3 Poténcia de numeros complexos

Sendo z= |z|.cisp e n e R, temos:

z™ = |z|"™ cis(n®)

Prova:

z" = (12].e?)" = |Z|". e™® = |Z|™. cis(n®)

5.1.4 Raizes N-ésimas da Unidade

Uma interessante aplicagcdo do processo de radiciagdo de numeros

complexos, com importantes resultados, sdo as chamadas raizes n-ésimas

da unidade.

Dizemos que um numero complexo z € uma raiz n-ésima da unidade,

quando ele verifica seguinte relacéo:
z"=1
De acordo com a radiciagdo de numeros complexos, temos:

zZ = cis(ZRTﬂ),k =01--,n—-1
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Uma vez que férmula (21) nos fornece todas as raizes n-ésimas da

unidade, podemos fatorar a expressao z™ — 1.

., 2 . 4 . 2(n—-1
zZ"-1=(z-1) (Z — as—”) (Z — as—”) (z — CLSM)
n n n
Considerando que a soma dos n primeiros termos de uma Progressao
Geomeétrica de primeiro termo unitario e razao z, com |z| < 1, & dada por
2 n—-1 z"-1
1+z+z°4...4+2 =:,temosz

zZ"—1=0-1).(1+z+ 2%+...+2z"1)

Comparando os ultimos resultados, temos:

(z—ciszf) (z—cis%)---(z—cisz(n;l)”) =1 +z+z*+...+2z"1)

Ou, na forma exponencial,
2T c2(n-1)m
(Z — el'T) (Z - cis%”) (z —e" n ) =1 +z+2z2%+...+2"1 (22)

Além disso, vale ressaltar que se w é uma raiz n-ésima da unidade,
diferente de 1, entéo:
1+w+w?2 +-+wml =0
Note que 1,w,w?,... sdo justamente as raizes da unidade! A soma delas é a
soma das raizes da equacgao: z" -1 =0
As relacoes de Girard garantem que a soma das raizes dessa

equacao € nula.
5.2 Aplicacoes em Problemas de Somatdrios

Ao analisarmos as possibilidades de aplicacbes dos numeros
complexos na matematica, verificamos uma grande quantidade de
referéncias as aplicagdes geométricas, muito em parte pela forca que tal
relagdo exerce no desenvolvimento do assunto. Porém ao associarmos as
relacdes trigonométricas com resultados obtidos do teorema binomial de
Newton, observamos um tipo de aplicacdo pouco explorado e que permite a

resolucdo, por métodos bem mais praticos, de exercicios que apresentam

52



um elevado grau de dificuldade. As aplicagdes em problemas que envolvem
somatorios.

Uma das principais caracteristicas dos nimeros complexos consiste
no fato de suas poténcias apresentarem um comportamento ciclico. Por

exemplo, em ciclos de quatro poténcias, o0 numero complexo i se repete.

Para utilizarmos essa propriedade dos numeros complexos em
problemas que envolvam somatérios, que € o nosso objetivo, analisaremos

as conexdes existentes entre essas poténcias ciclicas e o desenvolvimento
binomial.

De acordo com o teorema do Binbmio de Newton, temos:

n_ (M .0 ny 1 n 2., ... (M .n
(1+x) —(O)x +(1)x +(2)x + +(n)x , XER (23)
Dessa expressao, podemos tirar alguns resultados importantes.

|. Fazendo x = 1, temos:
s =) (e ) rzes ()

(0)+ () + Q) +-+()=2"

Esse resultado é conhecido como teorema das linhas do tridngulo de
Pascal.

Il. Fazendo x = -1, temos:

(=17 = (o) 0"+ (1) D+ (G) 1P+ () 1"

(0)=()+(2)=(5)+-+ 0 () =0
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I1l. Somando os dois resultados anteriores e dividindo os dois membros da
soma por dois, temos:

{ (0)+ () + )+ () +-+()=2"
(0)=()+(2)=(3)+- +<1>”(Z)=0
2(g) +2(3) +2(4) - =2

(3)+(’§)+(Z)+"-=2"‘1

IV. Subtraindo os resultados | e Il e dividindo os dois membros da equagao

(DD G o
©)-()+()-6) ()=

() +2(3) ()=
(0 (G (3) -

E importante observar que, mesmo com as reticéncias, essas

por dois, temos:

sequéncias nao possuem infinitos elementos. Utilizamos essa notacéo,
apenas para representar os demais elementos de cada sequéncia.

As expressdes acima, nos mostram como obter resultados de somas
binomiais tomadas a numeros pares e impares. Porém, como vimos as
poténcias do numero complexo i, por exemplo, se repetem em ciclos de
quatro. Logo, a fim de relacionarmos tais elementos, devemos representar as
expressdes binomiais em intervalos de quatro termos.

e Qe (s (s (O
)+ + Bn+ B0+
-6+ 0)-@+—)+ (- @) -B)+-)

Com isso, seguem mais dois resultados:
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(0)= () + () = () + =+ =ReCt+ 0"
(1) -G)+()-()+-=ma+or
Uma vez que
(1 +0)" = (V2cis %)n = @)icisy
temos que:

n nm
Re(1+i)" = (2)z=. cos —-

n nm
Im(1+ )" =(2) 5.senT

Comparando esses resultados, com os resultados acima, temos:
(0)- )+ ()= () + - =@5cos 7
D=6+ (-6 =@y

Relacionando esses resultados com{ ,,,

acima mostrados, chegamos aos seguintes resultados

)+ ()+ () () P

(1) +(5)+ (o) + (1) + =272+ @ Fseny

Observe que, com os resultados obtidos, temos condicdes de resolver
problemas que envolvam somatérios binomiais com repeticbes em ciclos de
dois e quatro. Porém, é bastante comum estarmos em contato com somas
binomiais que se repetem em ciclos diferentes de dois e de quatro. A fim de
solucionar esses problemas, apresentamos uma nova caracteristica dos

nimeros complexos.

5.2.1 Exercicios resolvidos

O objetivo dessa secdo nao é simplesmente mostrar exercicios onde

esse conceito de resolucao seja colocado em pratica.
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Ele também comprova empiricamente a eficacia desse modo de
resolucdo, mostrando como 0s numeros complexos podem ser utilizados
como ferramenta para resolver problemas que se apresentam como sendo
de outras areas da matematica.

Os exercicios listados e resolvidos abaixo foram retirados de uma lista
elaborada pelo professor Antonio Luiz Santos, para o processo de revisdo
para os vestibulares do Instituto Militar de Engenharia (IME) e do Instituto
Tecnoldgico de Aeronautica (ITA).

5.2.1.1 EXERCICIO 1
Determine o valor da soma, para n natural, tal que n>1:
_ 21 4T 61 2(n-1r
S =sen (7) + sen (7) + sen (7) + -+ sen (T)

Solucgao:

Os termos do somatério sdo fungbes seno com o argumento
crescendo em progressao aritmética. A experiéncia adquirida na secao

anterior nos sugere analisar a seguinte soma:

n n

A = cis () + cis (2.22) + cis (3.25) +.. +eis ((n - 1).27”)

Pela Lei de De Moivre a soma torna-se:

a = (cis (2)) o (cts () (ets (2)) ot (eis ()
Sendo Z = cis (27”)

Temos: A=z+z>+23+... 421

Note que a soma A € exatamente uma soma de termos em

progressao geométrica de razao z|z| < 1.

4 VAL | _(Z"—Z)
-z z—1 )] \z-1
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Da Lei de De Moivre: z = cis (27”) -z"=1

1-z

Portanto A = (;) = lparan>1

Pela construcdo da resolucdo, sabemos que a soma pedida S é

justamente a parte imaginaria de A, que é nula:

21 41 61 2(n— D
S = sen (—) + sen (—) + sen (—) +...+sen (—) =0
n n n n

5.2.1.2 EXERCICIO 2

Nesse exercicio, podemos comparar duas formas de solucéo para o

mesmo problema.

Determine o valor da soma, ligeiramente diferente da anterior para n

natural:

S =sen (%) + sen (zf) + sen (3n) T...+sen (2_”)

n

Solucao:

A =cis (%) + cis (27”) + cis (37”) +...4+cis (%n)

Procedendo da mesma forma que no exemplo anterior, pela Lei de De
Moivre a soma A torna-se:

A= (cis (%)) + (CiS (g))2+<0i5 (%))

3

eoot(eis (2))

Sendo: z = cis (%),temosA = A=z+2z*+2°+.. 42" = Z(Zn_l)

0 [(cis (g)): -]
(cis (%)) 1

A = cis
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=1l.ctg (%) -1

Note que queremos justamente a parte imaginaria de A, e, portanto:

S =sen (%) + sen (27”) + sen (37”) +...+sen (Y;—n) = ctyg (l)

2n

Vamos mostrar agora uma segunda solucdo para o exemplo que

acabamos de ver, utilizando um diferente método de resolugao.

Visto que
. . LT T
el _e—i0 i3 en—en
sen@ = — , temos que sen (—) = ,
20 n 21
in ‘. . ,
Sendo w = e, temos que 0 somatério do pedido é:
_ km\ _ ©on wk—_w=k _ n wk n wk
S =Xsen ( n) T ak=0 5 T &k=0,; k=0 3;

Usando a expressao da soma da PG nos dois somatérios:
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1 (wh-1 w1 1/-1-1 -1-1
S== i == —
2i \w—1 w -1 2i \w-1 w-l-1
-2 1 -1 . 1 w . 1 w
R ) - Ry S
2i \w-1 w™1-1 w-1 1-w w—1
in
. (Ww+1 .[en +1
=l|\—)=1 =
w-1 n

en 1

Note que, embora ja tenhamos achado uma resposta, a expressao

final ndo ficou muito parecida com o resultado que encontramos na primeira

solucéo: ctg(%). Vamos tentar torna-la parecida.
Usando uma simplificagao basica:

. (w+1 A w2 w2
S= ‘(E) ‘<(W1/2 +W_1/2)>

Podemos agora escrever S de forma a chegar a um resultado

esteticamente igual ao resultado obtido na primeira solugao:

it -—im

. w2 4w Y2 _ e _ COS(%) _ T
s=i(Ere) - (2 ) - () - )
2i

5= sen (%) + sen (2) + sen () +..-+sen (25) = ceg (Z)

5.2.1.3 EXERCICIO 3

NG

Prove que: sen( )+s n(7)+sen(87”)=

. 2
Vamos chamar: W=CIS(77T)
Conhecemos a soma das raizes sétimas da unidade:

1+CIS( )+as( )+CIS( )+ +CIS( 2”) =0

Podemos ainda reescrever essa soma, lembrando que:
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1+w+w2+w3+...wo=0

T+(w+w?2 +w* +(w3 +w> +wé =0

A B

O problema se resume a determinar A e B. Vamos calcular algumas
coisas interessantes:
( (YA+B=-1
(i) AB=wr+wl+w’+ws+w’ +wé+w’” + w’ +wio
4 =w*+wl+3+w+w+w?+w?
=2+ +w+w?+wd+w*+wd+wd
=2+0
\ =2
Ou ainda, como B é a soma de termos no 3° e 4° quadrantes, temos:
{A +B=-1 —1+iV7 —1-iV7
eB =
A.B =2 2
A soma pedida é justamente a parte imaginaria de A.

2T 41T 81 \/7
sen (—)+sen(—)+sen(—) =—
7 7 7 2

,0U seja, A =
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CONSIDERAGCOES FINAIS

A teoria e a experiéncia descritas neste trabalho refletem a
importadncia de uma constante pesquisa, por parte dos estudiosos afins
envolvidos, quando se trata do ensino da matematica em nivel médio e,
especificamente da aquisicdo e descoberta da aplicabilidade dos numeros
complexos no ensino.

Em muitos livros didaticos do Ensino Médio, nimeros complexos sao
uma das ultimas matérias abordadas no 3° ano do Ensino Médio, sendo que
muitos alunos acabam por concluir o curso sem terem visto essa matéria,
acarretando prejuizos em seu futuro como académico.

Esse trabalho procurou ressaltar a importancia de se lecionar e
aprimorar o estudo dos numeros complexos, tendo em mente que ele
possibilita uma maior conexdo entre assuntos tidos como distintos, além de
fazer parte dos conjuntos numéricos, que séo o alicerce para a compreensao
da matematica.

Buscou-se com a pesquisa evidenciar aplicacbes dos numeros
complexos, principalmente em problemas que envolvam somatérios, para
promover e despertar interesse a respeito do tema, utilizando para isso as
imensas vantagens que a forma exponencial fornece.

Consideramos que o objetivo do trabalho foi atingido, levando em
consideracao eu os alunos assimilam bem o conteudo ensinado e também
considerando o alto nimero de aprovagdes nos exames militares.

O presente estudo nao esgota esse tema. A partir da continuidade do
estudo dos nimeros complexos, novas descobertas e aplicagdes surgirao,
contribuindo assim para o desenvolvimento do ensino da matematica.

Concluido o estudo, espera-se que 0 mesmo tenha sido interessante,
bem como, de facil leitura e compreenséo, levando o leitor a pesquisar mais

ainda sobre o assunto para ampliar seus conhecimentos.
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