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RESUMO

Inicia-se o presente trabalho apresentando ao leitor a necessidade de se
apropriar profundamente dos conceitos relacionados as fungdes lineares e
quadraticas, seu crescimento e decrescimento, estudos dos sinais e construgédo de
seus respectivos graficos, da resolucdo pelo método do varal para inequacoes-
produto e inequacgfes-quociente, que auxiliam na construcdo de gréaficos de funcbes
de graus maiores que dois, das variaveis e substituicdo de variaveis, bem como
calcular e operar com polindbmios, especialmente a divisdo euclidiana e o algoritmo
de Briot-Ruffini, para entdo estudar as sequéncias e séries numeéricas. O estudo das
séries de poténcias, desenvolvido no capitulo 5, € de fundamental importancia na
expansdo do polinbmio de Taylor, com suas aproximagdes sucessivas para as
funcdes seno, cosseno entre outras, definidas por séries de poténcias e para a

perfeita compreensao dos resultados presentes no capitulo final.

Palavras-chave: Funcdes. Séries de poténcias. Séries de Taylor



ABSTRACT

The present work begins by presenting to the reader the need to take a firm
hold of the concepts related to linear and quadratic functions, their growth and
decrement, studies of their signal and construction of their respective graphs,
resolution by the factor method for product inequalities and quotient inequalities,
which help constructing graphs of functions of degrees greater than two, variables
and variable substitution, as well as to calculate and operate with polynomials,
especially the Euclidean division and the Briot-Ruffini algorithm, and then to study the
sequences and series numbers. The study of power series, developed in Chapter 5,
has fundamental importance for the expansion of the Taylor polynomial, with its
successive approximations for the functions sine, cosine among others, defined by
power series, and for the perfect understanding of the results shown in the final

chapter.

Keywords: Functions. Power series. Taylor series
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INTRODUCAO

Historicamente, assim como outras nocbes em Matematica, o conceito de
funcdo passou por evolugcbes. A palavra funcdo parece ter sido introduzida por
Leibniz (1694), para expressar qualquer quantidade associada a uma curva. A
definicdo que, com pouca alteracdo permanece até nossos dias, € de Dirichlet
(1805-1859), onde se encontra “se duas variaveis x e y estdo relacionadas de
maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde automaticamente, por
uma lei ou regra, um valor a y, entdo se diz que y é uma funcao (univoca) de x”.
Eves (2004, p. 660-661). A funcéo € grande aliada na Modelagem Matematica, no
desenvolvimento de equipamentos médicos e até em uma corrida de taxi, na qual o
taximetro calcula, a partir de varias variaveis, o valor a ser pago, entre tantas outras
aplicacoes. As equac0Oes, desde as de primeiro grau, presentes no papiro de Ahmes,
para tratar de questdes cotidianas e até situacdes para jovens estudantes da época,
Boyer (1974, p. 12), passando por Bhaskara (1114 a cerca de 1185) e as equagdes
de segundo grau, Cardano (1501-1576), Tartaglia (1499-1557) e as equacles de
terceiro e quarto graus. Abel (1802-1829) com sua prova da impossibilidade de se
resolver uma equacéo de grau cinco por meio de radicais, e tantos outros , ao longo
do tempo, proporcionaram condi¢cdes para o desenvolvimento tecnolégico, inclusive
a producdo de aplicativos que resolvem equacdes e outros que auxiliam na
construcéo de graficos. Dentre eles esta o GeoGebra, que foi utilizado para produzir
as figura presentes no texto. Para o estudo das séries numéricas, séries de
poténcias e de Taylor, temos em Analise Real: Lima (2012), uma excelente opcéao,
pois os conteldos sédo apresentados de forma organizada, objetiva e clara. Nosso
objetivo principal é explorar as séries de poténcias, para aproximar algumas funcdes

por meio das séries de Taylor e operar com essas séries.
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1. FUNCOES

Introducéo

Vamos apresentar um estudo inicial sobre fungdes polinomiais, destacando a
representacdo cartesiana, as raizes e crescimento, para dar o embasamento

necessario as resolucdes das inequacdes presentes no final do capitulo.

1.1 Conceitos Basicos

Para o estudo a ser desenvolvido neste trabalho, hd a necessidade de que o
leitor conhega 0s conjuntos numéricos e suas operacdes, 0 plano cartesiano e a
localizacdo de seus pares ordenados, relacdes binarias, ideias associadas as
funcdes e as funcdes polinomiais, a Geometria Analitica Plana: lezzi (1993, v.1, v.2,

v.6, v.7, v.8), os limites e as derivadas: Lopes (2013. cap.3-6).

1.2 Formalizando o conceito de funcéao

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, uma relacdo de A em B é qualquer
subconjunto do produto cartesiano AxB = {(x,y);x € A,y € B}. Tal relacdo é uma
funcdo definida em A com imagens em B se, e somente se, para todo x € A existe

um dnico y € Btal que (x,y) € f.
féumafuncdode AemB < (Vx € A,3'y € B;(x,y) € ).

Ha um esquema de flechas para ilustrar esta definicAo que sera suprimido
aqui, mas é de bom uso para a apresentacao aos alunos do ensino médio. :Dante
(2013, p.45-47).

Uma fungéo f tem a lei de correspondéncia y = f(x),com x € Aey € B,

pode também ser representada por f: A — B.

O grafico de uma funcéo f: X - Y é o subconjunto G(f) do produto cartesiano
X x Y formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x € um elemento qualquer
deXey=f(x).

G(f)={xy) € XxV;y=f()}={(xf(x); x € X}

Uma funcdo definida por y = f(x), trata a variavel x de acordo com certa

expressdo dada. Para cada valor atribuido a variavel x, obtemos um valor y. O
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conjunto que contém todos os elementos x, chama-se Dominio da funcdo. A imagem
€ 0 conjunto que contém todos os resultados obtidos da fungéo a partir dos valores
de x.

A funcao pode ser representada por uma regra ou expressdao Matematica que

relaciona x, independente e y, dependente.

Exemplos 1.2.1

Seja f: A - B, dada por:
1) f(x)=2x+1
2) f(x)= 4x?>+2x—7

Para cada caso, atribuindo valores a x, temos sua respectiva imagem y.

1.3 Fungdes Lineares ou Afins
Uma funcdo f:R — Rchama-se linear ou polinomial de 1° grau, quando

existem constates a,b € R tais que f(x) = ax + b paratodo x € R.

Também é funcédo linear, a funcdo identidade f:R — R definida por
f(x) = x, paratodo x € R; as translagdes f: R — R, f(x) = x + b; as proporcionais

f(x) = ax e as fungBes constantes f(x) = b: Lima (2013, p.90).

1.3.1 Grafico

O grafico cartesiano da funcéo linear € uma reta nao vertical.

Para a =0, temos a funcdo constante, que tem por representacédo grafica
uma reta paralela ao eixo das abscissas que intercepta o eixo das ordenadas em

y = b.

Na funcdo f(x) = ax + b,a € chamado coeficiente angular ou declividade da

reta, e b € chamado coeficiente linear.

A funcédo y = 2x + 1 tem o coeficiente angular igual a 2 e o coeficiente linear

igual a 1.

Para obter y = 1, basta fazer x = 0, 0 que permite observar que o coeficiente

linear € a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo y.

12



1.3.2 O zero ou araiz da funcao linear

O zero de uma funcdo é todo numero x cuja imagem € nula, ou seja,
f(x)= 0.

xézerodey=f(x)ef(x)=0.

f(x)=ax+b

f(x)=0c>x=—§

Fazer f(x) = 0, nos remete a resolucdo de uma equacédo de 1° grau com

uma incoégnita.
Fazendo x = 0, obtemos y = b e fazendo y = 0, obtemos x = _Z- Os pontos

(0,b) e (—Z,O) sdo denominados interceptos. Sdo 0s pontos pelos quais a reta

intersecta os eixos coordenados. Com esses dois pontos, distintos em geral,
podemos obter o grafico da funcao linear. Para as fungdes f(x) = ax, que passam
pela origem, escolhemos outra abscissa e obtemos a respectiva ordenada para
termos um segundo ponto da reta. Quando se trata de uma funcéo constante, temos
o coeficiente angular igual a zero e a reta paralela ao eixo das abscissas intercepta o
eixo das ordenadas no coeficiente linear. Podem ser encontrados exemplos que

ilustram esse paragrafo em Dante (2011, cap.3).

1.3.3 Crescimento, decrescimento e sinal.

Paratodo x; e x, € Ac R, de modo que x; < x,.

Se f(x;) < f(x,), temos f(x) estritamente crescente em A, se f(x;) <f(xy),
temos f(x) crescente em A, se f(x;) > f(x;), temos f(x) estritamente decrescente

emAese f(x;)> f(xz), temos f(x) decrescente em A.

Teorema 1.3.3.1

Para a funcgéo linear se a >0 f € crescente e se a <0 f € decrescente.

13



Demonstracéao

a>0ex; <x,=D>ax;<ax,= ax;+b<ax, +b
a< 0ex;<x,=ax;>ax,= ax;+b>ax,+b

Estudar o sinal da funcdo f € verificar quais valores de x implicam
f(x)<0,f(x)=0 e f(x) >0, ou seja, permite fazer a verificacdo se o valor da funcéo

€ positivo, negativo ou nulo, em cada ponto do grafico.

Para a funcéo linear, estudar o sinal é verificar o que ocorre com o valor da

funcdo para valores menores e maiores que a raiz.

f(x) < 0 parax < raiz

f crescente (a > 0) {f(x) > 0 para x > raiz

f(x) < 0 para x > raiz

f decrescente (a < 0) {f(x) > ( para x < raiz

1.4 Funcéo quadratica
Uma funcdo f: R — R chama-se quadratica ou funcdo polinomial do 2° grau,
quando existem constantes a,bec € R,com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx +c,

paratodo x € R.

Para uma equacéo do tipo ax? + bx + ¢ = 0,com a # 0, temos o valor de x

-b+Vb%-4ac

obtido a partir de x = ”

Usa-se também A = b? — 4ac
Para A > 0, temos duas raizes reais distintas;
Para A = 0, temos uma Unica raiz real;

Para A < 0, temos raizes complexas.
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1.4.1 Gréfico

O gréfico de uma funcao quadrética € uma parabola.

Figura1.4.1

1.4.2 Deslocamentos.

Em Dante (2103, p.115-117), temos o detalhamento dos deslocamentos

vertical e horizontal da parabola.

1.4.3 Vértice e a concavidade da parabola

O gréfico da funcdo f(x) = ax?+ bx + ¢, apresenta concavidade voltada
para cima ou para baixo. Quando a concavidade é voltada para baixo, ha o ponto de
maximo, que € o maior valor da funcédo e, quando a concavidade é voltada para

cima, temos o ponto de minimo.

Esse ponto, de maximo ou de minimo, também é chamado de vértice da

parabola.
£y < b A
Vamos provar que o vértice é o ponto de coordenadas V = (——, ——).

Dada a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, vamos escrevé-la de outra

forma:

f(x) = ax? + bx+c=a(x2+sx+§)

15



2
b . b
As parcelas x? +—x, aparecem no desenvolvimento do quadrado (x +Zx) .

Completando o quadrado, podemos escrever:

a[(x2+§x+%)—b—2+5]=

4a2  a

r 2 2
=a(x2+2x+b—2)—(b—2—5)]=
L a 4a 4a a

_ 2 -
—a (X+£) _b 4ac]=
2a

4q?

[ 2
b A
(x4 2) -2
2a 4a

S b A .,
Desse ultimo resultado temos a, € constantes e x variavel.
Assim:
e Se a > 0,entdo o valor minimo de f(x) ocorre quando ocorrer o valor

2 2
o b A b ;.
minimo para (x +Z) ——; COmo (x +Z) > 0, para todo x € R, seu valor minimo

4a2’
b . b . ;.
ocorre quando x + 22 = 0, ou seja, guando x = — Temos aqui que o valor minimo
. A A ;o .
de f(x) é f(x) = a [0 _E] = -0 Em se tratando de valor minimo, temos aqui, a

concavidade voltada para cima.

e Se a < 0,entdo o valor maximo de f(x) ocorre quando ocorrer o valor

. b\2 A
minimo para (x + —) -
2a 4a

2
Nessa diferenca, —4%2 € constante e (x + 2%) > 0, para todo x € R. Entdo a

. ;. b . b
diferenca assume seu valor minimo quando x too= 0, ou seja, quando x = o

Temos aqui que o valor maximo de f(x) é f(x) = a [0 — 4?7] = —ﬁ. Em se tratando
de valor maximo, temos aqui, a concavidade voltada para baixo.

Concluimos entdo que, em ambos 0s casos, as coordenadas de V sao

(—Z,-2). lezzi (1993, v. 1, p.147-148)

4a

1.4.4 Zeros ou raizes
Os zeros ou raizes da fungdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, séo valores de

x reais, tais que f(x) = 0. Sao, portanto, as solu¢bes da equacgéo do 2° grau.
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Observando a féormula de Bhéaskara, fica evidente que dependemos de VA
para a obtencéo das raizes. Quando A < 0, dizemos que ndo existem raizes reais.
Nesse caso, a parabola estd totalmente acima ou totalmente abaixo do eixo das

abscissas.

1.4.5 Esboco do grafico
A partir do vértice da parébola, atribuimos valores simétricos ao x do vértice e

obtemos pontos da parabola, simétricos em relacao ao seu eixo.

1.4.6 O Crescimento e o Sinal

Do resultado 1.4.3, uma fungdo f(x)= ax?+ bx+c, com a #0, é

b b h
decrescente para x < ~%a e crescente para x > Y se a > 0, é crescente para

b b
x < ~%a e decrescente para x > Y coma < 0.

O sinal da funcdo quadratica pode ser encontrado de forma bastante
detalhada em: lezzi (1993, v.1, p.160-163).

1.5 Inequacdes-produto e Inequacdes-quociente

Sejam as fungoes f; e f, com dominios em R.
1) Chamamos inequacao-produto na incognita x, as sentencas:

fi().f(x) 2 0, fi(x). f(x) >0, fi(x).f(x) < 0ou f;(x). f,(x) <O0.

2) Chamamos inequacédo-quociente na incégnita x, as sentencas:

fl(x) > fl(x) > 0 fl(x) < 0 ou fl(x)

) < <0
fo(x) — f2(x) f2(x) f2(x)

Para, por exemplo, f;(x).f;(x) >0, a solucdo depende dos produtos dos
valores das funcdes.

(). f(x) > 0< fi(xg) € f5(xg), ndo nulos, ttm o mesmo sinal.

Assim, fi(x) >0e f,(x) >00u fi(x) <0e f,(x)<O.

Para fi(x) >0e f,(x) >0,se S; e S, sdo os conjuntos de solugbes dessas

inequacgdes, entdo S; N S, é a solucdo do sistema.
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Para fi(x) <0e f,(x) <0, se S; e S, sdo os conjuntos de solucdes dessas

inequacdes, entdo S; N S, € a solugao do sistema.
Podemos concluir que o conjunto solucao de f; (x). f,(x) > 0 é:
S=(1 NSV NS,)

Analogamente pode ser feito para as demais inequacgOes, observando a

restricdo para o denominador nulo.

1.5.1 Quadro de sinais (Varal)
Ha um processo pratico para resolver inequacdes-produto ou inequacdes

guociente.

Vejamos um exemplo simples de uma inequacao-produto e logo a seguir, um

caso mais elaborado.

Sejam fi(x) =x—4e f,(x) =x+ 2, as fungbes que compdem a inequagao-
produto f; (x).f,(x) > 0emR.

Em primeiro lugar, estudamos os sinais das fungdes f; (x) e f, (x).

Fala) Fazl2)
4 —2
Figura 1.5.1.a
O Varal:

— E — E =+ Fi(x)
_ E + E + Fa(x)

H — H + Filz). fal(x)
+ o -

4

|
b

Figura 1.5.1.b
S={xER|x<—20ux>4}
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fi(x).f,(x) =f(x) = x? — 2x — 8 e, portanto, poderiamos ter obtido a solugédo
a partir de seu grafico. No entanto, essa técnica pode nos ajudar a esbocar o gréafico
de outras funcdes de graus mais elevados.

Vamos analisar o seguinte exemplo:

x(x%+x-2)(x+2)(x+3)?
x+1 '

Seja f(x) =

x(x%+x—2)(x+2)(x+3)?
x+1

= 0.

Vamos resolver

A seguir sdo apresentadas individualmente cada fungdo e suas respectivas
raizes.

i) =xx=0; L(x)=x*+x—-2,x=1lex=-2; f5(x) =x+2,x = —2;

fs)=@x+3)%,x=-3ef;(x)=x+1,x=-1.

O varal:
| | | | |
| | I | I
| | I | I
L ) | .I |
| | I | I N
- e -, + 7 L
| | | | |
4+ + — — — - a4 —2
— o 4+ 4o 4+ 4 )
| ] ] ] ]
o+ L+ (z+3)p
| | | | |
— e | + T r4+1
- : O [ -
[ I | I _ 4 (@
_ ! ? + . & | flx)
| | | |
-3 -2 -1 0 L,
Figura 1.5.1.c

S={xeR|-1<x<0oux>1}
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O gréfico cartesiano da funcao resultante das operacdes propostas.

|

|

[u]

:

-10

-12

Figura 1.5.1.d

1.5.2 Exemplos

1) x—=2)2>0=>x—2>0=>S={xeR|x>2}
2) (4x—3)>0= 4x—-3#0=>S={xeR|x =}
3) x+1)°<0=2x+1<0=>S={xeR[x<-3}
4) Bx—2)*<0=S=0

5) 5x—4)2>0= S=R

6) (5-3x)720=5-3x20=>S={xeR[x<3
7) (4-20)4<0=4—2x=0=S = {2}

Vamos resolver graficamente mais uma inequagao.
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Sendo fi(x)= (x—3)° f,(x)=02x+3)e f3(x)=(x+2) resolver a

f1(x)-f2(x)

> m R.
f3(x) - Oe

inequagéao
O sinal de (x — 3)° é igual ao sinal de (x — 3).
O sinal de (2x + 3)° é positivo se x # —% e (2x+3)°énulose x = —3.

O sinal de (x + 2)* é positivo se x # —2.

A solucao gréfica:

- = N o = fi()
R S 1o
* o - i fs(=)
- _: . e 11(;3}(1 f)m
2
Figura 1.5.2.a
s={xeRlx=-%oux>3)

O grafico cartesiano da funcéo resultante das operacdes propostas.
2 .

Figura 1.5.2.b
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2. AS VARIAVEIS

Introducéo

Neste capitulo vamos explorar os conceitos de incégnita e variavel, a partir de
um excerto do artigo de Usiskin (1995) a apresentar alguns exemplos em que sao
necessarias a substituicdo ou a mudanca de varidveis, para tornar possivel a

resolucdo dos mesmos.

2.1 Incégnita ou Variavel?
Tanto o termo incognita como o termo variavel sdo apresentados aos
estudantes de Matematica a partir do 7° ano do ensino fundamental e sempre geram

alguma confuséo.

Segundo Buarque (2011), incognita significa “o que é desconhecido e falta
saber para solucionar um problema ou para afirmar algo com certeza ou exatidao” e
variavel é "o termo que numa funcdo ou numa relagdo, pode ser alternadamente

substituido por outros”.

Para Dirichlet (1805-1859), “Uma variavel € um simbolo que representa um

qualquer dos elementos de um conjunto de numeros”. Eves (2004, p. 661)

Do artigo de Usiskin (1995) “Concepgbes sobre a algebra na escola média’,

temos:

Vamos observar as seguintes expressfes, todas elas com a mesma

forma (o produto de dois nimeros é igual a um terceiro):
1) A=b.h
2) 40 =50.x

3) senx = cosx.tgx

4 1=n (i)

n
5 y=kx

Cada uma delas tem um caréter diferente. Comumente chamamos 1 de
féormula, 2 de equacéo, 3 de identidade, 4 de propriedade e 5 de expressédo
de uma fung¢é@o que traduz uma proporcionalidade direta e ndo € para ser

resolvida. Esses diversos nomes refletem os diferentes usos dados a ideia de
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variavel. Percebemos que as letras representam papéis diferentes em cada
caso.

Claramente observamos certa diferenca entre os itens 1, 3, 4 e 5 se
fizermos uma comparacdo com o item 2.

O item 2, dos casos apresentados, apesar de muito semelhante aos

outros quatro, € o Unico valor que ndo varia, pois para valer a igualdade, x

. 4
deve assumir o valor p

Concluimos que, diferentemente de uma variavel, uma incognita é um valor
fixo no escopo da Mateméatica escolar. Por exemplo, em equacdes diferenciais, as
incognitas séo funcoes.

Este estudo estd focado nas equacbes, funcbes polinomiais e polinémios.

Vejamos algumas consideragdes sobre alguns casos:

- Uma equacdo com apenas um valor desconhecido, apresenta uma
incognita;
- Para uma equacao com dois valores desconhecidos, temos duas incognitas;

- Uma funcao polinomial € uma relacdo de dependéncia entre dois valores

desconhecidos e, portanto podemos associa-la a uma equacéo de duas variaveis;

- Um sistema possivel e determinado de equacdes, apresenta incognitas. Ja
um sistema possivel e indeterminado, deixa de apresentar incognitas e nos
apresenta variaveis, pois nos da um numero infinito de possibilidades aos valores

desconhecidos.

2.2 A substituicdo e mudanca de variaveis
A substituicdo de uma variavel, pode se dar por um valor numérico ou por

outra variavel conveniente.

No 7° ano do ensino fundamental, iniciam-se as substituicbes de valores
numéricos em expressodes algébricas, o que vai acompanhar o aluno por toda sua
vida académica. Volta e meia ha a necessidade de se calcular o valor numérico de

uma expressao algébrica ou um valor especifico para determinada férmula.

Antes de se introduzir a resolucdo de equacdes de 1° e 2°, é comum fazer a

verificagdo se certo valor é ou néo a raiz da equacgéo.
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Na resolucdo de sistemas de equacgles, tanto pelo método da adicdo como
pelo método da substituicdo, fazemos substituicdo de uma varidvel por um valor

NUMErico ou por uma expressao.

Para a resolucdo de uma equacdo do tipo ax?* + bx* + ¢ =0, temos uma
primeira situacdo em que se utiliza a mudanca de variavel como artificio para a
resolucdo, transformando-a em uma equacdo de 2° grau. H4 um breve relato
esclarecedor e apresenta o0 método de Viéte para resolver equacdes de 2° grau em:
Oliveira e Corcho (2010, p. 59-61).

Fazendo x* = y, temos x%* = y2? e, portanto ay? + by + ¢ = 0. Resolvendo a
Gltima equacéo e substituindo os valores obtidos em x* = y, podemos ter depois, os

valores para x.

Algumas equacgdes exponenciais e logaritmicas também utilizam esse tipo de

substituicdo em suas resolugodes.

Exemplo 2.2.1
¥+l _ 7,5% = -2

5#5-7.5%*= -2

Fazendo 5* =y, temos

S5y—-7y= -2
y=1
5*=1
X — 50
x=0

No ensino médio ha algumas situacdes em que se apresentam substituicbes
e mudancas de variaveis, ndo que sejam essenciais para o desenvolvimento dos

contetdos, mas sim numa tentativa de facilitar o entendimento. Por exemplo, uma

equacao trigonométrica do tipo sen (Zx - %) = %,x € [0, 2m].

1
Fazendo a=2x—%, passamos a ter sena =, 0 que nos leva a duas

~ T 51 51 . 13w
solucgdes: a = — que nos conduz a x = >, €a=-—_—quenos dax =—

24
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No calculo diferencial e integral, muitas vezes, € necesséria a utilizagdo de
métodos de substituicdo e troca de variaveis para facilitar a obtencéo do resultado

de forma mais r4pida, sendo em muitos casos, a Unica alternativa.

Nos dois itens do exemplo a seguir, usamos 0s conceitos de limite e derivada,
gue pode ser encontrados em: Guidorizzi (2008, v.1, p.55, p.136).

Exemplos 2.2.2

3x2—5 -1

Calculo do limite lim o “———
x—»\/; 3x4-5

Fazendo y = 3x% — 5, tem-se que se x — \E entdo 3x2 —5 - 0.

.. . . eY—1 , . .
Logo o limite fica lim,,_,, -~ = 1, que € chamado limite notavel.

a) Célculo da derivada da fungdo h(x) = cos?x.

Lembrando que cos?x = cosx.cosx = (cosx)? e usando a regra da cadeia,
temos:

fw) =u?eg(x) = cosx

Assim, h(x) = f(g(x))

f'(w) =2.u

g'(x) = —senx

Note que f'(w) = 2.u= f'(g(x)) =2.9(x) = f'(g(x)) = 2.cosx
Temos que:

h(x) = f'(gx).g' &)

h'(x) = —2.cosx.senx

Nesse ultimo caso, utilizamos diversas vezes a substituicdo de variaveis.

Como vimos, as equacdes de 1° e 2° graus tém solucdes bastante simples.
Para as equacdes de 3° e 4° graus, matematicos italianos do século XVI, dentre
eles, Niccolo Fontana (Tartaglia) e Girolamo Cardano, desenvolveram técnicas e

férmulas com uso de radicais para a solucéao.

Por mais de 200 anos muitos matematicos buscaram formulas para equacdes
de graus maiores que 4. Em meados do século XVIII, Paolo Ruffini, médico e

matematico italiano, apresentou alguns argumentos, mas sé nos primeiros anos do
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século XIX, Niels Henrik Abel, jovem mateméatico noruegués, provou a
impossibilidade da resolucéo geral, por meio de radicais, das equacdes de grau > 5,

resultado conhecido como teorema de Ruffini-Abel.

lezzi (1993, v.6, p. 99-100, 147-148)
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3. POLINOMIOS

Introducéo
Vamos tratar aqui dos polinbmios, suas caracteristicas e as operacdes que
usualmente se faz com dois polindbmios. Para a divisdo, vamos utilizar o método da

chave e o algoritmo Briot-Ruffini e encerrar com as relagdes de Girard.

3.1 Fungéo polinomial ou polinbmio
Dada a sequéncia de numeros complexos (a,, a4, a,, as, ..., a,), seja a funcao
f:C— C expressa por f(x) = ay + a;x + a,x? + --- + a,x™. A fungdo f é denominada

fungéo polinomial ou polindbmio associado a sequéncia dada.

Os numeros ay,aq,a,,...,a, sdo chamados coeficientes e as parcelas

Ao, 41X, X2, ..., a,x™ SA0 0S termos do polinémio.

3.2 Raizes
Suponha que x, €& raiz de P(x), ou seja, P(x,)=0. Entao

P(x) = (x — x).Q(x) em que Q(x) é outro polinémio.

3.2.1 Raizes multiplas
Fatorando determinado polindbmio, digamos  P(x) = (x —x,)™. P;(x), com

P;(x,) # 0, dizemos que x, € raiz de multiplicidade n de P(x), comn > 1.

3.2.2 Raizes racionais
Se uma equacao polinomial
P(x) = ax™ + + ayx + a; = 0, coma, # 0, de coeficientes inteiros, admite

uma raiz racional 5, em que p€Z,q€EeZ,e pe q sao primos entre si, entdo p é

divisor de a, e q € divisor de a,,.: lezzi (1993, p.141-142)

3.3 lgualdade
Dois polinbmios f; e f, séo iguais ou idénticos quando assumem valores

numericos iguais para todo x, ou seja, séo iguais como funcdes:

fi= hefilx)=f,(x),Vx €C
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3.3.1 Coeficientes idénticos

3.3.1.1 Teorema

Dois polinébmios f; e f, sdo iguais se, e somente se, 0s coeficientes de f; e f,
forem ordenadamente iguais.

Dados:

fi(x) = ag + ayx + ax? + -+ ax™ = Y, aixt e
fz(.X)= b0+b1x+b2x2+“'+bnxn= ?zobixi.

Entdo: f, = f, < a; = b, Vie{0,1,2,..,n}

Demonstracéao

Para todo x € C, temos:

izhoefi-fi#0c3x (fi— )X #0s f; — f, tem algum coeficiente

néonUIOQHl’} bi—ai¢0<:>EIi; biiai.

3.4 Operacdes

Dados dois polinbmios

i) = ag+ ayx + ax? + -+ apx" = YThaxt e

f2(x) = by + byx + byx? + -+ byx™ = Y b;xt, definimos as seguintes
equacoes:

3.4.1 Adicao

Chama-se soma de f; com f, o polinbmio
(fi + L)(x) = (ag + by) + (ay + by).x + (az + by).x* + -+ (ap + by).x™ =
= Xi—o(a; + bi)xi

3.4.2 Subtracao

A diferenca entre fief, €& dada por fi— f,=fi+ (—f,), ou seja,
(fi —f2)-(x) = (ag—by) + (a;—by).x + (a; — by).x* + ... + (a, —by).x" =
=Y, (a; — by).x"
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3.4.3 Multiplicacao
Sejam os polindbmios
fi(x) = ag+ a1x + ax? 4+ -+ apx™ =Y axt e
fo(x) = by + byx + byx? + -+ byx™ = Y7_o bjxt.
Chama-se produto f;. f,, 0 polinébmio:
(f1-f2)(x) = ag.by + (ag. by + as.by).x + (ag.b, + a;. by + a,.bg). x% + -+
+ (@ by). X,

Ou seja, o produto f; = f;. f, € o polinémio:

fi(x) =co+cp.x+ cpx?+ -+ Cpyn. x™™, em que o coeficiente ¢, é obtido

por ¢, = ao.bk + al.bk_l + -+ ak.bo = Z?:O a; 'bk—l"

O produto f;.f, pode ser obtido multiplicando-se cada termo a;.x! de f; por
cada termo b;.x/ de f,, segundo a regra (a;.x%).(b;. x’) = a;. b;.x**/ e somando-se

os resultados, como veremos a seguir.

Exemplo 3.4.3.1

Multiplicar f; (x) = x + 2x? + 3x3 por f,(x) = 4 + 5x + 6x2.
(fi-f2)(x) = (x + 2x% + 3x3).(4 + 5x + 6x2) = 4x + 5x2 + 6x3 + 8x% + 10x3 + 12x* +
+12x3 + 15x* + 18x° = 4x + 13x? + 28x3 + 27x* + 18x°

3.5 Grau

Definicdo 3.5.1

Seja f(x) = ap + ayx + ayx? + -+ + a,x™, um polindmio ndo nulo. Chama-se
grau de f e representa-se por df ou grf o numero natural p tal que a, # 0e a; = 0,
paratodo i > p.

Assim, o grau de um polindbmio f & o valor do maior expoente de um termo
ndo nulo de f.

Se o grau do polinbmio f é n, entédo a,, € chamado coeficiente dominante ou
principal de f.

Observacdo: No caso de o coeficiente dominante a, ser igual a 1, f é

chamado polinbmio unitario ou ménico.
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3.5.2 Grau da soma

Teorema 3.5.2.1

Se f,ge f + g séo trés polindbmios ndo nulos, entdo o grau de f + g € menor
que ou igual ao maior dos numeros df e dg.

a(f + g) < max {0f ,0g}

Demonstracéao
Se f(x) = Xoaix',g(x) =X} o bjx/,0f =medg =n, comm # n,
admitamos, por exemplo, m > n. Assim, sendo c¢; = a; + b;, temos:
cm=0n+by,=a,+0=a, #0e
ci=a;+b;=0+0=0,V i >m.
Portanto, a(f + g) = m = max{af,dg}.
Se admitirmos m = n, temos:
ci=a;+b;=0+0=0,Vi>m
Cm = am + b, pode ser nulo, entéo:

o(f +g) < max {0f,dg}

3.5.3 Grau do produto
Teorema 3.5.3.1
Se f, g séo dois polinbmios ndo nulos, entédo o grau de f. g é igual a soma

dos graus de f e de g.

d(fg) =of + dg

Demonstracao

Se f(x) = Xoax' glx) =X bjx!,0f = medg =n, seja

cx = aoby + a;by_4 + -+ + ax_1by + a;b, um coeficiente qualquer de (f. g)(x).
Temos:

Cman = Qm-bp, # 0

Como k >m +n, qualquer que seja i, vale i >m ou k—i >n (de fato, se
ambosi<mek—i<n,entdoasomadak <m+n).
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Entdo, qualquer que seja i, ou a; =0 ou b,_, = 0. Desse modo ¢, é uma

soma de zeros.

Portanto, d(fg) =m+n =09f + dg

3.6 Diviséo

Dados dois polinémios f, g # 0, dividir f por g é determinar dois outros
polinbmios q e r de modo que se verifiguem as duas condi¢gdes seguintes:

) f=q.9g+r
) or <dgour = 0.

Observacao: r = 0, indica uma divisdo exata ou que f é divisivel por gq.
f: dividendo

g: divisor

q: quociente

T: resto

Teorema 3.6.1 A existéncia e a unicidade do quociente e do resto

Dados dois polindbmios f e g, com g # 0, existe um unico polindmio g e um
unico polinbmio r tais que g.q+r=f e dr<dg ou r =0. Demonstragdo em
lezzi (1993, p. 74-75)

Ha dois casos chamados triviais:

3.6.1.11%caso: f=0
Os polindmios g = 0 e r = 0 satisfazem as condi¢des da definicao de divisao,

poisq.g+r=0.g+0=0=fer=0.

3.6.2.1 2° caso: df < dg
Neste caso, os polindbmios g = 0 e r = f satisfazem as condi¢gbes da definicdo

de diviséo, poisq.g+r=0.g+ f =f e df < dg

3.6.1.3 O caso geral apresenta af > dg.
Para df > dg, vamos aplicar o método conhecido como o método da chave,

gue é semelhante ao algoritmo da divisao de nimeros inteiros.
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3.7 Método da chave
Semelhantemente a divisdo euclidiana, o método da chave permite obter o

guociente e o resto.

Exemplo 3.7.1
Dados f = 3x> —6x* + 13x3 —9x? + 11x — 1 e g = x? — 2x + 3. Vamos dividir

f porg.
1° Passo: Dividir 3x5 por x2.

5
3%2 = 3x3. Obter o resto parcial r, = f — (3x3).g

= 3x° —6x*+13x3 —9x%2 + 11x — 1 — (3x° — 6x* + 9x3) =
= 4x3 —9x2 + 11x — 1, com grau maior que 0 dg.
2° Passo: Dividir 4x3 por x2.

3
‘:i = 4x. Obter o resto parcial r, = r, — (4x).g

> =

T, = 4x3 —9x? + 11x — 1 — (4x3 —8x% + 12x) = —x% —x — 1, com grau igual ao dg.

3° Passo: Dividir—x? por x2.

42

x—xz = —1. Obter o resto parcial 7; = 1, — (=1). g.

r3 = —x?—x—1—(—x?—2x+3)= —3x+ 2, com grau menor que o dg, finalizando o
processo.

Temos assim, g =3x3+4x —1ler =—-3x + 2.

Na chave temos:

3x5  —6x% +13x? —9x? +11x -1 | x2 —2x +3
—3x% +6x% —9x3 3x?F  +4x -1
43 —9x2 +11x -1
—4x? Bx? —12x

-x¢ —-x -1
x2 =2 +3
—3x +2

Figura 3.7.1.a
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Usando apenas os coeficientes de f e g, temos:

3 -6 13 -9 11 -1 | 1 —2 3
-3 6 -9 3 0 g 1
4 -9 11 -1
—4 g -—12
-1 -1 -1
1 -2 3
-3 2
Figura 3.7.1.b

3.8 Divis&o por binémio do 1° grau
Como passo inicial para tratar do dispositivo pratico de Briot-Ruffini, vamos
dividir um polindmio f, com df =1 por um polindbmio g, com dg = 1 e coeficiente

dominante igual a 1.

Exemplo 3.8.1
Vamos dividir f = 2x3 —7x?2+4x—1 por g = x—4, usando o método da
chave.
2x%  —7x? 4+4x -1 | x -4
—2x3 +8x2 2x?  +x +8
x?  +4x -1
—x%  +4x
Bx -1
—8x +32
31
Figura 3.8.1

Neste tipo de divisdo r é um polindmio constante, pois:

dg=1=0dr=00u r=0.

O valor numérico de r ndo depende do niumero a substituido em x, ou seja,
r(a) =1, VaeR

Notemos que,

f(4)=2.43-7.42+44-1=128—-1124+16—-1=31=r
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3.9 Algoritmo de Briot-Ruffini

Dados os polindmios f = agx™+ a;x™ 1+ a,x™? + -+ a,_1x +a, com
ap, # 0 e g = x — a, vamos determinar o quociente q e o resto r da divisdo de f por
g.

Escrevendo q = qox™ 1 + q;x" % + q,x" 3 + -+ + q,_1, vamos multiplica-lo
por x — a.
Qox™ Tt + @1 X"+ qpx 3 4+ gy

X XxX—a

QoX™ + @1 X"t + x4+ Qo x® + g X

n-—1 n-2 2
—adoXx — aq,x — o Aqp3XT —Aadn_2 — Aqn—1

Qox™ + (q1 — aqo)x™ ' + (g, — aqyx™? + -+ (Gn-1 — AGu_2)X — AGy_4
Fazendo q.(x —a) + r = f, temos:

4o = 4o

g1 —aqo =a; = q; = aqo + a,

q; —aqy = a; =>q; =aq, +a,

An-1 — Aqn-—2 = Ap1=>qpn-1 = Aqn—2 + A1

r—aqp-1 =a,=>r=aq,-1 t+a,

Exemplos 3.9.1
Vejamos duas aplicacfes do algoritmo de Briot-Ruffini disposto de uma forma

mais simples.

1) Vamos dividir f = 2x* —7x? +3x —1porg =x —3

2 0 —7 3 -1 | 3
2 2.3+0 6.3-7 11.3+3 | 36.3 —1
3] 11 36 107
Figura 3.9.1.a

Portanto: g = 2x3 + 6x2 + 11x + 36 e r = 107.
Vamos dividir f = 9x3 +5x?+x —11porg = x + 2
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9 5 1 —11 | -2
9 9(=2)+5 —13(-2) +1|27(-2) — 11
~13 27 —65

Figura 3.9.1.b

Portanto: ¢ = 9x2 — 13x + 27 e r = —65.

3.10 As raizes de um polinémio

Retomamos aqui a secgéo 3.2.

Seja dado o polindbmio
P(x) =apx"+ ap_1x" 1+ a, ,x" %+ +a;x+a, € seja r uma raiz de P(x), ou
seja, P(r) = 0.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.), “Todo polinémio P de grau
n > 1 admite pelo menos uma raiz complexa”. Uma demonstracdo pode ser obtida
em Oliveira (2014).

Pelo Teorema da decomposicao: lezzi (1993, v.6, p. 106-108), todo polinémio

P de grau n, (n = 1) pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, ou seja:
P=a,(x—1)(x—1)(x—13) .. (x—13),€MQUe 1,7,,713,...,1, SAO as raizes de P.
No caso da possibilidade da existéncia de raizes idénticas, a decomposicéo
de P fica determinada por:
m m m mp
P=a,(x—r)™(x—r)™2(x —r)" .. (x — rp) , em que
m;+my; +mg+--my, =n € 1,7,,73,..,1,, S840 dois a dois distintos e P € divisivel

separadamente pelos polindmios (x — )™, (x — )™, ..., (x = 7,)" .

3.10.1 Multiplicidade

Dizemos que r é raiz de multiplicidade m (m > 1) da equacédo P(x) =0 se, e
somente se, P=(x—r)™.Qe Q(r) #0, isto é r é raiz de multiplicidade m de
P(x) =0 quando o polinbmio P é divisivel por (x —r)™ e nao divisivel por

(x —r)™*1, a decomposicdo de P apresenta exatamente m fatores iguais a x —r.

Quando m = 1, dizemos que r € raiz simples; quando m = 2, dizemos que r é

raiz dupla; quando m = 3, dizemos que r €é raiz tripla, e assim por diante.
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3.11 Relagdes de Girard
Nos ensino fundamental e médio, utilizamos a soma e o produto das raizes de
uma equacao de segundo grau para obté-las: Dante (2014, p. 107-108). Essa

estratégia, que usa os coeficientes da equacdo, para sua resolugdo, € um caso

particular das relacdes de Girard.

3.11.1 Caso geral
Dada a equagdo P(x) = apx™+ ap_1Xx" 1+ ap_,x™" %+ -+ ayx + ay,
(a, # 0) e n =1, cujas raizes sao ry, 15,73, ..., I, temMos a identidade:
P(x) = ap(x—1r)x—1r)x—13) . (x—1,) =
= X" —a,(r1+ r2+ r3+ o+ r)x 4
+ ap(rirz + rirs + o4 g1, )XV —
— ay(rirar3 + r1rary o4 Ty oty a1 )XV 3 4+ 4
+ (D" a, Spx" M+ o+ (D) ay(ry T T3 .. TR), VX

Temos assim:

an—
Si=n+ ittt n=-"2
n
— _ On-2
S, =+ st o, = .
n
an—
Ss =11y + 1ol ot Tpoty_1Ty = —2—3
n

S, = soma de todos (E) produtos de h raizes da equacdo = (—1)" =nch

an
Sp = =(-)nx
n = T1TeT3 .y = ( )an

Observacao:
As n relacdes de Girard para uma equacao polinomial de grau n ndo sao
suficientes para obter r,,1,,13,...,1,. EXiste a necessidade de uma informacao

adicional sobre as raizes.

Exemplos 3.11.1.1

1) Calcular a soma e o produto das raizes da equacao

2x* 4+ 3x3 4+ 4x*+5x+6 = 0.
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Temos:

a 3
T‘1+ T‘2+ 1’3+1’4=—a—3=—5
4

a 6
3Ty = (_1)4;(: =3~ 3

2) Resolver a equacgdo x3 — 6x? + 3x + 10 = 0, sabendo que a soma de duas
raizes é 1.

Temos:

T1+ T2+ T3=_%=—ﬂ=6 (1)

as 1
_a1_3_ 2
T1T2+T1T3+T2T3—a_3—1—3()

10
T1T2T3 = _Z_Z = _Tz 10 (3)

n+nrn=1(14)

Substituindo (@) em (1) =1+ 3 =6=13=5

10
{Tlrz = _? - = =1 = —1le T, = 2, portantO S = {_1’ 2’5}

3.12 Raizes Complexas
Vamos tratar, neste topico, das raizes complexas e nao reais de uma

equacao polinomial de coeficientes reais.

3.12.1 Raizes Conjugadas

Teorema 3.12.1.1

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz 0 numero
complexo z = a + Bi, com a, B € R, entdo essa equacdo também admite como raiz o
namero z = a — Bi, conjugado de z.

Demonstracao

Seja a equagdo P(x) = a,x"+an_1x" 1+ a,_,x" %+ -+ a;x+a,=0 de

coeficientes reais que admite a raiz z, isto é, P(z) = 0.
Provemos que z também é raiz dessa equacao, isto é, P(z) = 0:
P@) =a,(@D"+an1(D" '+ 42D+ ay(2) + a0 =
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=a, 2"+ ap_ 12"+ a, 2" 2+t az+ap =

= anZ” + an_lz”_l + an_zzn_z + -+ ali + ao =

= anZn + an_lzn_l + an_zzn_z + -+ m + ao =

=anz" + ap_ 12"+ ay 2" 2+ -+ az+ay =P(z) =0 =0.

Corolério 3.12.1.2

Se uma equacgao polinomial de coeficientes reais admite a raiz z = a + fi,
(a, B € R), com multiplicidade p, entdo essa equacao admite a raiz z = a — i, com
multiplicidade p. : lezzi (1993, v.6, p. 129-131), € consequéncia do teorema acima e

da secéo 3.10.
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4. SERIES

Introducéo

Vamos iniciar este capitulo explorando dois dos paradoxos de Zendo, que
apresentam boas ideias de sequéncias numéricas com divisdes infinitas, para depois
tratarmos de sequéncias de numeros reais, dos limites e da convergéncia de

sequéncias.

4.1 Zenao e seus paradoxos

E possivel que, em civilizacdo anterior & grega, algum estudioso tenha
pensado em uma situagcdo que o conduziria a uma serie numeérica que o tenha
deixado em duvida de como proceder ou desenvolver esse pensamento.

Registros historicos atribuem a Zendo de Eléia, 450 a. C, filésofo grego, a
ideia da possibilidade da subdivisdo de uma grandeza indefinidamente.

Zendo apresentou quatro paradoxos que, se ndo contrariavam a intuicdo
comum, no minimo despertaram o interesse de seus contemporaneos e de grande
parte de seus sucessores.

Vamos enunciar apenas dois de seus paradoxos: a dicotomia e Aquiles e
usa-los livremente em situagcdes que nos conduzam a Sséries numeéricas que nos
interessam.

A dicotomia: antes que um objeto possa percorrer uma distancia dada, deve
percorrer a primeira metade dessa distancia; mas antes disto, deve percorrer o
primeiro quarto; e antes disso, 0 primeiro oitavo e assim por diante, através de uma
infinidade de subdivistes.

Aquiles: Aquiles, em uma corrida com uma tartaruga, jamais a alcancara.

Inicia-se a corrida tendo a tartaruga certa distancia de vantagem, e por mais
gue Aguiles se aproxime a tartaruga sempre estara a frente, pois quando o primeiro
atingir o ponto onde a segunda estivera, esta ja estara a frente.

As duas situacfes propostas por Zendo nos apresentam subdivisdes infinitas.

A primeira regressiva.

1
l-——-—=——— = —, que nos conduz a zero.

271
A segunda progressiva, que adaptada, limita a soma a 1.
T T I T T ST
2 4 8 16 2n
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Sob os argumentos de Zenao, ndo fazia sentido somar um numero infinito de
nameros, porém a ideia intuitiva de estar “tdo préoximo quanto se queira” encerra o
conceito de limite.

Embora fundamental esse conceito demorou mais de dois milénios para
finalmente ser rigorosamente definido pelos matematicos do século XIX, passando
por nomes como: Eudoxo (Séc. IV a. C.), Arquimedes (287-212 a. C.) e muito
posteriormente, Newton (1641-1727), Leibniz (1646-1716), D’Alembert (1717-1783),
Gauss (1777-1855), Cauchy, Abel, Weierstrass, Riemann, entre outros.: Boyer
(1974).

4.2 Sequéncias de nameros reais

Definicéo 4.2.1

Uma sequéncia de numeros reais é uma funcédo x: N — R que a cada numero
natural n associa um numero real x, = x(n), chamado o n-ésimo termo da
sequéncia.

Uma sequéncia x: N - R pode ser representada por (xy,x,, X3, ..., Xp, ... ), OU

por (x,,)n < 1n,» OU Simplesmente por (x,,).

Por exemplo, a sequéncia (1,

Nlp_n

111 .
’E’Z’E"")’ pode ser descrita como sendo
dada pela seguinte férmula para o n-ésimo termo:

Xp = —
nooon

N . 1 .
A medida que n cresce, — torna-se cada vez menor, e assim, podemos

encontrar termos tdo pequenos quanto desejarmos.

3 5

Em outro exemplo (%,1,5,2,5,3,2,...), pode ser descrita como sendo dada

pela seguinte formula para o n-€simo termo:

X, = —
L

A medida que n cresce, g torna-se cada vez maior, e assim, podemos

encontrar termos tdo grandes quanto desejarmos.

O que diferencia esses exemplos é o fato de a segunda sequéncia ser
ilimitada, ou seja, e a primeira se aproximar cada vez mais de zero.

Podemos afirmar que a primeira sequéncia é limitada e a segunda ilimitada,

ou nao limitada.
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Definicdo 4.2.2

Uma sequéncia (x,) € limitada, se existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢, para todo
n € N. Quando uma sequéncia (x,) nao é limitada, dizemos que ela é ilimitada.

E facil observar no exemplo anterior, uma sequéncia em que seus elementos

decrescem, ou seja, x; > x, > X3 > X, > -

Definicéo 4.2.3

Uma sequéncia (x,) é decrescente se x,., < x, para todo n € N. Dizemos
qgue a sequéncia é ndo crescente, se x,,; < Xx,, paratodon e N.

Definicéo 4.2.4

Uma sequéncia (x,) € crescente se x,,; > x, paratodo n € N. Dizemos que
a sequéncia é nao decrescente, se x,,; = x,, paratodon € N.

Sequéncias crescentes, ndo decrescentes, decrescentes, ndo crescentes, sao
chamadas mondtonas. Essas podem ser limitadas ou nao.

Por exemplo, a sequéncia (1,1,2,2,3,3,...) € ndo decrescente, pois tem a
propriedade x,.; = x, VneN, mas ndo €& crescente, pois nao satisfaz a
propriedade x,., > x,, "VneN.

A sequéncia (2,4,8,16, ..., 2", ...) € monotona crescente e ndo limitada.
Outra sequéncia monétona é dada por (x,) = (1—%), que é crescente e

limitada, pois quanto maior for o valor de n, mais préximo de 1 estaremos. Pode-se
verificar que (x,) € [0,1[¥n e N.

Em (x,,) = (—n), temos uma sequéncia decrescente e ndo limitada.

Estes exemplos mostram que néo ha relacdo entre crescimento da sequéncia

e esta ser limitada ou nao.

Definicdo 4.2.5

Dada uma sequéncia (x,) = (xq,x;, X3, ...,X,,...)€ L um numero real,
suponha que para todo numero real &€>0 exista um n, tal que
n>ny=>L— ¢<x,<L+¢ entdolim,.x, =L.

Dizemos que a sequéncia x, converge para L, ou que € convergente se existe

tal L, caso contréario, dizemos que a sequéncia x,, diverge, ou que € divergente.
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Teorema 4.2.6

Se existir um tal nUmero real L, entdo ele é Unico e chamado limite.

Demonstracéao

Seja lim,_, x, = L. Dado M # L podemos tomar &€ > 0 tal que os intervalos
abertos I = |L — ¢, L+¢[e ] =]M— ¢ M + [ sejam disjuntos. Existe n, € N tal que
n>n, implica x, I. Portanto, para todo n>n, temos x, &J/. Logo ndo &

lim, ., x, =M.

Teorema 4.2.7

Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracéao
Seja a =1lim,_ ., x,. Tomando & =1, vemos que existe nye N tal que
n>ny,=>x,cla—1,a+1[. Sejam b o0 menor e ¢ 0 maior elemento do conjunto

finito {x,,x;, ..., xp,, @ —1,a + 1}. Todos os termos x,, da sequéncia estao contido no

intervalo [b, c], logo ela é limitada.

Teorema 4.2.8

Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracao

1° caso: A sequéncia é crescente.

Seja a sequéncia (xq,x;, X3, .., Xp,...) COM X; < Xy, < X3 < - < X, < L, para
todo n, entdo seja S o conjunto de todos os numeros x, isto é, S = {x,}. Entdo S
tem limitantes superiores, como L; o0 menor deles € chamado supremo de S e
representado por Sup S.

Seja X = Sup S, quero mostrar que lim,,_,., x, = X.

Sejae > 0,entdo X - ¢ < X. Portanto X - € ndo é um limitante superior de S.

7

Assim x, > X - & para algum n, Como a sequéncia € crescente, temos n >

Ng =>x, > X- &
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Como X é um limitante superior de S e X + ¢ > X, segue que X + ¢ é um
limitante superior de S. Portanto, para n> nyp,X—-e¢<x,<X+¢& e, como

queriamos provar, lim,,_,. x, = X.

2° Caso: A sequéncia é decrescente.

Ha uma possibilidade de se fazer uma “prova simétrica” para esse caso, mas
vamos optar por usar esse resultado obtido agora.

Seja a sequéncia (x1, X3, X3, o) Xy, .. ) COM X; > X, > X3 > -+ > x, > M, para
todo n, entdo a sequéncia tem um limite inferior.

Para todo n, seja y, = —x,. Entdo y,,y,,vs,..,y, € crescente e limitada
superiormente. Portanto é convergente.

Seja lim,,_,. y, =Y. Entdo lim,,_,.. x, = =Y.

Uma situacdo sempre presente no ensino médio € a soma dos termos de uma

PG comrazdo entre 0 e 1.

A sequéncia de termos dada por S, =1 +%+i+§+...+ —_ & limitada,

2n—1’
assim como a soma dos termos de qualquer PG de razdo g, com0 < g < 1.

Pela férmula da soma dos termos de uma PG, temos:

_ 2 n-1 _ ,4'-1 _ _1-q"
S, = a+aq + aqg°+...+aq =a - =a -

1—-q™
1-q

la|

Como0 < 1-gq" < 1lel-gq > 0,temos|S,| < |a. |<1_q.

Logo, S,, é limitada.

4.3 Operacdes com limites
Para prosseguimento, sdo necessarios alguns resultados que envolvem 0s

limites da soma, do produto e do quociente de sequéncias.

Teorema 4.3.1: Lima (2012, p.28-29)

Se lim,_,. x, = L e lim,_,.. y, = M, entao:
1. limp,.(x, £y,) =L+ M.

2. limy_o(xy.y,)=L.M.

nm_LseM=o0.
M

Yn

3. lim,_.
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4.4 Séries infinitas

Seja uma sequéncia (a,) = (ai,a,,..,a,,..). A série é a sequéncia das
somas parciais e € indicada por 272, a; =a; +a, + -+ a, + -

Seja S,, a n-ésima soma parcial da série S, = X a; =a; +a, + -+ a,, para

todo n.

Definicéo 4.4.1
Quando existe o lim,,_,. S, = L, onde L € um numero finito, dizemos que a
série Y»_, a, converge para L ou, simplesmente, € convergente. Caso contrario,

dizemos que a série € divergente.

Teorema 4.4.2

Se Y_, a, converge, ent&o lim,,_,.. a, = 0.

Demonstracao
Seja S, =a;+a,+-+ a, el = lim,_,S, Vale também lim,_. S,_, = L.

Logo, 0 =L —-L =lim,,. (S, —Sp—1) =lim,_.a,.

Exemplo 4.4.3

Da adaptacéo do paradoxo de Zenao Z;‘{’zlzin, temos:

1 1 1 1 1
51 ZE,52=E+Z,...,Sn=E+Z+'“+

1
2_"'

Ja sabemos, do ensino médio, que essa soma € igual a 1 pela somatoria da
PG.

A reciproca é falsa.

;- A= 1 , .
Na série harmonica Y% =, a,, tende a zero, porém ela diverge.
n n
=1

4.5 Convergéncia

J& vimos que uma série converge se existe o numero real L de modo que
Y1 Xn = L.

Uma série ) x, €& chamada absolutamente convergente quando X |x,|

converge.
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Teorema 4.5.1

Toda série absolutamente convergente € convergente. : Lima (2012, p.41-42)

Exemplos 4.5.2

1) Para |x| < 1, a série geométrica ).,—, x™, € absolutamente convergente,
pois |x™| = |x|™.

2) Uma série convergente Y. x,, tal que Y%_, | x™| = +oo é dada por

w (D™ 1,1 1
ne1 =1 2+3 2t -

Quando tomamos a soma dos valores absolutos, obtemos a série harménica,
que é divergente. Porém a convergéncia da série ) x, se da pelo teorema de
Leibniz: Lima (2012, p. 41) que diz:

w1 Xp = X1 — X + X3 — X4+ -+ convergira se as trés condicdes que
seguem forem satisfeitas.

1) x, >0, paratodon

2) x, = xp4q1, paratodon

3) x,—> 0

Como a série apresentada atende as condicdes, a série converge.

4.6 Testes de Convergéncia
Teorema 4.6.1

Seja ), y,, uma série absolutamente convergente, com y, # 0, para todo n € N.

A . Xn o , . ,
Se a sequéncia — for convergente, entdo a série Y x, serd absolutamente
Yn

convergente.

Demonstracao

Xn

Se, para algum c¢ > 0, tivermos < ¢ para todo n e N entdo |x,| < c|y,l.

Yn

Pelo critério da comparacdo: Lima (2012, p. 39), a série Y.._,x, € absolutamente

convergente.
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4.6.2 Teste de D’Alembert: Lima (2012, p. 42).

Seja x, #0, para todo neN. Se existir uma constante L tal que

Xn+1

<L<1 para todo n suficientemente grande, em particular se

Xn

Xn+1

lim,, _, < 1, entdo a série }; x,, sera absolutamente convergente.

Xn

46



5. SERIES DE POTENCIAS

Introducéo
Neste breve capitulo vamos apresentar as ideias de sequéncias de funcgoes,
séries funcionais e as séries de poténcias, que serdo muito utilizadas nos capitulos 6

e’.

5.1 Sequéncias de Funcdes
Uma sequéncia de funcbes € uma sequéncia (f,,) ,en, Onde cada f,, € uma
funcdo, sendo nesse caso, apenas consideradas sequéncias de funcdes de uma

variavel real.

Seja f, uma sequéncia de funcbes definidas em Ac R. Para cada x € A4,
podemos considerar a sequéncia numérica de termo geral f,(x). Seja B o conjunto
de todos os x,x € A, para 0s quais a sequéncia f, (x) converge. Podemos, entéo,
considerar a funcao f: B - R definida por:

FG) = lim £, Go).

Diremos, entéo, que f, converge a f em B.

Exemplo 5.1.1: Guidorizzi (2008, v.4, p. 99)

Determine o dominio da funcdo f dada por lim,,_,, n. sen %

O dominio de f é o conjunto de todos x para 0s quais a sequéncia

nsen%,n > 1, converge. Temos, para todo x # 0,

X
X sen=
lim nsen— = lim 7 X = X.
n—-oo n n—-oo il
n

Sex =0,
0
lim nsen- = 0 = £(0).

n—->oo

Segue que, para todo x real,

x
f(x) = lim nsen— = x.
n—-oo n
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Logo, o dominio de f é R e, para todo x, f(x) = x.

fa

f:i

Iz

Figura 5.1.1

Do exemplo, resulta que a sequéncia de funcdes f,,, n =1, onde f,, é dada

por f,,(x) = nseng, converge a f em R. Observe que, a medida que n cresce, 0S

gréficos das f,, vdo se aproximando cada vez mais do gréfico de f.

5.2 Séries de Funcdes

[oe)

Uma série de funcdes é uma série Y%, f,, onde cada f, é uma funcéo.

Dizemos que a série Y. %, f, converge, em B, a funcédo S: B —» R se, paracada x € B,

W= h

O que significa que, para cada x € B,

k
SG)= lim D (o).

O dominio de S é o conjunto de todos 0s x para 0S quais a Série

+%2 fn (x) converge.
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5.3 Convergéncia Simples e Convergéncia Uniforme para Séries
Funcionais
Mais a frente teremos a possibilidade de observar aproximac¢des de funcdes

polinomiais f, f5, ..., fn, ... para fungbes como seno e cosseno.

Uma sequéncia de fungbes f,:X—->R, com n = 1,2,..converge
simplesmente para a funcdo f: X — R quando, para todo x € X, a sequéncia de
nameros f; (x), f, (x), ..., fn (x), ..., converge para f(x).

Assim, f, = f simplesmente em X quando dados € > 0 e x € X, existe

ny € N, dependente de eede x talque n > ny = |f,,(x) — f(x) | < e.

Graficamente, temos uma sequéncia de pontos
(x, 1), (%, £2(0)),..., (%, fo(x)), ... obtidos pelas interseccbes dos graficos de

fi, f2, < fn, .- COM a reta vertical em um ponto de x € X.
Um tipo mais restrito de convergéncia € a chamada convergéncia uniforme.

Uma sequéncia de fungdes f,,: X — R converge uniformemente para a funcao
f:X - R quando, para todo € > 0 dado, existe n, € N, dependente apenas de ¢, tal

quen >ny=|f,(x) —f(x)| < g paratodo x € X.

Graficamente, dado ¢ > 0, a faixa de raio ¢ em torno do grafico de f € o

conjunto F(f; €) = {(x,y) eR% x €X,f(x)-e <y < f(x) + &}

Afirmar que f,, = f uniformemente em X significa dizer que, para todo ¢, existe
n, € N tal que o grafico de f,, para todo n > n,, esta contido na faixa de raio € em

torno do grafico de f.

5.4 As Séries de Poténcias

Uma série de poténcias € por defini¢ao:
f) =27 gan(x —x)" = ag+ a,(x —x) + a,(x —x0)% + -+ a,(x —xx)" + -+

Esta expressdo pode ser entendida também como um polinbmio de grau
infinito.

De forma simplificada, vamos fazer x, = 0 e tratar das séries de poténcias do

tipo f(x) = Yp—p Anx™ = ag + a1 x + ax? + -+ apx™ + -
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Seja a fungéo ﬁ Adaptamos o método da chave para a divisdo, buscando

eliminar os termos de menor grau.

1 | 1+x
—1—x 1 — x4+ x*— x3+ ..
—Xx
x+ x°
2
—x? — x3
—yd
¥+ x®
x* ..
Figura 5.4.1

Pela disposicao dos termos do quociente, podemos verificar que:

1
1+x

=1—-x4+x2—x3+-+ (D" +- =27 (-1 x™

Anteriormente tratamos da convergéncia de uma sequéncia e para séries de
funcdes. Vamos, a partir de agora, trabalhar o raio e o intervalo de convergéncia

para as séries de poténcia.

5.5 O raio e o Intervalo de Convergéncia para Séries de Poténcias

Uma série de poténcia ), a, x™, ou converge apenas para x = 0 ou existe r,
com 0 < r < +oo, tal que a série converge absolutamente no intervalo aberto
] —r,r[ e diverge fora do intervalo fechado [—r, r]. Nos extremos -r e r, a série pode

convergir ou divergir. O niamero r chama-se raio de convergéncia da série.

Teorema 5.5.1

Seja a, uma sequéncia cujos termos sao diferentes de zero. Se

lan+1l

o] = L entdo lim,, _, o, v/la,| = L.
n

lim, , »

Demonstracao

Dado &>0, fixemos o0s numeros positivos K,M tais que

L—e<K<L<M<L+e Existe peN tal que n=2p=K< < M.

an+1
an

Multiplicando membro a membro as n—p desigualdades
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K<|2|<Mi=1,.,n—p obtemos K"P< |

an
ap
|

a a ~ . ’
Ponhamos «a = Me p = —”'. Entdo K"a < |a,| < M"B. Extraindo raizes, vem
KP MP

< M™P para todo n>p.

Ap+i-1

K¥a < la,| < M'/B para todo n > p. Levando em conta que L —e <K,M < L +
g lim, , ,Ya =1 elim,_, /B =1, concluimos que existe n,>p tal que n>
ng=>L—e<KVa e MYB<L+e Entio n>ny=>L—e< Yla,|<L+e o que

prova o teorema quando L > 0. Se L = 0, basta considerar M em vez de K e M.:
Lima (2012, p. 43-44)

Teorema 5.5.2
e e ~ 1
Se existir lim,, , o, 1/la,| = L entdor = -.

Demonstracéao

Para iniciar r = +o0 se L = 0.
Com efeito, para todo p >0 existe n, € N tal que n>n,= la,l <

1
>
Fazendo n —» oo obtemos L <-, de onde ps%. Segue-se que r=supRS%.

o |-

1 . 1
Supondo, por absurdo, que fosse r < - tomariamos ¢ tal que r<c< o de onde

L <%. Pela definicdo de limite, teriamos %/|a,| <% para todo n suficientemente

, .~ 1
grande e dai ¢ < r, uma contradi¢do. Logo r = o

Além disso, tem-se 0 < p < r<Yla,l <%, para todo n €IN
suficientemente grande.

Considerando esses resultados, se limn%wsz, entdo o raio de

lanl

~ . , . 7 1
convergéncia da série Y a, x" € r = —.

Teorema 5.5.3

Uma série de poténcias ), a, x™ converge uniformemente em todo intervalo
compacto [—p,pl,onde 0 < p < r.
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Demonstracéao
A série ) a, p™ é absolutamente convergente e, para todo x € [—p,p ], tem-
se |a,x"| < |a,|p™. Pelo teste de Weierstrass: Lima (2012, p. 163), segue-se que a

série ), a, x™ converge uniformemente no intervalo [—p, p].

Corolario 5.5.3.1
Se r > 0 € o raio de convergéncia da série ), a, x™, a fungdo f:]-r,r[ - R,

definida por f(x) = Y a, x™ é continua.

5.6 Teorema de Multiplicacédo de séries de poténcias
Sejam as séries A, = Y a,x™ e B, =Y b, x™ convergentes absolutamente
para |x| <r,esejac, = Xio b m=0,1,2,..).

Comparando com o produto das séries dadas, temos:
Z anxn Z bnxn = (ao + alx + azxz + )(bo + blx + bzxz + )
n=0 n=0

= aobo + (a0b1 + albo)x + (aobz + a1b1 + azbo)xz + .-
=Co+ C1x + cpx?% + -

Assim, para |x| < r, concluimos que:

o)

[00] (o]
Z a,x™. Z b,x™ = Z Cpx™
n=0 n=0 n=0

5.7Teorema (Integracao termo a termo)
Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias Y a,x". Se

[a, B] = ]—7, r[ entédo ff(Z a, xM)dx = ¥ (ML — gD,

n+1

5.8 Teorema (Derivacao termo a termo)

Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias ) a,x™. A funcédo
f:1-r,r[ - R, definida por Y a,, x™, é derivavel, com f'(x) = >%_,n.a, x"" ! e a série
de poténcias de f'(x) ainda tem raio de convergéncia r.

As demonstracbes dos dois ultimos teoremas podem ser encontradas em
Lima, (2012, p.166-167).
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6. SERIES DE TAYLOR

Introducéo
Neste capitulo vamos apresentar a formula de Taylor, aproximar uma funcéo
por polinbmios de ordem um e ordem dois e fazer as aproximacdes para as funcoes

Seno, COSSeNno e outras.

6.1 A Formula de Taylor
A n — ésima derivada de uma funcdo f no ponto a é indicada por f ™ (a).
Paran=1,2,..., escreve-se f' (a),f" (a),...,f ™ (a), respectivamente. Temos, por

defini¢do, f' (@) = (f) ' (@), f" (@ = (f)' (@), ...f P(a) = [f* V] (a).

Definicdo 6.1.1
Se uma funcdo f é definida em um intervalo aberto contendo a, entdo a
derivada de f em a, expressa por f ’(a), € por definicao:

fla+h)—f(a)
h

f'(a) = lim

Se existe f ™ (x) para todo x € I, dizemos que a funcdo f:I—»R é n vezes
derivavel no intervalo I. Quando f é n — 1 vezes derivavel numa vizinhanca de a e

existe f ™ (a) dizemos que f:I— R é n vezes derivavel no ponto a € I.

Dizemos que f:I—-R é uma funcdo de classe C" e escrevemos f € C™,
quando f € n vezes derivavel e a fungéo f ™ :I—>R é continua. Quando f  C™ para

todo n € N, dizemos que € de classe C* e escrevemos f € C*.

Os polinbmios, as fungbes racionais, as funcbes trigonométricas, a

exponencial e o logaritmo séo funcdes de classe C*.

O polinémio de Taylor de ordem n da funcdo f:I—>R n vezes derivavel no

ponto a €1 é por definicao:

" nr (n)
Pla+h) = f(a) + f'(a)-h + fz—(?)'hz = 3$a‘)-h3+...+ ! nl(a).hn

O polinémio de Taylor de grau < nde f no ponto x, pode ser expresso por

@ i
P(x) = Y7o T8 (x — xp)L.

i!
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Exemplo 6.1.2 O polindmio de ordem 1 de f em torno de x,.

Este exemplo e o proximo sdo baseados em Monteiro (2013).

Seja f derivavel em x, e T a reta tangente a f no ponto P(x,, y,).

e T e

B =—=== == — —

Figura 6.1.2
T:y —yo = m(x — xo)

y = f(xo) = f'(x0). (x = Xo)

T(x) = f(xo) + f'(x0). (x — x0)

T(xo) = f(x0)

E(x)=f(x) = T(x)

E(x) € o erro que se tem aproximando uma funcao f por uma f™.
Claramente lim,_,,, E(x) = 0.

EC) _

X—Xo

Por outro lado, lim,._,,,
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Demonstracao:

E o f@-T@ L fO) — [FG) + f (o) (= x0)]

lim
xX-xg X —Xg  X7Xg X — Xg X—Xo X — Xg
x)— f(x "(x9). (x — x
i [fRSG0) FGD G
X—Xq x_xO x_xo

Verificamos que lim,._,,, —-2> = 0.

X—Xo

Como x —x,—>0 e % - 0,temos que E(x) tende a zero mais rapidamente
A0
gue x — x,, 0 que implica |[E(x)| < |x — x,].
Temos entdo o polinbmio de Taylor de grau <1 representado por

T(x) = f(xo) + f'(x0). (x — x;), em torno de x,,.
Exemplo 6.1.3 O polindmio de ordem 2 de fem torno de x,.

Seja f derivavel até 22 ordem, em x,, T a reta tangente a f no ponto

A(x,,v,) € P a parabola que passa pelo ponto A e é tangente a T ou f, que aproxima
melhor o grafico de f.

z(

B
B

Figura 6.1.3
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Mostrar qual € o polindémio de grau 2 que melhor aproxima f:
P(x)=a+b.(x —xy) +c.(x —xg)?

E;(x) = f(x) = P(x)

1) E;(x) = 0= f(xo) = P(x0) = a = f(xo)

2) limyey, ii‘j = 0= lim, _,, (F2L5p — ¢(x —x)) = 0= b = f'(x0)

X —Xo

Aqui usamos o valor de a obtido em (1)

Ex(x) . F(x) = fxo) = f (xg).(x—x0) _ _
Gexo? Moo ( (x—x0)? c)=0

T f ) = f(xg) = f'(x0). (x — xo) Y f'x) = 0= f"(xo) _ f" (x0)
= c = lim = lim

X=X (X - XO)Z X=Xo Z(X - xO) B 2

3) lim,_,,

por L’HOSPITAL
Assim, o polinbmio que aproxima a fungdo f em torno do ponto A(x,,v,), € 0
polinémio P(x) = f(xo) + £ (xg). (x — x,) + -0 0 (= x0)2.

Ofatodec—f ;0)

é consequéncia dos erros serem nulos. Em consequéncia
disso, temos a concavidade de f(x) e de P(x) € a mesma no ponto A(xg, vo)-

O erro na aproximagéo é dado por E,(x) = f(x) — P(x).

Ez(x) 0

Vamos mostrar que, para o polindmio de Taylor de ordem 2, lim,_, p—
0

B FO) — ) - F o) (= xg) - L5 — 2
lim = lim
xX-Xo X — X X-Xg X — Xo

_ fO)=f(xo) f'(xe).(x—x0) f"(x0). (x —x0)?
= lim —

X=X X — Xg X — Xg 2 (x — x9)

" (x0). (x — x0)
2

= f'(xo) = f'(x0) — xli_)r;fclo

"(x0).0

O resto E,(x) é zero, independente da constante f" (x,).

Vamos verificar
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lim —EZ ()
x=xo (X — Xx)?

BG S0~ flw) ). (= o) - L7000 (x — xpy2

x=%xo (X — Xg)2  x-%o (x — x)?
— f(x) = f(xo) = f'(x0). (x — xo) [ (x0) _
~ xo | (x — x0)2 T 2.(x—xg)?" (x = x0)*

— i f(x) = f(x0) = f'(x0)- (x —x0)| [ (x0)
= lim -

x=xo [ (x — x0)? 2

Como a f é derivavel até 22 ordem e, portanto continua em x,, podemos
aplicar o teorema de L’HOSPITAL.

£O0 = f ()] f"xo)

X—X 2. (x — xo) 2

_ M) o)
2 2

Assim, lim,._, % =0

Como (x — x,)* tende a zero e o quociente —(:Zix))z
—to

a zero mais rapidamente, o que implica |E,(x)| < (x — x)?

- 0,temos que E,(x) tende

Temos entdo o polinbmio de Taylor de grau <2 representado por

P(x) =a+b.(x —xq) + c. (x —x0) 2, emtorno de x,.

6.2 O polindmio de Taylor de ordem nde f
Seja f: [a, b] >R, n vezes derivavel no intervalo aberto [a, b]. Existe ¢ € ]a, b[

tal que:

f" (@)

(n-1) Q)
f®) = f@ +f'(@.(b~a) + == (b~ R iid ) RIRALO

RN e GOl

A expressao foc) (b —a)" é chamada Resto de Lagrange.: Lima (2012, p.107)

6.3 Séries de Taylor
Uma série de poténcias ) a,. (x —x,) ™ com raio de convergéncia r > 0, é
chamada série de Taylor, em torno do ponto x, da fungdo f:]x,— 1, xo+ [ > R,
definida por f(x) = X a,.(x — xy)™.
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Para uma funcdo f como f(x) = senx, podemos formar a série de Taylor

(-1, x2n+t

associada S(x) = Xi_o—; -,

e perguntar (1) para quais valores de x a

série converge, isto €, S(x) fica definido como um numero e (2) para
quais valores de x obtemos S(x) = f(x). Para responder (1), utilizamos o
calculo do raio de convergéncia como discutimos antes. Para responder
(2), verificamos, para x fixado, se o resto E,(x) - 0 quando n — c. Em geral,
nenhuma das duas respostas € automatica, como veremos para [n(1+ x): essa
funcdo estd definida em todo x > —1, mas sua série converge somente para
—1 < x < 1. Adaptado de: Lopes (2013, p.178-180).

6.4 Aproximacdes para algumas funcdes

1) Funcdes seno e cosseno em torno do ponto x =0

Vamos obter, pela formula de Taylor, as séries do seno e do cosseno.
Seja f(x) = senx. Suas derivadas sao:

O (x) = senx

f(x) = cosx

U (x) = —senx

f®(x) = —cosx

@M (x) = (—1)"senx

f@D(x) = (—1)"cosx

Para x = 0,0S Senos s&o iguais a 0, e 0s cossenos sdo 1. Temos, portanto,
fE0) = 0e fED(0) = (D)™

A série de Taylor para f(x) = senxem x = 0 é:

/ 90 5, &0 ;3 F™(0)
fO+ fOO).x+ — = x*+ — = x+ = x

_ _ 2 X 44 gy X ye DT XM
=0+4+x 0.x 3! +0.x*+ + ( 1) © 2n+1)! - n=0 (2n+1)!
X3 XS x2n+1
P(2n+1)(x) =X 3 + I +(=D". (2n+1)!
_\k L2kl
O polinbmio é Py, .4 (x) = ’,lzo(l)'—x

(2k+1)!
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Aplicacéo 6.4.1

f(x) = senx

Pi(x)=x
PB,,(x)=x—;c—!3
P5(x)=x—;c—j+95(—!5
P7(x)=x—?;—!3+)56—!5—97C—!7

Gréficos de polinbmios de Taylor para a funcao seno em torno de x, = 0.

Figura 6.4.1

Aplicacao 6.4.2

Seja f(x) = cosx. Suas derivadas sao:
fO(x) = cosx

fO(x) = —senx

U (x) = —cosx

f®(x) = senx

f®(x) = cosx

@M (x) = (=1)™ cosx
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f(2n+1) (X) — (—1)n+1.S€TlX
Para x = 0, 0S cossenos sdo 1 e os senos s&o 0. Temos, portanto, f?™(0) =
(- e f@+(0) = 0,

A série de Taylor para f(x) = cosxem x = 0 é:

) F0) 5, A0 3 £ (0)
£(0) + f()(())_x+ — X + — X + ..._|_—n! a4
— _x 3. X Lo X Z g DT A
=1+0.x o +0.x° + 2 + +( 1) " (2n)! T en=0 o)
2 Xt x2n
P(zn)(x) =1 — ;+ T R (—1)n.(2n)!
o _ (-Dk. x2F
O polindmio é P,,(x) = X7, 20
f(x) = cosx
Po(x) =1
2
x
Py(x)=1- o1
2 x4
T
x?  x*  x°
P =1 =5+ ar a1

COsE

Figura 6.4.2
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2) Trés fungdes racionais

1 1 1
1-x’ 1+x 1+x2

Do método da chave, temos:

a) ——=1+x+ x%+- quando |x| <1 converge e ¢ a série de Taylor da
1-x
funcdo f:] — 1,1[ =R, definida por f(x) = é
b) le= 1—x+ x?—x*+-- é a série de Taylor da funcdo f:]1,1[ > R,

dada por f(x) = ﬁ A série converge para|x| < 1.

1

) ==1- x%+ x* —--- é a série de Taylor da fungdo f: R —» R dada por
fx) = 1+1x2- A série converge para |x| <1, apesar de a funcdo ser definida para
todo x € R.

Em seus desenvolvimentos finitos, temos:

xn+1

8) ——=1+x+x2+-+ x"+ x #1,

1-x’
(_ 1)n+1.xn+1

b) —=1—x+4 x2— -+ (=1)"x" +

x +—1.
1+x 1+x !

1
1+x2

(_ 1)n+1.x2n+2

— 2 4 _ ... _1\n..2n
C) =1-x°+ x + (—1)"x "+ Ton? , X €R.

Nas expressdes acima, a ultima parcela é o resto da formula de Taylor. Sendo

1, S e t, respectivamente, essas Ultimas parcelas, temos:

or(x) s tx)
lim—— = lim —— = lim > =0.
n—-co x n—-co x n—-oo x

As paginas seguintes mostram graficos de polindmios de Taylor para as trés

funcdes racionais em torno de x, = 0.
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B

x—1
1
1—x
5 P
4-
34
2-
0
-3 i} 1 2
1 /
Figura 6.4.3
1
b) —
x+1
G 1
1
14+ =
5-
& P
44
34
I’l
2]
Py
T D T
3 -2 1 0 a 4
-1 4

Figura 6.4.4
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C) 1+x2

Py
2 |
%
2 2 1
14
Py

P,

0 2 3
Py
P

Figura 6.4.5

3) A funcéo exponencial

A série Z,?z(,% converge para todo x € R, logo a funcdo f:R — R, definida
por f(x) = ,‘f:o%, é de classe €. Derivando termo a termo temos f'(x) = f(x).
Como f(0)=1,segue que f(x)=e*  para todo x€eR.  Portanto
e* =1+x+ ’;—T+ ’;—T+ -+ @ a série de Taylor da funcdo exponencial em torno do

ponto x, = 0.
Graficos de polinbmios de Taylor para a funcdo exponencial em torno de

x0=0:

P\ P, 2 P

Figura 6.4.6
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4) A funcéo logaritmo
Como nao existeInx para x = 0,vamos tratar da funcdo In(x + 1), definida

para todo x > —1. Sabemos que In(x + 1) = f;ld—;. Integrando termo a termo a

o 1
série de Taylor de P obtemos:

e Xy x L §w gy X -
In(1+x) =x -t -7t =Y (-1 .— , convergente no intervalo

]-1,1[, pois 1 é seu raio de convergéncia. Pelo teorema de Leibniz, esta série
converge para x =1 e diverge para x = —1. Assim sendo, a série converge no
intervalo |—1, 1].

Esse resultado nos permite escrever o In 2 como soma de uma série alternada

e apresenta-la aos alunos do 1° ano do ensino medio.

PP S G
ne= 2 3 n

Graficos de polindmios de Taylor para a funcao logaritmo em torno de x, = 0:

B [
P

In(1 4 x)

Figura 6.4.7
Observacao

As séries de poténcias podem ser utilizadas para estimar valores de integrais

definidas para fungbes que n&o possuem primitivas, integrando termo a termo um
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polindbmio de Taylor. Pode ser obtida em: Larson, R., Hostetler, R. P. e Edwards, B.
H (2006, v.2, p. 92).
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7. RESULTADOS

Introducéo

Vamos investigar neste capitulo, se a realizacdo de operacdes entre séries de
poténcias como se fossem polindbmios, permite a obtencdo de seus respectivos
termos gerais. O exemplo final ser& uma demonstracdo por extenso para a

identidade e*.eY = e**Y,

7.1 Operacdes com Séries de Poténcias

Se duas séries forem convergentes, entdo também serdo a soma e a
diferenca entre elas. : Stewart (2006, v. 2, p. 717)

Vamos apresentar situacées em que séries serdo multiplicadas ou divididas
como polinébmios, usando o Teorema 5.6. Para ndo tornar cansativo, as operacoes

serdo efetuadas apenas com os primeiros termos de cada série.

7.1.1 sen’x
3 5
Ja sabemos que senx = x — ’;—l + ’;—l — .- Temos entao:
3 5 3 .5
Senzx — (x_x__l_x__...).(x_x__l_x__...)
3! 5! 3! 5!
x4— x6 x4- x6 x8 x6 xB x10
=xl -t —
3! 5! 3! 313! 315! 5! 3!5! 5!5!
4 2 6
_ gz X 2t
3 45
Avancando no desenvolvimento podemos verificar que
2 2 23 4 25 6 27 8
sen?xy =222 42X 2% 4L
2! 4! 6! 8!

Ja neste primeiro exemplo, a deducédo de um termo geral ndo nos parece tao

evidente.

Observacao

1-cos2x

Usando a identidade sen?x = , pode-se obter o seguinte resultado:

sen?x = 22—’6,2 — 234’,64 + Zi’fé — 2;"68 + - Larson, R., Hostetler, R. P. e Edwards (2006,
v.2, p. 92).

66



Para a construgéo grafica:

f(x) = sen’x

P, =x
_ 2 xt
P, =x 3
2 _x* 2x®
P =x 3+45
| -3 -2 1
_']-
P,
Figura 7.1.1
7.1.2 e*senx
x2 x3 x3 x5 o
Temose"=1+x+;+;+---esenx=x—;+;—---,entao:
2 3 3 5
ex.senx=(1+x+x—+x—+---).(x—x—+x——---)
2! 3! 31 5!
:x_x_3+x_5+x2_x_4+x_6+x_3_x_5+£_x_6+x_8_”.
31 ' 5l 3 sl 20 2131 ' 31 313 35
3 5 6 7
=x+x2+- -
3 30 90 630

Para a construcao grafica:

f(x) = e*.senx

P]_:x
P, = x + x?

3
P3:x+x2+x?
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g - P‘i Pg
6 -
4 .
Py
2 .
f(zx)
T T T D T T T T
-8 -G -4 - ] 2 4 G a
-2
Figura 7.1.2
senx
7.1.3tgx = o
x3 x5 x? x4
Dados senx =x ——+~=—--ecosx =1 —=+=— -, podemos ter
3! sl 20 4l
3 5
X X
3 X —37 + o7
tgx = e a—
1- Vil + v
x3 + x° 1 x* + xt
x_ — —_— —_— — ——
6 120 2 24
+x3 x° +x3+2x5+
—x - .. x4+ 4=
2 24 3 15
x3 x> n
3 30
3 N xE x'? N
3 6 72
2x° x’ n
15 72
2x° 2x7
15 30
Figura 7.1.3.a
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17x7
315

Para a construcéo grafica:

flx) =tgx
P, =x
3
P2=X+—
5
5
g
f@
ﬁ-
Ps
4_
21 Py
T T T U T T T T
/—E / -2 0 2/ 1 / s/
Figura 7.1.3.b

7.14 f(x) = e**
x2 x3
Sendo dado e* = (1+x+ ;+ ;+---), temos:
2 3 2 3
e¥e*=(1+x+ T+ T+ ) (1+x+ x—,+ =t

—1+x+—+—+ txta?4 = +—+ +—+—+—+—+ -4
2121 2131

x6

+—+ —+—+ —+.
2131 3131

4
=142x+2x% + 4%+%+---
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(2x)?

(2x)® | (0*
Esse resultado pode ser expresso por 1+ 2x+ + + + -,
2! 3! 4!
idéntico ao desenvolvimento de e?*.
Para a construcéo grafica:
f(X) — 62x
P1 = 1
P2 = 1 + ZX
P; =1+ 2x + 2x?
e
E -
y
4 J!:.l2
2 -
Py
-4 -2 / 0 2 4
Figura 7.1.4
7.1.5 sen’x + cos?x =1
4 6
Do resultado 7.1.1 sabemos que sen?x = x2 — % + 2%5 — ..., podemos entdo,

obter cos?x = 1 — sen?x.

Temos assim:

4 2 6 2 6
coszx=1—<x2—x—+i— )—1—x2+x——i+
3 45 3 45
2 4 2 4
Fazendo cos?x = (1—x—+x—— ) (1—x—+x——---), temos:
2 4! 2 4!
2 4 2 4 6 4 6 8

2! 4! 2! 212! 214! 4! 214! 414!
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Exatamente como esperévamos.

3 . 2 2 23 4 25 6
O resultado também pode ser obtido por cos?x = 1 — =+ = ;

Para a construcéo grafica:

f(x) = cos?x

P2 = 1—X2

4
Py =1-x2+7

4
Py=1-x?+7— "=

2x8
45

Figura 7.1.5

Claramente operar com séries de poténcias de forma descritiva, pode ser

atil para auxiliar na construcdo de seus graficos, porém, se o intento for a

obtencdo de termos gerais, essa estratégia pode se tornar excessivamente

trabalhosa.

7.2 Duas identidades

Nesta ultima secdo, vamos explorar dois exemplos, ainda operando com 0s

termos das séries, sendo no ultimo, apresentado com a notagdo mais apropriada e

de maneira formal.
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7.2.1 sen(x + y) = senx.cosy + seny.cosx

3 5

2 4
Temossenx=x—%+%—---ecosx=1_’;_|+

x
4!

Sabemos que sen(x + y) = senx.cosy + seny.cosx. Vamos desenvolver
inicialmente sen(x + y) e posteriormente senx. cosy + seny. cosx.

@+y)® | Gtm)®

sen(x+y)=x+y— 5 ”

x34+3x2y+3xy2+y3 n x3+5x%y+10x3y24+10x2y3+5xy*yS
3! 5!
xyz xzy x3 y3 XS x4y x3y2 x2y3 xy y

R T T T T A T TR T TR T

=x+y-—

senx.cosy = (x—x—.+x—5—---)_(1_§+32_?_...)

N T A S G VLS. o GO 52
=XT 4 31 2131 314! 51 215! 415!
3 5 2 4
_ AR A X x .
seny.cosx = (y 3 + o )(1 - + " )
_y Xy xty yd o afyd aty? oyt %yt xtyt
=Y 2! 4! 3! 213! 3141 5! 215! 415!
Assim, senx. cosy + seny.cosx =
2 4 3 34,2 3.4 5 54,2 5,,4 2 4 3 2.,3
xy Xy x x>y x>y x x>y x°y x‘y  x*y y x°y
=x—=—+=—-= — = — —dy T T —
2! 4 3 213! 3141 51 215! 415! 21 4 3! 213
x4—y3 y_S _ nyS x4—y5 _
3141 5! 215! 415]
xyz xzy x3 ys x5 xty x3y2 x2y3 xy* ys

I T T R L TR T T TR TR TR R

Verificamos entdo que sen(x + y) = senx. cosy + seny. cosx.

7.2.2 e*.eY =e*Y
Sejam dadas as fungdes f =e* e g = e”. Vamos analisar f.g = e*.e” para

verificar a validade de e*.eY = e**,

xZ x3 y2 y3
ex.ey=<1+x+ -+ —+~-->.<1+y+ —+ —+>

2! 3! 2! 3!
B yZ y3 xyZ xy3 X2 xzy nyZ x2y3
B T T e e T TR THL N TR T T TE TR
x3 x3y x3y2 x3y3

TR TRREETETIRAETEY
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x2 x3 yZ y3 xyZ xy3 ny x2y2 x2y3
BRI TR T A T T A TR TR TR TE TR TE TR
x3 X x3y3
v, 3y2 N 3y
31 T 3021 " 313

Agora vejamos o desenvolvimento de e**Y.

2 3
(x+y) N x+y) N

eV =1+x+y+

2! 31
x2+2xy+y? x3+3x%y+3xy?+y3
=1+x+y+ Y= + 4 y 7Y + -
2! 3!
XZ x3 yZ y3 yz xy3 xzy x2y2 x3y
B T T A TR TR G TR TR TR TE TRAET

E possivel observar que os dois desenvolvimentos coincidem e os elementos
seguintes vao aparecendo na medida em se avanca para o0s termos subsequentes.

Para finalizar esse estudo, faremos uma apresentacao formal desse ultimo
resultado.

Distribuimos

(YZ)(>z)->>m

m=0

Agrupamos 0s termos com mesmo grau

P

=0 m+n=k

Multiplicamos “em cima” e “em baixo” por k! :

> Y

=0 m+n=k

o)

S (e

m=0

Aplicamos o binémio de Newton:

o 1
Zk_ (x + y)k = e,

k=0
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CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos esse estudo sugerindo aos leitores e principalmente aos
professores de ensino médio, um aprofundamento nos contetdos apresentados nos
quatro primeiros capitulos, para proporcionar aos alunos desse nivel, uma formacéao
mais solida, preparando-os para o nivel superior. Para esse aprofundamento, temos
a disposicao a colecdo “Fundamentos da Matematica Elementar” da editora Atual,
que em seus 11 volumes apresenta todo o conteddo do ensino médio, de forma
didatica e com o rigor necessario; a colecao “A Matematica do Ensino Médio” e a
colecdo PROFMAT, da SBM, sendo esta Ultima, de maior importancia para uma
formacdo académica desejavel para todos os interessados em conhecer a

Matematica com mais propriedade.
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