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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns métodos para a resolucdo de proble-
mas de programacdo linear. Iremos definir este tipo de problema e mostrar alguns
casos onde pode-se obter uma solugdo dtima com a ajuda de graficos.

Outra preocupacdo é mostrar que existem varias aplicagdes para otimizacdo linear, por
esse motivo alguns problemas cléssicos serao discutidos e modelados.

Para uma melhor compreensio sobre restricoes lineares e solucées viaveis, iremos de-
finir conjunto convexo, poliedro e politopo.

Algumas situacgdes especiais que podem surgir em otimizacdo serdo discutidas, especi-
ficamente os casos de problemas inviaveis, ilimitados e degenerados.

O Método Simplex, que percorre os vértices do poliedro determinado pelas restricdes
lineares, serd apresentado juntamente com o método das duas fases e alguns exem-
plos.

Para resolver problemas de programacéao linear inteira, que sdo aqueles onde restrin-
gimos as varidveis de decisdo a valores inteiros, o método Branch-and-Bound e Planos
de Corte serdo apresentados. O caso de matriz totalmente unimodular também sera
discutido.

Finalizando, uma sequéncia de problemas de programacao linear serd sugerida, onde
professor e aluno do ensino médio terdo a oportunidade de discutir, modelar e encon-
trar a solucdo 6tima destes problemas contando com auxilio de recursos computacio-

nais se necessario.

Palavras-chave: Otimizacdo Linear, Método Simplex, Programacao Inteira

Xi






ABSTRACT

The aim of this work is to present some methods for solving linear programming
problems. We will define this kind of problem and show some cases where you can
obtain an optimal solution with the help of graphics.

Another concern is to show that there are several applications for linear optimization,
therefore some classic problems will be discussed and modeled.

For a better understanding about linear constraints and feasible solutions, we will de-
fine convex set, polyhedron and polytope.

Some special situations that may arise in optimization will be discussed, specifically
the cases of unfeasible, unlimited and degenerate problems.

The Simplex method, which runs through the vertices of the polyhedron determined
by linear constraints, will be presented along with the method of the two phases and
some examples.

To solve integer programming problems, which are those that restrict the decision
variables to integer values, the Branch-and-Bound and Cutting-Plane method will be
presented. The case of totally unimodular matrix will also be discussed.

Finally, a sequence of linear programming problems is suggested, where teacher and
high school student will have the opportunity to discuss, model and find the optimal

solution of these problems with help of computer resources if necessary.

Keywords: Linear Optimization, Simplex Method, Integer Programming
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INTRODUGCAO A OTIMIZACAO LINEAR

Um problema de programacao linear consiste em uma funcao linear, chamada de
funcéo objetivo, e um conjunto de restrices também lineares que podem se apresentar
tanto como igualdades ou desigualdades. Uma vez definidas a funcdo objetivo a ser
maximizada ou minimizada e as restri¢cdes do problema, procuramos os valores para
as varidveis que otimizem a func¢éo objetivo.

Neste capitulo, exemplificaremos e definiremos o que é um problema de programacao
linear (o qual chamaremos de PPL) e estudaremos alguns casos com duas varidveis, o

que permite a visualizacao de sua resolucao.

PRIMEIROS EXEMPLOS

Nestes exemplos estudaremos a estrutura de um PPL através da modelagem de um
problema e também pela identificacdo de funcdo objetivo, restricbes do problema e

restricdes de ndo negatividade.

Exemplo 1.1. Suponha que uma empresa fabrique dois produtos P; e P,, utilizando
duas linhas de montagem L e Lj.

Cada unidade de P, é vendida por R$ 18,00 e cada unidade de P, é vendida por R$
30,00.

Durante um turno didrio a linha de montagem um (L;) tem capacidade de 11 horas
de funcionamento e a linha de montagem dois (L;) tem 10 horas de capacidade de
funcionamento.

Sabe-se ainda que cada unidade de P; exige 6 minutos de processamento em cada uma
das linhas de montagem, enquanto as exigéncias de P, sdo de 11 minutos em L, e 5

minutos em L,



INTRODUGCAO A OTIMIZAGCAO LINEAR

Por fim, existe uma exigéncia de que sejam fabricados pelo menos 80 produtos por
turno.

O primeiro passo na formulacdo de um problema de programacao linear é a definicdo
das variaveis de decisao, neste exemplo, podemos tomar x; como a quantidade de uni-
dades de P; a serem produzidas e x, como a quantidade de unidades de P, a serem
produzidas.

Agora que temos as variaveis de decisdo definidas, montaremos a func¢éo objetivo vi-
sando uma receitaE] méaxima. Uma vez que o preco de venda de P; é de R$ 18,00 e
a quantidade de unidades de P; esta definida como xi, a receita obtida pelo produto
P; é dada por 18x;, analogamente a receita obtida pelo produto P, é dada por 30x,.
Levando em consideragdo que a receita total é dada pela soma das receitas, obtemos a

funcdo objetivo para a receita:
max z = 18x; +30x;

As restricbes do problema sdo de dois tipos, restricbes de capacidade e restricbes de
demanda.

As restricoes do primeiro tipo nos dizem que a capacidade utilizada nédo pode ultrapas-
sar a capacidade disponivel, enquanto as do segundo tipo estabelecem uma demanda
minima a ser obtida.

Considere a linha de montagem um, com 11 - 60 = 660 minutos de capacidade dispo-
nivel. Cada unidade de P; e P, utilizam, respectivamente 6 e 11 minutos de sua capa-
cidade, ou seja, o tempo de processamento por unidade de P; em L; é 6x; enquanto
o tempo de processamento por unidade de P, em L, é dado por 11x;. A restricdo de

capacidade da linha de montagem um é dada por:
6x1 +11xy < 660

Da mesma forma podemos obter a restricdo de capacidade da linha de montagem dois,
que terd a seguinte forma:
6X1 + 5XQ < 600

A restricdo de demanda do problema estd na exigéncia de que pelo menos 80 produtos

sejam produzidos por turno, nesse caso ela é representada por:

X1+XQ>80

1 Receita = Preco x Quantidade



1.1 PRIMEIROS EXEMPLOS

O problema modelado terd entdo a seguinte forma:

max z = 18x7 +30x;

sujeito a 6x1 + 11xy < 660
6x1 +5x < 600

x1+x2 > 80

x1, X220

Observe que a ultima linha restringe os valores das varidveis a nimeros ndo negati-
vos, essas restricoes sdo significativas na maioria das aplicacoes de programacao linear

e sdo chamadas de restri¢does de ndo negatividade.

Exemplo 1.2. Considere o seguinte PPL, cujas varidveis de decisdo sao x; e xp.

max z=3x1]+6xy (1.1
sujeitoa x1+xp <5 (1.2)
x1 <4 (1.3)

x1,%x2 =0 1.9

Podemos identificar por (1.1) que se trata de um problema de maximiza¢do, com
funcdo objetivo definida por z = 3x7 + 6x3.
As restri¢des do problema estdo representadas pelas desigualdades (1.2) e (1.3), ja as

restricoes de ndo negatividade sdo representadas por (1.4).

Exemplo 1.3. Neste PPL temos duas variaveis de decisdo também definidas como x;

e Xp.
min z = 12x; +5x, (1.5)
sujeito a 7x1 +xp > 28 (1.6)
2x1+x2 > 18 1.7)
x1,% 20 (1.8)

Por (1.5) identificamos que se trata de um problema de minimizacdo cuja funcédo
objetivo é dada por z = 12x7 + 5x5.
Temos ainda as restricdes do problema em (1.6) e (1.7) e as restricoes de ndo negati-
vidade em (1.8).

3
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PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

Definicdo 1.1. Um problema de programacdo linear é um problema de otimizacdo
com funcao objetivo linear e cuja solucdo pertence a um conjunto de solu¢des de um

sistema de equacgdes e inequacoes lineares.

Forma canénica

Um PPL estd na sua forma canonica se suas variaveis forem todas nao negativas e,
se for um problema de minimizagdo as restricoes devem ser todas do tipo >. Ja no
caso do problema ser de maximizagao as restricdes devem ser todas do tipo <.

Para estudar os componentes de um PPL iremos representar um problema de minimi-

zacdo na forma canonica.

minz = cixq +CyXo+ - +CuXpy
sujeito a A11X1 +apXo + - - -+ a1,x%, = by

=
A21X1 +aA0Xo + -+ + 42Xy = by

Am1X1 + AmaXo + - - - + Ay Xy > bm

X1,%2, X, 20

Neste PPL z = c1x1 + cpXxp + - - - + ¢ X, Tepresenta a ungdo objetivo a ser minimizada,
onde cq, ¢, - - -, ¢, SA0 os chamados coeficientes de custo e x1, X2, -+, X, as varidveis de
decisdo.

A inequacéo Z7=1 a;jx; > b; representa a i-ésima restricdo, onde os coeficientes 4;; sdo
chamados de coeficientes tecnolégicos e os termos b;, i={1,2,---,m} representam
as necessidades minimas a serem satisfeitas. Por fim temos as restricoes de nao negati-
vidade representadas por x1, xp, - - -, x, = 0.

Uma solugdo vidvel é um vetor (x1, X2, - - -, X,) € R" que satisfaz todas as restricoes e o
conjunto de todos estes vetores determinam uma regido vidvel.

Eventualmente, uma forma mais conveniente de representar um PPL é na notacdo ma-

tricial, como vemos a seguir:



1.2 PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

1 X1 an A - A by
2 X2 ay1 axp - Ay by
c= X = A= b= 0=
| Cn | | Xn | | Aml Am2 - Amn | _bm_ _O_

E o PPL de minimizacdo pode ser representado por:

min cfx
sujeitoa Ax>Db

x>0

Observacdo. Se u e v sdo vetores, entdo u > v significard que cada componente de u é

maior do que ou igual ao correspondente componente de v.

Um problema de maximizacao na forma candnica € representado da seguinte forma:

maxz = C1X1 + CaXp + - - - + CpXp
sujeito a A11X1 + a1pXp + -+ -+ a1 Xy < by

a1X1 +apXo + - - -+ a2, Xy < by

A1 X1 + A2 X2 + -+ + A Xy < by,

X1, X2, Xy 20
E a representacdo matricial:

max clx
sujeitoa Ax <b

0

/

X

WV

Nem sempre um PPL estd na forma candnica. Pode ocorrer que em um mesmo

problema haja restri¢oes do tipo <, do tipo > e igualdades.
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Exemplo 1.4. Vejamos o seguinte PPL:

maxz = X1 + X2 + X3
sujeito a 2x1+x2 —x3 < 10 (1.9
X1+ x2+2x3 > 20 (1.10)
2x1+ X2 +3x3 = 60 (1.11D)

x1,%2,x3 = 0

Iremos transformar este PPL. em um problema de minimizacdo na forma canonica,
para isso devemos manipular a funcéo objetivo e as restricoes (1.9) (1.10) e (1.11)

para que todas sejam da forma >.

e Funcdo objetivo

maxz = X1 + X + X3 equivale a min —z = —x1; — xp — X3

Restricdo (1.9)
Podemos transformar 2x; + x, — x3 < 10 em —2x1 — xp + x3 > —10
Restricao (1.10)

A restricao (1.10) ndo necessita de alteracoes, visto que ja é uma restricdo da

forma >

Restricao (1.11)
A restricdo 2x7 + xp + 3x3 = 60, por ser uma igualdade, pode ser transformada em

duas desigualdades:

0 (1.12)

2x1+ Xy +3x3 >
< 60 (1.13)

6
2x1+Xxp+3x3 < 6

Manipulando as restri¢des (1.12) e (1.13), temos:

Restricao (1.12)
A restricao (1.12) nao necessita de alteracoes, visto que ja é uma restricdo da

forma >

Restricao (1.13)

Podemos transformar 2x; + x, + 3x3 < 60 em —2x1 — xp — 3x3 > —60



1.2 PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

Com esta mudancas podemos reescrever o PPL como um problema de minimiza¢édo na

forma canoénica:

min—z = —x1 — X — X3

sujeito a —x1—X2+x3 =10
X1+ X2 +2x3 > 20
> 60

—2x1 — xp — 3x3 = —60

2x1+ X2 +3x3

X1,%X2,X3 2 0

Conforme vimos no exemplo para transformar um PPL qualquer para a forma

canoOnica utilizamos os seguintes artificios:

& min—z=—clx

n
= Z—Lli]'x]' < —bi
Jj=1

maxz = Ctx
n
Y aijxj > b;
=

. Yy aixj = b
Zaijxj = bi = e
j=1

Yty 4ijxj < b

Forma padrdo

Conforme veremos no capitulo [4, para utilizarmos o método Simplex o PPL deve

estar em sua forma padrdo, que em notacdo matricial é representado assim:

Problema de Minimizacdo

Problema de Maximizagao

min c’x
sujeitoa Ax=D0
x>0

max cfx
sujeitoa Ax =0
x>0

Tabela 1: Forma padrao




INTRODUGCAO A OTIMIZAGCAO LINEAR

Um PPL estd na forma padrao se suas variaveis forem todas nao negativas e suas

restricoes forem igualdades.

Exemplo 1.5. Vejamos um PPL e como manipulé-lo para transformd-lo em sua forma

padréo.

maxz = 2x1 + 3xp

sujeito a —x1+2x <4

/

X1+ 2X2

X1+ 3XZ

A\VARRV/ANRV/AN

6
9
0

X1, X2

Para cada restricdo do tipo < adicionaremos uma variavel x; > 0, chamada de
varidvel de folga, a cada uma destas restricoes de tal forma que as inequacdes sdo
tranformadas em equacoes.

Ficamos, entdo com o seguinte PPL:

maxz = 2x1 + 3xp

sujeito a — X1 +2X%2 + X3 =1
X1 +2xp + X4 =6
X1+ 3x7 +x5=9

X1,%X2,X3, X4, X5 2 0

Se fosse o caso de termos restricoes do tipo >, subtrairiamos uma varidvel x; > 0 a

qual chamamos de variavel de excesso, conforme veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.6. Seja o seguinte PPL:

minz = 10x1 + 12xp

sujeito a X1 +2x, <20
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Transformando o PPL para a sua forma padrao temos:

minz = 10xq + 12xp

sujeito a X1 +2X2 + X3 =20
X1+ X — X4 =10
5X1 + 6x2 — X5 = 54

X1,X2,X3, X4, X5 = 0

Onde x3 é uma variavel de folga e x4 e x5 sdo variaveis de excesso.

Conforme vimos nos exemplos [1.5] e para transformar um PPL em sua forma

padrdo, podemos utilizar os seguintes artificios:

n n
Zai]-x]- < bi <~ Eai]-x]- + Xp4i = bi
i=1 i=1

n n
Zai]‘x]‘ >b < Zai]‘x]‘ — Xpsi = b;
j=1 j=1

com x,,; =0

SOLUCAO GEOMETRICA

A solucdo geométrica, apesar de suas limitacOes, ajuda a compreender melhor a
resolucdo de um PPL.
Nesta secdo, traremos alguns exemplo de PPL com duas varidveis de deciséo, e veremos
que as restricoes do problema podem ser representadas em um plano cartesiano, além
disso, a funcdo objetivo z = c1x1 + cax2 cujo gradiente é o vetor ¢ = (c1,¢2) normal
a funcdo objetivo, permitira achar, quando houver, o valor 6timo da fungdo pois z =
c1X1 + X2 aumenta ao ser deslocada no sentido de ¢, o que permite resolver problemas
de maximizacdo e diminui quando é deslocada no sentido contrdrio, ou seja, para
resolver problemas de minimizacdo deslocamos z = c1x7 + cox» no sentido de —c.

Com relacdo ao tipo de PPL, veremos quatro casos possiveis:

9
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Solugéo 6tima tnica

Multiplas solucoes 6timas

Solugéo ilimitada

Regido viavel vazia

Solugdo dtima unica

Quando a solucéo 6tima € tnica ela ocorre em um vértice da regido viavel.

Voltemos ao exemplo [1.2}

max z=3x1]+6xy

sujeitoa x1+xp <5

X1<4
x1,x2 20
X2
~
6 <
~ D -
~ ~
4| o =
~|
> PN ~ ~
- L ~ ~
~Y. >~ ~
A < ~
© (V4 ~ \\
1 ~o 0 T~ ~
~ ™~ ~ \\
~ ~
o[>1 2 3 4 5_6~_ R
~ ~
>~ \\3*\\3*] N
<% Sk St >
\1%6 ~ 0 ~ vl”g\
Lo, SR8
<~ ~ ~

Figura 1: Maximiza¢do com solucdo tnica
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Neste exemplo a regido viavel é representada pelo poligono convexo ABCD, onde

cada um dos vértices € obtido pela interseccdo das retas que determinam os semipla-

nos:

X1=0 XZ=0 X1=4 D X1+XQ=5
XQ=0 X1=4 X1+XZ=5 X1=0

Tabela 2: Vértices obtidos pelas intersecces das retas determinadas pelas restricdes do PPL.

Os segmentos de reta referem-se as seguintes restricoes:

x> 0= AB
x1 <4= BC
x1+x<5=CD
x1 20= DA

Por ser um PPL de maximizac¢do o valor de z aumenta conforme procuramos pontos
da regido viavel no sentido do vetor ¢ = (1,2) normal a funcdo objetivo.
Observe no gréfico que a func¢éo objetivo z = 3x; + 6x;, representada pelas linhas pon-
tilhadas perpendiculares ao vetor ¢ = (1,2) normal a funcao objetivo, intercepta os
vértices A, B, C e D aumentando nessa ordem.

Obtemos uma série de valores crescentes da funcdo objetivo z = 3x7 + 6x5.

24(0,0)=3.0+6.0 =0
z5(4,0)=3.4+6.0 = 12
zc(4,1)=34+6.1=18
zp(0,5) = 3.0+ 6.5 = 30

Concluimos que o valor mdximo da funcdo objetivo é zp = 30, pois se deslocarmos

mais a fungédo objetivo no sentido do vetor ¢ sua intersec¢do com a regiao viavel é o

conjunto vazio.
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Agora, vejamos o exemplo[1.3}

min z =12x; +5x,
sujeito a 7x1 +xp > 28
2x1 +Xxp = 18

x1,x2 20

Neste exemplo, por ser um PPL de minimizacdo, temos que o valor de z diminui
conforme buscamos pontos da regido no sentido contrdrio ao vetor ¢ normal a funcao
objetivo.

Na figura |2} as linhas pontilhadas que representam a func¢éo objetivo interceptam os

vértices A, C e B, decrescendo nessa ordem e obtendo os seguintes valores:

z4(0,28) = 12.0 +5.28 = 140
zc(9,0) = 12.9+5.0 = 108
zp(2,14) = 12.2+5.14 = 94

O valor minimo é obtido quando a funcéo objetivo intersecta o vértice B, temos por-

tanto, zg = 94 é o valor minimo da funcéo objetivo.
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Figura 2: Minimizacdo com soluc¢éo tnica

Muiltiplas solugdes 6timas

Em alguns casos o PPL pode ter mais do que uma solucdo, conforme veremos no

exemplo a seguir:
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Exemplo 1.7. Este é um caso de um PPL com multiplas solu¢des étimas.

max z=7x1+5xp

sujeitoa  3xq +5x <90

Conforme podemos observar na figura |3 os dois vértices C e D do poligono que
determina a regidao viavel sdo solucoes étimas do PPL, assim como qualquer ponto do

segmento CD.

*Solugdes 6timas

X1

Figura 3: Multiplas solucdes 6timas

Solugdo ilimitada

Vamos retomar o exemplo mantendo as restri¢coes e alterando a fungéo objetivo

para que tenhamos um PPL de maximizacao.
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Ficamos com:

max z=12x;+5x;
sujeitoa 7xj;+xp > 28
2x1 +Xxp = 18

x1,x2 20

Analisando a figura |4, podemos observar que a funcdo objetivo pode se deslocar no
sentido do vetor ¢ indefinidamente, neste caso ndo existe um valor 6timo para a fun-

¢do objetivo.

X2

28 \

==

24

e
—
—

16

12

e
—
—

\ AL

\.,\ \xl
0" 2 46 81012 \ \

Figura 4: Solucdo ilimitada

Regido vidvel vazia

Uma vez que o conjunto de restricoes pode determinar uma regido viavel vazia, po-

demos nos deparar com um PPL sem solucdo, neste caso, o PPL é considerado invidvel
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ou impossivel.

Exemplo 1.8. Neste PPL, conforme podemos observar na figura [5, a regido viavel é

vazia, logo é impossivel encontrar uma solugéo.

maxXx Z=Xx1+Xp

sujeitoa —xy1+4xp; > 24
X1+2XZ<8
x1,x2 20
X2
10
9
8 = 24%
7 K\‘\’Axl///
/
6F—
5
4
3
/2”7:
2 7‘2%
<
1 /
X1
1 2 3 4 5 6 7

Figura 5: Regido vidvel vazia



MODELAGEM DE PROBLEMAS

Diversas sdo as dreas que apresentam situagdes passiveis de modelagem na forma
de um PPL, podemos citar alguns exemplos tais como agricultura, financas, logistica,
telecomunicag¢des, marketing entre outras mais.

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas aplicacOes prdticas modeladas como
PPL.

MISTURA

A combinac¢do de materiais com determinadas caracteristicas para obter uma mis-
tura, que pode ser um novo material ou produto com determinadas especificacoes,
pode ser modelada através de um PPL para que se obtenha o custo minimo.

Para modelarmos um problema de mistura devemos conhecer quais sdo os componen-
tes da mistura e os ingredientes que possuem tais componentes, bem como seus custos
em uma unidade de medida padronizada e as propor¢des dos componentes em cada
ingrediente.

O problema consiste em determinar as quantidades de cada ingrediente na mistura
que satisfaca algumas restri¢des técnicas e minimize o custo.

Seja m a quantidade de componentes que devem fazer parte da mistura e seja n a
quantidade de ingredientes que possuem pelo menos 1 dentre os m componentes da
mistura.

A quantidade de cada um dos ingredientes na mistura € dada por x;, com j=1,2,---n,
é claro que x; > 0 pois néo ha sentido em considerar que haja quantidades negativas

de algum ingrediente.

17
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O custo de uma unidade do ingrediente j é dado por ¢; com j = 1,2, - - - n, sendo assim,
o custo de uma unidade da mistura é dado pela soma dos custos de cada ingrediente,
ou seja, c1x1 + CpXp + - - - + CpXy.

A fragdo do componente 7 no ingrediente j € denotada por 4;; comi=1,2,---,mej=
1,2,---,n, deste modo temos que 4;;x; € a quantidade do componente i em x; quan-
tidades do ingrediente j, portanto, a quantidade total do componente i na mistura ¢
dada por a;1x1 + apxy + - - - + A Xp.

As restricoes dos componentes da mistura podem se apresentar nas seguintes formas:
® ;X1 +apXy+ -+ apXy < b;
® 4/ 1X1+apXo+ -+ aiXy = b, i=1,2,---,m
Onde, de acordo com as restricoes técnicas, b; representa a quantidade mdaxima ou
minima do componente i na mistura. Uma ultima restricdo a ser considerada é x; +

Xo+ - +Xx, =1, pois o custo que buscamos minimizar é o de uma unidade da mistura.

A modelagem do problema da mistura tera a seguinte forma:

minz = c1x1 +CyXp+ -+ CuXy
sujeito a aq1xq +apXo+ -+ a1Xy

=
A1X1 +apXy + - - -+ 42Xy = by

A1 X1 + A2 X2 + -+ - + Ay Xy = by
X1+Xo+---+x,=1

X1,X2, ", Xn 20

Exemplo 2.1. Uma fabrica de produtos alimenticios quer produzir um hamburguer
utilizando uma mistura de carnes bovina, de aves e suina cujos custos por quilograma
sdo de R$ 22,00, R$ 6,00 e R$ 15,00 respectivamente.

A porcentagem de gordura de tal mistura ndo deve exceder 8% e a proteina deve ser
de no minimo 20%, além disso pelo menos 30% da mistura deve ser de carne bovina.

A quantidade de proteina e gordura das carnes esta representada na tabela
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. Proteina | Gordura
Bovina 21 7
De Aves 19,6 6,8
Suina 20 9,1

Tabela 3: Valores Percentuais

Queremos determinar as quantidades de cada tipo de carne que permita produzir o
hambtrguer com o menor custo possivel respeitando as restricbes nutricionais.
Sejam x; = carne bovina, x; = carne de aves e x3 = carne suina as variaveis de decisao,

utilizando as informac6es dadas temos o seguinte PPL:

minz = 22x7 + 6x7 + 15x3 2.1
sujeitoa 7x1+6,8x2+9,1x3 < 8 (2.2)
21x1 4+ 19, 6x7 +20x3 > 20 (2.3)

X1 >0,3 (2.4)
X1+x+x3=1 (2.5)

X1,%p,x3 =20 (2.6)

Onde (2.1) é a funcdo objetivo, que nos dé o custo do quilograma da mistura, (2.2)
€ a restricdo da porcentagem de gordura, (2.3) da porcentagem proteina, (2.4) da
quantidade minima de carne bovina, (2.5) a soma dos ingredientes deve ser igual a
um quilo e (2.6) as restricoes de ndo negatividade, visto que as carnes podem ser

utilizadas ou néo.

PRODUGAO

Uma situagédo que pode ser modelada através de um PPL é, determinar a quantidade
de cada item a ser produzido dentre uma gama de produtos fabricados por determi-
nada empresa, atendendo demandas e otimizando o lucro obtido dentre um determi-
nado periodo de tempo.

Para modelarmos um problema de producdo como um PPL, devemos conhecer o lu-
cro obtido por cada unidade dos diferentes produtos, os recursos utilizados com suas

respectivas restricoes e, quando houver, a demanda minima e a demanda mdxima de
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cada um dos produtos.

O problema consiste em determinar a quantidade de cada produto a ser produzida de
forma a maximizar o lucro, respeitando as restri¢coes dos recursos disponiveis e consi-
derando as demandas.

Definindo x; como sendo a quantidade do produto j com j=1,2,---,n a ser produzida
em um determinado periodo de tempo e considerando que cada um destes produtos
contribui com um lucro unitério definido por /; com j = 1,2, --,n, podemos determi-

nar a funcao lucro a ser otimizada por:
max z=Ihxi+bhxy+---+1,x,

Quanto aos recursos utilizados, vamos definir R; como sendo a capacidade do recurso
i (comi=1,2,---,m)disponivel no periodo determinado e 4;; a quantidade do recurso

i utilizada para se fabricar uma unidade do produto j, o que nos dar4 restri¢oes do tipo:
apX1+apXa + -+ dipXn < R;

Em rela¢do as demandas, definimos d; como demanda minima e D; como demanda

maxima do produto j, assim obtemos restri¢des do tipo:
dj < xj < D;
Finalmente podemos escrever o PPL de producéo da seguinte maneira:

max z=hxi+bxy+---+1,x,
sujeito a a;1x1+apxy+---apx, <Ry

A1X1 +a0X2 + - - - A Xy < Rp

A1 X1 + Am2X2 + - - - AynXn < Rm
dp < x1 < Dp
dy < X2 < Dy
dn < Xp < Dy

D
x11x2/"'xn>0

Exemplo 2.2. Uma empresa com um orcamento didrio de R$ 3000,00 e um limite de
800 horas de trabalho quer determinar qual a quantidade a ser fabricada dentre os

produtos A, B e C de forma a maximizar o seu lucro..
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O consumo de recursos é dado na tabela 4]

A demanda méaxima dos produtos A, B e C sdo respectivamente 200, 300 e 150 e os

e | Custo Unitario (em R$) | Horas de trabalho (unidade)
A 8 3
B 12 2
C 6 2

Tabela 4: Consumo de Recursos

precos de venda sdo A=R$18, B=R$24 e C=R$15.

O lucro unitario é dado por (preco de venda) — (custo), logo o lucro de A é dado por
18 —8=10,deBpor24 —12=12ede Cpor 15— 6 =9.

Definindo x4, xg € xc como sendo as variaveis de decisdo, a modelagem do PPL fica

sendo a seguinte:

maxz = 10x4 + 12x5 + 9x¢

sujeitoa  8x4 + 12xp + 6x¢c < 3000

3x4 +2xp+2xc < 800
XA < 200
XpB < 300

xc <150

DIETA

Um problema que pode ser modelado através de um PPL € o de criar uma dieta ba-
seada numa tabela de alimentos com seus respectivos contetidos nutricionais, visando
conseguir uma configuracdo que atenda alguns requisitos e minimizando o custo.
Sejax; (comj=1,2,---,n)a quantidade do alimento j, seja também ¢j 0 seu custo em

uma unidade padronizada, a funcdo custo a ser minimizada é dada por:

min z=cC1X1+CXp+ -+ CpXy

Os requisitos nutricionais podem ser limitados tanto superiormente quanto inferior-
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mente, deste modo, definiremos b; como o limite inferior e B; como limite superior
do nutriente i( com i = 1,2,---m), e assim teremos 4;; como sendo a quantidade do
nutriente 7 no alimento j.

Definidos os elementos, podemos escrever o PPL da dieta na seguinte forma:

min z =C1X1+CXp+ - CpXy
By
B,

sujeito a by

by

a11X1 +apxo + -+ +a1pXy <
<

NN

ar1X1 +axpXy+ -+ dyXy

b < amx1 +amaXo + - -+ AynXy < By
X1,%2, - Xp 20
Exemplo 2.3. Um nutricionista quer determinar a quantidade de cada alimento que

constituird o prato de um restaurante de modo que esta refeicdo contemple alguns

requisitos nutricionais.

Ele deve garantir uma refeicdo com os seguintes requisitos

e Calorias = entre 1000kcal e 1500kcal

Proteina = pelo menos 30g

Colesterol = no mdximo 120mg

Carboidrato = pelo menos 40g

Fibra Alimentar = entre 15g e 25¢g

Célcio = pelo menos 400mg
e Sédio = no maximo 100mg

Os alimentos com seus respectivos valores nutricionais e precos sdo dados na tabela
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Alimentos | Calorias | Proteina | Colesterol | Carboidrato | Fibra | Célcio | Sédio | Preco
100g kcal g mg g g mg g 100g
Arroz 128 2,5 ° 28 1,6 4 1 0,50
Feijao 76 4,8 . 13,6 8,5 27 2 0,50
Batata 80 0,9 ° 18,9 1,8 12 2 0,40
Cenoura 30 0,8 ° 6,7 2,6 26 8 0,35
Alface 9 0,6 ° 1,7 1 14 7 1,10
Tomate 21 0,8 ° 5,1 2,3 7 5 0,80
Ovo Cozido 146 13,3 397 0,6 . 49 146 | 1,20
Frango(filé) 159 32 89 ° ° 5 50 1,00
Peixe Frito 223 27,4 165 ° ° 378 107 3,00
Contra-filé 194 36 102 ° ° 5 58 5,00

Tabela 5: Valores Nutricionais

As variaveis de decisdo serdo assim determinadas:

Arroz = xq

Batata = x3

Alface = x5

Ovo Cozido = x7

Peixe Frito = xg

Feijao = x;

Cenoura = x4

Tomate = x¢

Frango Grelhado = xg

Contra-filé = xq
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O PPL da dieta modelado sera:

minz =0,5x1 +0,5x,+0,4x3+0,35x4 +1,1x5 +0,8x¢ + 1, 2x7 + xg + 3x9 + bx1g

sujeito a 128x1 + 76x7 + 80x3 + 30x4 + Y9x5 + 21x¢ + 146x7 + 159x8 + 223x9 + 194x19 = 1000
128x1 + 76x7 + 80x3 + 30x4 + 9x5 + 21x6 + 146x7 + 159x8 + 223x9 + 194x19 < 1500
2,5x1+4,8x+0,9x3+0,8x4 +0,6x5 + 0, 8x¢g + 13, 3x7 + 32xg + 27, 4x9 + 36x19 = 30
397x7 + 89xg + 165x9 + 102x19 < 120

28x1 +13,6xp +18,9x3+6,7x4 +1,7x5 + 5, 1x6 + 0, 6x7 > 40
1,6x1+8,5x+1,8x3+2,6x4+x5+2,3x¢ > 15

<25

400

100

1,6x1+8,5x2+1,8x3+2,6x4 +x5+2,3x¢
4xq1 + 27xp + 12x3 + 26x4 + 14x5 + 7x6 + 49x7 + Sxg + 378x9 + 5x1g

2
X1+ ZXZ + ZX3 + 8X4 + 7X5 + 5x6 + 1463(7 + 50x8 + 1073(9 + 58X10 <

X1,X2, - ,Xx10 = 0

TRANSPORTE

O problema do transporte consiste em suprir centros consumidores com a quanti-
dade demandada de algum produto vindo de um ou mais centros de producao, trata-se
de um problema de otimizacdo pois queremos que o custo seja o menor possivel.
Definindo x;; como o numero de unidades transportadas e c;; o custo por unidade
transportada da origem i ao destinojcomi=1,2,---mej=1,2,---,n, temos que a

funcéo custo a ser minimizada terd a seguinte forma:
min  zZ=cyX11+ - CluXin +Co1Xo1 + - -+ CopXop+ -+ -+ Cp1 Xl + -+ + CrunXmn

Definimos também O; como sendo a quantidade de produtos em estoque no centro
de distribuicéo, ou origem i e D; a quantidade demandada no centro consumidor, ou
destino j.

Para modelarmos o PPL, devemos levar em consideracdo que o total de produtos trans-
portados da origem i ndo deve ultrapassar a quantidade em estoque (O;) e também ¢é

necessdrio suprir a demanda (D)) de cada um dos j centros consumidores.
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A modelagem do PPL de transporte tera a seguinte forma:

ANSPORTE

min z= C11X11 + -+ CuX1p +C21 X1+ - -+ CouXopp+ - -+ Cy1Xm1 + * * + CounXmn

sujeitoa  x1q

X21

X1n

+ X12 + s + X1n

+ X2 + s + Xon

Xm2 + +  Xun
+ X21 + + Xm1
+ X202 + + Xm2
+  Xou + s + Xy

X111, s X1, X217 s X200 s Xy " 0

<O

n

=D
Xmn = 0

Exemplo 2.4. Suponha que uma empresa com dois centros de distribuicdo O; e O,

deva suprir a quantidade demandada de trés centros consumidores Dy, D, e D3 con-

forme nos mostra a figura [6]

Origens

Destinos

)

Figura 6: Origens e destinos
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As ofertas e as demandas do produto sdo dadas por:

Origens | Oferta | Destinos | Demanda
01 1500 D 850
0O, 1000 D, 900

° ° D3 750

Tabela 6: Problema de transporte

O custo de transporte por unidade c;; onde i = 1,2 indica a origem e j = 1,2, 3 indica

o destino é dado por:

C11=1,2 C12=1,5 C13=0,9

1 =1 =11 c3=1,6

As varidveis de deciséo séo dadas por x;;, assim como o custo i = 1,2 indica a origem e

j=1,2,3 indica o destino.

O PPL de transporte modelado fica sendo o seguinte:

minl,2x31+1,5x10 +0,9x13 + x21 + 1, 1xp0 + 1, 6x03
sujeito a X171 + X12 + X13 < 1500
Xo1 + X220 + X723 < 1000

X11 + Xo1 =850

X12 +Xx22 =900

X13 + xp3 = 750

xij>0,i=1,2,j=1,2,3

2.7)
(2.8)
(2.9)
(2.10)
(2.11)
(2.12)
(2.13)

A funcdo objetivo a ser minimizada é indicada por (2.6), onde temos a soma dos res-

pectivos custos multiplicados pela quantidade de produtos a serem transportados da

origem 7 ao destino j.

As restrigoes (2.7) e (2.8) nos informam, respectivamente. o limite do estoque de pro-

dutos nas origens O; e O;.

As restricoes (2.9), (2.10) e (2.11) servem para garantir que as demandas dos respec-

tivos destinos D1, D, e D3 serdo supridas.



2.5 MARKETING

A restricdo de nao negatividade (2.12) nos diz que um produto pode ou nao ser trans-

portado da origem 7 ao destino j.

MARKETING

O problema do Marketing, consiste em elaborar uma campanha, com insercoes de
propagandas em diversas midias com a intencao de atingir a maior quantidade de pes-
soas, respeitando a limitacdo da verba definida pelo departamento de marketing de
uma empresa para tal campanha.

Para sua modelagem em um PPL definiremos como x;, (comi = 1,2,---n) o nimero
de anuncios da midia i e 4; o alcance em nimero de pessoas por antuncio da midia i.
O custo por anuncio da midia i serd dado por c;, definamos por B o orcamento maximo
da campanha e b; como sendo o numero maximo de antincios da midia i.

A modelagem do PPL de Marketing sera a seguinte:

max ZzZ=a1X1+aXy+---ayXy

sujeito a C1X1 +Coxp+ - cpxy < B
X1 <h

X2 < b

Xy < by

X1,X%2, %Xy 20

Exemplo 2.5. A verba de uma empresa para desenvolver a campanha de um novo
produto a ser lancado no mercado é de R$ 200.000,00.
A intencdo é conseguir a maior exposicao possivel, sem ultrapassar a verba, tomando

como base para a estratégia da campanha a tabela[7]
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28 MODELAGEM DE PROBLEMAS

Midia | Custo em R$ Exposicao
por anuncio | (pessoas/anuncio)
Outdoor 10.000,00 30.000
Radio 8.000,00 25.000
Jornal 4.000 10.000
Televisdo 20.000,00 50.000,00
Internet 0,80 1

Tabela 7: Custo e exposi¢ao

Existe também uma limitacdo por tipo de anuncio, a saber:
e Outdoor: no maximo 2;
e Radio: no maximo 15 insergoes;

Jornal: no maximo 10 anuncios;

Televisao: no maximo 5 comerciais;

Internet: no maximo 30.000 anuncios.

As variaveis de decisdo serdo assim definidas, x, para a quantidade de outdoors, x,
para o numero de inser¢des no radio, x; para a quantidade de anincios em jornal,
x; para a quantidade de comerciais na televisdo e x; para o niumero de anuncios na
internet.

A intencdo é maximizar a exposicdo do produto, logo teremos como fungio objetivo
max z = 30000xq + 25000x, + 10000x]- +50000x; + x;.

A restricao referente a verba é dada por 10000x + 8000x, + 4000x; +20000x; +0.8x; <
200000.

As restri¢des quanto aos tipos de anuncio sdo:
e Outdoor: x, < 2;

Radio: x, < 15;

Jornal: x; < 10;

Televisdo: x; < 5;

Internet: x; < 30000.



2.5 MARKETING 29

Sendo assim, a modelagem completa do PPL de marketing fica sendo:

max z = 30000x¢ +25000x, + 10000x; + 50000x; + x;

sujeito a  10000x( + 8000x, +4000x; +20000x; + 0.8x; < 200000
Xo <2

15
10

Xt<5

Xy

NN

X

x; < 30000

Xo, Xr, Xj, Xt, X; 2 0






SOLUCOES DE UM PROBLEMA DE
PROGRAMACAO LINEAR

O objetivo deste capitulo é definir conjuntos convexos juntamente com algumas de

suas propriedades e discorrer sobre solugdes vidveis de um PPL.

CONJUNTOS CONVEXOS E POLIEDROS

Definicdo 3.1. Um conjunto X C R" é dito convexo se, dados dois pontos x1, x; € X,
o segmento x1x, C X, ou seja, para qualquer par de pontos x;,x, € X e para todo
t €[0,1] temos tx; + (1 — Hx, € X.

Um ponto com a forma tx; + (1 — £)x, com t € [0,1], é denominado combinacéo
convexa de x; e xp. Dessa forma, podemos dizer que um conjunto X é convexo, se,

para qualquer x1, x, € X a combinacio convexa de x; e x, pertence a X.

X1

X2

X1 X2

Convexo Nao convexo

Figura 7: Conjunto convexo e conjunto ndo convexo
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Proposicao 3.2. A intersecgdo de conjutos convexos é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Sejam X; C IR",i € I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto
qualquer, mostremos que a interseccdo X = N;c;X; também é um conjunto convexo.

Tomemos, x1 € X e xp € X, logo, x1 € X; e x; € X; para todo i. Como, por hipdtese,
os conjuntos X;,i € I sdo convexos, tx + (1 — t)x, € X; para qualquer ¢t € [0,1] e todo
i € I. Pela definicdo de interseccdo, temos que fx; + (1 — f)xp € X, e portanto, X é

convexo. O

Definicdo 3.3. Um ponto x em um conjunto convexo X é definido como um ponto
extremo de X, se ndo existem dois pontos distintos x1, x, € X, tais que x = tx; + (1 —

t)xp, com 0 < t < 1.

Definicdo 3.4. Seja X C R", a envoltéria convexa de X é a intersec¢do de todos os
conjuntos convexos X; tal que X C X;, consequentemente € o menor subconjunto

convexo de R"” contendo X. Denotaremos a envoltéria convexa de X por [X]

Figura 8: Envoltdria convexa de um conjunto de pontos

Definicdo 3.5. Um hiperplano H em R” é o conjunto de todas as solu¢des de uma
equacao da forma:

A1X] +doXo + -+ ayXy, =b

Com pelo menos um a; #0, i=1,2,---n.

Podemos estabelecer as seguintes relagoes:

Espaco | Hiperplano
R Ponto
R? Reta
R3 Plano

Tabela 8: Hiperplanos



3.1 CONJUNTOS CONVEXOS E POLIEDROS

Proposicao 3.6. Um hiperplano é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Sejam x', x> € H, neste caso teremos:

a1} + apx + - anx
A1X3 + 4X5 + - - - (X
Fazendo t € [0, 1], mostraremos que a combinacfio convexa tx! + (1 — t)x? é um ponto

de H.
De fato,

Hayx] +axy + - - apx)) + (1 — )(a1x3 + a3+ - - ayx2) = th+ (1 — b = b
Logo, pela definicdo 3.1, concluimos que um hiperplano é um conjunto convexo. []

Definicdo 3.7. Um semiespac¢o é uma regido limitada por um hiperplano, desse modo,

um hiperplano divide IR” em dois semiespacos.
Tomemos o hiperplano ayxq +apxp + - - - + a,x, = b, 0s semiespacos por ele limitados

sao:
a1x1+daxx>+---+ayxy

a1x1 +daxxy +---+ayXy

Conforme podemos observar na figura E[, temos um hiperplano em R3 limitando

dois semiespacos.

X2
semiespaco 1

X1

semiespaco 2

X3

Figura 9: Hiperplano e semiespacos
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Definicdo 3.8. Um poliedro P € R”" é a intersec¢do de uma quantidade finita de

semiespacos.
Consequentemente, um poliedro pode ser representado através de um sistema de
inequacgoes lineares como vemos a seguir:

a11X1 +apXxa + - adipXa

<
a21X1 +axXy + -+ - Xy <
Am1X1 + Am2X2 + - - AynXn < bm

Exemplo 3.1. O poliedro definido pelas inequacgdes abaixo esta representado na figura
10

—3x1 + 5XQ < 5
3X1 +4XZ >12
X1

0
0

\YARR\Y

X2

X2

N W k= U O

Figura 10: Poliedro ndo limitado



3.2 SOLUCAO VIAVEL BASICA

Definicdo 3.9. Um poliedro limitado é chamado de politopo.

Exemplo 3.2. Se acrescentarmos a inequagdo —2x7 + x, > —8 ao poliedro do exemplo

teremos um politopo, conforme estd representado na figura [11}

X2

— N W = U

—3x1+b5x, <5

SOLUGAO VIAVEL BASICA

1 2 3 45 6 7

Figura 11: Politopo

Definicdo 3.10. Seja o sistema de equacoes:

Ax=b
0

WV

X

X1

3.1

Sejam x um n-vetor e b um m-vetor. Assuma que o posto de A, ., é igual a m.

Das n colunas de A selecionemos m colunas linearmente independentes e fagamos
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36 SOLUGCOES DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

A = [B, N], onde B é uma matriz nao singular m x m formada por essas m colunas e
N é uma matriz m X (n — m).

o 1 . XB
A solucao basica de Ax = b é o vetor x = onde:
XN
XB = B_lb
e
XN = 0

e Se xg > 0, denominaremos x de solugdo vidvel bdsica, neste caso B é a matriz bd-
sica e N é a matriz ndo bdsica. Os componentes de xp sdo chamados de varidveis

bdsicas e os de xn de varidveis ndo bdsicas.
e Se xp > 0, teremos que x é uma solugdo vidvel bdsica ndo degenerada.

e Se pelo menos um dos componentes de xp for igual a zero, x sera denominado

de solugdo vidvel bdsica degenerada.

Exemplo 3.3. Voltemos ao problema do exemplo[1.2}

max z=3x1]+6xy
sujeitoa x1+xp <5

X1 4

N

x1,%2 20
Pela introducao das variaveis de folga, colocamos o problema na forma padrao.
max z=3x1+6x)
sujeitoa x1+Xxp + X3 =5
X1 + X4 = 4
X1,X2,X3,%4 2 0

Podemos escrever a matriz das restricoes da seguinte forma:

1110

A= [al/a2/ as, ﬂ4] =
1 0 01

Para encontrarmos as solugdes vidveis basicas determinaremos as possiveis bases

B(22) de forma que os componentes de xp = B~'b sejam todos nio negativos.
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HBb[f 1][2][1][][3] g

11
Caso 2: B=|[aj,a3] =

11
Caso1: B=|[ai,a7] =

10
Caso 3: B=|[a1,a4] =
1 1

10
Caso4: B=[ay,a4] = [O ]

10
Caso 5: B =[a3,a4] =
01

o el e

Nos casos 1, 2 ,4 e 5 obtemos solucdes vidveis bdsicas para o problema no caso 3

temos um componente de xg < 0 que viola a restricdo de ndo negatividade.

Uma vez que foram introduzidas duas varidveis de folga, as solucbes pertencem ao IR*.
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Se projetarmos esses solucdoes vidveis no IR? teremos os seguintes pontos:

HE I Y

Que conforme podemos observar na figura[12|sédo os vértices da regido viavel

X2
6
0,5)
5
4
%
3 i
‘0
L
2 S
4,1)
1
(0,0) (4,0)
4 - X1
0 1 2 3 4 5 6

Figura 12: Solugdes vidveis basicas

Teorema 3.11. Dado um PPL na forma padrdo:

max c'x
sujeitoa Ax=D>

x2=20
Onde A é uma matriz m X n de posto m.
I Se existe uma solugdo vidvel, entdo existe uma solugdo vidvel bdsica.

II Se existe uma solugdo vidvel étima, entdo existe uma solugdo vidvel bdsica dtima.
Demonstragdo. (I) Sejam ay,ay, - - - a, colunas de A e suponha que x = (x1,x2,- -+, X,)
seja uma solucdo vidvel, logo:

x| +axo+---+a,x, =b (3.2)
Suponha que x1,xp, -+ - x; > 0 € xgy1, - -+, X, = 0 dai:

MxX1+axy+---+aqxe=>b (3.3)
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Temos duas possibilidades, o conjunto (ay, ap, - - -, ax) € linearmente independente (LI)

ou linearmente dependente (LD).

e Caso 1: Suponha que 41,4y, -+, a; sejam LI, temos que k < m. Sek = m a
solucdo é basica e ndo ha nada mais a demonstrar. Se k < m, como posto de A é
igual a m, podemos encontrar m — k vetores dentre os n — k restantes tal que o
conjunto resultante com m vetores é LI. Atribuindo zero para as m — k variaveis

obtemos uma solucdo viavel basica (degenerada).

e Caso 2: Suponha que a4y, 4y, - - -, a; sejam LD, neste caso, existe uma combinacao
linear desses vetores igual a zero. Seja y1,¥2, -, yx com pelo menos um y; >
0,i=1,2,---,k, tal que:

ajyr+axy2+- -+ agyr =0 (3.9)

Multiplicando a equacao (3.4) por ¢ e subtraindo este resultado da equacéo (3.3),

obtemos:

al(xl — 8y1) + az(xz — 8y2) +-+ ak(xk — Eyk) =b (3.5)

Denotando y = (y1, Y2, - - - Y%, 0,0, - - -, 0), temos que para todo ¢
X — ey (3.6)

é uma solucdo para as igualdades. Se ¢ = 0 voltamos a solucdo viavel inicial
(3.3). Como temos pelo menos um y; > 0 aumentando o valor de ¢, diminuimos
pelo menos um dos componentes, sendo assim, aumentamos ¢ até o ponto onde

pelo menos um dos componentes se anula, tal ponto é assim determinado:
. Xi
€= mm{l,yi > 0}
Yi

para este valor de ¢, temos que (3.6) é uma solucao viavel com pelo menos k — 1
varidveis positivas, se necessdrio, podemos repetir esse processo até chegarmos

em uma solucdo viavel que tenha suas respectivas colunas LI.

O]

Demonstragdo. (II) Seja x = (x1,x2, - - -, x;,) uma solucdo étima viavel, e suponha tam-
bém, que ha exatamanente k varidveis positivas x1, xp, - - -+, Xx, novamente devemos
estudar as duas possibilidades para o conjunto (ay,ay, - --,ax) que pode ser (LI) ou
(LD).

e Caso 1: O conjunto (a1, ay, - - -, ax) é LI, procedemos como a demonstracdo (I)
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40 SOLUGOES DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

e Caso 2: O conjunto (ay,ap,---,a;) é LD, neste caso, devemos mostrar que a

solucdo (3.6) ¢ 6tima. Note que o valor da solugdo x — ey € dada por:
c'x+ecly (3.7)

Para |e| suficientemente pequeno, x — ey é uma solucdo vidvel, logo, podemos
concluir que c'y = 0.

De fato, se c'y # 0 poderiamos determinar |¢| suficientemente pequeno de modo
que (3.7) seja vidvel e maior que c'x, o que contradiz a hipétese de que x é uma

solucdo otima.
O

Teorema 3.12. Sejam A uma matriz m X n com posto m e b um m-vetor. Seja, também,

K um politopo formado por todos n-vetores de x que satisfacam:
Ax=b, comx>=0 (3.8)

Um vetor x é um ponto extremo de K se, e somente se x é uma solugdo vidvel bdsica de
(3.8).

Demonstragdo. Suponha que x = (x1,x2,---,%y,0,0,---,0) seja uma solucdo vidvel

basica para (3.8), temos, entéo:
A1X1 + Xy + -+ -+ ayXy = b,

com ai,dp, - -, ay, primeiras m colunas de A, linearmente independentes. Suponha
que x possa ser expresso como uma combinacdo convexa de outros dois pontos de K,
ouseja, x =ty+(1 —f)ztalque 0 < t < 1 ey #z. Como todos os componentes de x, y

e z sdo ndo negativos, os ultmos n — m componentes de y e z sdo nulos, temos entdo:

Ay +ayr+ -+ Ay, = b

Mz1+ a2+ -+ a2, =b

Umavez que a,ay, - - -, a,, S0 LI, segue que x = y = z e portanto x € um ponto extremo
de K.
Reciprocamente, suponha que x é um ponto extremo de K, suponha também que os

primeiros k componentes de x sejam ndo negativos. Temos, entdo:

Mmx1+axy+---+aqxe=>b
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com x; > 0,i=1,2,---k. Para confirmar que x é uma solucao viavel basica devemos
mostar que os vetores ay,ap, - - - dy sdo LI.
Suponha que ay,a, - - - a; sejam LD, neste caso, existe uma combinacdo linear desses
vetores igual a zero:
aryr +axys + - - - +agyy = 0
Definindo o n-vetor y = (y1, Y2, - -, Y%, 0,0, - - -, 0). Podemos escolher um ¢ tal que:
x+ey =0
x—ey=>0

~ 1 1 7 . ~ .
Temos entdo, que x = 5(x +¢ey) + 5(x — ey) € uma combinagdo convexa de dois vetores
distintos de K, o que é uma contradicdo, pois x é um ponto extremo de K.

Portanto, os vetores a1, ay, - - - a; sdo LI e x é uma solugéo vidvel bésica. O
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METODO SIMPLEX

Neste capitulo mostraremos que para resolver um PPL na forma padrdo podemos
utilizar o método Simplex, tal método através dos chamados tableaus Simplex verifica
em uma sequéncia de solucOes vidveis basicas qual é a solucdo 6tima, quando esta

existe.

EXEMPLO PRELIMINAR

Vamos introduzir o método Simplex através de um exemplo.

Seja o seguinte PPL

max x1 + 5xp

sujeitoa 3xp +2xp < 30

Para utilizarmos o método Simplex, reescreveremos o PPL em sua forma padrao intro-

duzindo as variaveis de folga x3, x4 e xs.

max X1 +5x7

sujeito a 3x7 +2xp + X3 =30
—X1+2x7 + X4 =6

X1 + X5 = 8

X1,X2,X3, X4, %5 = 0
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A partir das equagdes obtidas no PPL iremos montar um tableau Simplex, que consiste
em escrever as variaveis basicas e a funcio objetivo em funcdo das néo basicas.
Veremos neste exemplo que o método Simplex ird gerar uma sequéncia de tableaus,
onde cada um deles determina uma soluc¢éo viavel basica associada a uma base B.
Considerando as varidveis x3, x4 e x5 como varidveis basicas e denominando a func¢édo

objetivo de z temos:

x3 = 30 — 3x1 — 2x
X4 = 6 + x1 - 2x
xs = 8 - x

z = x1 + bxo

As variaveis bdsicas sdo isoladas no lado esquerdo das equacoes e considerando as va-
ridveis ndo basicas x; = x, = 0, basta recorrer ao tableau para obter x3 =30, x; =6 e
x5 = 8, 0 que nos dd a primeira solucdo viavel basica x = (0, 0, 30, 6, 8) associada a base
B = [a3, a4, as5] e valor da funcdo objetivo z = 0.

Como estamos trabalhando em um PPL de maximizacdo devemos questionar se € pos-
sivel aumentar o valor da func@o objetivo e de que forma isso pode ser feito.
Aumentando o valor das varidveis ndo basicas x; ou de x; a funcdo objetivo ird au-
mentar, mas devemos lembrar que as outras variaveis x3, x4 € x5 devem se manter com
valores ndo negativos. Escolheremos arbitrariamente a varidvel x; para ser aumentada,
e nesse caso a variavel x, se mantém nula.

Analisando cada uma das equacdes do tableau, temos pela primeira equagao
X3 = 30 — 3x1 — 2x2
o valor mais alto que x; pode assumir sem tornar x3 negativo é x; = 10, pela equacdo
X4 = 6+ X1 — ZXZ
a variavel x; pode aumentar indefinidamente sem tornar x4 negativa, ja na equacao
X5 = 8 — X1

o valor mais alto que x; pode assumir sem tornar x5 negativa é x; = 8, uma vez que
esta € a restricdo mais rigorosa iremos tornar x; uma variavel bdasica e x5 uma varidvel
ndo bésica.

Para que x; entre na base e x5 saia, vamos reescrever a terceira equacdo do primeiro

tableau com x; do lado esquerdo:

x1=8— x5



4.1 EXEMPLO PRELIMINAR

Substituindo essa equacdo nas demais equacoes do primeiro tableau, temos:

xg = 8 - X5
x3 = 6 — 2% + 3x5
xq = 14 — 2x — x5
z = 8 4+ bxp, — x5

Podemos observar no segundo tableau que a nossa base é agora B = [a1, a3, a4] €, nesse
caso, a solucdo viavel basica passa a ser x = (8,0,6,14,0), o que nos da z = 8 como
valor da funcao objetivo.

Analisando a funcdo objetivo z = 8 + x, — x5, podemos perceber que um aumento
da variavel ndo bdsica x, gera um acréscimo no seu valor, enquanto um aumento na
variavel ndo bdsica x5 gera um decréscimo, logo x, entrara na base.

Usando as informacdes do segundo tableau, temos que equacao
X1 = 8 — X5
ndo € alterada por x;, ja a equacao
X3 = 6—2.X2+3X5
restringe a varidvel x, ao valor mdximo x; = 3, e a equacao
X4 =14—2x2—x5

restringe a variavel x, ao valor maximo x; = 7. A restricdo mais rigorosa € x; = 3,
consequentemente para que x, entre na base devemos tornar x3 uma varidvel ndo
basica.

Isolando x, no lado esquerdo, teremos o terceiro tableau:

X1 = 8 — X5

Xy = 3 — %Xg, + %X5

X4 = 8 + X3 — 4X5
— 5 13

z = 23 — 3x3 + SX5

Pelo terceiro tableau, notamos que o valor da funcdo objetivo é z = 23, para uma
base B = [aq,a;,a4] e solucdo vidvel bdsica x = (8, 3,0, 8,0). Ainda ndo encontramos a
solucdo dtima, pois a funcdo objetivo pode ser aumentada se aumentarmos o valor da
variavel ndo basica xs.

Utilizando o mesmo procedimento, temos que pela equacao

x1=8— x5
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nos dd um valor méximo para x5 = 8, enquanto a equacdo

X —3—1x +=x
2= 5¥3F 5%

ndo restringe o valor de xs, e finalmente, a equacao
X4 = 8+ X3 — 4x5

restringe a varidvel x5 a um valor maximo x5 = 2, que € a restricdo mais rigorosa.
O passo a ser tomado agora € tornar x5 uma variavel bdsica e x4, uma variavel ndo
bésica, para isso iremos isolar x5 no lado direito da equacdo x; = 8 + x3 — 4xs, €

reescrever o tableau fazendo as devidas substituicdes, o que nos dara:

1 1

x1 = 6 — 4x3 + X
X2 = 6 - %x3 — %x4
X5 =2 + %X3 - %x4
z = 36 -— %x3 — %le

Neste quarto tableau temos B = [aq, a3, a5], solucdo vidvel bdsica x = (6,6,0,0,2) e o
valor da funcéo objetivo é z = 36, esta é a solucdo étima pois qualquer acréscimo nas
variaveis nao basicas acarreta um decréscimo na func¢éo objetivo.

Podemos representar esse processo graficamente:

X2

c,

Miz// D(8,3)

—
(9]

A(0,0) ”a&m N

Figura 13: Representacdo grafica do PPL original

Conforme podemos observar no grafico acima, o método Simplex, parte de uma

solucdo bdsica inicial representada pelo ponto A(0,0) e percorre o caminho indicado
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pelas setas pontilhadas (A — E — D — C), sempre aumentando o valor da funcao
objetivo, até chegar ao ponto C(6,6) que € a solucdo 6tima do PPL. Também é possivel
observar que existe um caminho mais curto (A — B — C) para se chegar a solucao
6tima, o método Simplex teria percorrido esse caminho se a opg¢do escolhida no pri-

meiro passo fosse aumentar a variavel ndo béasica xj.

CASOS ESPECIAIS

Alguns casos especiais podem ocorrer em um problema de programacéo linear, ire-

mos estudar estes casos elencados a seguir:
e PPL invidvel
e PPL ilimitado

e PPL degenerado

PPL invidvel

Se a intersec¢do dos hiperplanos determinados pelas restricoes de um PPL for um

conjunto vazio, entdo ndo existe solucgao viavel.

Exemplo 4.1. Seja o seguinte conjunto de restricoes de um PPL:

X1 <2 “4.1)

x, <3 (4.2)

6x1 +5xy > 30 (4.3)
x1,x2 20

A restricao (4.1) nos da que 6x1 < 12, enquanto a restricdo (4.2) nos da que 5x; < 15,
consequentemente, temos 6x1 + 5x, < 27 o que é incompativel com a restricao (4.3)

6x1 + 5xp > 30, podemos vizualizar este conjunto de restri¢des na figura
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X2
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Figura 14: PPL invidvel

PPL ilimitado

Quando o conjunto de restricoes, determinam um poliedro ndo limitado temos um
PPL ilimitado, nesse caso podem ocorrer algumas situacoes interessantes como vere-

mos nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.2. Seja o seguinte PPL, representado pela figura [15}

max 2z =2Xx{+Xp

sujeitoa —xj+xp <2
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Figura 15: PPL ilimitado

Colocando o PPL em sua forma padrao, através da introducdo de variaveis de folga,

temos:
max z=2x1+Xp
sujeitoa — x7+x2+ X3 =2
—X1 — 4XQ + X4 = 1

X1,X2, X3, X4 > 0

A partir do PPL em sua forma padrdo, montamos o seguinte tableau Simplex to-

mando x3 e x4 como variaveis basicas.

X3 = 2 + X1 — X
x4 = 1 — x1 + 4x
zZ = 2x1 + X

Podemos arbitrariamente fazer x, entrar na base. Nesse caso, pela equacao
X3 = 2+ X1 — X2

o valor maximo que x; pode assumir sem tornar a varidvel x3 negativa é x, = 2, pela
equacao

X4 =1—x1+4x
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a variavel x, pode aumentar indefinidamente. Para que a varidavel x; entre na base a

variavel x3 devera se tornar uma variavel ndo basica gerando o seguinte tableau.

X = 2 + X1 — X3
X4 = 9 + 33(.'1 — 4X3
Z = 2 4+ 3x1 — x3

Podemos ver pelo tableau acima que um aumento na variavel x; aumentara a funcao
objetivo, analisando as equagdes x, = 2+ x1 — x3 € x4 = 9+ 3x7 — x3 é facil ver que a va-
ridvel x; pode aumentar indefinidamente. Como um aumento da variavel x; acarreta
em um aumento na funcdo objetivo z o PPL ¢ ilimitado, sendo impossivel determinar

uma solucao étima.

Exemplo 4.3. Seja o seguinte PPL:

max z=x1+—4x;

sujeitoa —xj+xp <2
X1 — 4X2 < 1
x1,% 20
X2
g
7 ¢
6 <
N
5 o
4
3
2 1
_AX2 —
1 %x/ <
// xl
0 2 3 4 5

Figura 16: PPL ilimitado com multiplas solucdes étimas

Conforme podemos observar na figura o vetor ¢, gradiente da funcdo objetivo,

¢ perpendicular a reta x; — 4x; = 1, neste caso, qualquer que seja M > 0 temos que
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X = (1+4M, M) é uma solugdo étima. Calculando o valor da func¢éo objetivo obtemos
z=1+4M — 4M = 1, ou seja, apesar do PPL ser ilimitado é possivel encontrar uma

solucdo Stima.

PPL degenerado

Um PPL ¢ degenerado, se uma de suas solucdes viaveis basicas é degenerada.

Exemplo 4.4. Seja o seguinte PPL:

max 2z =X{+2Xxp
sujeitoa x1+xp <5
x1+3x <9
2x1+3xp < 12

x1,x2 20

Observando a representacdo do PPL na figura |17/ podemos perceber que a restricdo
2x1 + 3xp < 12 é redundante, tocando o politopo apenas no ponto (3,2), ou seja, esta

restricdo é combinacdo linear das duas primeiras.

X2
5
4
3 e N
2\(3,2)
1 J

~—

X1

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 17: PPL degenerado
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Introduzindo varidveis de folga para reescrever o PPL em sua forma padrao, temos:

max z=Xx1+2xp

sujeitoa x1 + Xy + X3 =5
X1+ 3% + Xy =9
2x1 + 3XZ + X5 = 12

X1,X2,X3, X4, X5 = 0

Tomando como base o PPL em sua forma padrédo iremos montar o seguinte tableau:

X3 = 5 - x1 - x

X4 = 9 — X1 — 3x2
x5 = 12 — 2x1 — 3x
z = X1+ 2x

Temos inicialmente a base B = [a3, a4, a5], tomando as variaveis ndo basicas x; = xo = 0
a solucdo vidvel bésica é x = (0,0, 5,9, 12) com valor da funcdo objetivo z = 0.
Fazendo x; entrar na base, respeitando as restricoes de ndo negatividade, a variavel

que sai da base é x3, gerando o seguinte tableau:

X1 = 5 — X2 — X3
X4 = 4 — 2x + X3
X5 = 2 — X2 + 2.’JC3
z = 5 4+ x — x3

Neste novo tableau, a base é B = [a4, a4, as], com solucdo viavel basica x = (5,0,0,4,2)
e valor de funcdo objetivo z = 5.

A variavel que entrara na base € x;, analisando as equagdes do tableau temos que
X1=5—xp— X3
restringe a variavel x, com o valor maximo x, = 5, enquanto que as equacgoes

X4=4—ZXQ+X3

X5=2—X2+2X3

ambas restringem a varidvel x, a um valor mdximo x, = 2, dessa forma podemos
escolher tanto x4 quanto x5 como a variavel que saira da base.

Escolhendo x4 como variavel que saira da base, obteremos o seguinte tableau:
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X1 = 3 - %X3 + %X4

X = 2 + %X3 — %x4

x5 = 0 %xg + %x4
_ 1 1

z =7 — 3X3 — 35X

Chegamos em uma solucdo degenerada, pois temos uma varidvel basica x5 com valor
igual a zero, observando o tableau percebemos que nédo € possivel aumentar o valor
da funcao objetivo, nesse caso temos uma solucdo étima degenerada x = (3,2,0,0,0)

associada a base B = [ay, a2, as5] com valor da funcdo objetivo z = 7.

GENERALIZANDO O TABLEAU SIMPLEX

Considere um PPL de maximizacao apresentado na forma padrao:

max c'x
sujeitoa Ax=b

x>0

Onde A é uma matriz m X n, x e ¢ vetores coluna com n elementos e b um vetor com
m elementos. Para melhor compreensao facamos a matriz A = (B, N) e dividiremos
os vetores ¢ e x em duas partes, sendo uma referente as variaveis basicas (indice g) e

outra referente as variaveis nio basicas (indice y). Temos entio:

A=(B,N)
c=(cp,cn) = ¢ = (cj, cy)

x = (xB, xXn)

Onde B = [ay,4az,- -, am] € N = [Ay41, Qa2 - - - ]

Definicdo 4.1. Um tableau Simplex 7(B) determinado por uma base B é um sistema
com m + 1 equacgdes lineares nas variaveis x1, xp, - -+, X, € z cuja solucdo é a mesma

dos sistema Ax = b, z = c'x representado da seguinte forma:

XB p + Qxn

z = zog + rhxy
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onde p € R", r € R"™™, Q é uma matriz m x (n —m) e zg € R.

A solucao vidvel bésica associada a este tableau é obtida fazendo xy = 0, consequen-

temente xp = p e o valor da funcfio objetivo z para esta base é zy + /0 = zg

Observagio. Desenvolvendo as equacbes Ax = b e z = c'x podemos expressar os valores

de p, Q, r e zg em fungdo da matriz A e dos vetores x e c.

e Achando o valor de p e Q:

Ax = b
Bxg + Nxn b
Bxg = b— Nxy
B~ !Bxp B~'b — B~!Nxy

B b — B 'Nxy

XB

Como no tableau Simplex temos xp = p + Qxy, podemos concluir que:

_ p-1
p = B7b
= —-B°IN
e Achando o valor de zg e r:
z = cx
_ it t
z = chB+CNxN
_ tp-1 -1 t
z = cg(B"'b— B "Nxpn)+cnXN
z = chB7 b — cEB I Nxy +chan
z = chB7 b+ (chy — kB IN)xy

Pelo tableau Simplex temos que z = zq + rxy, logo:
20 c5B~1b
o= o —chBTIN

r = cn— (chBTIN)
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O METODO SIMPLEX

Nesta secdo aprofundaremos o estudo do método Simplex em problemas de maxi-

mizacao.

Otimalidade. Se na ultima linha de um tableau Simplex os coeficientes das variaveis
ndo bdsicas sdo negativos ou nulos (r < 0), entdo a solucdo viavel basica correspon-

dente é Otima.

Pivoteamento. Conforme vimos nos exemplos anteriores, a cada passo o método
Simplex vai de uma base B e consequentemente de um tableau T(B) para uma nova
base B’ e um novo tableau T(B'), para isso uma varidvel ndo basica x, entra na base e
uma variavel basica x, sai da base e, portanto, B’ = (B \ {u}) U {v}.

Como queremos um aumento no valor da funcdo objetivo, a seguinte regra deve ser

observada:

e Uma variavel ndo basica pode entrar na base se, e somente se o seu coeficiente

na ultima linha do tableau Simplex € positivo.

Ap6s a escolha da variavel x, que entra na base, devemos escolher a varidvel x, que

sai da base respeitando a regra a seguir:

e A varidvel x, que sai da base deve ser escolhida de acordo com a restricdo de
ndo negatividade em conjunto com sua equagao no tableau Simplex, limitando a

variavel que entra na base x, mais estritamente.

Para formalizar esse processo, facamos B = [ay,, ax,, -, ax, 1, k1 < ko < --- < ky, e
N =ay,ap,,---,a;, 1,1 <l <--- <l,_;, de maneira que a i-ésima linha do tableau
Simplex tera a seguinte forma:

n—m
X, =pit Z qijX1;

j=1
Escrevemos o indice v da varidvel que entra na base como v = Ig com € {1,2,---,n—
m} e o indice u da variavel que sai da base como u =k, com«a € {1,2,---,m}.
Como as variaveis ndo basicas x;, j # p se mantém nulas e pela condicéo de ndo negati-
vidade xi, > 0, os possiveis valores da variavel que entra na base x;, sdo limitados pela
inequacao —qig X1, < Pis dessa forma, se tivermos qi, = 0 esta inequacio nao restringe

o aumento de x;;, por outro lado, se g;, < 0, o valor da varidvel que entra na base serd
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restrito a x;; < —q”%'.
1
5

A variavel que sai da base x;, serd tal que:

Jdap <0 e —;‘;:min{—;;:qi5<0,i:1,2,---,m} 4.4)

No tableau Simplex consideraremos apenas as linhas nas quais o coeficiente de x, é
negativo. Nestas linhas dividimos o componente do vetor p pelo coeficiente do vetor
Xy, mudamos o sinal e buscamos o valor minimo dentre estes quocientes. Se ndo

houver linhas onde o coeficiente de x, seja negativo o PPL ¢€ ilimitado.

Lema 4.2. Se B é uma base vidvel associada ao tableau T(B) e se as varidveis x, e Xy,
entrando e saindo da base respectivamente, sdo escolhidas de acordo com os critérios jd
descritos, entdo B’ = (B \ {u}) U {v} é também uma base vidvel.

Se ndo hd x, que satisfaca o critério para deixar a base o PPL ¢ ilimitado, nesse caso
obtemos uma solugdo vidvel substituindo x, por t > 0 e as outras varidveis ndo bdsicas

por 0, fazendo t — oo o valor da fungdo objetivo tende a infinito.

Demonstragdo. Se B’ é uma base viavel, a matriz B’ é néo singular, este fato sera de-
monstrado provando a existéncia da matriz (B’)~ L.

Temos que (B)~!- B = I, como a matriz B’ difere de B em apenas uma coluna, podemos
obter o produto (B)~! - (B’) = E, onde:

10 1 0]

0 1 020 0

00 0
E=

00 Juap 0

Com g,4 # 0 pertencente a diagonal principal. Consequentemente, existe a matriz

_ - .
1 Tus 0
92
01 Tos 0
1o 00 0
- 1
00 o 0
_O 0 o 1_
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tal que E”' - E = I, o que implica que E~!-(B)~! - (B') = I, e portanto, (B')~!
E-'.(B)~L

Se ndo hd x, que satisfaca o critério para deixar a base (4.4) ndo se aplica e conse-
quentemente ndo ha limitante superior para x, = t, logo para todo f > 0 teremos uma
solucdo vidvel, como a funcdo objetivo aumenta com o aumento de f, se f — o0 0

mesmo acontece com a funcdo objetivo. O

Vértices e pivoteamento. O conjunto de restrices de um PPL determina um po-
liedro onde cada uma das solucdes vidveis bdsicas é um de seus vértices. O processo
de pivoteamento no método Simplex corresponde a buscar um vértice adjacente que
aumente o valor da func¢do objetivo, podemos observar esse processo na figura (13| na
secdo 4.1.

Em geral cada vértice de um poliedro n — dimensional é determinado pela interseccéo
de n hiperplanos, caso haja um vértice determinado por mais que n hiperplanos (exem-
plo pode ocorrer um pivoteamento degenerado, que consiste em encontrar uma
nova solucgdo vidvel basica sem mudar o vértice, neste caso ndo ha mudanca no valor

da funcéo objetivo.

Tableau Simplex. A cada iteracdo em que uma varidvel entra na base e uma variavel
sai da base um novo tableau é gerado a partir do antigo.
Sejam 7(n) e T(n + 1) respectivamente o antigo e o novo tableau.
O objetivo do tableau simplex é escrever as varidveis basicas em funcdo das nao bdsicas,
desse modo, sendo x, a variavel que entra na base e x, a varidvel que sai da base, o
procedimento para se criar um novo tableau € o seguinte.
Buscamos a linha de 7(n) que tem x, no lado esquerdo e a reescrevemos, desta vez,
com Xx, isolada no lado esquerdo. Temos agora uma equacgao com x, escrita em funcao
das varidveis nao bésicas.
O préximo passo € buscar nas outras linhas do tableau onde a varidvel x, apareca e
substitui-la pelo lado esquerdo da equagéo recém obtida. Desse modo geramos o novo

tableau t(n +1).

O METODO DAS DUAS FASES

Nos problemas de programacao linear onde as restri¢cées sdo todas do tipo <, uma
base viavel inicial pode ser obtida facilmente, pois as colunas das varidveis de folga

geram uma matriz identidade, como nem sempre isso é possivel, podemos utilizar

57



58

METODO SIMPLEX

variaveis artificiais para obter uma soluc¢éo viavel basica inicial.

No método das duas fases a primeira consiste em adicionar variaveis artificiais ao
conjunto de restricdes do problema original e depois utilizar o método Simplex para
minimizar a soma das variaveis artificiais.

Suponha que ao problema Ax = b, x > 0 adicionemos um vetor artificial y, o que
nos dard

Ax+y=>b
x=20, y=0

este problema modificado possui uma solugéo viavel basica inicial, pois tomando como
base as colunas das varidveis de folga juntamente com as colunas das variaveis artifici-
ais geramos também uma matriz identidade.

Para voltarmos ao problema original devemos fazer com que as variaveis artificiais se
anulem, pois Ax = b se, e somente se Ax+y =bcomy = 0.

Podemos perceber que variaveis artificiais servem como um recurso para se iniciar o
método Simplex, no entanto sé teremos uma solucdo para o problema original se tor-
narmos todas as varidveis artificiais iguais a zero.

Na segunda fase deste método se as varidveis artificiais forem zeradas retornamos ao
problema original, pois teremos uma solugdo vidvel basica com as varidveis originais

do problema, caso contrario o problema original é inviavel.

Para uma melhor compreensao, vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 4.5. Seja o PPL:

max z=23x1+Xx

sujeito a  3xq +2xp < 24 (4.5)
4x1 —xp = 8 (4.6)
X1 —2x, =0 4.7)

x1,x2 20

Como a restri¢do (4.6) torna a origem invidvel iremos criar um novo problema auxi-

liar, que satisfaca:
1. Uma solucdo vidvel bdsica inicial facil de encontrar

2. A solucdo étima (se houver) traz uma solucdo viavel basica para o problema

original.
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O problema auxiliar serd entdo:

min @ w=1y;+Yz

sujeito a 3x1 +2x7 + x3 = 24
4x1 — xp — X3+ Y1 = 8
X1 — 2xp +y2 = 0
X1,%2,%3,%4 = 0
yi,y2 = 0

Neste PPL auxiliar adicionamos y; e y» como varidveis artificiais, e a funcdo objetivo
artificial consiste em minimizar o somatério das varidveis artificiais.

Perceba que do PPL original apenas as restricoes do tipo > e = (respectivamente (4.6)
e (4.7)) recebem variaveis artificiais uma vez que utilizaremos como base inicial as
colunas das varidveis de folga e as das variaveis artificiais.

O objetivo da primeira fase do método das duas fases é reduzir os valores de todas
as variaveis artificiais a zero, tirando-as todas da base. Pela restricdo de ndo negativi-
dade, temos que y1,y2 > 0, logo y; +y2 = 0 somente se y; = y» = 0, portanto podemos
afirmar que enquanto tivermos y; > 0 ou y» > 0 a solugdo ndo é vidvel.

Para montarmos o primeiro tableau Simplex do problema auxiliar iremos tomar as va-
ridveis artificiais e as de folga como bésicas e as varidveis ndo bésicas serdo as varidveis
de decisdo e as de excesso. Ao escrevermos as variaveis artificiais em funcao das nao

o y1=8—4x1+x2+ x4 . .
basicas, teremos , logo a fungéo objetivo artificial w = y1 + 2
Y2 = —X1 +2X2

terad a seguinte forma w = 8 — 5x7 + 3x, + x4, conforme podemos ver no tableau.

x3 = 24 — 3x1 — 2x
yi = 8 — 4x; + x2 + x4
Y2 = - X1 + 2x
w = 8 — bx; + 3xp + x4

Como o nosso problema auxiliar é de minimizacdo buscamos na funcdo objetivo
artificial uma varidavel com coeficiente negativo para entrar na base. Esta varidvel sé
pode ser x1, pelas regras ja estabelecidas para pivoteamento a variavel artificial y, sai
da base e pode ser descartada pois se igualou a zero ao se tornar ndo bdasica, gerando

o seguinte tableau.
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x3 = 24 — 8x
Yy = 8 — T7xp + x4
Xy = 2x7
w = 8 = 7xp + x4

A varidvel que entra na base agora é x; e a que sai da base € y;, sendo que esta

variavel artificial agora ndo bdsica também pode ser descartada, gerando o seguinte

tableau .
_ 104 8
JC3 - T - 7X4
_ 8 1
X2 = 7 7X4
_ 16 2
X1 = 7 7X4
w = 0

Chegamos ao objetivo da primeira fase, que é zerar a funcédo objetivo artificial. Na

segunda fase voltaremos ao nosso problema original, que consiste em maximizar a

funcdo objetivo z = 3x; + xp, uma vez que x| = % + %x4 e xy = % + %x4, a funcao

objetivo a ser maximizada serd z = 3 (1 + 3x4) + 8 + 1x4 = 8+ x4 € 0 tableau Simplex

que inicia a segunda fase é:

X3 = % — §X4
X2 = g %X4
X1 = % %X4
z = 8 + x4

A variavel que entra na base é x4 e a que sai é x3 gerando o seguinte tableau:

7

Xq4 = 13 — X3
X2 = 3 — %x3
X1 = 6 — %Xg,
z = 21 — %X3

Este ultimo tableau nos da a solugdo 6tima com x = (6,3,0,13) associada a base

B = [a1,a3,a4] e o valor que maximiza a funcéo objetivo é z = 21.

Lema 4.3. (PPL Invidvel). Se na fase I do método Simplex, chegarmos a uma solugdo
étima para o problema auxiliar e ainda tivermos uma varidvel artificial y; > 0, o PPL

original ndo possui solugdo vidvel.
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Demonstragcdo. Suponha que se verifique tal situacao na fase I, uma solucao 6tima para
o problema auxiliar e uma varidvel artificial y; > 0, analisemos os dois casos:

Caso I: Considere que no PPL original haja uma restricdo do tipo:
aj1X1 +apXxy+ - -+ apuXy = bl' (48)

No problema auxiliar, com a adicdo da varidvel artificial y;, teremos a;;x1 +ajpx2 + - - - +
AinXn +Y; = b;j. Caso y; > 0 terfamos a;1x1 + apx2 + - - - + a;x, < b;, 0 que contradiz
(4.8).

Caso II: Considere que no PPL original haja uma restri¢do do tipo:
anXx1+apxo+ - +appXxy = bi (4.9)

No problema auxiliar, subtraindo uma variavel de excesso x;, e adicionando a variavel
artificial y;, teremos a;1x1 + ajpX2 + - - - + AjyXn — Xje +y; = b;. As varidveis x;, e y; ndo
podem ser bdsicas simultaneamente, como por hipétese y; > 0, temos que y; € bdsica
e x;. € ndo basica, consequentemente x;, = 0, e novamente teriamos a;1x1 + Xy + - - - +

a;,x, < b;, o que contradiz (4.9). d
Exemplo 4.6. Vamos ilustrar este caso com o seguinte PPL.

max z=3x1+4x

sujeitoa 2x1 —3xp; > 20
X1+xp, = 6
X, < 4
x1,x2 = 0

A partir deste PPL iremos criar um problema auxiliar:

min W =Y+

sujeito a 2x1 — 3xp — X3 +11 = 20
X1+ Xo +y2 = 6
X + X4 = 4
X1,X2,%3,X4 = 0
yi,y2 =2 0

Isolando as varidveis auxiliares obtemos 17 = 20 —2x1 +3x2 +x3 € o = 6 — X1 — X2,
a funcdo objetivo auxiliar ficard sendo w = 26 — 3x7 + 2xp + x3 gerando o seguinte

tableau:
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yi = 20 — 2x;1 + 3x2 + x3
Y2 = 6 - x1 = x
Xy = 4 — X
w = 26 — 3x1 + 2x + X3

Na funcdo objetivo auxiliar w a tnica varidvel com coeficiente negativo é x1, como o
problema auxiliar é de minimizacao x; entrara na base e pelas regras de pivoteamento
a varidvel que saira da base é y,, que por ser uma varidvel artificial pode ser descartada,

logo o tableau seguinte sera:

= 8 + bxy + x3
Xy = 6 — x
X4 = 4 — X2
w = 8 + bxp + x3

Neste tltimo tableau os coeficientes das variaveis nao basicas sdo todos positivos, esta
situacdo determina o critério de otimalidade para um problema de minimizacdo, uma
vez que ainda temos uma varidvel artificial y; > 0, podemos concluir que o problema

original é invidvel.



DUALIDADE

Em programacao linear podemos associar a todo problema de maximiza¢do (mini-
mizac¢do) um problema de minimizacdo (maximizacao), sendo o primeiro chamado de

primal e o segundo de dual.

LIMITES SUPERIORES

Seja o seguinte PPL, o qual chamaremos de primal:

max z =4x1 + Xy +3x3
sujeitoa  x1 +4x; <1 (5.1)
3x1 —xp+x3<3 (5.2)

x1,X2,x3 20

Se multiplicarmos a restricdo (5.1) por dois e somarmos com o triplo da restri¢do (5.2),

obtemos:

2X1 + 8xo < 2
+ 9% — 3x + 3x3 < 9
11x; + bxp; + 3x3 < 11

Devido a restricdo de ndo negatividade das varidveis x1, x, e x3, podemos comparar a

soma obtida com a funcéo objetivo:

4x1 4+ xp +3x3 < 11x1 +5xp +3x3 < 11
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Logo, 4x1 + x2 + 3x3 < 11, ou seja, a funcdo objetivo é limitada superiormente por 11.
Este processo pode ser melhorado se, ao invés de usarmos ntimeros especificos, utili-
zarmos varidveis para encontrarmos um limite superior. Sejam y1, y» > 0 tais varidveis

que, por serem ndo negativas, manterao o sentido da desigualdade.

y1(x1 +4x7) < n
+ y2(3x1 — x2 + x3) < 3y2
<

x1(y1 +3y2) + x2(4y1 — y2) + x3(y2) y1+3y2

Garantindo que

Estabelecemos a seguinte relacdo:

4xq + x +3x3 < x1(y1 + 3y2) + x2(4y1 — y2) + x3(y2) < Y1+ 312

Para obtermos o melhor limite superior para a funcao objetivo, devemos minimizar

Y1+ 3y2, 0 que nos leva ao seguinte PPL:

min w = Y1 + 32
sujeitoa vy +3y2 > 4
dy1 —y2 21

y2 =3

Y1,220

Este PPL é denominado de problema dual associado ao problema primal.

O PROBLEMA DUAL

Definicdo 5.1. Dado um PPL em sua forma canonica:

~

max z=¢c
sujeitoa  Ax

<
Xz



5.2 0 PROBLEMA DUAL

Este PPL é denominado de primal, sendo o seu dual o seguinte PPL:

min  w = b'y
sujeitoa Aly > ¢

y=0
Exemplo 5.1. Determinar o dual do seguinte problema:

max z=4x1+3x>+ X3
sujeitoa  x1 +2xp +3x3 <2
2x1 — Xp + 5x3

<6
5x1+2x2+x3 <7
=0

O problema dual, serd entéo:

min  w =2y, +6y2+7y3
sujeitoa vy +2y> +5y3 > 4
2y1 —y2+2y3 =3
3y1+5y2+y3 > 1

Y1,Y2,¥3 20

Proposicao 5.2. O dual de um problema dual € o seu problema primal.

Demonstragdo. Tomemos o problema dual da definicdo [5.1}

min  w =b'y
sujeitoa Ay >c¢

0

\

WV

y

Com as devidas mudancas pode ser reescrito como um problema de maximizagao.

max —w = (—by
sujeitoa (—A")y < —c

y=0
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O dual desse problema sera:
min —z' = —c'x’
sujeitoa (—A)x’ > —b
x>0
Que reescrito como um problema de maximizacao terd o seguinte formato:

max 2z =CX

sujeitoa  Ax’ <b
x>0
Este formato é equivalente ao problema primal da definicdo O

TEOREMAS SOBRE DUALIDADE

Teorema 5.3 (Dualidade fraca). Se x e y sdo, respectivamente, solugdes vidveis para o
primal e o dual de um PPL, entdo:

c'x < bly

Demonstragdo. Lembrando que x,y,b > 0, temos a seguinte sequéncia de desigualda-

des:
c < Aly
d < yA
cx < ytAx
cx < ytb
= by

O

Teorema 5.4 (Dualidade forte). Se o problema primal tem uma solugdo étima x*, entdo

o problema dual também possui uma solugdo dtima y* tal que:

clx* = bty* (5.3)

Demonstragdo. Devemos mostrar que a solucdo vidvel y* do problema dual satisfaz

(5.3). Por hipotese admitimos a existéncia de uma solucao étima x* para o problema
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primal, uma vez que essa solucéo existe o método Simplex a encontrard, gerando uma

ultima linha no tableau final conforme segue:
n m
z=2"+) cixj+ ) diw
j=1 i=1

Onde adotamos a seguinte notacdo: z* é o valor 6timo da funcao objetivo e c;f repre-
sentando os coeficientes das varidveis originais e d; os coeficientes das varidveis de
folga, com o devido cuidado de tornar nulos tais coeficientes se suas variaveis associa-
das forem basicas.

Como z* é o valor 6timo da fungdo objetivo temos também:
n
* Ak
z¥ = Zc]xj (5.4)
j=1
Facamos

yi =—d; (5.5)

Mostraremos que v* = (yi,Y5, -, Yy) € uma solugdo vidvel para o problema dual
satisfazendo (5.3).

Partindo da fungéo objetivo, podemos escrever as seguinte igualdades:

n n m

_ * * .. * .
E cixj = z +§ c]-x]+§ d; w;
j=1 j=1 i=1

n n m n
* * *
chx]- = z +Zc]- x]-+2(—yi) b; — Zai]-x]-
j=1 j=1 i=1 j=1
n m n m
Yocixp o= zF =) by +) cj + Y viaij | x;
j=1 i=1 j=1 i=1

m n n m
Y byi+Y cixj = z+) ] ci+ Y viaij | x;
i-1 =) ; ;

Consequentemente temos:

m
Zbiy;k =z" (5.6)
i=1
m
C]' = C;-F + Zy:‘az] (57)
i=1

Por (5.4) e (5.6), podemos escrever que:

n m
chx; = Zbiyf que equivale a (5.3).
j=1 i=1

67



68

DUALIDADE

Pela fato da tltima linha do tableau z = z* +} iy ¢;x;j+ Y., dj w; trazer a solucdo 6tima,

segue que c}k < 0 e também d} < 0, o que resulta por (5.7) e (5.5) em:
m
Zy:aq}CJ/ j:1/2/"'/n
i=1
yi =20, i=12,---,m

Garantindo a viabilidade do problema dual.



PROGRAMAGAO LINEAR INTEIRA

Neste capitulo estudaremos problemas de otimizacao onde algumas ou todas as va-

riaveis de decisdo sdo restritas a valores inteiros.

PROGRAMAGAO INTEIRA, MISTA E BINARIA
Programagdo inteira

Um problema cujas varidveis s6 assumem valores inteiros é chamado de programa-

cdo inteira (PI) e possui a seguinte forma:

max cx
sujeitoa Ax <b
x>0

x cZ"

Onde x € Z" significa que admitimos somente solucdes cujas coordenadas sejam todas

inteiras.

Exemplo 6.1. Seja o seguinte PI:

maxz = 2x1 + 3xp
sujeitoa  6x7+11xp < 33
<2
x1,x2 =0

(xll xz) S Zz

X2

69



70 PROGRAMAGAO LINEAR INTEIRA

a] Py
2 3
1e ° ° °
® X1

O'Iiéié\

Figura 18: Programacéo inteira

Pela figura [18| podemos observar que as solucoes viaveis do PI formam o seguinte

conjunto:

§={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),3,0),3,1),(4,0), (507}

Programagdo inteira mista

Um problema em que algumas variaveis, ndo necessariamente todas, devem ser

inteiras é chamado de programacao inteira mista (PIM) e possui a seguinte forma:

max cfx
sujeitoa Ax < b
x>0

x €ZP xR"P
Exemplo 6.2. Seja o seguinte PIM:

maxz = 2x1 + 3xp
sujeitoa 6x7 +11x; < 33
Xy <2
x1,x2 =0
R

X1 €Z,x) €
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Figura 19: Programacéao inteira mista

As solugdes vidveis sdo representadas pelos segmentos de reta:

0,00 — (0,2
1,00 — (1,2)
2,00 — (2,1.91)
3,00 — (3,1.36)
4,00 — (4,0.82)
(5,00 — (5,0.27)

Programagdo bindria

Se as variaveis de um problema de programacao inteira forem restritas ao conjunto

B = {0,1}, temos um problema de programagio 0 — 1 ou programagcao bindria (PB).

max cx
sujeitoa Ax < b
x>0

x € B"
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Exemplo 6.3. Seja o seguinte PB:

maxz =4x1+7xp
sujeitoa 7x1+5xp <9
x1,x2 20

(x1,%2) € B?

O conjunto de solucdes vidveis desse PB é dado por:

§={(0,0),(0,1),(1,0)}

Calculando-se o valor de cada solucdo temos que a solucdo 6tima é dada por x = (0, 1),

comvalorz=7.

BRANCH-AND-BOUND

O algoritmo Branch-and-Bound é em sua esséncia um método de bifurcacdo, pois
a cada iteracdo geramos dois subproblemas a serem analisados. A idéia é particionar
a regido vidvel em subdivisGes e repetir esse processo até chegarmos a uma solucao
otima de acordo com as restri¢coes do problema. Em geral utilizamos este método para
problemas de programacao inteira (PI), onde cada solu¢do é um limite (Bound) que

servira como parametro para criar subdivisoes da regido viavel (Branch).

Definicdo 6.1 (Relaxacdo linear). Se descartarmos a restricdo x € Z" em um pro-
blema de programacao inteira (PI), obtemos um novo problema que é chamado de

relaxacao linear do PI.

Quando utilizamos o algoritmo Branch-and-Bound em um PI procedemos da se-
guinte maneira. Resolvemos a relaxacdo linear do PI, se a solucdo étima desse pro-
blema relaxado tiver todas as suas coordenadas inteiras o PI estd resolvido, caso tenha-
mos uma solucdo X com um componente X; ndo inteiro, dividimos o problema relaxado
em dois subproblemas onde adicionaremos as restricoes x; < |X;| e x; > |X;] +1, onde
| x| denota o maior inteiro menor ou igual a x. Esses subproblemas deveréo ser tam-

bém divididos em outros, enquanto uma dessas situagdes néo ocorra:

e Subproblema inviavel,
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e Solucdo de componentes inteiras;

e Existe uma solucdo de componentes inteiras maior do que ou igual a solucédo

obtida (maximizacao).
Exemplo 6.4. Seja o seguinte problema de programacéo inteira:

maxz = 19x1 + 14x»,
sujeitoa  10x1 +7x < 50
X1+xp <6

x1,x2 =20

(xll x2) € ZZ

Ap6s a relaxacdo linear do PI obtemos o problema abaixo, denotado por Py:

maxzg = 19x1 + 14x>

sujeitoa  10x1 +7x < 50

Solucao étima

X1

o
—
— ¢
N e
we
s

5\67

Figura 20: Problema relaxado P
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A solugdo 6tima do problema relaxado é x = (2,67;3,33) com valor da funcdo ob-
jetivo zp = 97,33. Se fossemos arredondar a solugdo para os valores inteiros mais
préximos, teriamos x = (3, 3) que ndo é uma soluc¢éo vidvel, a solucdo inteira mais pro-
xima da solucgdo étima é x = (2,3) mas, conforme veremos no desenvolvimento desse
problema, esta ndo é a solucdo 6tima do PI.

Na solucéo étima do PI a varidvel x; devera assumir um valor inteiro, como na solucao
otima do problema relaxado x; = 2,67 iremos admitir duas possibilidades, x; < 2 ou
X1 = 3.

Vamos analisar esses dois casos separadamente. Seja P; o problema obtido adicio-
nando a restri¢do x; < 2 ao problema relaxado e P, o problema obtido adicionando a
restricdo x; > 3 a P,.

As regides viaveis de P; e P, podem ser observadas na figura

X1

N

5\6

Figura 21: Subproblemas P; e P,
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O problema P; terd a seguinte forma:

maxz1 = 19x1 + 14xp
sujeitoa  10x1 +7xp < 50
X1+xp <6

X1 <2
<0

X1, X2

A solucdo étima de P; € obtida no ponto x = (2,4) com valor da fungao objetivo z; = 94,

esta é uma solucdo viavel inteira, mas ndo podemos garantir que ela é 6tima antes de
analisar P,.

O problema P, tera a seguinte forma:

maxzy = 19x1 + 14x,
sujeitoa  10x1 +7x < 50
X1+x <6

X1 >3
<0

X1, X2

A solucdo 6tima de P, é obtida no ponto x = (3;2, 86) com valor da funcdo objetivo z; =
97, esta solucdo € maior que a solugdo obtida em Pj, logo continuaremos procurando
uma solucao étima.

A solucao 6tima de P, contém uma componente nao inteira x; = 2, 86, por esse motivo,
iremos dividir P, em dois subproblemas adicionando a restricdo x, < 2 no problema

D5 e x, > 3 no problema P4, representados na figura [22]
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X2
7
6
5
4 .
] x2 =237
2
<2
1 [ °
of 1 2 3 4 5\6 7

Figura 22: Subproblemas P; e P,

O problema P; terd a seguinte forma:

max zz = 19x1 + 14x;
sujeitoa  10x1 +7x < 50
X1+ X2

X1

5
NN N

S N W O

X1, X2

X1

A solucdo 6tima de Ps; é obtida no ponto x = (3,6;2) com valor da funcio objetivo

23 = 96, 4
O problema P, tera a seguinte forma:
maxzg = 19x1 + 14x;
sujeitoa  10x1 +7x2 < 50
X1+ X2

X1

S W W o

=
N
N NV NV A

X1, X2

(6.1)
(6.2)
(6.3)
(6.4)
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Este problema ¢é inviavel, pois por (6.2), (6.3) e (6.4) devemos ter (x1,x2) = (3,3), 0
que ¢ incompativel com a restricdo (6.1).
Dividimos o problema P53 em dois subproblemas Ps e Ps adicionando, respectivamente,

as seguintes restricdes, x; < 3 e x; > 4, conforme podemos observar na figura 23]

X2

x1 =41

(SN 1 B @

N

1--01\
012345\67

Figura 23: Subproblemas P5 e P

X1

O problema P; terd a seguinte forma:

max zs = 19x7 + 14x,
sujeito a  10x7 +7xp < 50
X1+xp <6

X1 =3

Xy <2

x1,x2 <0

A solucdo étima de Ps é obtida no ponto x = (3;2) com valor da funcao objetivo z5 = 85,

que apesar de ser inteira ndo é a solucao 6tima do PI, pois ¢ menor que a solucdo inteira
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obtida no subproblema P;.

O problema P tera a seguinte forma:

max zg = 19x71 + 14x;
sujeitoa  10x1 +7x2 < 50
X1+ X2

X1

S N = O

=
N
N NN N

X1, X2

A solucao 6tima de Ps é obtida no ponto x = (4;1,43) com valor da fun¢do objetivo
Z6 = 96.
O problema Py serd dividido em dois subproblemas P; e Pg, adicionando as seguintes

restricOes, respectivamente, x, < 1 e xp, > 2, conforme podemos ver na figura

X2

QL s~ O O

xp=2271

N

Uiy

LN

012345\67

Figura 24: Subproblemas P; e Pg

X1




O problema P; terd a seguinte forma:

max zy = 19x7 + 14x,

sujeitoa  10x1 +7xp < 50

X1+xp <6
X1 >4

x; <1
x1,x <0

6.2 BRANCH-AND-BOUND

A solucédo 6tima de P; é obtida no ponto x = (4,3;1) com valor da funcio objetivo

z7 =95.7.

O problema Ps terd a seguinte forma:

max zg = 19x7 + 14x,
sujeito a  10x7 + 7xp < 50
X1+ X2

<6
X1 >4
2
0

(6.5)
(6.6)
(6.7)
(6.8)

Este problema € inviavel, pois por (6.6), (6.7) e (6.8) devemos ter (x1,x3) = (4,2), o

que é incompativel com a restricdo (6.5).

Dividimos o problema P; em dois subproblemas Py e P;y adicionando as seguintes

restricdes, respectivamente, x; < 4 e x; > 5, conforme podemos ver na figura[25]

79



80

PROGRAMAGAO LINEAR INTEIRA

X2

x1 25

N W = G o

Y

X1

Figura 25: Subproblemas Py e Py

O problema Py terd a seguinte forma:

maxzg = 19x1 + 14x5
sujeitoa  10x1 +7x < 50
X1+xp <6

X1 =4

xy <1

x1,x <0

A solucdo 6tima de Py € obtida no ponto x = (4; 1) com valor da funcao objetivo zg = 90,

que apesar de ser inteira ndo é a solucao 6tima do PI, pois € menor que a solucdo inteira
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obtida no subproblema P;.

O problema Py terd a seguinte forma:

maXxzip = 19X1 + 14x,
sujeitoa  10x1 + 7xp < 50
X1+ X2

X1

S = U

=
N
NN N

X1, X2

A solucdo étima de Py é obtida no ponto x = (5,0) com valor da funcio objetivo
z10 = 95, que é a maior solucdo inteira obtida dentre todos os subproblemas.
Podemos visualizar o processo Branch-and-Bound através de uma arvore, conforme

mostrar a figura
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Figura 26: Arvore Branch-and-Bound



6.3 PLANOS DE CORTE

PLANOS DE CORTE

O método dos planos de corte consiste em adicionar restrices a um problema até
que se chegue a uma solucdo étima de componentes inteiras, cada uma destas restri-

cOes é chamada de corte e satisfaz os seguintes critérios:
e Todas solugdes inteiras viaveis sdo vidveis apds o corte;
e A solucdo 6tima ndo inteira € inviavel apds o corte.

Seja o seguinte problema de programacao inteira e sua relaxacao linear:

t

max z=c'x max z=c'x
s.aAx <b s.aAx <b
x>0 x>0
xezZ"

Resolvendo o problema relaxado utilizando o tableau Simplex, podemos chegar a uma
solucdo dtima com todas as variaveis inteiras, que € também uma solucdo 6tima do PI.
Caso contrdrio, lembrando que num tableau Simplex as variaveis basicas (x; € B)
podem ser escritas em fung¢éo das néo bésicas (x; € N) e de b, vamos considerar que

b; é ndo inteira, temos entdo a equacgao:
X; + Zaijxj =b; (6.9)
Sejam F, = a;; — |a;;] e F, =b; — |b;],com0< F, <1e0<F < 1.
Podemos reescrever (6.9) da seguinte maneira:
xi+ Y (laii] + F)xj = |bi] + Fy
Consequentemente, temos:
X; + ZLLIU |bi] = F, — ZFaxj (6.10)

Dessa maneira, o lado esquerdo, e consequentemente o direito, da equacdo (6.10)
serdo inteiros para qualquer solugéo viavel inteira. Como F, < 1,F, > 0 e x; > 0 lado

direito de (6.10) F, — }_ F,x; € néo positivo, o que nos d4:

b; — Lsz - Z aij — Lal]J)x]

Que pode ser reescrito como:

Y (aij — laij])x; = bi — |bi] (6.11)

83



84

PROGRAMAGAO LINEAR INTEIRA

A desigualdade (6.11) é chamada de Corte de Gomory.

Multiplicando (6.11) por (—1) e adicionando uma variavel de folga s, temos uma nova
restricdo — Y (a;; — |a;j])xj +s = —b; + [b;], que adicionada ao tableau étimo previa-
mente obtido nos dard um novo problema que preserva as solucoes viaveis inteiras e
descarta a primeira solucdo 6tima, dai podemos resolver o dual desse novo problema
e obter uma nova solucao 6tima, prosseguindo assim até encontrar uma solucao otima

inteira.

Exemplo 6.5. Seja o seguinte problema de programacéo inteira:
max z=4x1 —x

sujeitoa  7x; —2xp <21

X2

NN

3
ZX1 — ZXZ 5
0

Vv

X1,X2 =2

(xll xZ) € Zz

O conjunto de solucdes inteiras vidveis e o poliedro gerado pelas restricoes do PI
podem ser visualizado na figura

Adicionando variaveis de folga ao problema relaxado, temos:

max z=4x; —x

sujeito a 7x1 — 2xp + X3 =21 (6.12)
X2 + Xy =3 (6.13)
2X1 — 2x2 + X5 = 5 (614)

X1,X2,X3,%4,%X5 > 0

Resolvendo esse problema pelo método Simplex, chegaremos a uma solucdo 6tima de

acordo com o tableau I abaixo.

Xy = 3 — X4
— 23 2 10
X5 = va + 7x3 — 7X4
— 27 1
x1 —_ 7 - 7X3 - 7X4
87 1

N
Il
N
|
N
=
W
|
N
=
s
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X1

o
—

°
° . . .
/'/ /é 4 5 6
Figura 27: O ponto (2—77,3) representa a solucdo 6tima obtida no tableau I

Pela terceira linha do tableau I, vemos que a variavel x; = % € ndo inteira, o que nos

dard o seguinte corte de Gomory:

<;—{;j)x3+<§— §J>x4 > 2*77—L277J

1 2 6
- — > = 1
7x3 + 7x4 ~ (6.15)
Por (6.12) x3 = 21 — 7x1 +2xp e por (6.13) x4 = 3 — x5, substituindo em (6.15), tere-
mos:
1 2 6
5(21 — 7X1 + 2x2) + ?(3 — x2) 2 ?
2 6 2 6
_ z - _ = > 2
3—x1+ 7x2 + - 7x2 Z 5
X1 < 3

O corte de Gomory (6.15) ¢ equivalente a x; < 3 e pode ser visualizado na figura 28]
X2

4

3 o

26

[ ]

X1

o
[ )
Oij/L

Figura 28: O corte de Gomory x; < 3 exclui a soluc¢io 6tima (2—77, 3) obtida no tableau I.
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Multiplicando (6.15) por (-1) e adicionando a variavel de folga s; > 0 temos:
1 2
_§x3_§x4+sl :; (6.16)
Adicionando (6.16) ao tableau I, excluimos a solucdo étima previamente obtida e o
problema fica vidvel para o dual. Podemos agora aplicar o método Dual-Simplex para

chegarmos a uma nova solucao étima representada pelo tableau II a seguir:

Xy = % %X5 — S1
x3 = 1 x5 + D5sp
X1 = 3 — S1
X4 = % — %X5 + S1
z = 22—3 — %x5 — 381

Pela primeira linha do tableau II, vemos que a variavel x; = % € ndo inteira, e portanto,

gerara o seguinte corte de Gomory:

1 1 11
B > |2
( >3 >x5 > 53]
1 1
§x5 = E (6.17)

1 1
5(5 - 2x1 + 2x2) 2 E
1

g —X1t+x2 2 5

X1 — X2 < 2

O corte de Gomory (6.17) é equivalente a x; — x» < 2 pode ser observado na figurg29]

X2

X1

OWA456

Figura 29: O corte de Gomory x; — xp < 2 exclui a solucéo dtima (3, %) obtida no tableau II.
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Multiplicando (6.17) por (-1) e adicionando a variavel de folga s, > 0 temos:

1 1
—xsts ==y (6.18)

Adicionando (6.18) ao tableau II e aplicando novamente o método Dual-Simplex che-

garemos a uma nova solucdo 6tima representada pelo tableau III a seguir:

Xy = 1 — S1 + So
x3 = 2 4+ bsy + 25
X1 = 3 — S1

X4 = 2 + S1 — So
x5 = 1 + 25
z = 11 — 351 — s

A solucéo 6tima do PI € x; =3 e x, = 1 com valor da funcéo objetivo z = 11, conforme
estd representado na figurg30]

X2

Figura 30: Apos os dois cortes temos um poliedro com vértices de coordenadas inteiras.

MATRIZES TOTALMENTE UNIMODULARES

Veremos agora que alguns problemas de programacao linear sempre terdo solucoes
inteiras, podendo ser resolvidos diretamente pelo Método Simplex, tornando desneces-
sario utilizar os métodos Branch-and-Bound ou Planos de Corte.

Esta secdo se justifica por existir alguns tipos de problemas que geram matrizes total-
mente unimodulares, citamos o caso de problemas de transporte, que pode ser visto
no exemploe também em [1] e [|18].
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Definicdo 6.2. Um poliedro P € R” é chamado de integral se todos os seus vértices

pertencem a Z".

Definicao 6.3 (Matriz totalmente unimodular). Uma matriz A € totalmente unimodu-

lar, se cada submatriz quadrada de A tem determinante igual a 0,1 ou —1.

Uma consequéncia imediata da definicdo é que cada elemento de uma matriz to-
talmente unimodular deve necessariamente ser igual a 0,1 ou —1 visto que cada um

deles gera uma submatriz quadrada de ordem 1.

Exemplo 6.6. A matriz A; é totalmente unimodular, enquanto a matriz A, ndo é, uma

vez que det(A;) = 2.

1 -1 00 1 01
Ar=10 1 0 1 A=|[1 1 0
0 0 11 011

Propriedade. Se A é uma matriz totalmente unimodular, também serdo:
e A matriz transposta de A.
e As matrizes obtidas multiplicando-se uma linha ou coluna por —1.
e As matrizes obtidas duplicando-se uma linha ou coluna de A.
e As matrizes obtidas suprimindo-se uma linha ou coluna de A.
e As matrizes obtidas por reordenacdo de linhas ou colunas de A.

e As matrizes obtidas adicionando-se em A uma linha ou coluna com no maximo

um elemento néo nulo.
e As matrizes obtidas por pivoteamento em A.
e Amatriz (A I).

Lema 6.4. Sejam A uma matriz de com todos os seus elementos inteiros e b um vetor de

componentes inteiras. Se det(A) = +1, entdo Ax = b tem solugdo integral.

Demonstragdo. Utilizando a regra de Cramer:

3 det(AY)
det(A)
Onde A’ é a matriz obtida trocando-se a i-ésima coluna de A por b.
Por hipétese det(A) = +1, logo x; = +(det(A’)), pela integralidade de A e de b os

Ax=bex=A""b < x;
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elementos de A’ serdo também todos inteiros, o que acarreta det(A’) € Z e portanto

todos os x; serdo inteiros. O
Teorema 6.5. Sejam A uma matriz m X n totalmente unimodular e b € Z", entdo
qualquer vértice do poliedro P = {x : Ax < b} é um vetor de coordenadas todas inteiras.

Demonstragdo. Os vértices do poliedro sdo obtidos por A*x = b*, onde A}, , é uma

nxn
submatriz (ndo singular) de A e b* a parte de b correspondente a A*. O fato de A ser
totalmente unimodular implica que A* também €, consequentemente det(A*) = 41,
daf A*x = b* tem solugdo inteira. Pelo lema[6.4 podemos concluir que x é um vetor de

coordenadas inteiras. O

Corolario 6.6. Sejam A uma matriz m X n totalmente unimodular e b € Z™, entdo o

poliedro P = {x : Ax < b} é um poliedro integral.

Corolario 6.7. Sejam A uma matriz m X n totalmente unimodular, b € Z™ e ¢ € 7",
entdo o PPL

~

max 2z =

BN
=
a

=
A\VARV/AN
[N R

E o seu dual
min  w = b'y
Aty >c
y=0

Possuem solugdo étima inteira, quando o valor étimo for finito.

No exemplo a seguir, veremos um problema de maximizacdo onde a matriz dos coe-

ficientes (A), é totalmente unimodular.

Exemplo 6.7. Seja o seguinte PPL:

max z=D5x1+7x2+3x3

sujeito a X1 +x3 <4

89



90 PROGRAMAGCAO LINEAR INTEIRA

1 01

Inicialmente verificaremos que A=|1 1 0 | é totalmente unimodular.

010
A é uma matriz quadrada de ordem 3, com det(A) = 1.

A matriz A gera as seguinte submatrizes quadradas de ordem 2:

10 01 11 10
Au = Ab = AC = Ad =
11 10 01 10
Calculando os determinantes dessas submatrizes, temos:

det(A))=1  det(Ay)=—-1  det(A)=1  det(A;) =0

Como todos os elementos de A sdo ou 0 ou 1, todas as submatrizes quadradas de or-
dem 1 terdo determinantes O ou 1.

Concluimos que A é totalmente unimodular.

Prosseguindo com a resolucao do problema, introduzimos as variaveis de folga para

obtermos o PPL em sua forma padrao

max 2z =D5x1+7xy+3x3

sujeito a X1 + X3+ X4 =4
X1+ X2 + X5 =9
X2 + Xg = 7

X1, X2, X3, X4, X5, X6 2 0

O que nos dé o seguinte tableau Simplex:

Xxs = 4 — x — X3
X5 = 9 — x1 - X
X6 = 7 — X2
z = 5x¢¢ + 7x» + 3x3

A primeira escolha é fazer x, entrar na base e, consequentemente a variavel x, devera

sair, 0 que nos da o seguinte tableau:
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X4 = 4 — X1 — X3

X5 = 2 — X1 + X6
X, = 7 — X
z = 49 + bx; + 3x3 — 7xg

Agora, escolhendo x3 para entrar na base, a varidvel x; deverd sair, e teremos o se-

guinte tableau:

x3 = 4 — x1 — x4

X5 = 2 — X1 + X6
X2 = 7 — X6
z = 61 + 2x;1 — 3x4 — 7xg

Fazendo x; entrar na base, x5 saira e teremos o tableau:

X3 = 2 — X4 + X5 — X6
x1 = 2 — X5 + Xg
X2 = 7 - X6
z = 65 — 3x4 — 2x5 — b5xg

Conforme era esperado, obtemos uma solucao 6tima integral x = (2,7,2,0,0,0) com

valor da funcado objetivo z = 65.






SALA DE AULA

Neste capitulo apresentaremos alguns problemas de programacao linear com duas
ou trés variaveis a serem resolvidos por alunos de ensino médio. O objetivo é trazer
uma sequéncia didatica estruturada que compreenda a modelagem do problema, a vi-
sualizacdo grafica das restri¢coes e a obtencao da solucgédo 6tima do problema.

Essa sequencia de problemas € sugerida como um tema suplementar ao aluno do ter-
ceiro ano do ensino médio que ja domine alguns conceitos de Geometria Analitica, tais
como reta, interseccao de retas, semiplanos, etc...

A principal motivagdo é mostrar ao aluno que com o uso de ferramentas matemadticas
por ele ja dominadas € possivel resolver problemas praticos envolvendo otimizacao.
Um outro aspecto relevante é apresentar, ja no ensino médio, uma pequena amostra de
uma disciplina ministrada em cursos de graduagao tais como Engenharia de Producao,

Logistica, Matemadtica e outros mais.

PROBLEMAS COM DUAS VARIAVEIS DE DECISAO

Nesta secdo traremos dois exemplos de problemas de programacao linear, sendo
um de maximizagéo e outro de minimizacao, o roteiro sugerido para se resolver esses
problemas é dado a seguir:

Roteiro de Resolucio

Passo 1: Montar uma tabela com as informacoes do problema, de modo que as varia-

veis de decisdo estejam na primeira coluna.
Passo 2: Obter com o auxilio da tabela a funcéo objetivo.

Passo 3: Obter com o auxilio da tabela as restricbes do problema.
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Passo 4: Representar as restricbes graficamente, determinando a regido vidvel junta-

mente com 0s seus vértices.

Passo 5: Representar a funcdo objetivo graficamente, associando valores para encon-

trar a solucao étima.

Passo 6: Concluir o problema, determinando o ponto 6timo e o valor 6timo da funcéo

objetivo.

Problema de maximizagdo

Problema 1. Adaptado de [|18]. Uma empresa fabrica dois produtos que sdo processa-
dos em duas linhas de montagem. A linha de montagem 1 possui 100 horas disponiveis
e a linha de montagem 2 possui 42 horas disponiveis. Cada produto exige 10 horas de
processamento na linha 1, enquanto na linha 2 o produto 1 necessita de 7 horas e o
produto 2 precisa de 3 horas. O lucro obtido no produto 1 é de R$ 6,00 por unidade,
e o lucro do produto 2 é de R$ 4,00 por unidade.

e Formule um modelo de programacéao linear para esse problema de modo a maxi-

mizar o lucro.

e Resolva este problema graficamente.

Resolucéo:
Para facilitar a visualizacdo do problema montaremos a tabela[9|com as informagdes do
enunciado, que servird de auxilio para a obtencao da funcéo objetivo e as restricoes do

problema. As varidveis de decisdo (x, y) devem ser discriminadas na primeira coluna:

Produto Linha de montagem 1 | Linha de montagem 2 | Lucro unitdrio
Produto 1 (x) 10 7 R$6,00
Produto 2 (y) 10 3 R$4,00
Disponibilidade 100 horas 42 horas o

Tabela 9: Dados do problema 1

O nosso objetivo é maximizar o lucro, com o auxilio da tabela [9] percebemos que o

lucro do produto 1(x) é de R$6,00 por unidade, logo a contribuicio deste no lucro é
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dada por 6x, ja do produto 2 (y) é de R$4,00 por unidade, e portanto a contribuicdo

deste no lucro é dada por 4y, de forma que a funcdo objetivo é dada por:
max z=6x+4y

A linha de montagem 1 possui 100 horas disponiveis, ou seja, € limitada por 100, como

cada produto nessa linha exige 10 horas de processamento, temos a restricao
10x + 10y < 100

Ja na linha de montagem 2 o produto 1 (x) exige 7 horas de processamento, ou seja,
cada x unidades gasta 7x horas, e o produto 2 (y) exige 3 horas de processamento,
cada y unidades gasta 3y horas, como a linha de montagem 2 ¢ limitada em 42 horas,
temos a restricao

7x +3y < 42.

Héa também uma restricdo chamada de restricdo de ndo negatividade, como € impossi-
vel termos uma quantidade negativa de produtos, temos que x > 0 e y > 0.

O problema modelado tera a seguinte forma:

max z=6x+4y
sujeito a 10x + 10y < 100
7x+3y <42

x>0
0

\YARR\Y

y

Para uma melhor visualizagdo do problema, iremos utilizar como recurso computacio-
nal o software Geogebrd'}

No campo ENTRADA: digitaremos as restricbes do problema, primeiro as desigualdades

10x+10y <100 | 7x+3y <42 | x>0 |y >0

Depois as retas

10x+10y =100 | 7x+3y =42 | x=0 | y=0

1 Disponivel em https://www.geogebra.org/
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Em seguida,com a ferramenta INTERSECGAO DE DoOIS OBJETOS, determinaremos os

pontos de interseccdo das retas. Conforme podemos observar na figurg31}
A=(x=0) N (y=0)
B=(x=0) N (10x+10y =100)
C=(10x+10y =100) N (7x+3y =42)
D=7x+3y=42) N (y=0)

Os pontos A, B, C e D sdo os vértices da regido vidvel.

GeoGebra -+ x

Arguivo Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
b < ]

- EIN

» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo

Desigualdade
®a:10x+10y < 100
®b:7Tx+3y<42
®c:x>0
ed:y>0

Ponto

® A=(0, 0)

® B =(0, 10)

0 Desigualdade ¢
Desigualdade d
Desigualdade a
Desigualclacle b

N

< I
Entrada;| 4]

Figura 31: A regido de tonalidade azul mais escura é a regido viavel do problema.

O préximo passo € introduzir a funcéo objetivo no gréfico, como o valor desta fun-
¢do é varidvel utilizaremos a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE com um intervalo
definido entre 0 e 50 para criar uma variavel associada ao valor da funcao objetivo e
no campo ENTRADA: digitaremos a equacdo 6x +4y = e, onde e ¢ a letra da varidvel

do CONTROLE DESLIZANTE.
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ametas el A

SOEANEED)

Figura 32: Variando o valor do CONTROLE DESLIZANTE € possivel visualizar o comportamento
da funcéo objetivo.

Conforme podemos observar na figurg33|para e=46 a funcéo objetivo alcanga o seu
valor vidvel maximo no ponto C = (3,7) que é um dos vértices da regido vidvel.
Podemos concluir entdo que a solucdo 6tima do problema é dada por (x,y)= (3,7) e o
valor 6timo da funcdo objetivo é dado porz = 6-3+4 -7 = 18 +28 = 46, ou seja, o lucro
maximo de R$46,00 € obtido fabricando-se 3 unidades do produto 1 e 7 unidades do
produto 2.

O protocolo de construcao no software Geogebra do problema 1 estd descrito na figura

B4
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GeoGebra

-+ x

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
(] LA B ofo] N =] +] =

~ (M- x~] [#]

Entrada: 4

Figura 33: A func&o objetivo encontra seu valor vidvel maximo no ponto C=(3,7), vértice da

regido viavel

N Nome [icone daBarrade Ferramentas|| Descrigio | Definicio || Valor |
[l [Desigualdade al| [ [ [a: 10x + 10y < 100
2 |Retaf I fx+y=10
3 ||Desigualdade b [b: 7x + 3y <42
ZRemg q: X+ 3y =42
E Desigualdade c c:x=>0
6 |Retah h:x=0
Z Desigualdade d dy=>0
8 ||Retai ity=0
9 ||Ponto A X Ponto de intersecao de h, ij|Intersecaolh, iﬂ‘A =(0,0)
110/|Ponto B >\/ HPonm de intersecéo de f, h”lntersecﬁc[f. hﬂ‘B =(0,10)
111/|Ponto C X HPonto de intersecdo de f, g”lntersecéo[f, d‘c =(3,7)
112||Ponto D >\/ Ponto de intersegéao de g, if|Intersecéo[g, i]|D = (6, 0)

a=2
113 |Numero e e =46
14]Reta j Bx+dy=e 6x+dy=e |[[:3x+2y=23

Figura 34: Protocolo de construgdo do problema 1 no Geogebra.
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Problema de minimizagdo

Problema 2. Adaptado de [[18] A Companhia “Tigre com Fome” faz um cereal com
varios ingredientes. Dois destes ingredientes, aveia e arroz, fornecem vitaminas A e
B. A empresa quer saber quantas ongas de aveia e arroz deve incluir em cada caixa
de cereal para atender aos requisitos minimos de 48 miligramas de vitamina A e 12
miligramas de vitamina B, minimizando o custo. Uma onca de aveia contribui com 8
miligramas de vitamina A e 1 miligrama de vitamina B, enquanto uma onga de arroz
contribui com 6 miligramas de vitamina A e 2 miligramas de vitamina B. Uma onca de

aveia custa R$0,50, e uma onca de arroz custa R$ 0,30.
e Formular um modelo de programacao linear para este problema.

e Resolver este problema graficamente.

Resolucéo:
Inicialmente montaremos uma tabela com os dados do problema, com as varidveis de

decisdo aveia (x) e arroz (y), discriminadas na primeira coluna.

Ingrediente | Vitamina A | Vitamina B Custo
oncas miligramas | miligramas | por onca
Aveia (x) 8 1 0,50
Arroz (y) 6 2 0,30
Necessidade 48 12 .

Tabela 10: Dados do problema 2.

O nosso objetivo é minimizar o custo, pelos dados do problema o custo da aveia é de
R$ 0,50 por onca, ou seja, sua contribuicdo no custo é de 0,50x, enquanto que o custo
do arroz é de R$ 0,30, o que nos d4 uma contribui¢do no custo de 0,30y por onca. A

funcao objetivo fica assim determinada:
min z=0,50x +0, 30y

O requisito minimo de vitamina A é de 48 miligramas, como cada onca de aveia con-
tribui com 8 miligramas e cada onca de arroz contribui com 6 miligramas, temos a
restricdo:

8x +6y > 48
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O requisito minimo de vitamina B é de 12 miligramas, como cada onca de aveia con-
tribui com 1 miligrama e cada onca de arroz contribui com 2 miligramas, temos a

restricio:
x+2y =12

Adicionando as restricées da ndo negatividade, x > 0 e y > 0 o problema modelado

terd a seguinte forma:

min z =0,50x+ 0,30y
sujeito a 8x + 6y > 48
x+2y =12

X

\YARR\Y

0
y=0
O préximo passo é determinar as restricoes no software Geogebra e obter o conjunto

vidvel: No campo ENTRADA: digitaremos as restricbes do problema, primeiro as desi-

gualdades

8x+6y >48 | x+2y>12 | x>0 |y >0

Depois as retas

8x+6y=48 | x+2y=12 | x=0|y=0

Em seguida,com a ferramenta INTERSECGAO DE DoOIS OBJETOS, determinaremos os

pontos de interseccdo das retas. Conforme podemos observar na figura35]

A=(x=0) N (8x+6y=48)
B=@Bx+6y=48) N (x+2y=12)
C=(x+2y=12) N (y=0)

Os pontos A, B e C sdo os vértices da regido viavel, que nesse caso € ilimitada.
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GeoGebra -+ x

Arguivo Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
DEER N ENCEE =
a el el el El el El * el el El ° =

» Janela de Algebra = » Janela de Visualizacdo

Desigualdade

® a:8x+6y>48
®b:x42y>12
®c:x>0
ed:y>0

Ponto

® A=(0, 8)

® B =(2.4,48)
® C=(12, 0)
Reta

fi dx + 3y =24
g X+2y=12
h:x=0
ty=0

Desigualdade ¢
Desigualdade d
Desigualdade a

Desigualdade b

< Il [+]
Entrada;|

Figura 35: A regido de tonalidade azul mais escura é a regido viavel do problema.

Finalmente podemos introduzir a fun¢éo objetivo no gréfico, utilizando a ferramenta
CONTROLE DESLIZANTE criamos uma variavel, no intervalo de 0 a 10, para associar ao
valor desta funcéo, e digitamos no campo ENTRADA: 0,5x + 0,3y = e, sendo e a varia-
vel do CONTROLE DESLIZANTE.

Pela figurg36] podemos perceber que a solugdo 6tima do problema é o ponto A = (0,8)
e o valor 6timo da funcéo objetivo é dado porz=0,5-0+0,3-8=2,4.

Concluimos portanto que o custo minimo é obtido utilizando 8 oncas de arroz a um
custo de R$ 2,40 por caixa de cereal.

O protocolo de construcao no software Geogebra do problema 2 estd descrito na figura

BZ
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GeoGebra -+ X

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A . o -2 =l
'v’/vjfvbvgv@v'&%xvmcvikv‘%’v e =

" [~~~ [#]

Entrada:|

Figura 36: A funcdo objetivo encontra seu valor viavel minimo no ponto A=(0,8), vértice da
regido vidvel

E Nome |ﬁca ne da Barra de Ferramentas Descri¢éo Defini¢do Valor

i Desigualdade a a: 8x + 6y > 48

2 |Retaf [Fax+3y=24

3 |[Desigualdade b bo:x+2y>12

[4 [Retag | | | lox+2y=12
5 |Desigualdade c [e:x>0

6 |Retah h:x=0

Z Desigualdade d dy=>0

8 |Retai iry=0

9 ||Ponto A >'\, Ponto de intersecéo de f, h||Intersecéolf, hﬂ‘A =(0,8)
110/|Ponto B X ‘Ponto de intersecéo de f, g||Intersecaolf, J‘B =(2.4,438)
111||Ponto C >'\, Ponto de intersecéo de g, i Intersegéod‘c =(12,0)

N a=2

112 |Namero e — e=24

13|Reta j 05x+03y=¢e 0.5x + 0.3y =ef|j: 0.5x + 0.3y = 2.4

Figura 37: Protocolo de construgdo do problema 2 no Geogebra.
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PROBLEMAS COM TRES VARIAVEIS DE DECISAO

Apesar da possibilidade de um PPL ser inviavel ou ter infinitas solugdes, para o aluno
do ensino médio, trabalharemos apenas com problemas de solucdo tnica, neste caso,
vale enfatizar a caracteristica da solugdo étima ser um vértice da regido viavel, con-
forme pudemos observar nos problemas|l|e
O problema de maximizacdo que iremos apresentar serd dividido em duas etapas, ini-
cialmente faremos a modelagem do problema e a seguir, buscaremos a sua solucdo
6tima, iniciando na origem e percorrendo os vértices do poliedro que representa a
regido viavel.

Problema 3. Uma confeitaria vende trés tipos de bolo, nos sabores baunilha, mes-
clado e chocolate e os vende, respectivamente por R$ 20,00, R$ 30,00 e R$40,00. A
demanda didria maxima é de 8 bolos de baunilha, 6 bolos mesclados e 4 Bolos de
chocolate. Um dia o confeiteiro verificou que no seu estoque havia apenas 16kg de
farinha de trigo.

Sabendo-se que cada bolo consome 1kg de farinha de trigo, formule um modelo de

programacdo linear para esse problema de modo a maximizar a receita.

Resolucao:
Com os dados do problema podemos montar uma tabela, que servird de referéncia

para a obtencdo da funcio objetivo e das restri¢des.

Sabor Farinha | Demanda | Preco de

(kg) maxima | venda (R$)

Baunilha (x) 1 8 20
Mesclado (y) 1 6 30
Chocolate (z) 1 4 40
Disponibilidade 16 . .

Tabela 11: Dados do problema 3

O objetivo é maximizar a receita, pela tabela |11 vemos que cada bolo de baunilha
¢ vendido por R$20,00, ou seja, sua contribuicdo na receita é dada por 20x, analoga-
mente o bolo mesclado contribui com 30y e o bolo de chocolate com 40z, o que nos da

a funcdo objetivo a ser maximizada.

max w = 20x + 30y +40z
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A disponibilidade de farinha de trigo é de 16kg, como cada bolo consome 1kg de

farinha, teremos a seguinte restricdo:
x+y+z<16

As demandas didrias de cada sabor serdo discriminadas em trés restri¢des distintas.
e Baunilha = x < 8
e Mesclado =y <6
e Chocolate = z < 4
Adicionando a restri¢do de ndo negatividade, temos o seguinte problema modelado:
max w = 20x + 30y + 40z

sujeitoa x+y+z <16

X

S B~ O @

N
AR/ AN/ AN/

X, Y,z

No préximo problema, iremos utilizar os dados obtidos na resolugdo do problema
e a ideia do método Simplex, que € partir de um vértice do conjunto viavel e ir
percorrendo vértices adjacentes até encontrar uma solucdo dtima.
Pode-se orientar os alunos a seguir o seguinte conjunto de instru¢des para encontrar o
valor maximo da funcao objetivo:

Instrucoes para o problema

1. Parta da origem e busque um vértice adjacente em que haja um aumento na
funcéo objetivo.
2. Continue buscando um vértice adjacente que traga um aumento na funcao obje-

tivo até chegar em um vértice no qual isso ndo seja mais possivel.

3. Quando nao for possivel aumentar a funcdo objetivo o vértice é 6timo, e a solu-

¢do do problema foi obtida.

Problema 4. O conjunto de restricées do problema (3| tem sua representacdo grafica

na figura 38| Siga as instrucdes dadas e encontre a solucéo Gtima.

(A) Partindo do vértice A e buscando os préximos vértices em ordem lexicografica

(ordem alfabética).
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(B) Partindo do vértice A e buscando os proximos vértices pelo critério de maior ganho

na funcao objetivo.

Observacio. E possivel obter a solucdo 6tima calculando-se para todos os vértices do po-

liedro o valor de w = 20x + 30y + 40z, porém a intengdo € fazer com que o aluno parta do

veértice A e chegue na solugdo otima por um caminho de vértices adjacentes.

<

]

jz

oS

Figura 38: O conjunto de restricoes do problema 3 é representado pelo Poliedro.

Os vértices do poliedro sdo dados na tabela|12|a seguir:

A=(0,0,0) | B=(8,0,0)
C=(8,6,0) | D=(0,6,0)
E=(0,0,4) | F=(8,0,4)
G=(8,4,4) | H=(8,6,2)
I=(6,6,4) | J=(0,6,4)

Tabela 12: Coordenadas dos Vértices
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Resolucao (A) - Ordem lexicografica:

1. O valor da funcdo objetivo para A = (0,0, 0) é:

wa=20-0+30-0+40-0=0

Partindo de A, existem trés possibilidades de escolha de vértices adjacentes B, D e

E. Escolhendo, pela ordem lexicogréfica, o vértice B = (8,0, 0), teremos:
wp=20-8+30-0+40-0=160

Obviamente houve um aumento no valor da funcdo objetivo, que passou de O para
160.

. Os vértices adjacentes a B sdo A, C e F, nao faz sentido voltar para o vértice A, logo

as possibilidades de escolha sdo duas C e F. Escolhendo, pela ordem lexicografica,

o vértice C = (8, 6,0), teremos:
wec=20-8+30-6+40-0=160+180 = 340

Novamente ha um aumento no valor da funcio objetivo, que dessa vez passou de
160 para 340.

. Os vértices adjacentes a C, sd@o B, D e H, nao faz sentido voltarmos para B, logo

as possibilidades de escolhas sdo duas D e H. Pela ordem, escolhemos o vértice
D(0,6,0), o que nos da:

wp=20-0+30-6+40-0=180

Nesse caso ndo ha aumento na funcio objetivo, logo devemos verificar a outra

possibilidade, que é o vértice H = (8, 6,2), onde teremos:
wyg =20-8+30-6+40-2 =160+ 180+ 80 = 420

Esse vértice traz um aumento na func¢do objetivo que passa de 340 para 420.

. Os vértices adjacentes a H sdo C, G e I, ndo faz sentido voltar para o vértice C, o

que nos deixa com duas possibilidades G e I. Pela ordem, escolhemos o vértice
G =(8,4,4), e teremos:

wg=20-8+30-4+40-4 =160+ 120+ 160 = 440

Que traz um aumento na funcao objetivo, passando de 420 para 440.
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5. Os vértices adjacentes a G sdo F, H e I, ndo faz sentido voltar para o vértice H,
sobrando F e I como possibilidades. Escolhendo, pela ordem, F = (8, 0,4) teremos:
wr=20-8+30-0+40-4 =160+ 160 = 320
Que ndo traz ganho para a fung¢éo objetivo. No vértice I = (6, 6,4) temos:
w;=20-6+30-6+40-4 =120+ 180+ 160 = 460

Nesse caso hd um aumento na funcdo objetivo que passa de 440 para 460.

6. Os vértices adjacentes a [ sdo G, H e | como ja passamos pelos vértices G e H, sé

nos resta testar o vértice | = (0, 6,4), o que nos daria:
w;=20-0+30-6+40-4=180+160 = 340

Que ndo traz ganho na funcdo objetivo.

Concluimos, entdo que o valor 6timo da funcdo objetivo é 460, obtido no vértice I =

(6,6,4). O caminho percorrido pode ser visto na figura

y

A

D

Figura 39: Caminho de vértices ABCHGI percorridos na busca da solucéo étima.
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Resolucao (B) - Maior ganho

1. O valor da funcéo objetivo para A =(0,0,0) é
wp=20-0+30-0+40-0=0

a partir de A, existem trés possibilidades de escolha de vértices adjacentes B, D e
E.

B=(,0,0)=wp=20-8+30-0+40-0=160

D =(0,6,0)= wp=20-0+30-6+40-0=180

E=(0,0,4) = wg=20-0+30-0+40-4=160
O maior ganho € a escolha do vértice D que traz um aumento na funcao objetivo

de O para 180.

2. Os vértices adjacentes a D sdo A, C e |, ndo faz sentido voltar para o vértice A, logo

as possibilidades a serem analisadas sdo C e .

C=(,,6,00=wc=20-8+30-6+40-0 =160+ 180 = 340
J=1(0,6,4) = w;=20-0+30-6+40-4 =180 +160 = 340
Nesse caso ha um empate e, arbitrariamente, escolheremos o vértice J, que traz um
aumento na funcao objetivo de 180 para 340. (Sugestdo: escolha o vértice C)

3. Os vértices adjacentes a |, sd@o D, E e I, ja vimos que no vértice D e E ndo teremos
aumento na fungao objetivo, logo a Unica possibilidade a ser analisada é o vértice
L.

1=(6,6,4)= wr=20-6+30-6+40-4 =120+ 180+ 160 = 460

Ha um ganho na escolha do vértice I, a fungéo objetivo passa de 340 para 460.

4. Os vértices adjacentes a [ sdo G, H e | nao faz sentido voltar ao vértice | e portanto

as possibilidades a serem analisadas sdo os vértices G e H.

G=(84,4)=w;=20-8+30-4+40-4=160+120+ 160 = 440
H=(8,6,2) = wy=20-8+30-6+40-2 =160+ 180+ 80 =420
Nao hd ganho nos vértices G e H em relagdo ao vértice .

Concluimos, também por essa estratégia, que o valor 6timo da funcao objetivo € 460,

obtido no vértice I = (6, 6,4). O caminho percorrido pode ser visto na figura
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S
4

=

Figura 40: Caminho de vértices AD]I percorridos na busca da solucéo dtima.

Comparativo entre as estratégias.

Ap6s a resolucdo do problema [4| pelas duas estratégias podemos fazer o seguinte com-
parativo.

Na estratégia de ordem lexicogréfica, a solucdo étima é obtida pelo caminho ABCHGI,
sendo necessdrias cinco mudangas de vértice para se chegar ao ponto étimo. Obser-
vando a figura podemos perceber também que para irmos do vértice H para [
passamos pelo vértice G, o que era desnecessario, visto que I é adjacente ao vértice H.
Na estratégia de maior ganho, a solucao étima foi obtida por um caminho mais curto
ADJI, ou seja, foram necessdrias apenas trés mudancas de vértice para se chegar ao

ponto étimo.

Vale também ressaltar que apesar da estratégia de maior ganho ter chegado mais
rapido no ponto 6timo, isto ndo é uma regra. No problema dado, na estratégia de
maior ganho, poderiamos ter seguido o caminho ADCH]I, com 4 mudancas de vértice,
e na estratégia da ordem lexicografica, com uma escolha diferente da nomenclatura

de cada vértice, seria possivel chegar ao ponto 6timo com 3 mudancas de vértice, ou
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seja, ndo existe uma estratégia conhecida para o método Simplex percorrer o menor

caminho possivel.

Ordem Lexicografica Maior Ganho
y y

AN

D C DT
H
] ! 14/ ]

3
=

Figura 41: Comparativo entre estratégias

PROBLEMAS DE PROGRAMAGAQO INTEIRA

Em muitos problemas de programacao linear, por motivos praticos ou logicos, esta-
remos interessados apenas nas solucoes de componentes inteiras, nesta secio apresen-

taremos um problema onde esta situacdo ocorre.

Problema 5. Um marceneiro com 20 horas de trabalho disponiveis por semana fabrica
dois tipos de produto, bancos e mesas. Para se fazer um banco, que é vendido por R$
500,00, gasta-se 3 horas de trabalho e 2 chapas de madeira. Para se fazer uma mesa,
que é vendida por R$ 400,00 gasta-se 2 horas de trabalho e 5 chapas de madeira. Dado
que o suprimento semanal de madeira é de 35 chapas, pergunta-se. Qual deve ser a
quantidade de bancos e mesas fabricados semanalmente de modo a se obter a maior

receita possivel?

e Formular um modelo de programacao linear para este problema.

e Resolver este problema graficamente.

Resolucéo:

Inicialmente montaremos uma tabela com os dados do problema:

~
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Produto Horas de trabalho | Chapas de madeira | Preco de venda

Banco (x) 3 2 500

Mesa (y) 2 5 400
Disponibilidade 20 35 °

Tabela 13: Dados do problema 5

Para maximizar a receita, devemos determinar a contribuicdo de cada banco (x) e
cada mesa (y) na receita, pelo preco de venda informado temos que a funcdo objetivo
¢ dada por:

max z = 500x + 400y

A disponibilidade de 20 horas nos dara a seguinte restricdo:
3x+2y <20

O suprimento semanal de chapas de madeira gera a restricao a seguir:
2x +5y < 35

Além da restricdo de ndo negatividade x,y > 0, vamos introduzir uma nova restrigao,
como mesas e cadeiras ndo podem ser vendidas em quantidades fracionadas, a solucao
6tima dever4 ser formada por coordenadas inteiras, ou seja, (x,y) € Z2. O problema

modelado serd o seguinte:

max z = 500x + 400y
sujeitoa 3x+2y < 20
2x +5y < 35
x,y=0
(x,y) € Z?
O préximo passo € determinar as restricoes no software Geogebra e obter o conjunto

vidvel: No campo ENTRADA: digitaremos as restricbes do problema, primeiro as desi-

gualdades

B3x+2y <20 | 2x+5y <35 | x>0 |y >0

Depois as retas
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3x+2y =20

2x +5y =35

x=0]y=0

Em seguida,com a ferramenta INTERSECGAO DE DoOIS OBJETOS, determinaremos os

pontos de interseccdo das retas.

A=(x=0) N (y=0)

B=(x=0) N (2x+5y=235)
C=02x+5y=35 N (Bx+2y=20)
D=0Bx+2y=20) N (y=0)

Os pontos A, B,C eD sdo os vértices da regido viavel. Para introduzir a funcao obje-
tivo no grafico utilizamos a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e criamos uma variavel,
no intervalo de 0 a 4000, que associaremos ao valor da funcéo objetivo digitando no
campo ENTRADA: 500x +400y = e, sendo e a varidvel do CONTROLE DESLIZANTE.
Pela figurg42| podemos perceber que a solugdo étima do problema é o ponto C =
(2,73;5,91) e o valor étimo da funcéo objetivo é dado por z = 500 - 2,73 +400 - 5,91 =
3729.

Esta solucdo ndo é vdlida para o problema, visto que o ponto C = (2,73;5,91) néo é

um ponto de coordenadas inteiras.

GeoGebra -+ x

Arguivo Editar Exibir Opgbdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
xS O] 4] N[ =] el 5
el el el El El a £l * el El El @ %
» Janela de Algebra » Janela de Visualizacao
X

Desigualdade
®a:3x+2y<20
®b:2x+5y <35
®c:x>0
ed:y>0
MNUmero

® e =3729

Ponto

[T 1 0]
Entrada;| i ®

Figura 42: O vértice 6timo néo possui coordenadas inteiras.
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Uma ideia que poderia ocorrer ao aluno seria procurar um ponto de coordenadas

inteiras proximo ao ponto C, trés candidatos para serem testados inicialmente sdo:

E=(2,5)=2z=500-2+400-5 = 1000+ 2000 = 3000
F=(2,6) = z=500-2+400-6 =1000 + 2400 = 3400
G=(3,5) = z=>500-3+400-5 = 1500 + 2000 = 3500

Mas utilizando o CONTROLE DESLIZANTE, pode-se encontrar uma solucdo inteira me-
lhor que as anteriores no ponto H = (4,4), e conforme podemos observar na figura
esta é a solucdo inteira 6tima, com valor da funcdo objetivo z = 500 - 4 + 400 - 4 =

2000 + 1600 = 3600, ou seja, a melhor opgdo para o marceneiro é fabricar 4 mesas e 4

cadeiras.
GeoGebra -+ X
Arguivo Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A s [N a2 b < ]
|5 3 ol [l P N T 8 =
» Janela de Algebra o » Janela de Visualizaco
X

Desigualdade
®a:3x+2y<20
®b:2x+5y <35

Entrada;| 4]

Figura 43: Solucéo inteira dtima
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