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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo propor e dar subsidios aos professores de Ma-
tematica do 3° ano do ensino médio sobre temas envolvendo Estatistica e Economia,
tendo como sugestdo a Econometria, especificamente a Regressdo Linear Simples e
Multipla, em virtude de possuir conceitos muito abrangentes e que permitira ao aluno
desenvolver condicoes de entender as diversas aplicacOes e ser capaz de reconhecer o

fendmeno linear e utilizar a regressdo para fazer previsoes.

Abordaremos no capitulo 1 uma revisdo dos conceitos de Estatistica dando énfase

ao desvio padrao, intervalos de confianca e teste de hipoteses.

No capitulo 2 teremos os conceitos de Econometria, como: a origem da palavra, a
andlise econométrica de um modelo matematico, os objetivos e a metodologia econo-
métrica. Dando uma atenc¢do em especial a Keynes e seus postulados sobre propenséo
marginal ao consumo e a poupar. Também permitird aos alunos utilizarem seus conhe-
cimentos de obtencao e tabulacdo dos dados das varidveis observadas, a construcdo do
grafico de dispersdo, o ajustamento de uma reta que passa pelos pontos, determinar

os parametros e a equacao da reta.

No capitulo 3 trataremos do Modelo de Regressdo Linear Simples. Inicialmente
damos uma atencio especial a Galton que deu origem ao conceito de correlacio, entdo
passaremos para os calculos dos parametros, dos residuos, da varidncia, do desvio
padrido e dos coeficientes de correlacio e determinacédo. Utilizaremos os conceitos de

estatistica que foram relembrados no capitulo 1.

No capitulo 4 trataremos do Modelo de Regressdo Linear Multipla, portanto, abor-
daremos as diferencas quando deparamos com duas ou mais variaveis explicativas. O

professor podera revisar os conceitos de matrizes.

Por fim no capitulo 5 teremos o plano de aula, a escolha do publico alvo e da unidade

escolar, calendario e cronograma das atividades com os alunos e os resultados obtidos.

Palavras-chave: econometria, regressao linear, grafico de dispersdo, correlacao li-

near
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ABSTRACT

This dissertation aims to propose and to give subsidies to Mathematics teachers of
the 3rd year of high school on topics involving Statistics and Economics, with Econo-
metrics as a suggestion, specifically the Simple Linear Regression and Multiple, due
to having very broad concepts and allow the student to develop a condition to under-
stand the various applications and be able to recognize the linear phenomenon and

use regression to make predictions.

We discuss in chapter 1 a review of statistical concepts emphasizing the standard

deviation, confidence intervals and hypothesis testing.

In chapter 2, we will have concepts of Econometrics as the word’s origin, the econo-
metric analysis of a mathematical model, econometrics’ goals and methodology. With
a particular attention to Keynes and his postulates of small propensity for consuming
and saving. It will also allow students to use knowledge of collecting and observed
variables data tabulating, the construction of the scatter plot, adjustment of a line that

passes through the points and determination of parameters and equation of the line.

In chapter 3, we will deal of the Simple Linear Regression Model. Initially we give
a special attention to Galton that gave rise to the concept of correlation, then move
on to the calculations of the parameters of waste, variance, standard deviation and to
correlation and determination’s coefficients. We will use the statistical concepts that

were recalled in Chapter 1.

In chapter 4, we will treat the Multiple Linear Regression Model, therefore, we
will discuss the differences when faced with two or more explanatory variables. The

teacher may review the concepts of matrices.

Finally, in Chapter 5, we have the lesson plan, target audience and the school unit

choice, calendar and schedule of activities with the students and the results obtained.

Keywords: econometrics, linear regression, scatter plot, linear correlation
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INTRODUCAO

Atualmente esta ocorrendo, em nosso pais, discussdes envolvendo uma série de mu-
dangas na educacdo para a implementacdo do ensino médio integral com curriculo
flexibilizado, sendo que na proposta apenas trés disciplinas permanecem como obriga-

torias: matematica, portugués e inglés.

A proposta de reformulacdo do ciclo tem o objetivo de tornar o ensino médio mais

atraente e diminuir os altos indices de evasao.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (LDB) ja defende a contextualizacdo e as
articulacoes das diversas disciplinas (a interdisciplinaridade e a transdisciplinaridade)
que visam criar estratégias de integracdo disciplinar para reunir as possibilidades de co-
nhecimento mais amplo propiciando a busca de solucoes dos problemas e em oposicao

ao conhecimento monodisciplinar e desfragmentado.

A matematica na busca de atrativos para os alunos do ensino médio esta em cons-
tante modernizacdo e cabe aos professores estarem se aperfeicoando e trazendo ino-
vacoOes ao curriculo escolar, portanto, este trabalho tem a finalidade dar sugestoes e
ampliar as possibilidades em tornar suas aulas mais atraentes e direcionadas ao mer-

cado atual, como pode ser visto na figura

Figura 1: Alunos do ITB Prof. Antonio Arantes Filho, em Barueri, resolvendo as atividades em

sala de aula com auxilio de notebooks e aplicativos de celulares.




INTRODUCAO

Uma proposta € incluir no planejamento anual do 3° ano do ensino médio de Ma-
temdtica um projeto envolvendo Estatistica e Economia, tendo como tema a Econo-
metria, especificamente a Regressdo Linear Simples e Multipla, podendo trabalhar in-
terdisciplinarmente, como por exemplo, nas disciplinas: de Fisica, Geografia, Historia,

Lingua Portuguesa e Sociologia.

Este projeto tem o objetivo de permitir ao aluno desenvolver condi¢des de entender
as diversas aplicacdes e ser capaz de reconhecer o fenomeno linear e utilizar a regres-
sdo para fazer previsoes e desenvolver conhecimento e habilidades importantes para
a realizacdo de andlise econométrica, permitindo confrontar as teorias com os dados

socio-economicos.

Conversando com colegas professores da Rede Estadual de Sado Paulo (regido de
Barueri, Carapicuiba, Jandira, Cotia e Itapevi) e da Rede Municipal de Barueri, a pro-
posta foi bem recebida e nenhum colega se recorda de um professor ter trabalhado
com os alunos este tema no ensino médio, no entanto, uma dificuldade de imediato é
a falta de autonomia dos professores, pois o planejamento ja vem pronto e engessado,
inclusive os alunos das escolas estaduais ja recebem o Caderno do Aluno com todo o
conteudo e exercicios propostos e inclusive sdo avaliados pelo menos quatro vezes ao
ano através de uma Avaliacdo Diagndstica de Matematica e Portugués, que sao aplica-
das no final de cada bimestre cobrando exclusivamente o conteido dos cadernos que é
elaborada pela Secretaria de Educacdo Estadual e no caso do 3° ano do ensino médio
ainda tem o SARESP, no entanto, a proposta foi bem aceita pelos professores e coorde-
nacdo pedagdgica, mas o tempo de duragédo do projeto e a preparagao dos professores
deveriam ser discutidos nos ATPCs (Aula de Trabalho Pedagdgico Coletivo), que € de-
senvolvida na unidade escolar pelos professores e os coordenadores pedagogicos, que
tem a finalidade de estimular o desenvolvimento das atividades coletivas da unidade
escolar e articular os diversos segmentos da escola para a constru¢do e implementacdo
do seu trabalho pedagdgico como por exemplo (re)planejar e avaliar as atividades de

sala de aula.

A expectativa é incentivar e motivar os professores a sairem da zona de conforto e

trabalhar projetos que motivem os alunos com temas do mundo atual.
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Este capitulo tem a finalidade de revisar e reforcar alguns conceitos de estatistica que
foram identificados com a andlise do questiondrio (figura[32]- Apéndice A) e solicitado

na Atividade 1 do capitulo 5 e que serdo abordados no trabalho.

Foi solicitado aos alunos a leitura e refazer os exemplos e os exercicios resolvidos e

a assistir as videos aulas indicadas.

1.1 CONCEITOS

1.2 POPULAGAO E AMOSTRA

Populacao é o conjunto de todos os elementos ou resultados cujas propriedades

desejamos averiguar.

Muitas vezes, por motivos praticos ou econémicos, limitam-se os estudos estatisticos

somente a uma parte da populacdo, a amostra.

A amostra é um subconjunto finito de uma populagdo que contém os elementos que

podem ser observados e é onde as quantidades de interesse podem ser medidas.

1.3 PARAMETROS E ESTIMADORES

Um parametro é representado geralmente por uma letra grega. Em Estatistica é
usado para designar uma grandeza mensuravel, que caracteriza uma populacao. Na

pratica é comum que os parametros de uma populacdo sejam desconhecidos, neste
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caso, os valores dos parametros sdo determinados através de um processo conhecido

como estimacao.

Um estimador é um valor caracteristico de uma amostra, de tamanho 7, extraida
de uma populacdo, de tamanho N, sobre a qual deseja-se tirar alguma conclusdo. Os

estimadores sdo representados por letras latinas.
Os principais estimadores sdo:
e A média da amostra, ¥ que ¢ um estimador da média da populacdo: .
e A variancia amostral, s> que é um estimador da varidncia populacional: 2.

A principal finalidade da estimacdo de parametros é o estudo de uma populacao

com base em valores obtidos a partir de uma amostra extraida da mesma.

Podemos resumir com o auxilio de uma tabela (1| os parametros e os estimadores .

Tabela 1: Resumo sobre parametros e os estimadores

Parametros da populacdo | Estimadores pontuais
Média u x
Variancia o? 52
Desvio padrao o s
Tamanho da populagéo N n

1.4 VARIANCIA E DESVIO PADRAO

A medida que da o grau de dispersdao (ou de concentracdo) de probabilidade em
torno da média é a variancia [|25].

Sao as medidas de dispersao mais empregadas, pois levam em consideracéo a tota-
lidade dos valores da varidvel em estudo. E um indicador de variabilidade bastante
estavel.

Para medir a dispersdo dos dados em torno da média, os estatisticos usam a soma

dos quadrados dos desvios dividida pelo tamanho da populagdo. Definindo assim,

variancia como média aritmética dos quadrados dos desvios.
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Observagoes [[10]:

Se os valores dos dados se repetirem em todas as amostras, entdo a variancia da

amostra sera zero.

Se os dados estiverem muito espalhados, entdo a varidncia da amostra acu-
sard um numero positivo elevado. Assim, uma grande variancia significara uma

grande dispersdo dos dados em relacao a média.

A variancia é uma medida que tem pouca utilidade na estatistica descritiva, po-
rém é extremamente importante na inferéncia estatistica e em combinacoes de

amostras.

Quanto menor o desvio padrédo, mais os valores da variavel se aproximam de sua
média.

Quanto maior o desvio padrdo, mais significativo a heterogeneidade entre os

elementos de um conjunto

O desvio padrao é a medida de dispersdo mais empregada, pois leva em considera-

céio a totalidade dos valores da varidvel em estudo. E um indicador de variabilidade

bastante estavel. O desvio padrao baseia-se nos desvios em torno da média aritmética

e a sua formula basica pode ser traduzida como: a raiz quadrada da média aritmética

dos quadrados dos desvios e € representada por "s". Quanto menor o desvio padréo,

mais parecidos sdo os valores da série estatistica.

O desvio padrao indica a dispersdo dos dados dentro da amostra, isto é, o quanto os

dados em geral diferem da média.

Podemos calcular a variancia e o desvio padréo utilizando:

Amostra Populacao
2 =2 2
A X~ —nx X
Varidncia s? = Lx”—ni o2 = Lx o
n—1 n

Desvio padrio s =Vs? c=Vo?
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1.5 NORMAL OU GAUSSIANA

Pelo Teorema do Limite Central (TLC) em uma distribuicdo normal uma amostra
aleatoria simples (X, - - -, X,,) é retirada de uma populagdo com média y e variancia

o2 . Entéo, temos que

Z= ~N(O,1) (1.1

O TLC garante que para n grande a distribuicdo da média amostral, devidamente

padronizada, se comporta segundo um modelo Normal padronizado (Z).

Em casos onde a verdadeira distribuicdo dos dados é simétrica, boas aproximacoes

sdo obtidas para n ao redor de 30.

A distribuicdo normal pode ser considerada como a mais importante distribuicao de
probabilidade, pode ser aplicada em vérios fenomenos. Também é conhecida como

distribuicdo de Gauss.

A func@o de densidade da probabilidade normal pode ser calculada com

(")
C ], —co<x<o00 (1.2)

No entanto vamos utilizar as tabelas de distribuicdo normal Z e f, que estdo no

Anexo.

1.6 INTERVALOS DE CONFIANGCA

A estimacao de um pardmetro conduz a uma estimativa que é um ntimero Unico, no
entanto as amostras, frequentemente, ndo sdo muito grandes e, como consequéncia,

os resultados obtidos com base nela sdo incertos [|35]].

Seja (Xy,---,X,) uma amostra aleatdéria de uma populacdo com a caracteristica
X ~ f(x,0). Seja Ty = G(Xq,---,Xn) e T1 = G(Xp,- -+, X,,) duas estatisticas tais que
T1 < T, e que

P <0<T)=1-ua (1.3)
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O intervalo (T, T>) é chamado de intervalo de confianca para 6, onde T; e T, sdo
os limites inferior e superior e respectivamente e 1 — a é o coeficiente (ou nivel) de

confianca.

Logo, fixando um nivel de confianga 1 — &, pode-se determinar z, , de tal forma:

Pl—z a<Z<z g4 |=1—-u 1.4

Figura 2: Nivel de confianca

1-a
o/2 of2
| i 1
2y ap 0 2w

(1.5)

ICup1—a)=|X-—2z n-— =(X—E;X+E) (1.6)

Resumindo, devemos saber a origem do desvio padrdo, pois serd importante para
escolher a tabela Z ou t de distribuicdo.

Uma ajuda para definir qual distribuicdo utilizar é dado pela tabela
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Tabela 2: Escolha apropriada da Tabela de Distribui¢do Z ou t.
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Tamanho | ¢ da populacdo | s da amostra

o s

> 30 +t7Z - — I+7Z —

! N NG
tabela Z tabela Z
I s

n < 30 Xtz — Xt -—

Vn Vn
tabela Z tabela t

1.7 EXEMPLO

1-) Uma clinica pretende estimar o tempo médio gasto em cada consulta, foram sorte-
ados 64 pacientes. Essa amostra indicou um tempo médio de atendimento de 10
minutos e um desvio padrdo de 3 minutos. Com base nestes dados, determine o

tempo médio de atendimento a um nivel de confianca de 90% [13]].

Resolucao

Dados:n =64, =10 e s=3
Neste caso, vamos utilizar a tabela Z do Anexo A (ver tabela [2]).

Entdo, com base na tabela Z de escores negativos (Figura teremos para a
/2 = 0,05 (Figura[3) temos um Z + 1, 64), pois a distribui¢io é simétrica.

Figura 3: Distribuicdo normal do tempo de espera dos pacientes

S 3

Entdo: x + Z - =10+£1,64- =10+0,62

Vi Vo4



1.8 TESTES DE HIPOTESES

Portanto nosso erro maximo é de 0,62 com 90% de confianca com um intervalo de

confianca de
IC (10-0,62 ; 10+0,62)

IC (9,38 ; 10,62) minutos

1.8 TESTES DE HIPOTESES

E de grande importéncia a verificacdo de hipéteses. Admite-se a hipétese em prova
como verdadeira e calcula-se a probabilidade de que nossa amostra ocorra nessas con-
dicoes. Se esta probabilidade é maior que o nivel de significancia fixado (por exemplo
1% ou em 5%) a hipotese serd admitida como verdadeira, consequentemente se essa
probabilidade for menor que o nivel de significdncia, sera pouco provavel que a hipo-

tese em prova ocorra, portanto devemos rejeita-la [35]].

1.9 EXERcCICIOS

1.9.1 Teste de Hipdteses

1. O responsavel pelo controle de qualidade de uma fabrica que vende suco de
laranja, supervisiona periodicamente a linha de producéo para verificar se as cai-
xas de sucos de laranja estdo com a quantidade correta de suco, isto €, verifica
se ndo estd ocorrendo sobreenchimento ou subenchimento da caixinha. Em mé-
dia, o volume das caixas de suco é de 1,5 litros e o desvio padrdo populacional
é de 0,2 litros. Para testar a hipdtese de que haja a necessidade de recalibrar
a maquina que enche as caixas, foi retirada uma amostra de 35 caixas de suco.
A média encontrada foi de 1,43 litros. Ao nivel de significancia de 5%, teste as

hipéteses e diga sua conclusao [31]].

Resolucao

Dados: n =35, wu=1,5(, s=0,2, X=1,43 e a=0,05

Hipdteses:

Ho:u=1,5¢

Hy:u#1,5¢

Com base nas hipotese teremos um teste bilateral.
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Como o desvio padrao populacional é conhecido, entdo, a distribuicdo é normal,

portanto teremos um Z critico (Z;).

O nivel de significAncia determina as areas que temos nas extremidades. En-
tdo, como o teste é bilateral a drea de cada extremidade é metade do nivel de

significancia («/2), portanto é de 0,025.

Como estamos utilizando a distribuicdo normal para determinar o Z. utilizare-
mos a tabela (Figura [34) do anexo.

Este valor corresponde a 1,96, portanto teremos os valores: Z, = —1,96 e Z; =
+1,96.

Portanto, verificaremos se as hipéteses serao rejeitadas ou aceitas. Temos a rejei-

¢do de Hy, conforme figura[4]

Figura 4: Teste de hipéteses.

Rejeita H[J Aceita H Rejeita Hn

Agora vamos calcular a estatistica de teste.

X - 1,43—-1,5
LTeste = 3 K = 0.2 =-2,07

Vi Ve

O valor de Zr,s, caiu na area de rejeicdo, entdo devemos rejeitar a hipdtese nula
(Hp), portanto, a caixa ndo estd sendo enchida devidamente e existe evidéncias
suficientes para que o responsavel pelo controle de qualidade pare a linha de

producdo e calibre a maquina.
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2. A emissao média de gases poluentes de motores com uma nova tecnologia pre-
cisa ser menor que 20 ppm (particulas por milhdo) para estar nas novas regula-
mentacdes de emissdo de poluentes. Dez motores sdo produzidos para fazer os
testes, e o nivel de emissdo de poluente de cada um é determinado. Os dados de

emissao sao:
15,6; 16,2; 22,5; 20,5, 16,4; 19,4, 1e6,6; 17,9; 12,7; 13,9.

Os dados apresentados sdo evidéncias suficientes para concluir que esse tipo de
motor estd de acordo com os novos padrdes? Considere um risco de erro com
probabilidade de 1% [18]].

Resolucao

Fazendo uma tabela teremos:

Tabela 3: Emissdo média de gases poluentes de motores

Motor | X; (X; — X)?
1 15,6 2,46
2 16,2 0,94
3 22,5 28,41
4 20,5 11,09
5 16,4 0,59
6 19,4 4,97
7 16,6 0,32
8 17,9 0,53
9 12,7 19,98
10 13,9 10,69

Soma | 171,7 80,00

Média | 17,17

Fazendo a média amostral de nossos dados (n = 10) teremos X = 17,17 e o

desvio padrdo amostral serd calculado pela equacao (3.19)

n
zl(X X) 298
n—1 \/

Hipdteses:
Ho:pu=20 ppm
Hy:pu <20 ppm

Devemos considerar Hy como verdadeira e rejeitar Hy se P(X = 17,6|Hp) < 1%
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Que tipo de distribuicdo devemos utilizar, pois nossa amostra € muito pequena?

Neste caso, vamos utilizar uma estatistica t (ver Tabela [2]), entdo vamos calcular

ZTeste-

X — 17,17 — 20
ZTeste = 3 K = 7 98 = —3, 00

i Vi

Figura 5: Teste de hipdteses e determinacao do Z.

distribuicdo t
n=10
gl=9

1% = 0,01

I
I
I
|
|
|
|
|
|
I
|
0

Rejeita Hn Aceita HU

Podemos observar que é uma distribuicdo unicaudal (figura [5) e utilizando a
tabela (Figura do anexo, sendo que o grau de liberdade é gl = n —1 =
10 —1 =09, e que a drea seja de 1%. Neste caso encontramos o valor corresponde
a 2,8214, como a distribui¢ao t é simétrica, nosso valor procurado serd —2, 8214,
portanto, o valor de Zr.s caiu na drea de rejeicao, pois —3,00 < —2,8214, entdo
a probabilidade de ocorrer o evento é muito menor que 1%, em virtude disso
devemos rejeitar a hipotese nula (Hy) e aceitar a a hipotese alternativa (Hy) e

poder afirmar que este tipo de motor estd de acordo com a nova regulamentacao.

1.9.2 Intervalo de Confianga

1. Uma gravadora de musicas mediu o tempo de duracdo de 50 CDs. O tempo
médio obtido foi de 61,8 minutos, com um desvio padrédo de 3,5 minutos. Deter-
mine, com o nivel de confianca de 95% [13]]:

a) O erro maximo do tempo médio.

b) A estimativa do intervalo de confianca.
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Resolucao
Dados: n =50, x¥=61,8 e s = 3,5 minutos
Neste caso, vamos utilizar a tabela Z (ver Tabela [2]).

Entdo, com base na tabela Z de escores negativos (Figura teremos para a
a/2=0,025 (Figura@ temos um Z + 1,96 > 4), pois a distribuicio é simétrica.

Figura 6: Distribuicdo normal do tempo de musicas dos CDs

-z 0 +Z

S 3,5
Entdo: x+7Z - — =61,8+1,96 - —
Vn /50

Portanto, nosso erro maximo ¢ de 0,97 minutos com 95% de confianga com um

=61,8+£0,97

intervalo de confianca de no tempo de duracdo, em minutos, de cada CD.
I1C(61,8—-10,0,97 ; 61,8+0,97)

IC(60,83 ; 62,77) minutos

13






CONCEITOS DE ECONOMETRIA

2.1 O QUE E ECONOMETRIA?

A palavra econometria vem de duas palavras de origem grega: oikonomia, que

significa economia e metron que indica medida, medicéo [|35].

O nome econometria foi introduzido em 1926, pelo economista e estatistico norue-
gués Ragnar Frisch [22]]. Ele foi o pioneiro em desenvolver um modelo estocastico E]

do ciclo econémico [|34].

Em termos literais, econometria significa "medi¢do econdémica". Consiste na apli-
cacdo da estatistica matematica a dados econdémicos para dar suporte empl’ricoE] aos
modelos formulados pela economia matematica e obter dados numéricos a problemas

de economia [|14]].

A econometria é uma combinacéo de trés ramos de ciéncias: Economia, Matemadtica
e Estatistica, com o objetivo de dar contetido empirico as formulacoes tedricas da

Economia [23].

A econometria vem depois da teoria. Um observador formula uma teoria, postu-
lados, hipoteses e suposicbes ao observar a realidade e partir dai surge um modelo

matematico.

Essa teoria é possivel ser escrita matematicamente através de equacdes e o eco-

nometrista usa estas equagdes matematicas formuladas geralmente pelo economista

modelo estocastico ou matematico: cujas varidveis respondem a uma distribuicéo especifica. Tais mo-
delos ndo oferecem solucdes Unicas, mas apresentam uma distribuicdo de solucdes associadas a uma

probabilidade.
empirico é um fato que se apdia somente em experiéncias vividas, na observagdo de coisas, e ndo em

teorias e métodos cientificos.

15
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matematico e se utiliza de dados da realidade e verifica que é um suporte empirico,
porque ele objetiva dar sustentacdo a esta teoria com base na aplicacdo de dados reais

a esta teoria.

A econometria pode ser definida como a analise quantitativa dos fen0menos econo-
micos, isto €, enquanto o observador esta observando a realidade e formulando hipo-
teses, 0 economista matemadtico juntamente com o economista teérico com base no
desenvolvimento paralelo da teoria e das observagoes e com o uso de métodos de in-
ferénci:f] adequados desenvolvem modelos matematicos e juntamente desenvolve-se
a econometria em cima das observacoes estamos falando de estatistica aplicada em

economia (Figura [2)).

Figura 7: Andlise econométrica de um modelo matemdtico

Fendmenos
Econdmicos

Observador

Economista Economista
Matematico Teorico

Inferéncia
Estatistica

desenvolvem

Modelos
Matematicos

Na aplicacdo da econometria podemos ter vdrias dificuldades como por exemplo:

o problema metodolégico da especificagcdo das variaveis independentes, a correta de-

3 Inferéncia é fazer afirmacOes a partir de um conjunto de valores representativo sobre um universo. Tal

tipo de afirmacdo deve sempre vir acompanhada de uma medida de precisdo sobre sua veracidade
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finicdo da forma do modelo e a adequada utilizagcdo da estatistica como método de

andlise [26].

A econometria € uma ciéncia de cunho social porque € a estatistica aplicada a econo-
mia que estuda a interacdo entre os agentes econémicos, o comportamento de pessoas,
de empresas, de familias, do governo, entdo este comportamento a toda hora esta mu-
dando. Ele decorre da interagdo entre seres humanos, por este motivo ndo podemos
falar que a econometria ndo é uma ciéncia exata, por mais que ela seja uma ciéncia
quantitativa. A quantificacdo destes dados ela se d4 como base o comportamento social

dos agentes econdémicos.

2.2 QUAIS OS OBJETIVOS DA ECONOMETRIA?

O econometrista ao fazer uma anélise do problema economico deverd escolher um
modelo que seja capaz de satisfazer os objetivos de explicar os comportamentos das

varidveis observadas ou prever comportamentos ainda ndo observados, ou ambos [|5].
A Econometria tem por objetivo distinguir as seguintes fases [2] [[14] [23]:
e Investigacdo das teorias econdmicas;
e Formulagdo de teste e hipdteses sobre o comportamento da realidade;

e Utilizacdo da matemadtica e da estatistica para formular modelos matemadticos e

economeétricos;
o Mensurac;éoF_r] das varidveis economicas;
e Estimacdo dos parametros de relacoes estabelecidas pela teoria economica;

e Prever valores futuros de varidaveis economicas com o uso do modelo adequado.

4 mensuragdo € o ato de medir, ou seja, de determinar o valor de certas grandezas. E sinénimo de medicao.
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2.3 ANALISE ECONOMETRICA

A econometria é a aplicacdo dos métodos estatisticos aos problemas econOmicos,
portanto é uma técnica de estatistica aplicada. O emprego adequado destas técnicas,
que se baseiam geralmente em analises de regressao, depende de um entendimento
dos métodos estatisticos envolvidos, mas a interpretacdo dos resultados também de-
pende da habilidade para perceber a importancia relativa do modelo teérico e dos

dados empiricos [1]].

De acordo com Gujarati: "... a econometria é uma amalgama| de teoria econdmica,

economia matemadtica, estatistica econdmica e estatistica matematica [|14]."

e A teoria econdmica faz hipéteses da natureza qualitativa. Por exemplo a teoria
do consumidor, um produto que tenha o preco aumentado faz com que a sua
quantidade consumida diminua. Ela faz esta declaracdo apenas no carater quali-
tativo e ndo analisa a magnitude e a quantidade que esta demanda vai cair, por

isto é necessario que venha a economia matematica.

e A economia matemadtica formula inimeras equac¢des sem levar em conta se a
teoria pode ser medida ou verificada. Entdo cabe ao econometrista fazer isto,

mas precisamos da estatistica econémica.

e A estatistica econdmica tem a funcdo de buscar, coletar, processar e apresentar os
dados econémicos. Um exemplo o economista estatistico do IBGE é responsavel
por levantar os dados do PIB, faz o levantamento dos dados, processa estes dados,
apresenta estes dados, que na realidade sdo dados brutos, em forma de graficos

ou tabelas, enfim ele fica limitado apenas isto.

e A estatistica matematica proporciona as ferramentas usadas na atividade do eco-
nometrista, como métodos especiais de natureza especifica, assim como ocorre
a inferéncia estatistica. Ele aplica os dados que foram coletados ao modelo eco-
nométrico e faz os testes estatisticos para verificar se pode aceitar ou refutar o

modelo.

5 Amalgama é também o nome que se da a mistura de coisas diversas e heterogéneas.



2.4 METODOLOGIA ECONOMETRICA

2.4 METODOLOGIA ECONOMETRICA

A metodologia econométrica é um conjunto de métodos ou praticas que define se um
modelo serd aceito ou refutado. Ela tem algumas etapas que podem ser divididas em

trés passos que devem ser respeitada sequencialmente (Figura[8| adaptada de [23]]).

Figura 8: Metodologia da investigacdo econométrica

Primeiro Pas=o- Teoria Econdmica Observacdo do mundo real
(Especificacdo ou i
construgdo do modelo

Formulagdo de hipdteses |-«

v

Modelo Matematico

v
Modelo Econométrico
¥
Segundo Passo: Tabulag&o dos Dados Apropriados -
{(Estimagao do modelo
especificado) A

Estimac&o dos Parametros do Modelo |«———

v

Teste de Hipoteses

Terceiro Passo: -
(Avaliag&o da equacdo
estimada) —= Critério Estatistico

— Critério Econométrico

L Critério Econdmico

v
O modelo é adequado? @

Aceitacdo das hipiteses ‘ Rejeicdo do modelo |
! — I ]
Uso do modelo para previséo Desisténcia das Revisdo das
efou decisdes hipdteses hipoteses

Vamos explicar cada uma das etapas utilizando exemplo da relacdo entre consumo
e renda de keynesiana.
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2.4.1 Propensdo Marginal ao Consumo e Propensdo Marginal a Poupar

John Maynard Keynes E] (The General Theory of Employment, Interest, and Money,

1936) defende que o consumo dependeria primordialmente do nivel de renda [33].

Figura 9: John Maynard Keynes

Keynes postulava que a propensdo marginal ao consumo (PMC) é um valor que
representa nivel de aumento no consumo para cada unidade monetdria aumentada na
renda, sendo este variando entre O e 1, que expressa o comportamento dos agentes de
uma determinada economia em relacdo a renda disponivel (a renda disponivel depois

do pagamento dos impostos) [19].

A funcdo de consumo (equacéo (2.1))) expressa a relacdo entre o nivel de renda (X;)
e o nivel de consumo no tempo (C;). Tanto X e C se expressam em milhares de milhoes

de unidades monetdrias [|33]].

Cr = f(X) 2.1

6 John Maynard Keynes (1883 - 1946) foi um economista britdnico que revolucionou a teoria macroec6-
mica de tradicdo neoclassica. Na época, o mundo enfrentava um periodo de colapso do capitalismo,
provocado pela quebra da bolsa de Nova York em 1929 — o acontecimento econdmico mais emblemadtico
do século XX. Em seus trabalhos, Keynes tinha como objetivo encontrar uma saida para salvar o capita-
lismo, modelo que ndo defendia fervorosamente, mas que acreditava ser a melhor garantia de evolucio
da sociedade, em um momento de surgimento de fortes correntes socialistas. Seu pensamento ficou mar-
cado pela discussdo do papel do estado na economia e dos mecanismos que poderiam ser usados para
reativd-la nas condi¢des de depressdo, tais como os gastos publicos e a politica fiscal [37].
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Essa PMC revela qual a porcentagem, a comunidade designa ao consumo. Ela é
definida como a derivada do consumo em relacdo a renda (equacéo (2.2))). Lembrando
que 0 < PMC < 1.

dcC
PMC = X (2.2)

Mas apenas uma fracdo desta variacdo de renda disponivel (dX) esta destinada para

a variacdo ao consumo (dC), pois uma parte da variacdo da renda fica destinada a
poupar (dS) (equagéo (2.3)).

dS=dX —dC (2.3)

A propensdo marginal a poupar (de poupanca) (PMS) refere-se a tendéncia para
poupar mediante o rendimento disponivel. Podemos derivar ambos os lados da equa-
¢do (2.3) em relagdo a renda.

28)= LX)~ 20 @4
;L}S( 1o ;L; @.5)
Portanto temos:
PMS=1—-PMC (2.6)
PMC+PMS =1 2.7)

Portanto, temos na equacdo (2.7) que a todo aumento da renda disponivel sera
dividido entre a PMC e PMS, conforme equacéo (2.3)).

2.4.2 Formulagdo de Hipdteses

Como dito antes, isto nido cabe ao econometrista, isto cabe ao economista tedrico
que baseado nas suas observacoes da realidade ele escreve a teoria, isto €, as hipdteses

e suposicoes.
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A econometria utiliza de dois ingredientes basicos: teoria e fatos. Temos que buscar
e trabalhar com os dados sempre a partir de uma teoria. E uma das teorias mais
utilizadas para iniciar o estudo da econometria € a teoria do consumo, pois vem sendo
uma grande fonte de integracdo entre micro e macroeconomia moderna, entao vamos

utiliza-la para descrever a metodologia econométrica.

2.4.3 Especificagdo do Modelo Matemdtico

Cabe ao economista matemdtico com base nas hipéteses apresentadas escrever este

modelo de forma matemaética com uso de equacoes.

De acordo coma teoria de Keynes um economista matematico ira transformar a fun-

cdo de consumo (equacdo (2.1))) em uma equacdo de consumo keynesiana [[14]:

Cr=PBo+p1Xs, onde 0< B <1 (2.8)

Dando origem ao grafico da funcdo consumo keynesiana.

Figura 10: Grafico da fungdo consumo keynesiana.

By

Despesa de consumo

Renda X
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Lembrando que C; = despesas de consumo no tempo e X; = renda disponivel, By
e B1 sdo os parametros da reta de regressio do modelo matemdtico, sendo By o
intercepto e B o coeficiente angular. O intercepto é o valor da reta de regressdo
para X = 0; é o ponto em que a reta de regressdo cruza o eixo C, como mostra a
figura Neste caso, mesmo que a renda seja zero devera haver consumo para as
necessidades bdsicas humanas que devem ser atendidas independente da renda, por

exemplo: alimentacio.

A equacdo (2.8) é o modelo de regressdo linear com um tunico regressor ou
modelo uniequacional, em que C é a variavel dependente e X é a variavel indepen-
dente ou regressor. Essa equacdo relaciona linearmente o consumo a renda, é um
exemplo de modelo matemadtico, onde um modelo nada mais é que “uma representa-

cao simplificada da realidade”.

2.4.4 Especificagdo do Modelo Econométrico

O modelo matematico representado pela funcdo consumo apresentado pela equacdo
(2.8) é limitado para o econometrista, pois sup0e que exista uma relacio precisa entre
o consumo e a renda, mas precisdo € algo que ndo existe na econometria e na estatis-
tica, pois trabalhamos com o comportamento social, que ndo é exato, ndo € preciso,
e muda constantemente, pois existem fatores que ndo sio observados diretamente na
equacdo matematica e que influenciam no comportamento da varidvel dependente.

Estes fatores estdo implicitos

O modelo econométrico ou estatistico € um modelo que tem as especificacdes neces-

sdrias para sua aplicacdo empirica.

A hipétese é que a renda € o principal fator que sustenta a fun¢do consumo, mas
ndo € o unico, teremos outros fatores que foram omitidos e que se forem considerados
provavelmente se encontrarao fora da reta de regressdo e portanto teremos dispersao
de pontos, portanto o econometrista deve modificar a equagédo consumo de forma mais

geral como:

Yt = ,BO + ﬁlXt + € (29)

Implicitos: que se apresenta de modo obscuro; que esta ou permanece subentendido; que néo se pode

expressar formalmente; ndo declarado; oculto, tacito.
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O termo ¢ na equagdo (2.9) é o termo de erro, conhecido como distirbio, é uma
variavel aleatdria (estocastica) que tem propriedades probabilisticas e que afetam o
consumo, mas que no modelo matemadtico ndo sdo incorporados em virtude da impos-
sibilidade de medi-los ou de seu desconhecimento [[14]. Entretanto, do ponto de vista
dos modelos econométricos, esta especificacdo adquire uma grande relevancia, por-
tanto engloba aspectos que ndo devem ser desprezados em toda investigacdo empirica.
Dentro desta ordem os modelos devem levar em conta tanto os erros de observacdo

como as perturbacoes [2].

2.4.5 Obtengdo e tabulagdo dos dados

E necessario obter os dados econémicos, dados estatisticos da economia do pais, de
uma regido, de um Estado, de um municipio, de um bairro, de uma empresa, de um
setor econdmico, isto depende muito a que nivel vamos utilizar (microeconomia ou

macroeconomia).

Podem ser através de resultados das observacoes de experimentos ndo controlados
que sejamos capazes de construir um modelo econdmico que seja capaz de obter infor-
macoes e proporcionar a percep¢do sobre os parametros econdmicos desconhecidos.
A maioria dos dados econémicos sdo coletados para fins administrativos e principal-
mente para agéncias governamentais. Estes dados podem ser coletados em forma
de [15]:

e séries temporais: dados coletados ao longo de intervalos discretos de tempo, seja
diariamente (preco de agdes, relatérios meteorolégicos), mensalmente (taxa de

desemprego, IPC), trimestralmente (PIB).

e cortes transversais no tempo: dados coletados sobre unidades de amostra em

determinado periodo de tempo (pesquisas de opinido, dados de censos).

e painel de dados: dados que acompanham microunidades individuais ao longo do
tempo (PIB de cada pais sul-americano para o periodo de 1990 a 2008).

No nosso exemplo vamos utilizar os dados de despesas de consumo pessoal e pro-
duto interno bruto do EUA no periodo 2000-2014, do Economic Report of the Presi-
dent, 2014, em bilhdes de dblares (Tabela[d) [6]].
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Tabela 4: Despesas de Consumo Pessoal (C) e Produto Interno Bruto (X) dos EUA no periodo
2000-2014.

Ano | PIB (X) | DCP (C)
2000 | 10.284,8 | 6.792,4
2001 | 10.621,8 | 7.103,1
2002 | 10.977,5 | 7.384,1
2003 | 11.510,7 | 7.765,5
2004 | 12.274,9 | 8.260,0
2005 | 13.093,7 | 8.794,1
2006 | 13.855,9 | 9.304,0
2007 | 14.477,6 | 9.750,5
2008 | 14.718,6 | 10.013,6
2009 | 14.418,7 | 9.847,0
2010 | 14.964,4 | 10.202,2
2011 | 15.517,9 | 10.689,3
2012 | 16.163,2 | 11.083,1
2013 | 16.768,1 | 11.484,3
2014 | 17.420,7 | 11.928,4

2.4.6 Estimagdo dos pardmetros do modelo

Depois que o econometrista obtém os dados, fornecidos pelo economista estatistico,

sera necessario distinguir e estimar os pardmetros do modelo econométrico.

Um método de estimacao € consistente, se a funcao de estimacao estatistica (estima-
dor) converge para o valor verdadeiro do pardmetro, quando o tamanho da amostra

cresce [35]].

Supondo que a relacdo linear entre as varidveis C e X (Tabela[4)) é satisfatéria, pode-
mos estimar uma linha que melhor se ajusta aos pontos do grafico de dispersédo (a de-
finicdo serd dada no capitulo 3) e a resolucao das inferéncias estatisticas. O problema
de estimar os parametros 3y e f; € 0 mesmo que ajustar esta reta, como podemos ver

na figura O Método dos Minimos Quadrados é uma eficiente estratégia de esti-
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macao dos parametros da regressdo e sua aplicacdo ndo é limitada apenas as relacoes

lineares, como veremos no capitulo 3.

Figura 11: Despesas de Consumo Pessoal (C) e Produto Interno Bruto (X) dos EUA no periodo
2000-2014, em bilhoes de ddlares
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Com base na tabela [4] elaboramos o grafico (figura através do Excel e obtemos
os estimadores dos pardmetros de B\o = —536,01 e 73\1 =0,7169. Portanto, a funcao

consumo estimada é:

~

Ct = —536,01+0,7169X; (2.10)

O acento circunflexo em cima do C (lé-se C-chapéu) indica, por convencdo, que se

trata de um valor estimado.

Como indica a Figura a linha de regressao se ajusta muito bem, pois os pontos,
que sdo valores reais ficam bem préximos da linha de regressdo, isto significa que
este modelo apresenta um bom ajuste, mas ndo quer disser que devemos aceita-lo
sem testar. O coeficiente angular (a PMC) encontrado foi de 0,7169 indicando que
no periodo analisado, um aumento de um doélar na renda disponivel acarretard um

aumento aproximadamente de 72 centavos nas despesas reais de consumo [14].
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2.4.7 Teste de hipdteses

O econometrista depois de encontrar os parametros no modelo econométrico faz
os testes de hipdteses graca ao modelo que ele obtém da estatistica matemadtica e do

limite de confianca e assim tera condicoes de validar ou refutar a teoria.

No nosso exemplo, a PMC foi de 0,7169 e de acordo com a teoria keynesiana espe-

rdavamos um valor 0<PMC<1.

Com auxilio do programa Stata 12.0 verificamos que os pardmetros no modelo eco-
nomeétrico sao: B\() = —536,0147 e B\l =0,716873 (Figura.

Figura 12: Stata 12.0 - Parametros no modelo econométrico

@, Stata/5E 12.0 - ChUsers\Prof_Ricardo_Will\Documentsipmecl.dta - [Results] — O pd

File Edit Data Graphics Statistics User Window Help

e e - i s AN

T | . uase "C:\Users“Prof Ricardo Will\Documenta\pmcol dta”, clear
2
@
= regreaa dop pib
Source == df M5 Numbker of obs = 15
Fi 1, 13) =11443.23
Model 36995721 .8 1 369835721.8 Prob > F = 0.0000
Residual 47028 .7095 13 3232.97765 RE-sgquared = 0.938%3
247 B-sguared = 0.3588
Total 37037780.5 14 264555361 Root MSE = FH&.85%
dep Ccexﬂtd_ Err._ t Ex|t| [95% Conf. Interwvall]
pib .T1E873 0067014 106.97 0.000 .T0239564 .T3135806
_cons \—536.014? 93 .66807 -5._72 0.000 -T738.3723 -333.65872
"‘"*-—-'""

2.4.8 0O modelo ¢ adequado?

No caso da validacdo da hipdtese o econometrista tera condi¢gdes de utilizar este
modelo e substituir os valores das variaveis e fazer projecdo ou previsdo de valores

futuros para a variavel de interesse.
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De acordo com o Economic Report of the President, 2015 a economia dos EUA cres-
ceu 2,4% em 2015. A taxa € a mesma registrada no ano anterior. O PIB foi de 17.937,8
bilhdes de dolares e a propensdo marginal a consumir de 12.267,9 bilhoes de ddla-
res [|7]].

Substituindo o valor de X016 = 17.937,8 bilhdes de ddlares na equacio (2.10) te-

mos:

Coo1e = —536,01 + 0, 7169 X016
Cao16 = —536,01 + 0, 7169.(17937, 8)
Coo16 = —536, 01 + 12859, 61

Coote = 12323,6

Comparando com o valor real de 12.267,9 com o previsto de 12.323,6, percebe-
mos que as despesas médias previstas no modelo na equacdo (2.10) foi maior que o

registrado em 2015 em 55,7 bilhdes de ddlares.

Este erro € "grande'ou € "pequeno"? Existem fatores que podem ter contribuido
como por exemplo: aumento nos impostos ou taxas dos produtos, desemprego e outros
fatores, que nao foram considerados. Como ja foi dito anteriormente a econometria
€ uma ciéncia social, portanto nio existe uma precisdo, sempre em uma previsao os

erros sdo inevitdveis, mas o correto é que sejam o minimo possivel

Um exemplo de uma aplicagdo macroeconéomica do modelo econométrico utilizando

este modelo poderia ser:

O Governo Federal decide corrigir a tabela das aliquotas do imposto de renda, dimi-
nuir o imposto sobre as despesas de consumo e sobre o emprego. Qual seria o efeito

na economia [|14]?

E claro que teriamos um impacto na economia em relacdo ao consumo, ao nivel de
emprego e ao investimento, que teriam um aumento significativo. Pela teoria macroe-

conomia devemos utilizar o conceito de multiplicador da renda (M).

O multiplicador de renda é efeito um propagador de renda gerado por um investi-
mento inicial, onde lembrando da equacao que: 1 - PMC = PMS, portanto o efeito

multiplicador é o inverso da PMS.

~1-PMC (.11
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utilizando o valor de PMC = 0,7169, obtida através dos dados empiricos para a

economia dos EUA para o periodo de 2000-2014, este multiplicador serd de:

1

le—amw

~ 3,53

Isto significa que a cada um doélar gasto por uma pessoa nos EUA tem a capacidade

de transformar em cerca de 3,53 doélares de renda disponivel em circulacdo no pais.

Vamos ilustrar o multiplicador de renda em uma situacdo utilizando a PMC de
0,7169. Um turista chega em uma cidade e paga a hospedagem de hotel com $100,00.
O dono do hotel paga uma divida com seu fornecedor de carnes de $71,69. Este
fornecedor paga sua divida com o criador de suinos de $51,40. O criador paga ao
veterinario que cuida dos animais $36,84. O veterinario paga a recepcionista $26,41.
A recepcionista paga a mercearia $18,93. A mercearia paga ao entregador $13,57. O
entregador paga $9,72 a lanchonete e o dinheiro continua circulando pela cidade, pois
os varios setores dentro de uma economia estao correlacionados, podemos verificar o
efeito multiplicador total deste exemplo na Tabela [26]do Apéndice A.

Quanto menos a sociedade poupar (PMS), maior sera o efeito multiplicador. En-
quanto mais ela poupar, menor sera o impacto do aumento do investimento (AI) no

aumento da renda (PIB).

O exemplo mostra o efeito multiplicador como um efeito cascateador de dinheiro,
portanto se ocorrer um investimento inicial de $100,00, isto acarretard na economia

uma renda circulante (aumento da renda) de $353,00.

AX = AI.M =100,00.3,53 = $353, 00

Este controle tanto podera se dar no a&mbito macroeconémico (politica) ou no am-
bito microeconémico (dentro de uma empresa ou por exemplo, o comportamento de
consumo de cidadaos). E para controle de politica apenas no nivel macroeconémico,
por exemplo renda, emprego, produto, crescimento da economia, e tantas outras va-

ridveis que existe inflacao.
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2.5 EXERCICIOS SOBRE CONCEITOS DE ECONOMETRIA

Os exercicios propostos possuem as devidas resolucdes, portanto, cabe ao professor
decidir se os alunos deverdo resolver todos ou parcialmente ou apenas discutir as

resolugoes.

1. A tabela |5/ contém informacées sobre o consumo (C) e renda familiar disponivel
(X), em reais, para uma amostra de n = 17. Com base nestes dados, resolva os

itens abaixo.

Tabela 5: Exercicios sobre consumo pessoal e renda disponivel
Observacoes Consumo (em R$) Renda (em R$)

1 784,00 832,20
2 796,80 815,00
3 796,70 834,30
4 795,70 823,50
5 803,30 844,00
6 811,60 869,40
7 814,50 887,40
8 822,60 890,90
9 823,90 874,10
10 834,30 874,40
11 831,30 874,30
12 836,20 875,00
13 848,80 936,90
14 865,00 933,70
15 899,30 937,80
16 884,30 961,70
17 899,80 954,70

a-) Construa um diagrama de dispersdo para analisar o comportamento do con-

sumo em funcdo da renda.
b-) Ajuste uma linha que melhor se ajusta aos pontos do diagrama de dispersao.

c-) Determine os estimadores dos parametros da fun¢do consumo (com auxilio

do Excel ou Stata).

d-) Determine a funcdo keynesiana que descreve o comportamento do consumo

em funcéo da renda (com o Excel ou Stata).
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e-) Estime o valor esperado para o consumo de uma familia com renda familiar
de 1.500 reais.

f-) Estime o valor esperado para a renda de uma familia com consumo de 1.500

reais.

g-) Determine a propensao marginal ao consumo (PMC) e a propensdo marginal

a poupar (PMS).

h-) Determine o multiplicador de renda keynesiano (M).

Resolucao:

Neste exercicio utilizaremos o Excel para que todos os alunos do Ensino Médio

tenham condicdes de resolver.

a-) Construa um diagrama de dispersdo para analisar o comportamento do con-

sumo em funcao da renda.

Ver gréfico da Figura

Figura 13: Gréfico de dispersdo do consumo em fungéo da renda
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b-) Ajuste uma linha de regressao no diagrama de dispersao.
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Ver grafico da Figura

Figura 14: Gréfico de dispersdo com a reta de regressdo do consumo em funcio da renda
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c-) Determine os estimadores dos parametros da fun¢do consumo (com auxilio

do Excel ou Stata).

Com base na reta de regressao do grafico obtemos os parametros de & =
195,66 e § = 0,7205.

d-) Determine a funcdo keynesiana que descreve o comportamento do consumo

em func¢do da renda (com o Excel ou Stata).

C =0,7205X + 195, 66

e-) Estime o valor esperado para o consumo de uma familia com renda familiar
de 1.500 reais.

¢ =0,7205 - 1500 + 195, 66

A

C =1080,75 + 195, 66

A

C =1276,41
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Portanto, o valor esperado para o consumo sera de R$1.276,41 para uma
renda de R$1.500,00.

f-) Estime o valor esperado para a renda de uma familia com consumo de 1.500

reais.

1500 = 0,7205X + 195, 66
1304,34 = 0,7205X

A

C =1810,33

Portanto, o valor esperado para a renda familiar serd de R$1.810,33 para um

consumo de R$1.500,00.

g-) Determine a propensao marginal ao consumo (PMC) e a propensdo marginal

a poupar (PMS).
A PMC ¢é o nosso parametro f, portanto: PMC = 0,7205 = 72,05%
A PMS é dada pela equacdo:
PMS =1—-PMC
PMS =1-0,7205
PMS =0,2975 = 29,75%

h-) Determine o multiplicador de renda keynesiano (M).

O multiplicador de renda (M) € o inverso da PMS, entéo:

1 1
M= PMS ~ 0,7205
M =~ 3,58

2. (APO/MPOG - ESAF/2002) Com rela¢do ao multiplicador keynesiano, é correto

afirmar que:

A) se a propensdo marginal a consumir for igual a propensado marginal a poupar,

o seu valor serd igual a um.

B) numa economia fechada, seu valor depende da propensdo marginal a poupar,

pode ser menor do que um e sé é vdlido para os gastos do governo.
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C) numa economia aberta seu valor depende da propensado marginal a consumir
e importar, pode ser negativo e vale apenas para os gastos do governo e exporta-

¢Oes auténomas.

D) numa economia fechada, seu valor depende da propensdo marginal a poupar,
ndo pode ser menor do que um e vale para qualquer componente dos denomina-

dos gastos autdonomos agregados.

E) seu valor para uma economia fechada é necessariamente menor do que para

uma economia aberta.

Resolucao: D

. O que é propensdo marginal ao consumo? E propensdo marginal a poupar? Qual

a relevancia destes conceitos dentro da macroeconomia keynesiana [17]]?

Resolucéo:

Propensdo Marginal ao Consumo (PMC) é um valor que varia entre 0 e 1, que
expressa o comportamento dos agentes de uma determinada economia em rela-
¢do a renda obtida. Quanto mais propensos estes forem a consumir, maior sera
o valor da PMC. Por exemplo, numa economia em que seus agentes estdo dispos-
tos a comprometer 70% da sua renda com o consumo, a PMC é igual a 0,7. Por
tabela, a Propensao Marginal a Poupar (PMS) representa a parcela da renda dos
agentes econdmicos de uma determinada economia a qual estes comprometem-
se a poupar (isto é, a ndo gastar). Portanto, resgatando o exemplo anterior, se
a PMC é 0,7, a PMS sera 0,3 - totalizando, PMC + PMS = 1 = 100% da renda

disponivel.

O conceito de PMC é de grande valia quando observa-se o multiplicador key-
nesiano (M = 1/1-c), , em que “c” = PMC, do qual este é uma das varidveis.
Quanto maior for o seu valor, maior serd a renda final da economia em ana-
lise - o consumo (demanda) estimula a producdo, que emprega cada vez mais os
meios de producdo disponiveis, empregando mais pessoas, que consumirdo mais,

formando um ciclo virtuoso.

Nesta mesma férmula, observa-se também que o multiplicador é determinado
pelo inverso da PMS, sendo 1 —c = s — M = 1/s. Logo, quanto menor for o seu
valor, considerando ser este um numero compreendido entre 0 e 1, maior serd o

multiplicador, em que “s” = PMS.
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4. Como calcular propensdo marginal ao consumo (PMC), propensdo marginal a

poupar (PMS) e o multiplicador de renda keynesiano (M) [8]]?

Resolucéo:

I

II

I

Defina as variaveis. Essa é uma conta facil de fazer. A parte dificil e acertar
os valores. Vamos assumir que uma pessoa tenha um salério anual de 50 mil
reais. Todo ano, o seu saldrio sobe 10 mil reais e seus gastos sobem pela 80%

do que vocé passou a ganhar. Essa fracdo é a PMC.

Essa fracdo adicional de quanto as pessoas podem gastar € a propensao mar-
ginal a consumir. Ela pode ser computada através da divisdo da variacdo do

consumo pela variacdo de renda disponivel:

AC

PMC = —

AX
Conforme o passo acima, o seu saldrio para os anos 1, 2, 3,4 e 5 é de 50, 60,
70, 80 e 90 mil, respectivamente. Assim, o consumo para os ano 1, 2, 3,4, 5
¢ de 42, 50, 58, 66, 74 mil respectivamente. Portanto, se sua renda sobe em

10 mil reais, seus gastos sobem em 8 mil. A equacao da PMC é:

8.000
PMC = m = 0,8

IV Economistas também gostam avaliar a propensao marginal a poupar, que é a

fracdo de renda que as pessoas guardam. Ja que uma pessoa pode optar en-
tre gastar ou poupar sua renda adicional, a soma entre a propensdo marginal

a poupar e a propensao marginal a consumir deve ser sempre 1.

V Calculando a PMS vamos utilizar PMS =1 — PMC. Entdo teremos:

VI

PMS=1-0,8=0,2

Calculando o multiplicador de renda keynesiano que é o inverso da PMS,

teremos:
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5. Dada a fung¢éo de consumo:

5 (2\/ﬁ+3>

C= %710

Determine a propensdo marginal ao consumo (PMC), a propensdo marginal a

poupar (PMS) e o multiplicador de renda (M), quando X = 100.

Resolucdo: A PMC é definida como a derivada do consumo em relacdo a renda
conforme a equacéo (2.2) e que 0 < PMC < 1.

dc
PMC = ——
MC = —

Utilizando a regra do quociente teremos:

d 3 3 d
(X +10)—— [5 <2X2 +3>] -5 <2X2 +3> — (X +10)

PMC - ix X
(X +10)?
1 3
o (X +10) [5 (3xz>} —25 (2X2 +3) (1)
(X +10)
- (X +10) (15\/2) - (10@ + 15)

(X +10)

Substituindo o valor de X temos:

(100 +10) (15@) - (10@ + 15)
PMC =

(100 +10)°
pyic = (110-150) (—1 S)())Z- 1000 + 15)
PMC = 1650?2;0100015 _ 162418050
pmc = 2% o 0,536 = 53, 6%

12100
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A propensao a poupar (PMS) é:

PMS =1—-PMC

conforme equacéo (2.6)
PMS =1-0,536 =0,464 = 46,4%

O multiplicador de renda (M) € o inverso da PMS, teremos:

1 1

M= 505 = 0,262 =210

Portanto: PMC = 0,536 = 53,6%, a PMS = 0,464 = 46,4% e M = 2,16
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MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Neste capitulo vamos tratar do modelo de regressao linear simples (MRLS) que des-

creve a relacdo entre duas variaveis, que pode ser representada por uma linha reta.

3.1 A LEI DA REGRESSAO UNIVERSAL DE GALTON

Francis Galton E procurou construir uma teoria puramente estatistica da relacdo

entre pais e filhos com modelos tedricos de heranca, como por exemplo a estatura [3]].

Fig_ura 15: Francis Galton

1 Francis Galton (1822-1911), nascido na Inglaterra, foi um antropdlogo, meteorologista, matematico e es-
tatistico. Destacou-se por criar o conceito de correlacédo e a aplicar métodos estatisticos para o estudo das
diferencas e heranca humanas de inteligéncia, e introduziu a utilizagdo de questionarios e pesquisas para
coletar dados sobre as comunidades humanas, o que ele precisava para obras genealdgicas e biograficas
e para os seus estudos antropométricos. Era primo de Charles Darwin e, baseado em sua obra, criou o
conceito de "eugenia", teoria que busca produzir uma sele¢io nas coletividades humanas, baseada em leis
genéticas. O primeiro livro importante para o pensamento de Galton foi Hereditary Genius (1869)
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A caracteristica que uma crianca possuia nao teria vindo necessariamente de um dos
pais, mas poderia ter sido transmitida de forma latente pelas geragdes e se manifestado

naquele individuo [12].

Galton sabia que o ponto para o qual a regressao tendia nao poderia ser fixado, mas
o que poderia ser testado, pois as variacdes se davam através de mudancas lentas e
graduais ou abruptas, que coincidiriam com mudancas no equilibrio orgénico e que pu-
dessem ser transmitidas hereditariamente. Ele também considerava a impossibilidade
de tirar a média entre homem e mulher a fim de avaliar a contribui¢do hereditdria de

cada um [12].

Ele afirmou que a sua lei da hereditariedade envolvia cinco constantes que podiam
ser determinadas separadamente, mas que eram conectadas por uma equagdo. Esta
equacao dependeria dos fatos ocorridos em geragOes sucessivas da mesma popula-
cdo [12]. Galton observou que quanto maior a altura de um grupo de pessoas com-
parado a outro grupo de menor estatura, a altura de seus descendentes tende a ser
maior, no entanto menores que seus pais (em média). Dessa forma, os descendentes
de pais altos, naturalmente também sdo altos, mas ndo tanto quanto seus pais. Os
descendentes de pais baixos, naturalmente também sdo baixos, mas nao tanto quanto
seus pais. O aumento da variabilidade da populacdo como um todo seria contrabalan-
ceado pela regressdo, o que faria com que ela entrasse em equilibrio, isto para ele era

uma "regressdo a mediocridade" [|14].

3.2 A INTERPRETAGAO MODERNA DA REGRESSAO

Regressao é um dos mais versateis e populares procedimentos estatisticos.

A andlise de regressdo é frequentemente utilizado no mundo dos negdcios e do

investimento para tentar prever o efeito de certas entradas em uma saida.
A andlise de regressdo é o método mais importante da econometria [[16].

Por exemplo, um analista pode querer tentar prever o efeito do preco do aco sobre
as vendas de automdveis, ou uma empresa pode querer ver se as suas vendas podem

ser previstos pelo movimento no PIB.

Na Tabelal6] temos uma distribuigdo das alturas dos filhos em relacéo a altura média

dos pais, em uma populacao hipotética, podemos observar pela linha de regressao do



gréafico (Figura[16]), que a altura média dos filhos aumenta com o aumento da altura

3.2 A INTERPRETACAO MODERNA DA REGRESSAO

média dos pais, conforme a teoria de Galton. [[14]]

Tabela 6: Altura dos filhos em relagdo a altura média dos pais (em cm)

alturas (em cm)
média dos pais | filhos | filhos | filhos | filhos | filhos | filhos | filhos | filhos
160 155 154 158 160 162 168 171 173
165 157 158 167 169 173 167 171 174
170 164 168 169 172 173 175 177 178
175 167 168 170 171 176 177 178 181
180 171 172 174 176 179 181 183 185

altura dos filhe (ecm)

Ao escrever um modelo que explicard a relacdo entre duas varidveis devemos co-

nhecer os efeitos que algumas varidveis exercem, ou que parecem exercer, sobre ou-

tras [16].

O principal objetivo da regressdo é predizer ou explicar o comportamento de uma
variavel dependente (Y) usando uma ou mais varidveis conhecidas, como as varia-
veis independentes (X). Se somente uma variavel é usada na regressdo, procede-se
a chamada regressao linear simples e caso seja utilizada duas ou mais varidveis in-

dependentes no modelo, representado por uma equacdo, se chamada de regressao

Figura 16: Altura dos filhos em relacdo a altura média dos pais

130

185

120

175

170

165

160

155

150

155

linear multipla [[36].

180

165

170

175

altura média dos pais (cm)

180

185

41



42 MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

3.3 TERMINOLOGIA E NOTAGAO

As variaveis X e Y tém varios nomes diferentes, os quais sdo intercambiaveis, no
entanto os termos: varidvel dependente e varidvel independente sdo usados com mais

frequéncia em econometria. Essa terminologia estd resumida na tabela [38]].

Tabela 7: Terminologia para a regressdo simples
Y X

variavel dependente | varidvel independente

variavel explicada variavel explicativa

variavel de resposta | varidvel de controle

variavel prevista variavel previsora

regressando regressor

Como ja vimos no capitulo anterior, na equacéo [2.9} temos:

Y=Bg+p1X+e 3.1)

A Tabela |8 apresenta, resumidamente, o significado prético de cada componente da
equacéo de regressdo [36].

Tabela 8: Significado dos termos de uma equacio de regressdo simples

Notacao Terminologia técnica Significado pratico

Variavel dependente Representa o comportamento de Y quando
Y sdo assumidos certos valores por parte de X.
Bo Intercepto Representa o valor de Y quando X = 0.
Efeito marginal de Expressa o impacto da variacdo de uma
hr X sobre Y unidade da varidvel X sobre a varidvel Y.
Termo de erro Variavel que inclui todos os fatores residuais

e os possiveis erros de medicdo.

Uma questéo dificil é saber se o modelo (Equacéo [3.1) nos permite tirar conclusoes

ceteris paribus?} sobre como X afeta Y.

2 Ceteris paribus é usada na economia e financas como uma indicacdo abreviada do efeito de uma eco-
nomia varidvel em outra, mantendo todas as outras varidveis constantes, sem que as demais variaveis
sofram alteracdes. Por exemplo, considere a Lei da Oferta e da Procura. A demanda (procura) por um

determinado produto é superado pelo fornecimento do mesmo, os precos provavelmente irdo subir [20]
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Um modelo seria perfeito se todos os pontos pertencessem a reta de regressao, mas
na realidade isto ndo ocorre, portanto podemos minimizar o erro através do método

conhecido como Minimos Quadrados Ordinarios

Regressao também € utilizada para determinar covaridncia e correlacao, que séo va-
riaveis usadas no mundo dos investimentos para mostrar o quao perto duas varidveis
tendem a mover-se na mesma direcdo ou em direcoes diferentes. Esta é uma informa-
cdo importante para os investidores que desejam diversificar as a¢des que nédo estdo

correlacionadas com os que ja possuem [21].

3.4 DIAGRAMA DE DISPERSAO

Andlise de correlagdo tem como principal objetivo medir a forca ou o grau de asso-
ciacdo linear entre duas varidveis [|14].

Na prética temos a necessidade de estudar a relagdo entre duas variaveis, que € feito

através do Diagrama de Disperséao.

Grafico ou Diagrama de Dispersdo é o método gréfico feito sobre dois eixos, x e y,
que mostra a relacdo entre duas varidveis quantitativas. Elas estdo relacionadas se a

mudanga de uma provoca a mudanca na outra.
Exemplos:
e Velocidade x Consumo de combustivel.
e Numero de pecas produzidas x Numero de pecas defeituosas.
e Saldrio x Tempo de escolaridade.
e Despesas de consumo x Renda disponivel.

Observando o diagrama de dispersdo podemos verificar a concentracdo dos pontos
e sua tendéncia determinando se existe correlacdo entre as varidveis (Figura|l7). Ini-

cialmente observamos:
e Direcdo.
e Forma (linear, ndo linear, aglomerados).

e Pontos discrepantes.
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Figura 17: Possiveis padrdes para Diagramas de Dispersao.

Y Xy b % ¥
X
H XX x* KoKy
® %
x X % %y ® X ox X
xxxxx XX % X 5 Xy
X XX x X x
wX x* X x
xx X b
» » »
(a) X (b) * (c) %
¥ « x Va yx
X X
XX, X
xx}{ x W Ky
X ® X
xxx x KX
XX X X
» »
(d) X (e) X
Legendas da Figura[17}

(a) Elevada correlacéo positiva.
(b) Moderada correlagéo positiva.
(c) Auséncia de correlacao.

(d) Moderada correlacdo negativa.
(e) Elevada correlagdo negativa.

A andlise visual do grafico da relagdo entre varidveis nem sempre é confidvel, pois a
intensidade da concentracdo de uma rela¢éo linear depende muito da escala utilizada
nos eixos, portanto devemos utilizar uma medida numeérica para suplementar o grafico,
isto é, o coeficiente de correlacdo linear (r) ou coeficiente de correlacdo de Pearson,

que veremos mais adiante, neste capitulo.

3.5 ESTIMACAO DOS PARAMETROS PELO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

ORDINARIOS

Nosso objetivo é ajustar uma linha que coincida com as observac¢des tanto quanto
possivel no grafico de dispersao. Para tornar operacional esta abordagem temos que

determinar a medida de grau de coincidéncia, portanto podemos escrever as observa-
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cOes de Y em termos da regressdo Y sobre X. [1]] Porém, qualquer linha tracada através

da dispersao podera ser representada como
?i = ,B\O"',B\lXi"'ei (32)
onde, Y; é o valor de Y dado por essa linha para cada valor de X;. A diferenca entre Y;

(ovalordeY) e ?i, pode ser denotada por ¢; (Figura , de modo que [33]]

Y = Yi|= Y; — Bo — B1Xi|= |eil

Figura 18: O termo de erro

Nosso objetivo € determinar os valores de By e 51 que minimizem a soma dos qua-

drados dos erros.

Y leil =0

3.5.1 Cdlculo do pardmetro By

Linhas diversas tragadas através da dispersdo terdo diferentes By e Bq, apesar de
os X; e Y;, permanecerem inalterados, e assim resultardo em valores diversos de ¢;.

Através do método Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) temos a melhor
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linha que atravessa a dispersao que minimiza a soma dos quadrados dos residuos

(ou erros) &;. Denotando esta soma por SQR teremos [/1]:

SOR = fa? (3.3)

i=1

n
2 Av2

SQR =Y (Y; — Bo — 1X)) (3.4

i=1
Uma vantagem dessa ultima definicdo é que devido ao fato de ndo necessitarmos
nos preocupar com o sinal de ¢. Para obter o minimo valor de SQR diferenciamos SQR
tanto em relacdo a ,BAO, quanto a ﬁAl Primeiramente vamos derivar SQR em relacédo a

Po-

d(SQR) d

= ZHTYI‘_/\_/\XZ‘Z

i, ;dﬁo( po — B1Xi)

d(SQR) ¢ B

7 =L2(Yi—Fo—FiXi) - (=D

dSQR) _ W o o
" 2{;(34 Bo— FiX;) (3.5)

Igualando a equagdo (3.5) a zero, temos

(Yi —Bo— lei) =0 (3.6)

n
i=1

Simplificando-se, estes se reduzem as chamadas equagdes normais para a linha da

reta, onde # representa o numero de observagoes.

n - n

Y Yi—nfo—f1) =0

i=1 i=1
n R _n
ZYI‘=TI 0+ﬁ12Xi (37)
i=1 i=1

Dividindo a equacéo (3.7)) por 1, onde Y e X sdo as médias aritméticas de X; e Y;,
respectivamente obtemos
n n
Y; i B1)_ X
4: n .:
i=1 _ 0 + i=1
n

n

Y =Bo+piX (3.8)
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Isolando By podemos determinar o valor deste estimador.

Bo=Y—piX (3.9

3.5.2 Cdlculo do pardmetro By

Com a intencdo de simplificar a expressdo de SQR antes de calcularmos sua derivada
com relacdo a 1, sabemos que a linha dos minimos quadrados deve passar através do

ponto (X;, Y;). Substituindo a equacéo (3.9) em (3.2) teremos

= (

B1X)+ B1X; +e

Y, = (Y -
Y, — Y = Bu(X; — X) +¢

Usamos letras minusculas (x e y) para denotar desvios com relacdo a média, teremos

xi=2i—X e yiz?i_Y (310)

Portanto a equacdo (3.2)) pode ser reescrita como

Yi= ﬁAlxi T&

& =Y —,BAlxi (3.11D)
Substituindo a equacéo (3.11) em (3.3) e derivando SQR em relagio a f

n
SQR=) ¢
i=1

SOR =Y (y; — Br1x:)?
i=1

d(SQR) _ f[xi(yi — Bix)]
dB1 i=1

Igualando-se essa equacdo a zero e isolando 5; obtemos

Y xi(yi — Prxi) =0
i=1

g, = =L (3.12)

47



48 MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Lembrando que x e y sdo os desvios com relacdo a média equacoes (3.10) podemos

reescrever a equacao ((3.12)).

Y (Xi—X)(Y;—Y)

pr="" (3.13)
Y (X — X)?

i=1

Portanto, podemos calcular os valores dos pardmetros B; e By de uma equacio de
regressdo linear simples utilizando as equagdes (3.13) e (3.9), receptivamente.

Também podemos utilizar a notacido matricial para determinar By e 31, como vere-

mos no exemplo 2 do capitulo 4.

Ao usar um modelo de regressdo para fazer previsdes devemos fazer somente dentro

do intervalo de confianca.

3.6 NOTACOES ESPECIAIS

n n
i) Sxx =) (Xi—X)? =) X7 —nX?
i=1 i=1
n B n o
i) Sxy=) (Xi—X)(Y;i—Y)=)_ X;¥; —nXY
i=1 i=1

n n
i) Syy=Y (Y, —V)* =) Y7 —nY?

i=1 i=1
Y (Xi—X)(Yi—Y)
. 2 i=1 XY
iv) p1= o =3
Y (X — X e

3.7 ESTIMACAO DOS RESIDUOS

A andlise dos residuos, ao se examinar o quanto e por que as observagoes se desviam

da linha de regressdo, é geralmente tdo rica em informacdes quanto a propria linha
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de regressdao. Entretanto, o fato de a linha de regressdo ser obtida minimizando-se a
soma dos quadrados dos residuos (Equacédo|3.3).

Osresiduose; = Y; — Y; (ver Figura sdo empregados na estimacéo de o, portanto

2 sdo simplesmente as diferencas entre os valores Y reais e estimados.

(o

O valor médio do residuo ¢; é zero e ndo sdo correlacionados com X; e X; (indepen-
déncia) [30]. Utilizando a equagdo (3.6) teremos:

n n
Y ei=) (Yi—Y)=0
i=1

i=1

A soma dos valores observados Y; é igual a soma dos valores ajustados Y;.

3.7.1 Estimador Quadrado Médio dos Residuos e o Desvio Padrdo

A variancia de o2 dos termos de erro ¢; precisa ser calculada, assim como dos para-
metros B e B1, portanto serd necessdrio em virtude das inferéncia a respeito da funcéo

de regressio e da predicio de Y requerem uma estimativa de o2 [28]].

SQR = ie? = i(Yi —Yi)* = i(Yi — (Bo+ prx))’
i=1

i=1 i=1

SQR é um estimador de 2, isto &,

E(SQR) = 0*(n —2) = Syy — B1 - Sxy (3.14)

Como o estimador ¢ é desconhecido, devemos obter uma estimativa a partir dos
dados, e entdo substituir por 72, que ¢ um estimador nfio viciado, denominado de
Estimador Quadrado Médio dos Residuos (QMR) e é dado por

SOR

~2
= R:
- =Q0QM p—
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Syy —,3A1 - Sxy

~2
= OMR =
7 =Q n—2

(3.15)

Onde a expressdo n — 2 e conhecida como nimero de graus de liberdade (gl),
que representa o numero de observacoes da amostra menos o numero de restricoes

independentes impostas a ele.

O desvio padrao dos residuos pode ser calculado através

o =+1/QOMR = V052 (3.16)

Na prética substituimos o (desconhecido), pelo estimador consciente 72.

3.7.2 Varidncia e Desvio Padrdo dos Estimadores de MQO

A variancia é definida como o desvio quadratico médio da média (¢?) e é calculada

de uma amostra de dados como

n S a Y

var(X) = 0% = Szx - lel(X;l X) (3.17)
n . _ V)2

var(Y) = 0% = S:;Y - Zl=1(y;l ¥) (3.18)

O desvio padrao da varidvel (¢), por definicao é igual a

~ s n(X; — X

n V)2
oy = \Jo? =/ SZY =/ ziﬂ(i Y) (3.20)




3.8 ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

A covariancia de XY (Covyy) significa co-variacdo, como as duas varidveis variam

de forma conjunta e é definida

Covsy = m(Xi = X)(Yi —Y) _ Sxy

(3.21)
n n

Analisando a funcdo de estimativas de minimos quadrados dos dados amostrais pre-
cismos de alguma medida de confiabilidade ou precisdo dos estimadores By e 81, pois

os dados mudam de uma amostra para outra [|14].

E(B1) = p1
E(Bo) = o

A variancia dos estimadores By e B € igual a

2 2 o2
S, Y XF o, YxE L, (1 X >
var =04% = o° = cc=0" | —+— (3.22)
(Bo) Poo nY a7 nSxx n - Sxx
R 2 2
var(By) = 0% = = = —— (3.23)
Py x7 Sxx
O desvio padrio dos estimadores g e 1, é

Bo Bo

= g2 .
0"31 O'ﬁl (3.25)

3.8 ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

A Analise de Variancia (ANOVA) é um procedimento utilizado para testar hipoteses e
a importancia de um ou mais fatores comparando as médias das varidveis de resposta

em diferentes niveis dos fatores [32].
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As andlises ANOVA exigem dados com a suposi¢do de que os erros tem distribuicao

normal.

A andlise de variancia, baseia-se na decomposicdo da soma de quadrados e nos
graus de liberdade associados a variavel resposta Y, portanto podemos dizer que o
desvio de uma observacdo em relacdo a média pode ser decomposto como o desvio da
observacao em relacdo ao valor ajustado pela regressdo mais o desvio do valor ajustado

em relacdo a média.

Yi-V) =Y -Y+Yi-YV) =, - V)+(Y; - Y) (3.26)

3.8.1 Soma de Quadrados

Utilizando a equacdo [3.26| e elevando cada componente ao quadrado e fazendo

somatdria de todo o conjunto de observacoes, teremos

(Y YR = YT - VR Y- T 3.27)
=1 =1

i=1 i

1

Podemos verificar que a Soma de Quadrados Total (SQT) é decomposta pela Soma
de Quadrados Explicada ou da Regressdo (SQE) e Soma de Quadrados dos Residuos
(SQR) [38].

SQT = i(yi —Y)? (3.28)
i=1

SQE = Zn:(?i —Y)? (3.29)
i=1

SQOR = f(yi —Y)? (3.30)

i=1

Entao podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

SQT = SQE + SQR (3.31)

SQT = 3 ~ 1 = (%, ~ 1)+ L0~ T (332

i=1 i=1 i=1
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3.8.2 Graus de Liberdade

Existe uma decomposicao dos graus de liberdade associados (gl), onde k = 1 para o

MRLS (k é quantidade de varidveis independentes). A decomposicdo é a seguinte:

para SQE, gl =1,
paraSQR, gl=n-(k+ D) =n-1+1)=n-2,
para SQT, gl = n - 1.

3.8.3 Quadrado Médio

O quadrado médio é a divisdao da soma de quadrados pelos respectivos graus de
liberdade. Como os graus de liberdade sdao diferentes para cada, entdo a relacdo da

decomposicao da variabilidade nédo funcionara mais.
O Quadrado Médio Explicada ou da Regressao (QME) é

_SQE_SQE _¢p _¥g 1y
QME = o = 1 _SQE—§¥M Y) (3.33)

O Quadrado Médio dos Residuos (QMR) é

SOR  SOR Y (Y — Vi)
_ _ il
gl n-2  n-2 (3.34)

QMR =

conforme ja visto na equacao (3.15

3.8.4 Tabela de Andlise de Varidncia

Podemos resumir a ANOVA nesta tabela que ajudard a analisar os dados.
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Tabela 9: Tabela Resumo ANOVA para o MRLS

Fonte gl Soma de Quadrados Quadrado Médio
n
Regressdo | 1 SQE = B1)_(X; — X)Y; QME = SQE
i=1
i n . ~ n _ SQR
Residuo | n-2 [ SQR=) (Y;—Y)’ - B} (Xi—X)Y; | OMR= P—
i=1 i=1 —
n
Total n-1 SQT =) (Y — Y)? -
i=1
3.8.5 Teste F

Considerando o modelo de regressao linear simples, a andlise de variancia estabelece

um teste estatistico para testar e avaliar o pardmetro 31, isto €, testar as hipoteses [[29]].

Em um modelo, existe o interesse em testar as hipdteses.

{H03ﬁ1=0
leﬁl#o

O teste F (ou razdo F) testa se duas varidncias sdo iguais. Em caso de variancias

idénticas, F = 1. Tal distribuicdo é tabelada.

Valores altos desta estatistica fornecem evidéncias a favor da hipotese Hq, ou seja,

as médias diferem.
Entdo, consideremos o Teorema de Cochran.

Sejam Z1, Z, ..., Zj variaveis independentes com distribuicdo N(0, 1).

K
Z7 possui distribuicio xg.
i1

Se tivermos

Q=Q1+Qx+...+Q,

emqueQ;,1=1,2,...,.9 (g < p)sdo somas de quadrados, cada um com p; graus de

liberdade, tal que

q
p=Y pi
i=1
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entdo obtemos que Q; ~ X(Zpl-) e sdo independentes para qualqueri =1,2,...,4. Sob Hy,

Y; ~ N(Bo, o). Entéo, segue pelo Teorema de Cochran que

sQr

— 2 .
AT =" ~ Xp-1y
SQR
XE= "~ ™~ Xn-2) €
SQE
XR =5~ Xy

com as distribuicoes Qui-Quadradas xr e xr independentes.
Desta forma, propomos a estatistica do teste

Como F, é uma proporcéo de duas varidveis 2, cada uma dividida pelos seus graus

de liberdade, segue que Fy ~ F,,_2).

Uma motivagdo, baseada nas esperancas dos quadrados médios sugere que valores
grandes de Fy levem a H; e valores de Fy proximos de 1 levem a Hy. Logo, rejeitamos

Ho com um nivel de significAncia a se Fy > Fq_q,1,1—2)-

XE SQE
F = 1 _ o2 _ OME
XR SOR QMR

n—2  (n—2)2

_ QME

F = OMR (3.35)

3.9 COEFICIENTE DE CORRELAQAO LINEAR E DE DETERMINAQAO
3.9.1 Coeficiente de Correlagdo Linear de Pearson

O coeficiente de correlacido de Pearson é uma medida da intensidade de associacdo
linear entre duas varidveis, que é frequentemente usada para uma amostra de obser-

vagoes de duas variaveis [[1]].

A correlacio é calculada independente da unidade de medida das variaveis indepen-

dentes e dependente.
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A técnica usada para calcular este coeficiente, supde que a associacdo entre as varia-

veis seja linear.

O coeficiente de correlacdo, normalmente representado por r, pode variar entre
—1 e +1. Quando r = 0 significa que as duas varidveis ndo dependem linearmente
uma da outra, entretanto pode existir uma dependéncia ndo linear, portanto deve ser

investigado por outros meios.

Com base na tabela [10] podemos classificar o grau de correlagdo pelo valor obtido

do coeficiente [[24].

Tabela 10: Classificacdo do coeficiente de correlacéo
Valor do coeficiente Classificacao

0,90 < |r|< 1,00 Uma correlacdo muito forte
0,70 < |r]< 0,89  Uma correlagio forte

0,40 < |7|< 0,69 Uma correlagdo moderada
0,20 < |r[< 0,39 Uma correlagéo fraca

0,01 < |r[<0,19 Uma correlagdo bem fraca

lr|=0 Uma correlagdo inexistente

Valores negativos do coeficiente de correlacdo indicam uma correlacdo do tipo in-

versa, isto é, quando x aumenta y diminui.

Valores positivos do coeficiente de correlacdo ocorrem quando x e y variam no
mesmo sentido, isto é, quando x aumenta y aumenta ou quando x diminui y também
diminui.

O coeficiente de correlacdo de Pearson pode ser calculado através

(X — X)(Y; - Y)

= _n _ (3.36)
\/ T (X —X)? \/ i (Y; = V)2
n n
y = Co0xv (3.37)
ox 0Oy
po X (3.38)

VSxx - Syy
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3.9.2 Coeficiente de Determinagdo

2

O coeficiente de determinacdo r~ é amplamente utilizado para medir a qualidade

do ajustamento de uma linha de regressdo. Ele mede em que percentual a varidvel

dependente pode ser explicada pela variavel independente (e vice-versa) [[11].

Este coeficiente indica basicamente o quanto o modelo foi capaz de explicar os dados

coletados.

E definido elevando o coeficiente de correlacdo (3.38) de Pearson ao quadrado.

07 = (e >2
VSxx - Syy

» (Sxy)?

= (3.39)
Sxx - Syy

No caso da regressdo simples podemos obter r? através da razdo entre a Soma dos

Quadrados Explicada (S3, ou SQE) com a Soma Total dos Quadrados (Syy ou SQT).

Quanto menor for a diferenca entre média das observacoes e o valor estimado, maior
serd o poder explicativo do modelo. Esta diferenca é a Soma dos Quadrados dos
Residuos (Sy, ou SQR) [38].

n
Y (Y - Y)? S
r?=El =X (3.40)

ou

»_SQE_, SOR

e = SQT - SOT (3.41)

onde Y é o valor estimado (previsdo) que pode ser calculado de nosso modelo.
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3.9.3 Coeficiente de Determinagdo Ajustado

O valor do coeficiente de determinacio ajustado 72 é uma alternativa a mais para
os estatisticos, sendo mais utilizada no caso da regressao linear multipla. No caso da

regressao linear simples temos

P=1- <”_1> L(1-7) (3.42)
n—p

onde p = k + 1 representa o numero de variaveis explicativas mais a constante.

3.10 INFERENCIA ESTATISTICA

A Inferéncia estatistica € um conjunto de técnicas que objetiva estudar uma popula-

cdo através de evidéncias fornecidas por uma amostra retirada desta populagéo.

3.10.1 Teste de Hipdteses e Intervalo de Confianga para Bo

Vamos testar a hipotese de que o By € igual a um determinado valor, denotado por

Boo. Desta forma, sejam as hipdteses

{ Ho : Boo = 0
Hy : oo #0
Entdo, da variancia (equacéo [3.22)) e do desvio padrédo (equacio [3.24) de By, res-
pectivamente
~ 1 X2
Var(Bo) = Uﬁo o (n + Sxx> e g 1/(7}80
teremos

(i)

Assim, sob Hy temos que

No = Bo—Boo ~ N(0,1)

\/ Var(ﬁo)
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Além disso, seja
(n —2)QMR
X="—0 — ~Xo

Como as variaveis aleatdrias Ny e x sdo independentes, segue que

,go—,Boo
G
a2 =+ N
_ No n Sxx/) _ Bo—Boo
T= = = ~ tn-2),
X (n — 2)OMR o5
n—2 o2
n—2

ou seja, T tem distribuicdo t de Student (Figura [33| no Anexo) com n-2 graus de
liberdade. Logo, intervalos de confianca e testes a respeito de y podem ser realizados
utilizando a distribuicéo t.

Portanto, para testar as hipéteses do modelo teremos
HO : ﬁo =0
Hl . 50 7{ 0
Assim, a estatistica do teste é dada por

L= i, (3.43)
0'/\
Bo
Logo, rejeitamos Hy com um nivel de confianca de (1 —a)100% se | Ty [> (1 _s/2n—2)-

Geralmente adotamos « = 0,05 = 5%.

O intervalo de confianca para o com (1 — «) - 100% ¢é dado por
Bo—t o~ PBo+t o (3.44)
ﬁO <1—;;n—2> Po ﬁO (1—§;n—2> Po

3.10.2 Teste de Hipdteses e Intervalo de Confianga para B

Inferéncia sobre B; ¢ mais frequente jd que por meio deste parametro temos um

indicativo da existéncia ou ndo de associacdo linear entre as varidveis envolvidas.
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Similarmente ao parametro B, consideremos as hipéteses

Ho . 1310 = 0
Hy: B0 #0
Entdo, da varidncia (equagdo [3.23) e do desvio padrdo (equagdo [3.25) de B, res-
pectivamente
2
o _ /2
var(ﬁl) 0'/\ = Sex e 05 = s /LTBI
teremos
~ 0’2
1~ N <51, S)
XX

Assim, sob H; temos que
Bizbu e,y

e £/ Var(ﬁl

Além disso, seja
(n —2) QMR
X=—"»2 - Xin—2

Como as variaveis aleatdérias N; e x sdo independentes, segue que

,31 B1o

s
Ny Sxx _ B1— P ;
- ~ (1’!—2)/

T = -
X (n —2)QMR Tg;
n—2 o2
n—2
ou seja, T tem distribuicdo t de Student (Figura com n-2 graus de liberdade

Logo, intervalos de confianca e testes a respeito de 3; podem ser realizados utilizando

a distribuicéo t.
Portanto, para testar as hipéteses do modelo teremos

{H0;51=0
leﬁl#O

Assim, a estatistica do teste é dada por

(3.45)

1
To = Ao tn—2)

0—/\
B1
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Logo, rejeitamos Hy com um nivel de confianca de (1 —)100% se | To [> f1_n/2,1—2)-

O intervalo de confianga para ; com (1 — &) - 100% ¢é dado por

~

ﬁl—t<l x 2)-0,; ; 31+t(1 « 2)47@ (3.46)
Y ——n—

3.10.3 Significancia do coeficiente de correlagdo

Para comprovarmos se o coeficiente de correlagéo € significativo, devemos realizar

o seguinte teste de hipoteses:

Hipoteses:
HQ :r=0
Hl i r 7{ 0

Entdo, devemos usar a expressdo de t de Student.

rvn—2
V1 —12

O valor critico da estatistica t de Student é obtido definindo-se n — 2. Caso o valor de

te = (3.47)

t. seja superior ao valor critico de t, devermos rejeitar a hipdtese nula. Se a hipdtese
nula, ao nivel de significancia By , for rejeitada podemos concluir que efetivamente

existe uma relacdo significativa entre as variaveis.

3.10.4 Nosso modelo € significativo?

Devemos sempre fazer a pergunta se nosso modelo € significativo?
Entdo devemos observar os valores:

I- O valor do coeficiente de determinacéo ajustado (7%) é maior que 0,70 = 70%?
No nosso exemplo o valor de r> = 0,998865242 = 99,87% > 70%, portanto
tivemos um bom ajuste da reta.

II - Quanto vale o erro?

Observamos o P-valor temos: p = 1,56 10~2° que em porcentagem representa
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um erro muito pequeno, muito menor que 5% = 0, 05, pois nosso nivel de signifi-

cancia foi de 95%, portanto os coeficientes sdo significativos.

IIl - Devemos verificar se o valor de B no intervalo de confianca é diferente de zero.
Observando o intervalo de confianca [0,702395403 , 0,731350587], errando no

maximo 5%, observamos que $; ndo assumi o valor zero.

Podemos entdo concluir que nosso MRLS ¢ significativo.

3.11 EXEMPLO DE MRLS

Retornando ao exemplo do capitulo 2 sobre despesas de consumo pessoal e produto
interno bruto dos EUA no periodo 2000-2014, em bilhdes de délares (Tabela .

Utilizaremos os programas: Action Stat e o Excel para construir uma planilha (Ta-
bela e gerar os resultados para conferéncia. Reconstruimos o grafico (Figura[11)
com a linha de tendénciaE]e a equacao de regressao linear (Figura. Também pode-
riamos utilizar como ferramentas: o Stata 12.0, o Gretl e a calculadora cientifica, para

auxiliar na resolucdo dos problemas de regressao linear.

3 Uma linha de tendéncia linear é uma linha reta de melhor ajuste usada com conjuntos de dados lineares
simples. Seus dados seréo lineares se o padrdo nos pontos de dados se parecer com uma linha. Uma linha

de tendéncia linear geralmente mostra que algo estd aumentando ou diminuindo com uma taxa fixa.
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Tabela 11: Consumo Pessoal e PIB dos EUA no periodo 2000-2014, em bilhdes de ddlares

Ano PIB (X) DCP(Y) | X;—X) | ,—V) | X;—X)¥;—Y) X; — X)? Y; —v?
2000 10.284,8 6.792,4 | -3.519,8 | -2.567,7 9.037.728,34 | 12.388.757,39 6.593.117,53
2001 10.621,8 7.103,1 -3.182,8 | -2.257,0 7.183.525,59 | 10.130.003,65 5.094.079,09
2002 10.977,5 7.384,1 -2.827,1 | -1.976,0 5.586.302,58 7.992.305,94 3.904.602,35
2003 11.510,7 7.765,5 -2.293,9 | -1.594,6 3.657.815,08 5.261.824,28 2.542.770,42
2004 12.274,9 8.260,0 -1.529,7 | -1.100,1 1.682.796,50 2339.880,11 1.210.234,68
2005 13.093,7 8.794,1 -710,9 -566,0 402.355,27 505.331,42 320.363,55
2006 13.855,9 9.304,0 51,3 -56,1 -2.880,14 2.635,11 3.147,96
2007 14.477,6 9.750,5 673,0 390,4 262.747,73 452.973,87 152.406,95
2008 14.718,6 10.013,6 914,0 653,5 597.314,69 835.456,93 427.053,54
2009 14.418,7 9.847,0 614,1 486,9 299.017,43 377.159,75 237.065,12
2010 14.964,4 10.202,2 1.159,8 842,1 976.687,92 1.345.213,36 709.121,18
2011 15.517,9 10.689,3 1.713,3 1.329,2 2.277.351,24 2.935.511,11 1.766.754,92
2012 16.163,2 11.083,1 2.358,6 1.723,0 4.063.909,51 5.563.151,20 2.968.706,03
2013 16.768,1 11.484,3 2.963,5 2.124,2 6.295.117,75 8.782.529,82 4.512.197,32
2014 17.420,7 11.928,4 3.616,1 2.568,3 9.287.291,13 | 13.076.420,28 6.596.130,65
Totais 207.068,5 | 140.401,6 0,0 0,0 51.607.080,60 | 71.989.154,23 | 37.037.751,27
Médias 13.804,6 9.360,1

Figura 19: Gréfico DCP x PIB dos EUA com os paradmetros

12.000

10.000

8.000

6.000 y =0,7169x - 536,01

Despesa de Consumao Pessoal

4.000
10.000 12.000 14.000 16.000 18.000

Produto Interno Bruto

3.11.1 Resultados obtidos dos programas

Com o auxilio do Excel (Figura[20) e do Action Stat (Figura[2I)) obtemos os seguintes

resultados do nosso exemplo.
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Figura 20: Resultados obtidos dos dados pelo Excel

Estatistica de regresséo

R muiltiplo 0,999432461
R-Quadrado 0.998865243
R-Quadrado Ajustado 0998777954
Eiro Padréo h6,85936335
Observacies 15
ANOWVA
gl sQ MQ F F de significacdo
Regresséo 1 3699572244 369957224 114432 1,56209E-20
Residuo 13 4202883361 3232 9872

Total 14

3703775127

Coeficientes

Ero Padréo

t Stat valor-P 95% Inferiores 95% Superiores

Intercept -536,014384
X 0,716872995

93.66820835
0,006701445

A T2247931 T.02BE-05 -738,3722453  -333.656523
106,972899 1.56E-20 0.702395403 0.731350587

Figura 21: Resultados obtidos dos dados pelo Action Stat

Tabelo da ANOVA
Fatores Soma de Quadrados Quodrado Médio  Estat. F P-valor
PIB__X_ 1 36995722 44 36095722,44  11443,201 15621E-20
Residuos 13 42028,83361 3232,987201

Andlise exploratoria (residuos)

Minimo

1aq Mediana Média Madximo
-92,91 44,48

-0,2837 4,305E-18 46,64 101

Coeficientes

Preditor Estimativa
Intercepto -536,0143845
PIB_ ¥ 0,716872995

Desvio Padrdo Estat.t P-valor
93,66B20835 -5,722479312 7,0244E-05
0,006701445 106,9728985 15621FE-20

Medida Descritiva da Qualidade do Ajuste

Desvio Padrde dos Residuos  Graus de Liberdade

56,85936335

RA2 RA2 Ajustado

13 0,998B65243 0,998777954

Intervalo de confianca para os pardmetros

0,025 0,975
{Intercept) -738,3722459 -333,656523
PIB_X%_ 0,702395403 0,731350587

3.11.2  Os estimadores By e B

Vamos determinar os valores dos estimadores 3y e ; utilizando as equacoes (3.9) e

(13.13), receptivamente.

Os valores poderdo ter uma pequena diferenca em virtude da quantidade de casas

fixadas para a resolucao dos exercicios.
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Substituindo os valores constante na Tabela e substituindo na equacéo (3.13)

para determinar o valor do estimador f; teremos:

5 < Sxr _ 21X — X)(Y; — V)
Sxx L (X — X)?

B\__5L607D80,60
17 71.898.154,23

B1=0,716873

Agora substituindo os dados na equacéo (3.9) e utilizando o valor encontrado para

B1 podemos determinar o valor do f3o.
fo=¥ - fiX

B\O =9360,1 — 0,716873 - 13804, 6

~

Bo = —536,0144

3.11.3 O Estimador Quadrado Médio dos Residuos (QMR)

Utilizaremos a equacédo para determinar o estimador, onde o n é o nimero de
observagoes (neste caso n = 15) e o grau de liberdade (gh édadopor gl =n—2=
15-2=13. R

n—2

62__37037751,27——0,716873-5L607080,60
B 15—-2

QMR = G? = 3.232,9872

3.11.4 O Desvio Padrdo dos Residuos

Utilizando a equacéo (3.16) teremos
7 =V02

4 Grau de liberdade é, em estatistica, o nimero de determinacoes independentes (dimensio da amostra)

menos o niumero de pardmetros estatisticos a serem avaliados na populacio.
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0 =+/3.232,9872
0 = 56,85936335

3.11.5 A Varidncia e Desvio Padrdo de By e Bi.

Para determinarmos a variancia dos estimadores By e 1 utilizaremos as equacdes

(13.22) e (3.23)), respectivamente, entdo
X2 X2 1 X2
LY o XX ( N >

var(By) = o> = =
(Bo) = Bo Zx TISXX Sxx

(13.804, 56667)2>

var(Bo) = o, =3.232, 9872 (15 71.989.154, 23

var(ﬁo) O'A = 8.773,733256

o2 o

~ )
(P Pr Y x7  Sxx

2

oar(Bh) = o = 3.232,9872
V=5~ 71.989.154, 23

var(By) = (réAl =4,49094 - 105

O desvio padrdo dos estimadores ﬁAo e ﬁAl, é calculado com as equacdes (3.24) e
([3.25)), respectivamente
SRy
o5 oz

Og, = V' 8.773,733256

=93, 66820835

= 2
U5 = /(751
o5 = \/4,49094 - 105

=0,006701445

o

0'/\
B1
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3.11.6 Tabela da ANOVA para o exemplo

Ja calculado anteriormente.

QMR = 3.232,9872

B1=0,716873

Dados extraidos da tabela[11] temos:

SQT = Syy =37.037.751,27

n
Sxx = Y_(X; — X) = 71.989.154, 23
i=1
n
Y (Y;) = 140.401, 6
i=1

Calculando os demais

SQR =37.037.751,27 — 0,716873 - 51.607.080, 60

SQR = 42.028, 83

SQE = SQT — SQR
SQE = 37.037.751,27 — 42.028, 83

SQE = QME = 36.995.722, 44

Tabela 12: Tabela ANOVA referente ao exemplo
Fonte gl | Soma de Quadrados | Quadrado Médio

Regressdo | 1 | SQE =36.995.722,44 | QME = 36.995.722, 44
Residuo | 13 | SQR =42.028, 83 QMR =3.232,9872
Total 14 | SQT =37.037.751,27 | -
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3.11.7 O Teste F para um nivel de confianga de 95%.

Temos que testar as hipdteses.

{Hozﬁ1=0
leﬁl#O

Vamos determinar o Fy

_ QME _ 36.995.722,44

" QMR 3.232,9872
Fy =11.443,20102

F

Utilizando a tabela t (Figura para « = 0,05 = 5%, obtemos que Fos,1,13 =
(2,1604)2 = 4,6673

Logo,
Fo =11.443,20102 > 4, 6673 = F95,1,13)

Portanto, rejeitamos Hy com um nivel de confianca de 95% e concluimos que a

variavel explicativa tem correlacdo com a varidvel resposta.

3.11.8 O Coeficiente de Correlagdo e de Determinagdo

O Coeficiente de Correlagdo de Pearson

Agora vamos determinar o coeficiente de correlacdo e classifica-lo de acordo com a
Tabela[10] portanto vamos substituir os dados na equacéo 3.3§|

Sxy

VSxx - Syy

Y =

e 51.607.080, 6
 /71.989.154,23 - 37.037.751,27

r =0,99943246

O resultado indica que existe uma correlacdo positiva muito forte entre as variaveis.
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O Coeficiente de Determinagdo

Em nosso exemplo anterior, o valor do coeficiente de correlacdo de Pearson (r) en-

contrado foi de r = 0,99943246, portanto o coeficiente de determinacio (r?) serd

r? = 0,999432462
2 = 0,998865242 = 99, 87%

portanto, a qualidade do ajuste obtido do nosso modelo foi de 99, 87%.

O Coeficiente de Determinagdo Ajustado

Utilizaremos a equacdo [3.42| para determinar o coeficiente de determinacdo ajus-

tado, entdo

15-1
2 _1_(=—~).(1—
=1 <15 2> (1—0,998865)

7 = 0,998777954

3.11.9 Os testes de hipdteses t e os intervalos de confianga para os pardmetros g e p1

J4 calculamos anteriormente: By = —536,0144, By = 0,716873, o5~ = 93,66820835 e

p
Ug; = 0,006701445.

Para By, devemos testar as hipoteses
Hyp:Bo=0

Hi : Bo #0

A estatistica do teste é dado pela equagao

Bo  —536,0144

T = - — =
0 05 93,66820835

—5,722479
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Teremos uma distribuicdo normal t com um nivel de significancia («) de 5% e grau
de liberdade de 13 e consultando a Tabela [33| do Anexo, temos t = 2,1604. Como
To = —5,722479

O intervalo de confianca de 95% para B é dado pela equagéo [3.46]

[Bo—(t-05) 5 Po+(t-05)]
[—536,0144 — (2,1604 - 93, 66820835) ; —536,0144 +(2,1604 - 93, 66820835)]

[—738,3752 ; —333,6536]

Para 1, devemos testar as hipoteses
H() . ,31 =0
H1 : ,31 ?/O

A estatistica do teste, sob Hy é dada por

B, 71687
7 _ Pi_ 0716873

o5 "~ 0,006701445

=106, 972899

O intervalo de confianca de 95% para f3; é dado por

~ ~

[B1—(t- UE) ;o Bi+(t- Uﬂj)]
[0,716873 — (2,1604 - 0,006701445) ; 0,716873 +(2,1604 - 0,006701445)]

[0,702395 ; 0,731350]

3.12 EXERCICIO RESOLVIDO DE MRLS

1- O gerente administrativo de uma cadeia de hipermercados deseja desenvolver um

modelo com a finalidade de estimar as vendas semanais (em milhares de reais).
e Y - vendas semanais.

e X - numero de clientes.



Lojas | Clientes (X) | Vendas (Y) || Lojas | Clientes (X) | Vendas (Y)
1 907 11,20 11 679 7,63
2 926 11,05 12 872 9,43
3 506 6,84 13 924 9,46
4 741 9,21 14 607 7,64
5 789 9,42 15 452 6,92
6 889 10,08 16 729 8,95
7 874 9,45 17 794 9,33
8 510 6,73 18 844 10,23
9 529 7,24 19 1010 11,77
10 420 6,12 20 621 7,41
Determine:
a-) os estimadores Sxx, Sxy € Syy.
b-) os estimadores dos pardmetros ,BAO e ,BAl
c-) a equacgdo de regressdo linear simples.
d-) a soma dos quadrados dos residuos (SQR).
e-) o quadrado médio dos residuos (QMR).
f-) o desvio padrao dos residuos.
g-) avariancia de By e B1.
h-) o desvio padriio de B e f;.
i-) a analise de variancia (ANOVA) completando a tabela.
j-) o teste F para um nivel de confianca de 95%.
k-) o coeficiente de correlacao de Pearson.
1-) o coeficiente de determinagéo.
m-) o coeficiente de determinacdo ajustado.
n-) os testes de hipdteses t e o intervalo de confianca de 95% para os parametros f e
B1 -
0-) o intervalo de confianca de 95%.

3.12 EXERCICIO RESOLVIDO DE MRLS

Tabela 13: Numero de clientes e vendas semanais de uma rede de hipermercado
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Resolucao:

a-) Vamos construir a tabela.

b-)

Tabela 14: Numero de clientes e vendas semanais, em milhares de reais

Lojas Clientes (X) | Vendas (Y) | (X; —X)(¥; —Y) | X; —X)? y; — Y)?
01 907 11,20 421,07 30.923,22 5,73
02 926 11,05 437,34 37.966,52 5,04
03 506 6,84 442,53 50.692,52 3,86
04 741 9,21 3,98 97,02 0,16
05 789 9,42 35,55 3.346,62 0,38
06 889 10,08 201,18 24.916,62 1,62
07 874 9,45 92,07 20.406,12 0,42
08 510 6,73 459,00 | 48.907,32 431
09 529 7,24 316,47 40.864,62 2,45
10 420 6,12 835,59 96.814,32 7,21
11 679 7,63 61,30 2.719,62 1,38
12 872 9,43 87,96 19.838,72 0,39
13 924 9,46 126,22 37.191,12 0,43
14 607 7,64 144,70 15.413,22 1,36
15 452 6,92 526,34 77.924,72 3,56
16 729 8,95 -0,31 4,62 0,02
17 794 9,33 32,96 3.950,12 0,28
18 844 10,23 160,75 12.735,12 2,03
19 1.010 11,77 826,65 77.757,32 8,79
20 621 7.41 153,71 | 12.133,02 1,95

Totais 14.623 176,11 5.365,07 614.602,55 51,3605

Médias 731,15 8,8055

n

Sxx =Y (Xi — X)* = 614.602, 55

i=1

n

Sxy = Y (Xi — X)(Yi — V) = 5.365,07

i=1

n

Syy =Y (Y; — Y)* = 51,3605

i=1

5.365, 07

=~ S

~

Bo

Sxx  614.602,55
Y — B1X =8,8055 — (0,00873)(731, 15) = 2,423

c) Y =2,423+0,00873X

=0,00873
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d-) SQR =Syy — ,BAl - Sxy = 51,3605 — (0,00873)(5.365, 07) = 4,52695

., SOR  4,52695
- = 2: = 4
e) QMR=0%= ~=— = 2=

=0,251497
f) o =+Vv0?=+/0,251497 = 0,501495

N 1 X 1 (731,15)%
. =02 =02 >+-—)=0,251497 - [ — + —-""7 )} =0,231327
g) var(fo) =02 =0 (n+5xx> 0251497 (o5 + D) — 0,213

=4,092-1077

var(y) = o2 = 0%  0,251497
V8 T Syx  614.602,55

h-) Ug = \/0'% =+/0,231327 = 0, 480964
—~ = /2\ = . =7 =
O = /(Tﬁ v4,092-10 0,0006397

i) SQT = Syy = 51,3605
SQE = QME = SQT — SQR = 51,3605 — 4, 52335 = 46,8335

Tabela 15: Tabela ANOVA do exercicio 1

Fonte gl Soma de Quadrados | Quadrado Médio
Regressao 1 SQE = 46,8335 QME = 46,8335
Residuo | 20-2=18 | SQR =4,52335 QMR = 0,251497
Total 20-1=19 | SQT = 51,3605

j-) Temos que testar as hipoteses.

{HO;;al:o
leﬁl#O

Vamos determinar o Fy

_ QME _ 46,8335
~ QMR  0,251497

Fo = 186,21875

Utilizando a tabela t (Figura para « = 0,05 = 5%, obtemos que Fjo5:1.13) =
(2,1604)? = 4, 6673
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Logo, Fy = 186,38 > 4, 6673 = F(0,95;1;13)
Portanto, rejeitamos Hy com um nivel de confianca de 95% e concluimos que a

variavel explicativa tem correlacdo com a varidvel resposta.

Sxy 5.365,07
k') r = =
VSxx - Syy /614.602,55 - 51,3605

=0,954913 =91, 5%.

Portanto, possui uma correlacdo muito forte.

1) 72 =0,954913% = 0,911859

Portanto, a qualidade do ajuste obtido do nosso modelo foi de 91, 2%.

1 20— 1
m) 2=1-— (Z_2> (1=r)=1- (28_2> -(1—0,911859) = 0,906962

n-) Para By, devemos testar as hipdteses
Ho : ,30 =0

Hy: By #0
A estatistica do teste é dado pela equacéo [3.45]

Bo 2,423
Ty=L% = _222°  _ 50378
0 o5 0,480964

Teremos uma distribuicdo normal t com um nivel de significancia («) de 5% e grau
de liberdade de 18 e consultando a Tabela [33] do Anexo, temos t = 2,1009. Como
To = 5,0378

O intervalo de confianca de 95% para B é dado pela equacéo 3.46]

[Bo—(t-05) 5 Po+(t-0p)]
[2,423 — (2,1009 - 0,4809642) ; 2,423 +(2,1009 - 0,4809642)]

[1,4125 ; 3,4335]
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Para 31, devemos testar as hipdteses

Ho:p1=0 - .
A estatistica do teste, sob Hy é dada por

Hl . ‘31 75/0
Bi  0,00873
To=PL o =272  _ 13 647
0 o5 0,00063969

O intervalo de confianca de 95% para f3; € dado por

[B1 —(t-o5) 5A1+(f'¢73;)]
[0,00873 — (2,1009 - 0,00063969) ; 0,00873 +(2,1009 - 0,00063969)]

[0,007386 ; 0,010074]

3.13 EXERCICIOS PROPOSTOS DE MRLS

1-) Uma empresa resolveu estudar a variacdo da demanda (em unidades) de seu pro-
duto em funcdo do preco de venda (em reais) praticado. Para isso, foram coletados

os seguintes dados:

Tabela 16: Variacdo da demanda do produto em funcéo do preco de venda.
Preco (X) 36 | 43 | 49 | 55 | 61l 63 | 69 | 72 | 74 | 77
Demanda (Y) | 350 | 330 | 296 | 252 | 230 | 218 | 203 | 196 | 188 | 167

Determine:

a-) os estimadores Sxx, Sxy € Syy.

b-) os estimadores dos parmetros By e ;.

c-) aequacao de regressao linear simples.

d-) a soma dos quadrados dos residuos (SQR).
e-) o quadrado médio dos residuos (QMR).

f-) o desvio padrao dos residuos.

g-) avariancia de By e 1.
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h-) o desvio padriio de By e f;.
i-) a analise de variancia (ANOVA) completando a tabela.
j-) o teste F para um nivel de confianca de 95%.

k-) o coeficiente de correlacdo de Pearson.
1-) o coeficiente de determinacéo.

m-) o coeficiente de determinagéo ajustado.

n-) os testes de hipdteses t e o intervalo de confianca de 95% para os parametros
Boe pi -

0-) o intervalo de confianca de 95%.

2-) O coordenador de um curso de graduacao de Matematica com a intencdo de ve-
rificar se existe alguma correlacdo entre as notas de Matemadtica e de Estatistica
de uma turma sorteou 15 alunos aleatoriamente e construiu uma tabela com as
respectivas notas. Utilize as perguntas da questdo numero 1 e verifique se existe

esta correlacdo.

Tabela 17: Notas de Matematica e Estatistica.
Mat. X) |58 |7|10|6|7|9|3|8[|2|7]|9]14|6]|3

Est. (Y) |6/8]9|105|7|8|4]|6|2|6|7]|5

Determine:

a-) os estimadores Sxx, Sxy € Syy.

b-) os estimadores dos parmetros By e 1.

c-) a equacdo de regressao linear simples.

d-) a soma dos quadrados dos residuos (SQR).

e-) o quadrado médio dos residuos (QMR).

f-) o desvio padrao dos residuos.

g-) avariancia de By e 1.

h-) o desvio padriio de By e f;.

i-) a analise de variancia (ANOVA) completando a tabela.

j-) o teste F para um nivel de confianca de 95%.
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k-) o coeficiente de correlacdo de Pearson.
1-) o coeficiente de determinacéo.
m-) o coeficiente de determinagdo ajustado.

n-) os testes de hipdteses t e o intervalo de confianca de 95% para os parametros
Poepr.

0-) o intervalo de confianca de 95%.






MODELO DE REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

4.1 INTRODUGAO

Neste capitulo vamos tratar do modelo de regressdo linear multipla (MRLM) que
descreve a relagdo entre duas ou mais varidveis independentes (ou varidveis explicati-

vas) X, de modo que vamos encontrar frequentemente modelos da forma

Yi=Bo+p1Xai+ PoXoi+- - +& (4.1

na qual a variavel dependente Y é relacionada as varidveis independentes X;, X»

etc., e ao disttrbio ¢.

De maneira similar ao MRLS devemos explicar o comportamento destas varidveis,
mas devemos atentar pra que elas nfo sejam correlacionadas entre si, podendo criar
uma multicolinearidade El, o que ndo é desejavel ao modelo de regressdo, pois pode-

riam explicar a mesma coisa e prejudicar a andlise do modelo proposto. [36]

Este problema da multicolinearidade entre as variaveis independentes pode ocorrer
devido a existéncia que os valores dos coeficientes angulares (81, B2, ...) associados
as variaveis independentes podem estar viesados, portanto ndo podemos confiar na
apuracdo dos resultados obtidos na simulacdo do modelo e consequentemente ndo

podemos obter conclusoes e realizar os testes de regressao.

Podemos verificar a ocorréncia de problemas de multicolinearidade pela obtencéo

da matriz de correlacdo entre as varidveis do MRLM.

O termo Multicolinearidade € utilizado para indicar a existéncia forte de correlagéo entre duas (ou mais)
variaveis independentes e a existéncia de relacédo linear. O indicio mais claro da existéncia da multicoli-

nearidade é quando o R? é bastante alto.
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4.2 ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MRLM PELO MQO

A maioria dos aspectos da andlise de regressdo linear multipla podem ser descritos
em termos de uma relacdo entre duas variaveis independentes, sem que a algebra se
torne tdo complexa, pelo fato de a inclusdo de mais varidveis implicar em férmulas
complicadas ou na utilizacdo dlgebra matricial, o que proporciona muito pouco enten-
dimento intuitivo. Vamos supor, daqui por diante, que os dados de Y, X; e X, tenham

sido gerados pelo modelo.

Y; = Bo+ P1Xq; + P2 Xoi + & 4.2)

Ajustando a linha.
Y; = Bo+ B1Xu + B Xai (4.3)

Aplicando-se o método dos minimos quadrados, vamos escolher By, B1 e B2 para
minimizar
2 YAV
S= ZEi = Z(Yi — Yi)

S =X(Y; — Bo — B1X1; — BaXai)?
Derivando parcialmente com relacio a Eo, Bl e Ez, e igualando cada derivada a zero

as

— = _2Z(Yz - BO - leli - BZXZi) =0,
dpo

= 25 X4,(Y; — Bo — B1X1i — BaXai) =0,

as
B,

Num rearranjo, estes dao as trés equagdes normais:

—2%X5:(Y; — Bo — P1X1i — P2Xa2i) = 0.

ZYi = 711/3\0 + B\lZXh’ + B\ZZXZZ'/
TYiXy; = BoZXui + BIEX, + BaX X1 Xai,
ZYiXZi = BOZXZi + BlleiXZi + B\QZX%Z

Deste modo, temos trés equacoes e trés incégnitas o, f1 e B2 para serem resolvidas

em termos da soma dos quadrados e os produtos cruzados obtidos a partir dos dados.



4.2 ESTIMAGAO DOS PARAMETROS DO MRLM PELO MQO

Sera reconhecido que as equacoes normais sdo facilmente generalizadas para o caso

de k varidveis independentes. A j-ésima equac¢do normal serd entdo

TYX; = BoXX; + BIEX1 X + BoZXo X + - - + BEXT + -+ + BEX,X;

Juntamente com a primeira equacdo normal
ZY = nfo+B1ZX1 + BoZXo + - - - + BEXj + - - - + BrI X
isso resultard em (k+1) equagdes normais a resolver para os (k+1) coeficientes.

Alternativamente, podemos adotar o expediente usado no caso da regressao simples,

sabendo-se que a primeira equagdo normal pode ser escrita
Y = po+p1X1+paXo
e portanto as duas equacoes restantes serao escritas como (desprezando o subindice i

para maior clareza):
Zyx1 = Blzx% + BzlexZ (44)

Zyxz = Bllexz + BZZxé (4.5)

onde as letras mintsculas para as variaveis denotam desvios das médias das mesmas.

¢

y=Y;—-Y

x1=X1 — Xq
x2=Xo — X2
v = (Vi - Y)?

2= (X — X1)?

x5 = (Xa — X)?

yx1 = (Y; = V)(X; — X1)
yxa = (V; = Y)(X2 — X2)
x122 = (Xq — X1)(X2 — X2)

Novamente, estas podem ser resolvidas simultaneamente para B e B2, Bo sendo

obtido como
Bo =Y - Bl)_(l — Ez)_(z (4.6)

ou ainda poderao ser resolvidas diretamente, pois da equacao (4.5)

~

‘B\ _ Zyxz — ,BllexZ
2 Tx3
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e em substituicdo na equacao (4.4):

(Zyxz — ,/B\lleJCz)

Tyx; = BrIa? + Y1 x
yx1 = Pr2x] Zx% 142
ou
o~ Xyx Zad — TyxoXxx
p1= ylz 22 it 122 4.7)
TxiZxs — (Zx1x2)
Igualmente,
~ ZyxpXa? — Tyx Txix
) = YX22X7 YX14X1X2 (4.8)

TazEas — (Zx1xp)?

Néo iremos reescrever as equagoes (4.7) e (4.8) com as letras maidsculas em virtude

de ficar muito extensa e desnecessario.

4.2.1 Exemplo 1 - Regressdo Multipla para duas varidveis independentes

Exemplo 1 - Para ilustrarmos os célculos apresentados nas equagdes (4.6), (4.7) e
(4.8) temos a tabela [18] (ficticia) com dados de renda anual (em R$ mil)(Y;), patrimé-
nio (em R$ mil) (X;) e a idade (X3).

Tabela 18: Renda anual em relacdo ao patriménio e a idade

i Y; X1 X5 yz x% x% yx1 yx2 X1X2

1 28 0 23 | 2.342,56 5.164,82 94,74 | 3.478,35 471,09 699,50

2 41 4 25 | 1.253,16 4.605,88 59,8 | 2.402,48 273,76 524,84

3 48 7 26 806,56 4.207,68 45,34 | 1.842,21 191,23 436,77

4 54 18 27 501,76 2.901,62 32,87 | 1.206,61 128,43 308,84

5 66 27 29 108,16 2.013,02 13,94 466,61 38,83 167,50

6 74 42 30 5,76 892,02 7,47 71,68 6,56 81,64

7 86 58 31 92,16 192,28 3,00 -133,12 -16,64 24,04

8 83 66 32 43,56 34,42 0,54 -38,72 -4,84 4,30

9 88 81 33 134,56 83,42 0,07 105,95 3,09 2,44

10 92 99 35 243,36 736,22 5,14 423,28 35,36 61,50

11 92 107 37 243,36 1.234,35 18,20 548,08 66,56 149,90

12 96 115 38 384,16 1.860,48 27,74 845,41 103,23 227,17

13 97 127 39 424,36 3.039,68 39,27 | 1.135,75 129,09 345,50

14 99 147 42 510,76 5.645,02 85,87 | 1.698,01 209,43 696,24

15 102 180 44 655,36 11.692,82 126,94 | 2.768,21 288,43 1.218,30

Soma | 1.146 1.078 491 | 7.749,60 | 44.303,733 | 560,933 | 16.820,8 | 1.923,6 | 4.948,467
Média | 76,40 | 71,867 | 32,733
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Vamos determinar Bl utilizando a equacéo (4.7)

_ Zyxi X3 — TyxoXxgxo
Ta2xs — (Zx1xp)?

™)

1

3, - 16.820,80 - 560, 933 — 1.923,60 - 4.948,467 _ —83.529,3148
17 7744.303,733 - 560,933 — (4.948,4672  364.100,2128

~

By = —0,2294

Agora vamos determinar BZ utilizando a equacao (4.8)

~ Zyszx% — Zyx12x1X2
2T Ta2Exd — (Zx1x2)?

E _ 1.923,60 - 44.303,733 — 16.820, 80 - 4.948,467  1.985.487,085
e 44.303,733 - 560,933 — (4.948,467)? ~ 364.100,2128

Bo = 5,4531

Agora vamos determinar Eg utilizando a equacao (4.6
Bo =Y — 315(1 - Bzxz

Bo = 76,40 — (—0,2294) - 71,867 — 5,4531 - 32,733

~

Bo = —85,610
Portanto, a equagao de regressdo linear multipla é

Y = —85,610 — 0,2294X; +5,4531X,

Utilizando o Excel para conferir os resultados (figura [22) verificamos que podem
ocorrer pequenas diferencas em virtude da quantidade de casas que levamos em con-

sideracdo nos cdlculos, mas sdo totalmente compativeis.

 Coeficientes |Erro Padrdo  tStat  valor-P  95% Inferiores 95% Superiores
Interseccédo Bo -85,6058 83,3183 -1,0275 03245  -267.1408 95,9293
Patrim. (RS mil) B4 -0,2294 03790 -0,6052  0.5583 -1,0551 0.,5964
Idade Bs 5 4529 33682 16189 01314 -1,8858 12,7916
—

Figura 22: Andlise dos betas do exemplo 1 utilizando o Excel
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4.3 ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MRLM PELA NOTAGCAO MATRICIAL

Os estimadores de minimos quadrados dos parametros também podem ser encon-
trados considerando a notagdo matricial dos dados. Desta forma teremos uma muito

compacta. Esta notacdo matricial é representada como

Y=XB+e¢
com
R [ 1 Xy X ... Xix | [ Bo | [ & ]
v Y, x- 1?(21.X.ZZ~~-).(2k e ,3.1 e e 8.2 ,
| Y | | 1 X Xz oo Xk | | Br | | en |
em que

Y é o vetor n x 1 das observacoes;

X € uma matriz de dimensdo n X p denominada matriz do modelo com os niveis das
variaveis regressoras;

B é um vetor p x 1 com os coeficientes de regressdo e

¢ € o vetor de dimenséo n x 1 com os erros aleatdrios.

onde p = k + 1 representa o numero de varidveis explicativas mais a constante.

Através do método de minimos quadrados podemos encontrar o vetor B que mini-
miza ;
2 ! l
L=) & =ée=(Y—-Xp)(Y—XB) =
i=1

=YY -YXB-BXY+BX'XB=YY -28XY +pXXB

sendo que Y'XpB = B'X'Y pois o produto resulta em um escalar.

A notagdo X’ representa o transposto da matriz X enquanto que Y’ e ' representam
os transpostos dos vetores Y e f, respectivamente. Usando a técnica de derivagdo (em
termos matriciais) obtemos

JdL

— = 2X'Y+2X'X
3p +2XXP

Igualando a zero e substituindo o vetor 8 pelo vetor B, temos

(X'X)B=X'Y



4.3 ESTIMAGAO DOS PARAMETROS DO MRLM PELA NOTAGAO MATRICIAL

Em geral, a matriz (X’ X) é ndo singular, ou seja, tem determinante diferente de zero,
e portanto € invertivel. Desta forma, conclui-se que os estimadores para os parametros

Bi, j=0,1,...,ksdo dados pelo vetor

B=(X'X)"Y(X'Y)

Bo
Br | = [X'XI'X"Y] (4.9)
B

Portanto, o modelo de regressdo linear ajustado e o vetor de residuos sao respecti-

vamente

4.3.1 Exemplo 2 - Regressdo Simples utilizando Notagdo Matricial

Inicialmente, vamos a um exemplo utilizando a notacdo matricial para regressao

linear simples.

Exemplo 2 - Com base na tabela Vamos determinar os coeficientes By e B e a

equacdo de regressao linear simples.

Tabela 19: Quantidade x preco

Ano | Quantidade (t) | Preco (mil R$)
1 2 4
2 1 6
3 3 3
4 1 5
5 4 1

Temos k = 1, pois nosso exemplo contém apenas uma variavel independente (o

preco) e utilizando a equacio [4.9] teremos

[ Po | _ xtx Xy
B1
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—_ =
—_

11111
X .
4 6 3 51

—_ R R R
— 01 W O
O

_ 1 _
5 19 11

= X

| |19 87 | 32

87/74 —19/74 |

| —19/74  5/74 |

[ Bo | [ 349/74 ]
B | | —49/74 |

{ Bo = 4,71622

B1=0,66216

Portanto, a equacdo de regressao linear simples é

Y =4,71622 + 0, 66216 X

Utilizando o Excel para conferir os resultados (figura [23)) verificamos que sdo total-

mente compativeis.

Coeficientes | Erro Padrdo ¢ Stat valor-P 95% inferiores  95% Superiores
Interseccdo Bg 471622 0,34300 13.51333 0.00088 3.60553 5,82690
Preco B4 -0,66216 0,08367 -7,91421 0,00421 -0,92843 -0,38589

Figura 23: Andlise dos betas do exemplo 2 utilizando o Excel

Para agilizar a resolucdo das matrizes utilizamos o aplicativo Matrix Operations"

(versdo 2.08 da sssprog), gratuito, disponivel para o sistema operacional Android.



4.3 ESTIMAGAO DOS PARAMETROS DO MRLM PELA NOTAGAO MATRICIAL

4.3.2 Exemplo 3 - Regressdo Multipla utilizando Notagdo Matricial

Agora, vamos a um exemplo utilizando a notacdo matricial para regressdo linear

multipla com duas varidveis independentes.

Exemplo 3 - Dado a tabela temos os dados: Y = quantidade vendida de um

produto, X; = o preco do produto e X, = o investimento com a divulgacao do produto.

Vamos determinar os coeficientes B, 51 € B2 e a equacdo de regressdo linear multipla.

Tabela 20: Quantidade em relacdo ao preco e investimento

Vendas | Quantidade (kg) | Preco (R$) | Investimento (R$)
1 55 100 550
2 70 90 630
3 90 80 720
4 100 70 700
5 90 70 625
6 105 70 735

Temos k = 2, pois nosso exemplo contém duas varidveis independentes (o preco e o

investimento) e utilizando a equagio teremos

Bo
B | = [X'X]'[X'Y]
B2
- - -1
1 100 550
N 1 90 630
Bo 1 1 1 1 1 1
— 1 80 720
,Bl = 100 90 80 70 70 70 X
R 1 70 700
B2 550 630 720 700 625 735
1 70 625
I 1 70 735
[ 55
70
1 1 1 1 1 1
90
X1 100 90 80 70 70 70 100
550 630 720 700 625 735 %0
| 105

87
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~ -1
Bo 6 480 3960 510
Bi | =| 480 39200 313500 | x| 39650
Bo 3960 313500 2638650 342575
~ -1
Bo 171761/1830 —697/1525 —132/1525 510
Br | =| —697/1525 167/61000 11/30500 | x | 39650
B> —-132/1525  11/30500  2/22875 342575
Bo 5699/61
Bi | = | —303/305
Bo 197/1830

Bo = 93,42623
B1 = —0,99344
B2 = 0,107650

Portanto, a equacdo de regressado linear multipla é

Y =93,42623 — 0,99344X; +0,107650X,

Utilizando o Excel para conferir os resultados (figura|24]) verificamos que sdo total-

mente compativeis.

e

[ Coeficientes | Erro Padrao tStat  valor-P  95% Inferiores 95% Superiores
Interseccdo Bp | 93.426230 | 21,174263 4,412254 0,021602 26,040273 160,812186
Preco (R$) Py | -0,993443 | 0,114358 -8,687161 0,003210  -1,357379 -0,629506
Invest. (RS mil) B> | 0107650 ) 0,020436 5,267555 0,013335 0,042612 0,172688
| —

Figura 24: Andlise dos betas do exemplo 3 utilizando o Excel



4.4 ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

4.4 ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

4.4.1 Soma de Quadrados

Da mesma forma que utilizamos no MRLS teremos

SQT =) v (4.10)

SQE=Y 7 =B Y yxi+ B2 ) yx (4.11)

SQOR = i(yi —Y,)* =SQT — SQE (4.12)
i=1

4.4.2 Graus de Liberdade

Existe uma decomposicao dos graus de liberdade associados (gl). A decomposicao é

a seguinte:

para SQE, gl = k, onde, k é o nimero de variaveis explicativas,
para SQR, gl = n - (k + 1),
para SQT, gl = n - 1.

4.4.3 Quadrado Médio

O Quadrado Médio Explicado ou da Regressdao (QME) é

QME = SgQZE = S%E (4.13)

O Quadrado Médio dos Residuos (QMR) é

_SQR SQR _ SQT—SQE

_ 2
QMR =07 = gl T n—(k+1) n—(k+1) (4.14)
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4.4.4 Tabela de Andlise de Varidncia

Podemos resumir a ANOVA nesta tabela que ajudara a analisar os dados.

Tabela 21: Tabela Resumo ANOVA

Fonte gl Soma de Quadrados Quadrado Médio
Regressao (E) k SQE=Y .y " =B1Xyx1+P2) yx2 OME = '
Residuo (R) | n—(k+1) SQR =5QT — SQE QMR = _SOR
B T n—(k+1)
Total (T) n—1 SQT =Y y? -
4.4.5 TesteF

Para determinar o teste de significAncia da regressao e verificar se hd uma relacdo
linear entre a variavel resposta Y e algumas das variaveis regressora X1, Xp,..., Xj.

Consideremos as hipdteses

Ho:ﬁlz,BZZ"‘z,Bk=O
Hy:B;j #0 paraqualquerj = 1,---,k

Se rejeitamos Hj, temos que ao menos uma variavel explicativa X;, X,..., X;

contribui significativamente para o modelo.

Sob Hy, temos pelo "Teorema - Distribuicdo de forma quadratica" que

SQE SQ
2~ Xty e que 2~ Xon—k-1)-

Podemos utilizar a mesma equacao (3.35) para determinar F.

SQE
p QOME
Fy= SOR = QMR ~ P(k,’n—k—l)‘
n—k—1




4.4 ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA)

Portanto, rejeitamos Hy se Fy > Fq_u;k; n—k—1) € s p-valor=P [F, ,_x_1 > F] < a,
em que « € o nivel de significancia considerado. Geralmente adotamos a = 5% = 0, 05.

_ OME

07 OMR

4.4.6 Calculando ANOVA do Exemplo 1

Agora vamos calcular os dados da ANOVA do nosso exemplo 1, conforme tabela
Soma de Quadrados.

SQT = Zyz =7.749,60 (valor constante na tabela)

SQE = El Y yx1+ ﬁAz Y yxo = —0,2294 - 16.820,8 + 5,4531 - 1.923,6 = 6.630, 89

SQR = SQT — SQE = 7.749,60 — 6.630,89 = 1.118,71

Graus de liberdade.
gl (Regressao ou Explicativa) = k = 2

gl (Residuo) =n—(k+1)=15—-(2+1) =12
gl (Tota) =n—-1=15-1=14

Quadrado Médio.
OME = SQE _ 6.630, 89 _ 3315, 45

k 2

SOR 1.118,71 _
QMR_n—(k+1)‘ 12 =93,23
TesteQIZ"\./IE A

3.315,45
.F = = 4 =
{ 07 OMR ~ 93,23 35,56

Utilizando a tabela t (Figura para « = 0,05 = 5%, obtemos que Fyos2,12) =
(2,1788)% = 4,7472

Logo,
Fy=35,56 > 4,7472 = F(0’95;2,.12)
Portanto, rejeitamos Hy com um nivel de confianga de 95%.

Utilizando o Excel para conferir os resultados (figura [25) verificamos que sdo total-

mente compativeis.
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ANOVA

gl 50 MQ F  F de significagdo
Regressdo (E) 2 663073 331536 35.56 0.00091%
Residuos  (R) 12 118,87 93,24
Total (T) 14 7749,60

Figura 25: Andlise ANOVA do exemplo 1 utilizando o Excel

4.5 COEFICIENTE DE CORRELAQAO LINEAR E DE DETERMINAQAO
4.5.1 Coeficiente de Determinagdo

Podemos calcular o coeficiente de determinacio (R?) utilizando a equacéo [3.41]

_SQE _, SQR
-~ SQT SQT’

portanto, podemos reescreve-la como

RZ

R2 = ﬁAl Yyxg+ Ez L Yyx2

N (4.15)
4.5.2 Coeficiente de Correlagdo Linear de Pearson
Podemos calcular o coeficiente de correlacao linear de Pearson (R)
k= Ve - \/I%Zyxlz;ggzyxz (4.16)

4.5.3 Coeficiente de Determinagdo Ajustado

O valor do coeficiente de determinacéo ajustado R* poderd ser calculado utilizando
a equacdo (3.42), portanto teremos

52 _ 1 n—1 . _ p2
R2-1 (n_(k+1)> (1- R 4.17)



4.5 COEFICIENTE DE CORRELAGAO LINEAR E DE DETERMINAGAO
4.5.4 Calculando o Coeficientes do Exemplo 1

Agora vamos calcular os coeficientes R, R? e R? do nosso exemplo 1, conforme
tabela [18]

Vamos recordar que temos n = 15 (observacoes) e k = 2 (variaveis independentes).

Utilizando a equacio (4.15) para calcular o coeficiente de determinacéo (R?)

R Biyyxi+paYyxa  —0,2294-16.820,8 +5,4529 - 1.923,6
- Y2 - 7.749,6

R? = 0,8556
Utilizando a equacdo (4.16) para calcular o coeficiente de correlacdo linear (R)
R = VR? = /0,8556
R =0,9250

Utilizando a equagdo (4.17) para calcular o coeficiente de determinacdo ajustado
(R?)
2o ("1 Y g g
R-1- (L) 0-R)

_ 15—1 14
RR=1-(———).-(1- =1—>—.0,1444
(15—(2+1)> (1 -0,8556) 12 0,

R?=0,8315

Utilizando o Excel para conferir os resultados (figura [26]) verificamos que sdo total-

mente compativeis.

Estatistica de regresséao

R multiplo 0.,9250
R-Quadrado 0.8556
R-Quadrado Ajustade 08316
Ermo Padrdo 9.6561
Obsemvactes 15

Figura 26: Andlise dos coeficientes do exemplo 1 utilizando o Excel
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4.6 VARIANCIA

Como, em geral, 0> é desconhecido estimamos Var(E,-) por SE' que se obtém substi-

tuindo nas formulas anteriores o> pelo seu estimador,

Entao,

SSE
2 _
5 T n—k—1
SSE
2 _
Sﬁf_n—k—l

4.7 EXERCICIO RESOLVIDO DE MRLM

1-) Uma empresa deseja contratar um vendedor e portanto pretende estudar a relacio

entre o volume de vendas (Y) efetuadas durante um dado periodo de tempo por

um vendedor, os seus anos de experiéncia (X7) e o seu score num teste de inteli-

géncia (X,). Para isto ela utilizou os dados de dez vendedores conforme a tabela

25
Tabela 22: Relacdo de vendas e anos de experiéncia e score no teste de inteligéncia dos vende-
dores
Vendedor | Vendas (Y) | Anos de Experiéncia (X;) | Score no teste (X5)
1 9 6 3
2 6 5 2
3 4 3 2
4 3 1 1
5 3 4 1
6 5 3 3
7 8 6 3
8 2 2 1
9 7 4 2
10 4 2 2
Determine:

a-) a tabela utilizando como modelo a Tabela

b-) os estimadores dos parametros By, B; e B. Utilize as equacdes (4.6), (4.7) e (4.8)
ou a equagdo (4.9) (forma matricial).



4.7 EXERCICIO RESOLVIDO DE MRLM

c-) aequacao de regressao linear multipla.

d-) o quadrado médio explicada ou da regressdo (QME).

e-) o quadrado médio dos residuos (QMR).

f-) o coeficiente de determinacéo (R?).

g-) o coeficiente de correlacdo de Pearson (R).

h-) o coeficiente de determinacio ajustado (R?).
Resolucao:

a-) Vamos construir a tabela.

Tabela 23: Tabela da relagdo de vendas e anos de experiéncia e score no teste de inteligéncia
dos vendedores

2 2

i Y; Xq X, y? x3 x3 yx1 yx2 X1X2

1 9 6 3| 1521 | 576 | 1,00 | 936 | 3,90 | 2,40

2 6 5 2 0,81 1,96 | 0,00 1,26 0,00 0,00

3 4 3 2 1,21 0,36 | 0,00 0,66 0,00 0,00

4 3 1 1 4,41 6,76 1,00 5,46 2,10 2,60

5 3 4 1 4,41 0,16 1,00 -0,84 2,10 | -0,40

6 5 3 3 0,01 0,36 1,00 0,06 -0,10 | -0,60

7 8 6 3 8,41 5,76 1,00 6,96 2,90 2,40

8 2 2 1 9,61 2,56 1,00 4,96 3,10 1,60

9 7 4 2 3,61 0,16 | 0,00 0,76 0,00 0,00

10 4 2 2 1,21 2,56 | 0,00 1,76 0,00 0,00

Soma 51 36 20 | 48,90 | 26,40 | 6,00 | 30,40 | 14,00 8,00
Média | 5,10 | 3,60 | 2,00

b-) Vamos determinar Bl utilizando a equacéo (4.7))

Ty Zxd — TyxTax;
Ta2%xs — (Zx1xp)?

p1 =

5 _30,40-6,00 —14,00-8,00 _ 70,40
17 726,40 6,00 — (8,002 94,40

B1=0,74576

Agora vamos determinar BZ utilizando a equacéo (4.8)

B 3 Zyszx% — Zyx12x1X2
2T Tx2ExZ — (Zx1x2)?

5, - 14,00 - 26,40 — 30,40 -8,00 _ 126,40
17 7726,40- 6,00 — (8,002 94,40
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By =1,33898
Agora vamos determinar BO utilizando a equacéo (4.6)
BO =Y - Ele - Bz)_(z
BO =5,10—0,74576 - 3,60 — 1,33898 - 2,00
EO =5,10 — 2,684736 — 2,67796

Bo = —0,2627

c-) A equacdo de regressio linear multipla é

Y = —0,2627 — 0,74576X; + 1,33898X,

d-) Para determinar o quadrado médio explicada ou da regressdo (QME) utilizaremos
a equacao (3.33), mas antes devemos calcular a soma de quadrados explicada
(SQE) utilizando a equacéo (3.29)).

SQE = ,BAl Zyxl +,BAZ Zyxz
SQE =0,74576 - 30,40 + 1,33898 - 14, 00
SQE =22,671104 + 18, 745720

SQE = 41,416824

SQE

QME = ==
41,416824
QME = ———

QME =20,708412

e-) Para determinar o quadrado médio dos residuos (QMR) utilizaremos a equacao
(3.34), mas antes devemos calcular a soma de quadrados total (SQT) utilizando a

equacao ((3.28)).

SQT =Y v
SQT = 48,90



4.8 EXERCICIOS PROPOSTOS DE MRLM

SQT — SQE
n—(k+1)
48,90 — 41,416824
10— (2+1)
QMR = 1,0690

OMR =

QMR =

f-) Agora vamos calcular o coeficiente de determinaciio (R%). Vamos recordar que

temos n = 10 (observagdes) e k = 2 (varidveis independentes).
Utilizando a equacfio (4.15) para calcular o coeficiente de determinacéo (R?)

R BiYyxi+PaYyxs _ 0,74576 - 30,40 +1,33898 - 14,00
B Y2 B 48,90

R? = 0,84697

g-) Utilizando a equacgédo (4.16]) para calcular o coeficiente de correlacdo linear (R)

R =V R?=+/0,84697
R =0,9203

h-) o Utilizando a equacéo (4.17) para calcular o coeficiente de determinacao ajustado
(R?)
R2oq_ ("1 Y. q_ g
R=1- (L) 0-7)

_ 10-1 9
2_1_ (11— 1 2.
R?=1 <10_(2+1)> (1-0,84697) =1~ - -0,15303

R? =0,80325

4.8 EXERCICIOS PROPOSTOS DE MRLM

1-) Uma agroindustria deseja saber o custo de manutencdo de sua frota de caminhdes
durante um determinado periodo. Utilizando um procedimento de amostragem
foram coletados dados de quilometragem e a idade do caminhdo. Na tabela [24]é

possivel visualizar esses valores.
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Tabela 24: Relacdo do custo de manutencéo pela quilometragem e idade do caminhao

Caminhao Custo de Quilometragem (X;) Idade do
manutencao (Y) caminhio (X5)
1 832 6.000 8
2 73 7.000 7
3 647 9.000 6
4 553 11.000 5
5 467 13.000 4
6 373 15.000 3
7 283 17.000 2
8 189 18.000 1
9 96 19.000 0
Determine:

a-) a tabela utilizando como modelo a Tabela (18)).

b-) os estimadores dos pardmetros By, B, e p. Utilize as equacdes (4.6), (4.7) e (4.8)
ou a equacio (4.9) (forma matricial).

c-) a equacdo de regressao linear multipla.

d-) o quadrado médio explicada ou da regressao (QME).
e-) o quadrado médio dos residuos (QMR).

f-) o coeficiente de determinacdo (R?).

g-) o coeficiente de correlacdo de Pearson (R).

h-) o coeficiente de determinacio ajustado (R?).

2-) Um distribuidor de bebidas estd analisando seu sistema de distribuicao, sendo que
seu interesse é atender o mais rdpido possivel um ponto de venda. O engenheiro
industrial acredita que os dois fatores mais importantes sdo: nimero de caixas for-
necidas e a distancia do depdsito ao posto de venda. Os dados coletados aparecem

na tabela



4.8 EXERCICIOS PROPOSTOS DE MRLM

Tabela 25: Relacdo do tempo de entrega com a quantidade de caixas e a distancia

30
25
40
18
22
31
26
34
29
37
20
25
27
23
33

Tempo (1) | Qtde de caixas (unid) | Distancia (km)
24 10
27 15
29 10
31 20
25 25
33 18
26 12
28 14
31 16
39 22
33 24
30 17
25 13
42 30
40 24

Determine:

a-)

b-) os estimadores dos parametros ﬁAo, ﬁAl e ﬁAz Utilize as equacoes ID li e |l

c-)
d-)
e-)
£)
g-)
h-)

a tabela utilizando como modelo a Tabela (18)).

ou a equacao (4.9) (forma matricial).

a equacgdo de regressdo linear multipla.

o quadrado médio explicada ou da regressdao (QME).

o quadrado médio dos residuos (QMR).
o coeficiente de determinacio (R?).
o coeficiente de correlagdo de Pearson (R).

o coeficiente de determinacéo ajustado (R?).
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ATIVIDADES COM OS ALUNOS

Neste capitulo teremos o desenvolvimento das atividades com os alunos.
Teremos inicialmente um plano de aula referente ao projeto proposto.

Serd explicado a escolha do publico alvo e o calendario de atividades e um pouco
sobre a Unidade Escolar e por fim desenvolver uma série de atividades dirigidas com

os alunos utilizando a dissertacdo como texto base.

5.1 PLANO DE AULA

5.1.1 Periodo

29/08 a 02/10/2016. Minimo de 10 aulas, sendo 2 aulas semanais aplicados em 5

semanas.

5.1.2 Dados de Identificagdo

Escola: ITB Prof. Antonio Arantes Filho

e Professor: Ricardo Will

Professor colaborador: Leonardo R. Pfiszter

Disciplinas: Matemadtica, Estatistica, Fisica e Economia.

Série: 3° anos do Ensino Médio.

Turmas: Financgas (A e B) e Contabilidade (C).

101



102 ATIVIDADES COM OS ALUNOS

e Periodo: Manha

5.1.3 Tema

Introducdo a Econometria no Ensino Médio: Aplicacdes da Regressao Linear.

5.1.4 Objetivos

Objetivos Gerais

e Permitir ao aluno desenvolver condi¢coes de entender as diversas aplica¢des e ser

capaz de reconhecer o fendOmeno linear e utilizar a regressao para fazer previsoes.

e Desenvolver conhecimento e habilidades importantes para a realizacdo de ana-

lise econométrica, permitindo confrontar as teorias com os dados s6cio-econdmicos.
Objetivos Especificos

e Preparar o aluno com o ferramental econométrico necessario para analisar dados

sdcio-econOmicos e realizar andlises de regressao.

e Desenvolver habilidades praticas de andlise econométrica, através de ferramen-

tas computacionais de analise estatistica.

Competéncias e Habilidades

Competéncias|[]

e Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de gra-
ficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacio El, interpolac;éoE]

e interpretacao.

1 Competéncias sdo um conjunto de habilidades harmonicamente desenvolvidas e que caracterizam por
exemplo uma fungio/profissdo especifica: ser arquiteto, médico ou professor de quimica. As habilidades

devem ser desenvolvidas na busca das competéncias.
2 Extrapolacéo é qualquer processo de obtencdo dos valores de uma funcio fora de um intervalo, mediante

o conhecimento de seu comportamento dentro desse intervalo.
3 Interpolacdo é o método que permite construir um novo conjunto de dados a partir de um conjunto

discreto de dados pontuais previamente conhecidos.



5.1 PLANO DE AULA

Habilidades [

O que o aluno podera aprender com este projeto.

Relacionar o conteuido a problemas do cotidiano e em situagoes interdisciplina-

res.
Identificar os elementos que constituem uma equagao.

Reconhecer a incégnita e os simbolos matemdticos, numa dada situagdo, para

representar diferentes problemas.

Utilizar simbolos matematicos para representar problemas do cotidiano em situ-

acgoes interdisciplinares.

Associar uma tabela ao seu grafico no plano cartesiano e construir um grafico de

dispersao.
Identificar graficamente o coeficiente linear da funcédo de 1° grau.
Utilizar informacdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a cons-

trucdo de argumentos.

5.1.5 Conteudos

Nocgodes de Estatistica.

Conceitos de Econometria: introducdo, objetivos, andlise econométrica e meto-

dologia econométrica.

Modelo de Regressdo Linear Simples: introducdo, diagrama de dispersao, esti-
macao dos parametros pelo Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO),
estimacao dos residuos, analise de variancia, coeficiente de correlacédo e inferén-

cia estatistica.

Modelo de Regressdo Linear Multipla: introducdo, estimacdo dos parametros

pelo MQO e pela notacdo matricial, analise de variancia, coeficiente de correla-

~

cdo.

4 As habilidades estdo associadas ao saber fazer: acdo fisica ou mental que indica a capacidade adqui-

rida. Assim, identificar variaveis, compreender fendomenos, relacionar informagoes, analisar situacoes-

problema, sintetizar, julgar, correlacionar e manipular sdo exemplos de habilidades.
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5.1.6 Metodologia

O contetido serd abordado por meio de aulas expositivas e praticas em sala de
aula e laboratdrio de informatica, utilizaremos videoaulas e postagens de materiais
em site do professor. Trabalhos pratico individuais e em duplas e listas de exerci-
cios resolvidos que complementam e reforcam o conteido. O programa economé-
trico utilizado nas aulas praticas e recomendado para o trabalho serd o Excel, ja ins-
talado na Unidade Escolar, no entanto nao dispensa os cdlculos. Outros materiais,
como base de dados e listas de exercicios, foram disponibilizados no site do professor:

https://sites.google.com/site/regressaolinear/home

5.1.7 Recursos Disponiveis

Lousa e giz.

Laboratorio de informatica (durante o periodo de aula).

Notebooks particulares (fora do periodo de aula).

Internet.

Aplicativos de smartphone.

5.1.8 Avaliagdo

Sera apenas de orientacdo e verificacdo do processo de ensino aprendizagem e ndo
valendo para composicao de nota nas disciplinas, no entanto, os professores irdo utili-

zar como bonificacdo na média final.

5.1.9 Referéncias

As aulas terdo como texto base a dissertacdo. Ela foi disponibilizada por capitulos e
postada no site. A tinica parte retirada foi a resolucdo das questdes propostas. Também

foi postada toda a bibliografia da dissertacao.



5.2 0 PUBLICO ALVO

5.2 0 PUBLICO ALVO

Foram selecionados os alunos dos 3° anos dos cursos de: Finangas e Contabilidade
que sdo ministrados no ITB Prof. Antonio Arantes Filho, localizado na Estrada das

Pitas, 799 - Parque Viana, em Barueri-SP.

A escolha destes alunos sdo em virtude do curso de Financas ter em sua grade curri-
cular a disciplina de Estatistica e Economia. A turma de Contabilidade (ver figura

foi voluntaria apesar de néo ter aulas de Economia.

Também pude contar com a colaboracdo do Prof. Leonardo R. Pfiszter que ministra

no curso de Financas aulas de Economia, onde cedeu espaco, tempo e conhecimento.

oy h \

f

Figura 27: Alunos do ITB Prof. Antonio Arantes Filho resolvendo as atividades em sala de aula.

5.3 A UNIDADE ESCOLAR

Inicialmente solicitei autorizacdo da Gestdo Escolar para poder realizar as atividades

como os alunos e utilizar o nome da Unidade Escolar.

O ITB (Instituto Técnico de Barueri) é subordinado a FIEB - Fundagdo Instituto
de Educacdo de Barueri, que é mantida pela Prefeitura Municipal de Barueri. Sao
seis unidades do ITB distribuidas pela cidade com diversos cursos técnicos conforme

relacdo a seguir:
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ITB Brasilio Flores de Azevedo — Jd. Belval

Cursos: Edificacdes, Eletroeletronica, Informdtica e Telecomunicacoes

ITB Prof. Munir José — Jd. Paulista
Cursos: Administracdo, Redes de Computadores, Recursos Humanos, Secretari-

ado e Seguranca do Trabalho

ITB Prof?. Maria Sylvia Chaluppe Mello — Engenho Novo
Cursos: Analises Clinicas, Quimica, Enfermagem, Farmécia e Informatica para

Internet

ITB Prof. Hercules Alves de Oliveira — Jd. Mutinga

Cursos: Design de Interiores e Publicidade

ITB Prof. Moacyr Domingos Savio Veronezi — Pq. Imperial
Cursos: Logistica, Manutencdo e Suporte em Informadtica e Seguranca do Traba-
lho

ITB Prof. Antonio Arantes Filho — Pq. Viana

Cursos: Contabilidade, Financas, Servicos Publicos e Hospedagem.

A unidade mais antiga é o ITB Brasilio Flores de Azevedo que completou 22 anos e a
unidade do ITB Prof. Antonio Arantes Filho (figura[28) é uma das unidades mais nova

com seis anos.

Figura 28: ITB Prof. Antonio Arantes Filho

Os cursos sdo oferecidos concomitante ao Ensino Médio com uma carga horaria
anual de 1280 horas, distribuidas em 32 horas semanais e distribuidas entre 16 a 18

disciplinas por ano. O ano letivo é dividido em trés trimestres.



5.4 CALENDARIO E CRONOGRAMA DAS ATIVIDADES

Devido a grande quantidade de disciplinas na grade escolar a carga horaria de ma-

tematica fica reduzida a 3 aulas semanais de 50 minutos cada.

No ITB Prof. Antonio Arantes Filho as aulas sdo ministradas das 07:00 horas as
13:10 horas. O prédio é compartilhado com a unidade do EMEF Prof. Renato Rosa
(Escola Municipal do Ensino Fundamental) que néo faz parte da FIEB e é subordinada
a Secretaria de Educacdo de Barueri. Os alunos concluintes do Ensino Fundamental
das escolas municipais tem prioridade ao acesso aos ITBs e as vagas remanescentes

sdo oferecidas através de vestibulinho

5.4 CALENDARIO E CRONOGRAMA DAS ATIVIDADES

Devido as avaliacbes trimestrais obrigatdrias da escola que ocorreram na segunda
quinzena de agosto ficou acertado com a gestdo escolar que as atividades somente
poderiam iniciar ao término destas avaliacOes, portanto, o nosso calendario das ativi-
dades ficou do dia 29/08 a 02/10/2016.

As atividades foram divididas em cinco semanas, sendo duas por semana, tendo um

total de dez atividades.

Os alunos foram informados do projeto e convidados a participar. Como estas ativi-
dades seriam extras e sem prejuizo as aulas didrias, portanto as aulas ocorreram uma
dentro do periodo letivo e outra ao término do periodo. E como haviam alunos interes-
sados e que nao poderiam ficar devido a trabalho, estdgio e ou outros cursos, a solucao
foi criar um site onde foram postados todas as atividades e as orientagdes e inclusive

videos aulas disponiveis no YouTube.

Os alunos puderam entregar os trabalhos pessoalmente ou digitalizados e enviados

por email.

O cronograma das atividades solicitadas foram:

e Semana 1 - 29/08 a 04/09/16
Atividade 1 - Responda o Questionario de Pesquisa antes de iniciar os estudos.
Retire o formulario com o professor ou imprima diretamente do site.
Atividade 2 - Leiam o capitulo sobre Nocoes de Estatistica e refacam os exerci-

cios, também tem video aulas, ndo sera necessdrio entregar.

e Semana 2 - 05/09 a 11/09/16

Atividade 3 - Leiam o capitulo de Conceitos de Econometria e assistam os videos
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indicados em Diagrama de Dispersdao e Keynes e Propensao Marginal ao Con-
sumo.
Atividade 4 - Resolva as questdes indicadas (no capitulo de Conceitos de Econo-

metria) e entregue ao professor.

Semana 3 - 12/09 a 18/09/16

Atividade 5 - Leiam o capitulo de Modelo de Regressdo Linear Simples (MRLS)
e assistam os videos indicados.

Atividade 6 - Refacam o exercicio 1 proposto de MRLS. Entregue o exercicio
refeito ao professor com as observagoes de cada item (por exemplo facilidade,
dificuldade, utilizou calculadora ou outros recursos, consultou colegas ou outras
pessoas, teve que pesquisar mais, onde? E outras que poderd otimizar o processo
de aprendizagem). Esta atividade podera ser em dupla, no entanto as atividades

7 e 8 deverdo ser individuais.

Semana 4 - 19/09 a 25/09/16
Atividade 7 - Resolva o exercicio 02 de MRLS e entregue ao professor.

Atividade 8 - Resolva o exercicio 03 de MRLS e entregue ao professor.

Semana 5 - 26/09 a 02/10/16

Atividade 9 - Leiam o capitulo de Modelo de Regressdo Linear Multipla (MRLM)
e assistam os videos indicados.

Atividade 10 - Resolva o exercicio 01 ou 02 ou 03 das de MRLM e entregue ao
professor. Também faca um texto comentando sobre as dificuldades que teve
(positivas e negativas) sobre a assunto abordado nestas cinco semanas. Tente
fazer uma auto avaliacdo. Dé também sugestbes que possam ajudar no processo

de ensino aprendizagem.

Todas as atividades, textos, videoaulas e orientacdes foram disponibilizadas no site:

https://sites.google.com/site/regressaolinear/home (figura



5.5 AS ATIVIDADEDE 1 E 2.

c 0‘ @ https://sites.google.com/site/regressaclinear/home W

Introducao a Econometria no

Ensino Medio: Aplicacdes da

Regressdo Linear N T

e Introdugdo

Atividades
Bibliografia

Trabalho com os alunos do ITB Prof. Antonio Arantes Filho com o Prof. Ricardo Will

Diagrama de Dispersio
Estatistica

Keynes e Propensio O trabalho tem por fi testar os mé de ensino e ap cem os alunos do 3° ano dos cursos de: Finangas e Contabilidade que sao
Marginal ao Consume ministrados no ITB Prof. Antonio Arantes Filhe, localizade em Barueri-SP, com base na Dissertagdo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional { PROFMAT) com polo na UFABC de Santo André.

Modelo de Regressio
Linear Maltipla (MRLM)

Modelo de Regressio
Linear Simples (MRLS) | Periodo das atividades: 29/08 a 02/10/2016.

Mapa do site
As atividades estdo divididas em cinco semanas, sendo duas por semana, portanto um total de dez atividades. Estardo disponiveis no link ao lado em
Atividades.
Eles poderdoe ser entregues pessoalmente ou digitalizados e enviades por email.

A dissertacdo tem como tema: Introdugdo a Econometria no Ensino Médio: Aplicacdes da Regressdo Linear.

Inicialmente teremos uma Nogdo de Estatistica, Conceitos de Propensdo Marginal a Consumir e a Poupar. Na sequéncia entraremos no assunto propriamente
dito.

O site da escola é: http:/ /www.fieb.edu.br/ antes/

Para contato utilizem o email: ricardo.will@ufabc.edu.br

Figura 29: Tela inicial site trabalhado com os alunos

5.5 AS ATIVIDADE DE 1 E 2.

A Atividade 1, que é o questiondrio (figura [32|- Apéndice A.2), tem a intencédo de
verificar os conhecimentos prévios dos alunos nas atividades que se seguirdo. Para isto
foi elaborada 10 questbes simples, onde apenas uma € aberta. Tendo por finalidade
dar uma nogéo do rumo inicial do processo e contribuir com maior eficiéncia nas aulas,

sendo que estas sao muito limitadas.

Responderam o questiondrio um total de 57 alunos, sendo 36 do curso de Financas

e 21 do curso de Contabilidade.

1-) Vocé estudou (ou estd estudando) Estatistica no Ensino Médio? Caso afirmativo:

por quanto tempo?

Sim Nao
41 (72%) | 16 (28%)

Todos que responderam sim informaram que estudaram Estatistica por 2 semes-

tres. Sendo que foi no primeiro ano do ensino médio.
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2-) Vocé sabe o que é Teste de Hipoteses em Estatistica?

Sim

Nao

12 (21%)

45 (79%)

3-) Vocé sabe o que € Intervalo de Confianca em Estatistica?

Sim

Nao

13 (23%)

44 (77%)

4-) Voce sabe interpretar graficos lineares (por exemplo: vendas x tempo)?

Sim

Nao

54 (95%)

03 (5%)

5-) Vocé sabe construir um grafico linear utilizando uma tabela de dados (por exem-

plo: vendas x tempo)?

Sim

Nao

45 (79%)

12 (21%)

6-) Vocé ja construiu um grafico de dispersao?

Sim

Nao

04 (7%)

53 (93%)

Caso negativo. - Vocé sabe o que é um grafico de dispersdao?

Sim

Nao

10 (18%)

47 (82%)

7-) Dado uma funcdo do 1° grau vocé sabe interpretar quem € o coeficiente linear

(intercepto) e o coeficiente angular?

Sim Nao
23 (40%) | 34 (60%)

8-) Se for dado um grafico do 1° grau vocé sabe determinar a sua fun¢do do 1° grau
(por exemplo: dado um grafico da posicdo x tempo, em movimento uniforme, isto

é, velocidade constante)?

Sim Nao
25 (44%) | 32 (56%)




5.6 AS ATIVIDADE DE 3 E 4.

9-) Vocé sabe o que é Propensdo Marginal a Consumir e a Poupar?

Sim Nao
13 (23%) | 44 (77%)

10-) Qual seu conhecimento hoje sobre Regressdo Linear Simples?

Muito superficial | Absolutamente nada
06 (11%) 51 (89%)

Podemos verificar que a maior parte dos alunos ja estudaram Estatistica, no entanto,
poucos sabem o que é um teste de hipdteses e intervalo de confianca. O que demonstra

que os alunos sabem apenas os conceitos basicos de estatistica.

Quase a totalidade dos alunos sabem interpretar graficos lineares, mas apenas me-
tade deles sabem construir os graficos. E a maior parte dos alunos nunca construiram

e nem se quer sabem o que € um grafico de dispersao.

Praticamente a metade dos alunos ndo sabem determinar os coeficientes: linear e
angular de um gréfico linear, sendo abordado no primeiro ano do ensino médio em

Matematica e em Fisica.

Como ja era de se esperar a maior parte dos alunos ndo sabem o que propensdo

marginal ao consumo e a poupar e principalmente o que é Regressdo Linear Simples.

Na primeira semana foi a entrega do questiondrio e a leitura do capitulo de Noc¢oes
de Estatistica, para isto, tivemos duas aulas de estatistica e refizemos os exercicios

indicados no capitulo.

No decorrer das aulas percebi que a maioria dos alunos ndo tinham lido e refeito as
questoes. Fato que tive que retomar as explicacdes e reiterar a importancia do capitulo

de Nocoes de Estatistica.

5.6 AS ATIVIDADE DE 3 E 4.

Usando a analise dos questionarios na segunda semana foi dado énfase na cons-
trucdo de tabelas, graficos de dispersdo, interpretacdo grafica e a determinacéo dos

coeficientes: angular e linear.

Os alunos passaram a perguntar mais e tirar duvidas, dando para perceber que ja

estavam mais por dentro do assunto, pois as perguntas eram mais especificas.
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O tempo para esta atividade deve ser revisto e estendido, pois as duvidas geraram
atraso na entrega das resolugdes dos exercicios e ocasionando um efeito de bola de
neve, sendo que alguns alunos acreditaram que poderiam resolver as atividades rapi-

damente, na véspera ao dia da entrega das atividades.

Nesta atividade foi recomendado que utilizassem o Excel para determinar a funcéo
keynesiana, construir a tabela e o grafico, para isto utilizamos o laboratério de infor-
mética (figuras[30/e[31)), no entanto, solicitei que fizessem os calculos de determinacio
dos parametros para confrontar com os valores que o programa forneceu. O aprovei-
tamento nesta atividade foi espetacular, inclusive com perguntas via email, sendo que

alguns alunos enviam tarde da noite e cobravam a resposta na manha do dia seguinte.

Figura 30: Alunos do ITB Prof. Antonio Arantes Filho resolvendo as atividades na sala de

informatica.

Figura 31: Alunos do ITB Prof. Antonio Arantes Filho resolvendo as atividades na sala de

informatica.



5.7 AS ATIVIDADE DE S5 E 6

5.7 AS ATIVIDADE DE 5 E 6

A atividade 5 era apenas a leitura do capitulo de MRLS e assistir aos videos indicados,

caso fosse necessario.

Na atividade 6 como as atividades atrasaram permiti que fizessem em dupla e assim
a maioria se ajustou ao prazo. Os trabalhos passaram a compor nota de participacdo
na disciplina de Economia do Prof. Leonardo e com isto os alunos se animaram. Esta
atividade tinha como objetivo preparar os alunos para as atividades 7 e 8, portanto

eles deveriam apenas refazer o exercicio (nimero 01) ja resolvido e tirar as duvidas.

Aconselhei que fizessem um tabela bem organizada, com as férmulas corretas e

salvassem em um arquivo, pois serviria de esqueleto para as demais atividades.

Também solicitei que fizessem observacoes sobre a atividade como: facilidade, difi-
culdade, utilizou calculadora ou outros recursos, consultou colegas ou outras pessoas,
teve que pesquisar mais, onde? E outras que podera otimizar o processo de aprendiza-

gem.

A maioria dos alunos se preocuparam em apenas responder as questoes de calculos
e acabaram nao respondendo as observacoes. Os que responderam, em geral, informa-
ram que o nivel de dificuldade foi médio, sendo que a maior dificuldade foi a inferéncia
estatistica, onde precisaram de ajuda. O uso do Excel e fazer em dupla facilitou muito

e também tirar dividas com os professores.

5.8 AS ATIVIDADE DE 7 E 8

Estas duas atividades eram semelhantes as anteriores, referente a MRLS, e deveriam

ser feitas individualmente.

Os alunos tiveram mais facilidade em resolver estas atividades em virtude utilizarem
a dica de utilizar a tabela do Excel do exercicio anterior como um esqueleto para

facilitar as resolucoes dos exercicios.

Também a terminologia utilizada passou a ser mais conhecida e compreendida pelos

alunos.

A resolucdo das atividades 7 e 8 feita por um aluno de Contabilidade e enviada por

email estd no Anexo B.
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5.9 AS ATIVIDADEDE 9 E 10

A atividade 9 foi foi a leitura do capitulo de MRLM e assistir aos videos indicados,

caso fosse necessario.

Na atividade 10 o aluno deveria escolher apenas um exercicio para resolver entre os
trés propostos de MRLM. Também solicitei um texto comentando sobre as dificuldades
que teve (positivas e negativas) sobre a assunto abordado nestas cinco semanas e uma

auto avaliacdo. E sugestdes que possam ajudar no processo de ensino aprendizagem.
A pergunta que mais foi feita foi sobre o numero de varidveis explicativas.

Apenas um aluno resolveu os parametros pela notacdo matricial, sendo que os de-
mais alunos fizeram pelo Método dos Minimos Quadrados Ordinérios em virtude de

ter férmulas e ter aprendido fazer a tabela.

Um aluno fez o seguinte comentdrio: "Que a primeira atividade foi facil (ele esta
se referindo a atividade 4), pois tinha video-aulas que explicava tudo o que tinha que
fazer. A segunda (ele se refere a atividade 6, 7 e 8) foi dificil e muto longa e levou
muito tempo para entender. A ultima foi mais simples, pois foi mais curta e muito

semelhante as anteriores."



CONCLUSAO

O trabalho proposto com os alunos do 3° ano do ensino médio do ITB Prof. Antonio
Arantes Filho foi desenvolvido conforme o plano de aula obedecendo o calendario e a

sequéncia proposta das atividades.

A gestao escolar colaborou em todos os aspectos, desde a autorizacdo, utilizacao
espaco fisico e dos equipamentos, inclusive questionando os alunos sobre o projeto e
incentivando-os. Também pude contar com o apoio do professor Leonardo, de Econo-
mia, inicialmente com dicas sobre o tema, de livros, apostilas, programas de anadlise de

dados (Stata, Excel, Gretl e Action) e posteriormente com uso de nota de participacao.

O periodo escolhido para a realizagdo das atividades ndo ajudou muito, pois os
alunos tinham terminado um periodo de provas obrigatdrias e estavam cansados e
acabou contribuindo na demora de uma dedicacdo ideal, portanto, deve ser levado em
conta todas as influéncias internas e externas para a escolha do periodo do projeto e

uma maior integracdo dos professores.

Nas escolas de Barueri os professores tem 1/3 da carga hordria fora da sala de aula,
o que facilitou muito, pois tinha um horario reservado na biblioteca para aulas extras,
sendo uma por semana, mas poucos alunos podiam ficar até mais tarde na escola por

motivos de trabalho, cursos, estagios ou outros.

Como a unidade escolar possui laboratério de informatica com computadores (um
por aluno) e um técnico de informatica e a maior parte dos alunos conhecer o basico
do Excel tive mais facilidade nas aulas e na realizacao das atividades como os alunos,

como por exemplo: construcdo de tabelas e graficos.

O tempo entre as atividades deve ser maior, pois a maioria dos alunos tiveram di-
ficuldades em entregar no prazo, pois varios fatores interferiram: cansaco pds prova,

tempo para entendimento, trabalho de outros professores e outros.
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Perguntado a eles sobre a interpretacdo dos dados percebi que haviam adquirido
habilidades de entender, interpretar, reconhecer o fenémeno linear e realizar previsoes
econométricas. Inclusive um aluno até fez um paralelo da cultura dos americanos com
os brasileiros sobre poupar dinheiro pensando no futuro dos filhos e da previdéncia
privada citando os postulados de Keynes sobre propensdo marginal ao consumo e a

poupar e que levaria como licao para sua vida.

Na ultima atividade sobre o Modelo de Regressdo Linear Multipla reduzi a quanti-

dade de itens nas perguntas, pois os alunos ja haviam atingido os objetivos propostos.

Este projeto sendo incluido no planejamento anual e feito com apoio dos demais pro-
fessores ird contribuir muito no ensino aprendizagem dos alunos e terd um resultado
extremamente satisfatdrio, inclusive sendo possivel incluir alguma saida de atividade

de campo relacionada ao assunto.

Para este projeto as aulas de Matemadtica Discreta, Fundamentos de Célculo, Geome-
tria Analitica e Recursos Computacionais do PROFMAT foram de extrema importancia,
pois em todos os momentos de pesquisa e elaboracdo da dissertacdo utilizei os apren-

dizados e repassei os meus alunos.



APENDICE A

A.l

EFEITO MULTIPLICADOR DE RENDA

Tabela 26: Efeito multiplicador de renda com PMC = 0,7169

Agente Recebimento | Circulante | Poupanca
turista - 100,00
hospedagem no hotel 100,00 71,69 28,31
fornec. de carnes 71,69 51,39 20,30
criador de animais 51,39 36,84 15,55
veterinario 36,84 26,41 10,43
recepcionista 26,41 18,93 7,48
mercearia 18,93 13,57 5,36
entregador 13,57 9,72 3,85
lanchonete 9,72 6,97 2,75
fornec. mat. limpeza 6,97 5,00 1,97
fornec. prod. quimicos 5,00 3,58 1,42
combustivel 3,58 2,56 1,02
frentista 2,56 1,83 0,73
supermercado 1,83 1,31 0,52
fornec. verduras 1,31 0,94 0,37
fertilizantes 0,94 0,67 0,27
embalagens 0,67 0,48 0,19
frete 0,48 0,35 0,13
auto pecas 0,35 0,25 0,10
motoboy 0,25 0,18 0,07
padaria 0,18 0,13 0,05
fornec. farinha 0,13 0,09 0,04
motorista 0,09 0,07 0,02
feirante 0,07 0,04 0,03
mesada filho 0,04 0 0,03
- Totais 353,00 100,00
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A.2 QUESTIONARIO DE PESQUISA SOBRE CONHECIMENTOS PREVIOS

Questionario de Pesquisa sobre Conhecimentos Iniciais

Nome:
Curso que esta frequentando no ITB Prof. Antonio Arantes Filho: 3% ano
Idade: data: / /2016

Este questionario tem a finalidade de conhecer o perfil dos alunos sobre seus conhecimentos iniciais sobre os
topicos que iremos trabalhar nas atividades que iremos desenvolver no Trabalho sobre Introdugdo a
Econometria no Ensino Médio: Aplicagbes da Regressao Linear.

S3o apenas 10 questdes. Marque um X nos quadros (abaixo das afirmagoes).

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Vocé estudou (ou esta estudando) Estatistica no Ensino Médio? Caso afirmativo: por quanto tempo?
Sim Néo 1semestre | 2 semestres | 3 semestres | 4 semestres Mais de 4
semestres

Vocé sabe o que é Teste de Hipdteses em Estatistica?
Sim Nao

Vocé sabe o que € Intervalo de Confianga em Estatistica?
Sim Nio

Vocé sabe interpretar graficos lineares (por exemplo: vendas x tempo)?
Sim Nao

Vocé sabe construir um gréfico linear utilizando uma tabela de dados (por exemplo: vendas x tempo)?
Sim Nao

Vocé ja construiu um grafico de dispersdo? Caso negativo: Vocé sabe o que é um grafico de dispersio?
Sim Néo Sim | Ndo

Dado uma fungdo do 12 grau vocé sabe interpretar quem é o coeficiente linear (intercepto) e o coeficiente
angular?
Sim Nao

Se for dado um grafico do 12 grau vocé sabe determinar a sua fungdo do 12 grau (por exemplo: dado um
gréfico da posigdo x tempo, em movimento uniforme, isto é, velocidade constante)?
Sim Nio

Vocé sabe o que é Propensdo Marginal a Consumir e a Poupar?
Sim Néo

Qual seu conhecimento hoje sobre Regressao Linear Simples?

Acesse o site: https://sites.google.com/site/regressaolinear/home

Figura 32: Questiondrio de Pesquisa sobre Conhecimentos Prévios
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ANEXO A

1 TABELA DE DISTRIBUIGAO T - STUDENT

Teste Unilateral

15% | 10% | 5% | 2,5% |

2% | 1% | 05% | 0,1% | 0,05%

al Teste Bilateral
30% | 20% 10% 5% 4% 2% 1% 0.2% 0,1%

1 |1,9626| 3,0777| 6,3137|12,7062| 15,8945|31,8210 63,6559|318,2888| 636,5776
2 |1,3862| 1,8856| 2,9200 4,3027| 4,8487 6,9645| 9,9250 22,3285 31,5998
3 |1,2498| 1,6377| 2,3534| 3,1824| 3,4819| 4,5407| 5,8408| 10,2143 12,9244
4 |1,1896| 1,6332 2,1318| 2,7765| 2,9985 3,7469| 4,6041 7.1729 8,6101
5 [1,1558| 1,4759| 2,0150 2,5706| 2,7565| 3,3649 4,0321 5,8935 6,8685
6 [1,1342| 1,4398| 1,9432 2,4469| 2,6122| 3,1427 3,7074| 5,2075 5,9587
7 |1,1192| 1,4149| 1,8946| 2,3646| 2,5168| 2,9979 3,4995| 4,7853 5,4081
8 |1,1081| 1,3968| 1,8595| 2,3060| 2,4490 2,8965 3,3554| 4,5008 5,0414
9 [1,0997| 1,3830| 1,8331 2,2622| 2,3984| 2,8214 3,2498| 4,2969 4,7809
10 | 1,0931| 1,3722| 1,8125 2,2281| 2,3593| 2,7638| 3,1693] 4,1437 4 5868
11 |1,0877| 1,3634| 1,7959| 2,2010 2,3281| 2,7181 3,1058, 4,0248 4 4369
12 |1,0832| 1,3562| 1,7823 2,1788, 2,3027| 2,6810 3,0545 3,9296 4 3178
13 |1,0795| 1,3502| 1,7709 2,1604| 2,2816| 2,65603| 3,0123 3,8520 4 2209
14 | 1,0763| 1,3450| 1,7613 2,1448| 2,2638| 2,6245| 2,9768 3,7874 4,1403
15 | 1,0735| 1,3406| 1,7531| 2,1315| 2,2485| 2,6025| 2,9467 3,7329 4 0728
16 |1,0711| 1,3368| 1,7459 2,1199 2,2354| 2,5835 2,9208 3,6861 4, 0149
17 | 1,0690| 1,3334| 1,7396| 2,1098| 2,2238| 2,5669 2,8982| 3,6458 3,9651
18 | 1,0672| 1,3304| 1,7341 2,1009| 2,2137| 2,5524| 2,8784 3,6105 3,9217
19 | 1,0655| 1,3277| 1,7291| 2,0930| 2,2047| 2,5395| 2,8609, 3,5793 3,8833
20 | 1,0640 1,3253| 1,7247 2,0860| 2,1967| 2,5280 2,8453| 3,5518 3,8496
21 |1,0627| 1,3232| 1,7207, 2,0796| 2,1894| 2,5176| 2,8314 3,5271 3,8193
22 |1,0614| 1,3212| 1,7171 2,0739| 2,1829| 2,5083 2,8188 3,5050 3,7922
23 |1,0603| 1,3195 1,7139 2,0687| 2,1770| 2,4999 2,8073 3,4850 3,7676
24 |1,0593| 1,3178| 1,7109| 2,0639| 2,1715| 2,4922 2,7970, 3,4668 3,7454
25 |1,0584| 1,3163|1,7081| 2,0595| 2,1666| 2,4851 2,7874| 3,4502 3,7251
26 | 1,0575| 1,3150| 1,7056| 2,0555| 2,1620| 2,4786 2,7787 3,4350 3,7067
27 |1,0567| 1,3137| 1,7033| 2,0518| 2,1578| 2,4727 12,7707 3,4210 3,6895
28 |1,0560 1,3125/ 1,7011 2,0484| 2,1539| 2,4671 2,7633| 3,4082 3,6739
29 | 1,0553| 1,3114| 1,6991| 2,0452| 2,1503| 2,4620 2,7564| 3,3963 3,6595
30 | 1,0547| 1,3104| 1,6973 2,0423| 2,1470| 2,4573 2,7500( 3,3852 3,6460
35 | 1,0520( 1,3062| 1,6896| 2,0301| 2,1332| 2,4377 2,7238| 3,3400 3,5911
40 (1,0500) 1,3031| 1,6839 2,0211| 2,1229| 2,4233| 2,7045 3,3069 3,5510
50 | 1,0473| 1,2987| 1,6759 2,0086| 2,1087| 2,4033 2,6778| 3,2614 3,4960
60 | 1,0455| 1,2958| 1,6706 2,0003| 2,0994| 2,3901 2,6603| 3,2317 3,4602
120|1,0409| 1,2886| 1,6576| 1,9799| 2,0763| 2,3578| 2,6174 3,1595 3,3734
+oo | 1,0364| 1,2816| 1,6449 11,9600 2,0537| 2,3264 2,5758 3,0902 3,2905

Figura 33

: Tabela de Distribuicéo t - Student [4]




2 TABELA DE DISTRIBUIGAO NORMAL ESCORES NEGATIVOS

TABELA DE DISTRIBUIGAO NORMAL ESCORES NEGATIVOS

Tabela da Distribuicao Normal

Area Acumulada a Esquerda

0

( Escores de z negativos )

0.0

0,01

0,02

0.03

0,04

0,05

0.06

0,07

0.08

0.09

0.0

0,5000

0,4960

0.,4520

0,4880

0,4840

0,4801

0.4761

0,4721

0,4681

0,4641

-0,1

0,4602

0,4562

0,4522

0,4483

0,4443

0,4404

0,4364

0,4325

0,4286

0,4247

-0.2

0,4207

0,4168

0,4129

0.4090

0,4052

0,4013

0.3974

0.3936

0.3897

0,3859

-0,3

0,3821

0,3783

0,3745

0,3707

0,3669

0,3632

0,3594

0,3557

0,3520

0,3483

-0,4

0,3446

0,3409

0,3372

0,3336

0,3300

0,3264

0,3228

0,3192

0,3156

0,3121

-0.5

0,3085

0,3050

0,3015

0,2981

0.,2946

0,2912

0.2877

0.2843

0.2810

0,2776

-0.6

0,2743

0,2709

0,2676

0,2643

0,2611

0,2578

0,2546

0,2514

0,2483

0,2451

-0.7

0,2420

0,2389

0,2358

0,2327

0,2296

0,2266

0,2236

0,2206

0,2177

0,2148

-0.8

0,2119

0,2090

0,2061

0,2033

0,2005

0,1977

0,1949

0,1922

0,1894

0,1867

-0.,9

0,1841

0,1814

0,1788

0,1762

0,1736

0,1711

0,1685

0,1660

0,1635

0,1611

-1,0

0,1587

0,1562

0,1539

0.1515

0,1492

0,1469

0,1446

0,1423

0,1401

0,1379

-1,1

0,1357

0,1335

0,1314

0,1292

0,1271

0,1251

0,1230

0,1210

0,1190

0,1170

-1,2

*

0,1151

0,1131

0,1112

0,1093

0,1075

0,1056

0,1038

0,1020

0,1003

0,0985

-1.3

0,0968

0,0951

0,0934

0,0918

0,0901

0,0885

0,0869

0,0853

0,0838

0,0823

-1,4

0,0808

0,0793

0,0778

0,0764

0,0749

0,0735

0,0721

0,0708

0,0694

0,0681

-1,5

0,0668

0,0655

0,0643

0,0630

0,0618

0,0606

0,0594

0,0582

0,0571

0,0559

-1,6

0,0548

0,0537

0,0526

0,0516

0,0505

0,0495

0,0485

0,0475

0,0465

0,0455

-1,7

0,0446

0,0436

0,0427

0.,0418

0,0409

0,0401

0,0392

0,0384

0,0375

0,0367

-1.8

0,0359

0,0351

0,0344

0,0336

0,0329

0,0322

0,0314

0,0307

0,0301

0,0294

-1.9

0,0287

0,0281

0,0274

0,0268

0,0262

0,0256

0,0250

0,0244

0,0239

0,0233

-2,0

0,0228

0,0222

0,0217

0,0212

0,0207

0,0202

0,0197

0,0192

0.,0188

0,0183

-2,1

0,0179

0,0174

0,0170

0,0166

0,0162

0,0158

0,0154

0,0150

0,0146

0,0143

-2,2

0,0139

0,0136

0,0132

0,0129

0,0125

0,0122

0,0119

0,0116

0,0113

0,0110

-2,3

0,0107

0,0104

0,0102

0,0099

0,0096

0,0094

0,0091

0,0089

0,0087

0,0084

-2,4

0,0082

0,0080

0,0078

0,0075

0,0073

0,0071

0,0069

0,0068

0,0066

0,0064

-2,5

0,0062

0,0060

0,0059

0,0057

0,0055

0,0054

0,0052

0,0051

0,0049

0,0048

-2,6

0,0047

0,0045

0,0044

0,0043

0,0041

0,0040

0,0039

0,0038

0,0037

0,0036

-2,7

0,0035

0,0034

0,0033

0,0032

0,0031

0,0030

0,0029

0,0028

0,0027

0,0026

-2,8

0,0026

0,0025

0,0024

0,0023

0,0023

0,0022

0,0021

0,0021

0,0020

0,0019

-2,9

0,0019

0,0018

0,0018

0,0017

0,0016

0,0016

0,0015

0,0015

0,0014

0,0014

-3.0

0,0013

0,0013

0,0013

0,0012

0,0012

0,0011

0,0011

0,0011

0,0010

0,0010

-3.1

0,0010

0,0009

0,0009

0,0009

0,0008

0,0008

0,0008

0,0008

0,0007

0,0007

-3.,2

0,0007

0,0007

0,0006

0,0006

0,0006

0,0006

0,0006

0,0005

0,0005

0,0005

-3.3

0,0005

0,0005

0,0005

0,0004

0,0004

0,0004

0,0004

0,0004

0,0004

0,0003

3,4

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0003

0,0002

-3.5

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

-3,6

0,0002

0,0002

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

-3.7]

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

-3.8

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

-3.9

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

Figura 34: Tabela de Distribuicdo Normal Escores Negativos
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3 TABELA DE DISTRIBUIGAO NORMAL ESCORES POSITIVOS

Tabela da Distribuicao Normal

Area Acumulada a Direita

0z

( Escores de z positivos)

0,0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0

0,5000

0,5040

0,5080

0,5120

0,5160

0,5199

0,5239

0,5279

0,5319

0,5359

0,1

0,5398

0,5438

0.5478

0,5517

0,5557

0,5596

0,5636

0,5675

0,5714

0,5753

0,2

0,5793

0,5832

0,5871

0,5510

0,5948

0,5987

0,6026

0,6064

0.6103

0,6141

0.3

0,6179

0,6217

0,6255

0,6293

0,6331

0,6368

0,6406

0,6443

0,6480

0,6517

0.4

0,6554

0,6591

0,6628

0,6664

0,6700

0,6736

0,6772

0,6808

0,6844

0,6879

0.5

0,6915

0,6950

0,6985

0,7019

0,7054

0,7088

0,7123

0,7157

0,7190

0,7224

0.6

0,7257

0,7291

0,7324

0,7357

0,7389

0,7422

0,7454

0,7486

0,7517

0,7549

0,7

0,7580

0,7611

0,7642

0,7673

0,7704

0,7734

0,7764

0,7794

0,7823

0,7852

0.8

0,7881

0,7910

0,7939

0,7967

0,7995

0,8023

0,8051

0,8078

0,8106

0,8133

0.9

0,8159

0,8186

0.8212

0,8238

0.8264

0,8289

0,8315

0,8340

0,8365

0,8389

1,0

0,8413

0,8438

0,8461

0,8485

0,8508

0.8531

0,8554

0,8577

0,8599

0,8621

1,1

0,8643

0.8665

0.8686

0,8708

0,8729

0,8749

0,8770

0,8790

0,8810

0,8830

1,2

0,8849

0,8869

0,8888

0,8%07

0.,8925

0.8944

0.8962

0,8980

0,8997

0,9015

1,3

0,9032

0,9049

0,9066

0,9082

0,9099

0,9115

0,9131

0,9147

0,9162

0,9177

1,4

0,9192

0,9207

0,9222

0,9236

0,9251

0,9265

0,9279

0,9292

0,9306

0,9319

1,5

0,9332

0,9345

0,9357

0,9370

0,9382

0,93%4

0,9406

0,9418

0,9429

0,9441

1,6

0,9452

0,9463

0,9474

0,9484

0,9495

0,9505

0,9515

0,9525

0,9535

0,9545

1,7

0,9554

0,9564

0,9573

0,9582

0,9591

0,9599

0,9608

0,9616

0,9625

0,9633

1,8

0.9641

0,9649

0,9656

0,9664

0,9671

0,9678

0,9686

0,9693

0,9699

0,9706

1,9

0,9713

0,9719

0,9726

0,9732

0,9738

0,9744

0,9750

0,9756

0,9761

0,9767

2,0

0,9772

0,9778

0,9783

0,9788

0,9793

0,9798

0,9803

0,9808

0,9812

0,9817

2,1

0,9821

0,9826

0,9830

0,9834

0,9838

0,9842

0,9846

0,9850

0,9854

0,9857

2,2

0,9861

0,9864

0,9868

0,9871

0,9875

0,9878

0,9881

0,9884

0,9887

0,9890

2.3

0,9893

0,9896

0,9898

0.9901

0.9904

0.9906

0,9909

0,9911

0,9913

0,9916

2,4

0,9918

0,9920

0,9922

0,9925

0,9927

0,9929

0,9931

0,9932

0,9934

0,9936

2,5

0,9938

0,9940

0,9941

0,9943

0,9945

0,9946

0,9948

0,9949

0,9951

0,9952

2,6

0,9953

0,9955

0,9956

0,9957

0,9959

0,9960

0,9961

0.,9962

0,9963

0,9964

2,7

0,9965

0,9966

0,9967

0,9968

0,9969

0,9970

0,9971

0,9972

0,9973

0,9974

2,8

0,9974

0,9975

0,9976

0,9977

0,9977

0,9978

0,9979

0,9979

0,9980

0,9981

2,9

0,9981

0,9982

0,9982

0,9983

0,9984

0,9984

0,9985

0,9985

0.,9986

0,9986

3,0

0,9987

0,9987

0,9987

0,9988

0,9988

0,9989

0,9989

0,9989

0,9990

0,9990

3,1

0,9990

0,9991

0,9991

0,9991

0,9992

0,9992

0,9992

0,9992

0,9993

0,9993

3,2

0,9993

0,9993

0,9994

0,9994

0,9994

0,9994

0,9994

0,9995

0,9995

0,9995

3.3

0,9995

0,9995

0,9995

0,9996

0,9996

0,9996

0,9996

0,9996

0,9996

0,9997

3.4

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9997

0,9998

3,5

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

3,6

0,9998

0,9998

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

3,7

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

3.8

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

0,9999

3.9

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

1,0000

Figura 35: Tabela de Distribuicdo Normal Escores Positivos
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ANEXO B

1 ATIVIDADE 7 RESOLVIDA PELO ALUNO

p— ITB — PROF. ANTONIO ARANTES FILHO e PR
".re'b Aluno: Jenilson Melo Nascimento Numero: 14 HTB
5 1% Bt | 32série: Curso: Contabilidade Turma: C i Sl
Professor: Ricardo Will Disciplina: Fisica Periodo: Manha
3 2 TRIMESTRE Data: 20 / set / 2016 Nota

Atividade 7 — Modelo de Regressiao Linear Simples

02. Uma empresa resolveu estudar a variagdo da demanda (em unidades) de seu produto em fungio do
preco de venda (em reais) praticado. Para isso, foram coletados os seguintes dados:

Tabela 16: Variagio da demanda do produto em fungdo do prego de venda

Prego (X) | Demanda (Y) P
36 350,00 ;
43 330,00
49 296,00 s
55 252,00 §
61 230,00
63 218,00
69 203,00
72 196,00
74 188,00 _
77 167,00
Determine:

a) Os estimadores Sxx, Sxy, Syy

Prego (X) |Demanda (Y)| (Xi-X)2 | (Yi-Y)2 [(Xi-X)(Yi-Y)
36 350,00 571,21 | 11.449,00 |- 2.557,30
43 330,00 285,61 | 7.569,00 |- 1.470,30
49 296,00 118,81 | 2.809,00 |- 577,70
55 252,00 24,01 81,00 |- 44,10
61 230,00 1,21 169,00 |- 14,30
63 218,00 9,61 625,00 |- 77,50
69 203,00 82,81 | 1.600,00 |- 364,00
72 196,00 146,41 | 2.209,00 |- 568,70
74 188,00 198,81 | 3.025,00 |- 775,50
77 167,00 292,41 | 5.776,00 |- 1.299,60
[Totais 599,00 2.430,00 | 1.730,90 | 35.312,00 |- 7.749,00
|Médias 59,90 243,00
Sxx =Y (Xi— X)? Syy=3(Yi—-Y)? Sxy=3Xi-X)(Yi-Y)
Sxx =1.730.90 Syy =35.312,00 Sxy = - 7.749,00
b) Os pardmetros Po e p1.
Bi= Sxy = -7.749,00 =-4,4769 Bo=Y-p1X
Sxx 1.730,90 Bo =243 — (-4,4769)(59.90)
Bo=511,16

Figura 36: Atividade 7 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 1
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¢) A equacdo de regressao linear simples

Y =-4,4769x + 511,16

d) A soma dos quadrados dos residuos (SQR)
SQR = Syy - p1 * Sxy
SQR =35.312 — (- 4,4769 * - 7.749)
SQR = 620,50

¢) O quadrado médio dos residuos (QMR)

QMR = 62
=508
QMR ==

620,50
8

QMR = 77,56

QMR =

f) O desvio padrao dos residuos

6=46°
6 =+77,56
6 = 8.8068

g) A variancia de Po e fi

var (Po) = \/% var (B1) = \/%

var (fo) = 6% * 1 + X—2 var (1) = 6—2
n  Sxx Sxx
= 1, (599 _ 7756
var (ﬂl]) - 77,56 *( E + m) var (Bl) 1730,90
var (fo) = 16.085,29 var (f1) = 0.04481
h) O desvio padrio de fo e pi
_ |6? _[e
Gpo= B0 Op1= B
Gpo=V16.085,29 Gp1 = 1/0,04481
Gpo= 126,83 Gp1=0.21168

Figura 37: Atividade 7 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 2
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i) A analise da varidncia (ANOVA) completando a tabela

ANOVA
gl sQ MQ F F de significagdo

Regressdo 1 34691,20169 34691,20169 447,052783 2,63056E-08
Residuo 8 620,798313 77,59978913
Total 9 35312

SQT = Syy

SQT =35.312
SQE = QME

SQE = SQT - SQR
SQE = 35.312 - 620,50
SQE = 34.691,50

j) O teste I para um nivel de confianga de 95%

Fo= QME Fo= 34.691,5
QMR 77,56
Fo= 44729

k) O coeficiente de correlagio Pearson.

Sxy
VSxx = Syy
—7.749

V1730,90+35.312
r=-0991171 =-99.1%

1) O coeficiente de determinacio

?=-0,991171?
2 =10,982419=98,2 %

m) O coeficiente de determinacio ajustado

_ n-1 2
1) (1-1)
2970y * (1-0,982419)

T=1- (10—2

‘17 = 10,9802 = 98,02%

Figura 38: Atividade 7 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 3
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n) Os testes de hipdteses 7 e o intervalo de confianga de 95% para os parimetros o e 1.
- Para fip

Ho:ﬁﬂ:()
Hi=po# 0

_ B0 _ 51116 _
680 126,83

T, 4,0303

[BO-(t*6B0) ; BO+ (t*6B0)]
[S11.16 — ( 2.3060 * 126,832 ; 51116 +(2,3060 * 126.83)]
[218,69 : 803,63 777.62]

- Para £
Ho:ﬁf:()
Hi=p1#0

_ B1 -44769 _

T, =
° 61 021168

-21,494

[B1-(t*6B1) ; B1+ (t*6B1)]
[-4,4769 — (2,3060 * 0,21168) ; -4,4769 +(2,3060 * 0,21168)]
[-4.965 : -3,9888]

Figura 39: Atividade 7 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 4
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2 ATIVIDADE 8 RESOLVIDA PELO ALUNO

pr— ITB - PROF. ANTONIO ARANTES FILHO D P
rl.re‘b Aluno: Jenilson Melo Nascimento Nimero: 14 ﬁTB
BB % B | 32 5érie: Curso: Contabilidade Turma: C S
Professor: Ricardo Will Disciplina: Fisica Periodo: Manh3
3 2 TRIMESTRE Data: 20 / set / 2016 Nota

Atividade 7 — Modelo de Regressao Linear Simples

02. Uma empresa resolveu estudar a varia¢do da demanda (em unidades) de seu produto em fun¢do do
pre¢o de venda (em reais) praticado. Para isso, foram coletados os seguintes dados:

Tabela 16: Variagao da demanda do produto em fungio do prego de venda

Preco (X) | Demanda (Y) Preco x Demanda
36 350,00 nath
43 330,00
49 296,00 s
55 252,00
61 230,00 5
63 218,00
69 203,00
72 196,00
74 188,00 : __ _
77 167,00 Preco (x)
Determine:

a) Os estimadores Sxx, Sxy, Syy

Prego (X) |Demanda (Y)| (Xi-X)2 | (Yi-Y)2 [(Xi-X)(Yi-Y)
36 350,00 571,21 | 11.449,00 |- 2.557,30
43 330,00 285,61 | 7.569,00 |- 1.470,30
49 296,00 118,81 | 2.809,00 |- 577,70
55 252,00 24,01 81,00 |- 44,10
61 230,00 1,21 169,00 |- 14,30
63 218,00 9,61 625,00 |- 77,50
69 203,00 82,81 | 1.600,00 |- 364,00
72 196,00 146,41 | 2.209,00 |- 568,70
74 188,00 198,81 | 3.025,00 |- 775,50
77 167,00 292,41 | 5.776,00 |- 1.299,60
Totais 599,00 2.430,00 | 1.730,90 | 35.312,00 [-  7.749,00
Médias 59,90 243,00
Sxx =Y (Xi - X)? Syy=>(Yi-Y)? Sxy=YXi-X)(Yi-Y)
Sxx = 1.730,90 Syy = 35.312,00 Sxy =-7.749.00
b) Os pardmetros Bo e Pi.
Pi= Sxy = -7.749,00 =-44769 Po=Y-p1X
Sxx 1.730,90 Bo =243 — (-4.4769)(59,90)
Bo=511.16

Figura 40: Atividade 8 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 1
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¢) A equacdo de regressao linear simples

Y =-4,4769x + 511,16

d) A soma dos quadrados dos residuos (SQR)
SQR = Syy - p1 * Sxy
SQR =35.312 — (- 4,4769 * - 7.749)
SQR = 620,50

¢) O quadrado médio dos residuos (QMR)

QMR = 62
=508
QMR ==

620,50
8

QMR = 77,56

QMR =

f) O desvio padrao dos residuos

6=46°
6 =+77,56
6 = 8.8068

g) A variancia de Po e fi

var (Po) = \/% var (B1) = \/%

var (fo) = 6% * 1 + X—2 var (1) = 6—2
n  Sxx Sxx
= 1, (599 _ 7756
var (ﬂl]) - 77,56 *( E + m) var (Bl) 1730,90
var (fo) = 16.085,29 var (f1) = 0.04481
h) O desvio padrio de fo e pi
_ |6? _[e
Gpo= B0 Op1= B
Gpo=V16.085,29 Gp1 = 1/0,04481
Gpo= 126,83 Gp1=0.21168

Figura 41: Atividade 8 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 2
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i) A analise da varidncia (ANOVA) completando a tabela

ANOVA
gl sQ MQ F F de significagdo

Regressdo 1 34691,20169 34691,20169 447,052783 2,63056E-08
Residuo 8 620,798313 77,59978913
Total 9 35312

SQT = Syy

SQT =35.312
SQE = QME

SQE = SQT - SQR
SQE = 35.312 - 620,50
SQE = 34.691,50

j) O teste I para um nivel de confianga de 95%

Fo= QME Fo= 34.691,5
QMR 77,56
Fo= 44729

k) O coeficiente de correlagio Pearson.

Sxy
VSxx = Syy
—7.749

V1730,90+35.312
r=-0991171 =-99.1%

1) O coeficiente de determinacio

?=-0,991171?
2 =10,982419=98,2 %

m) O coeficiente de determinacio ajustado

_ n-1 2
1) (1-1)
2970y * (1-0,982419)

T=1- (10—2

‘17 = 10,9802 = 98,02%

Figura 42: Atividade 8 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 3



2 ATIVIDADE 8 RESOLVIDA PELO ALUNO 131

n) Os testes de hipdteses 7 e o intervalo de confianga de 95% para os parimetros o e 1.
- Para fip

Ho:ﬁﬂ:()
Hi=po# 0

_ B0 _ 51116 _
680 126,83

T, 4,0303

[BO-(t*6B0) ; BO+ (t*6B0)]
[S11.16 — ( 2.3060 * 126,832 ; 51116 +(2,3060 * 126.83)]
[218,69 : 803,63 777.62]

- Para £
Ho:ﬁf:()
Hi=p1#0

_ B1 -44769 _

T, =
° 61 021168

-21,494

[B1-(t*6B1) ; B1+ (t*6B1)]
[-4,4769 — (2,3060 * 0,21168) ; -4,4769 +(2,3060 * 0,21168)]
[-4.965 : -3,9888]

Figura 43: Atividade 8 resolvida pelo aluno e enviada via email - parte 4
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