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RESUMO

A geometria espacial € de suma importancia na matematica e tem ampla
aplicacdo na vida cotidiana. No entanto, para melhor compreensao de
Seus conceitos, observa-se a necessidade de formas alternativas para o
seu ensino na escola basica. Neste trabalho é descrito os conceitos de
poligonos, poliedros e ndo poliedros, bem como o0s procedimentos
utilizados para o ensino e aprendizagem de volumes e o Principio de
Cavalieri, por meio de atividade experimental, na segunda série do ensino

médio.

Palavras-chave: Ensino de Matematica - Calculo de Volumes - O
Principio de Cavalieri.



ABSTRACT

Spatial geometry is of paramount importance in mathematics and has wide
application in everyday life. However, to better understand their concepts,
there is a need for alternative ways of teaching in basic school. In this
work the concepts of polygons, polyhedra and non-polyhedra are
described, as well as the procedures used for teaching and learning of
volume and the Cavalieri Principle, through experimental activity, in the
second grade of high school.

Keywords: Teaching of Mathematics - Calculus of Volumes - The

Principle of Cavalieri.
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Capitulo 1: INTRODUCAO

A origem da matematica € dificil de ser definida, pois, segundo Boyer
(1996), “... os primérdios do assunto sdo mais antigos que a arte de escrever”, no
entanto as constru¢bes das piramides e templos pelas civilizagbes Egipcia e
Babilbnica s&o o registro mais antigo de um conhecimento ordenado de Geometria.

Muitos outros povos antigos possuiam conhecimentos geométricos, como
os Hindus e os Chineses, que também contribuiram para a geometria que
conhecemos atualmente. Por volta do século VIl a.C. a Geometria passou a ser
vista como uma ciéncia dedutiva, mas somente no século Ill a.C. ela foi
apresentada, por Euclides (323 — 285 a.C.), em forma de axiomas, o que originou o
gue conhecemos hoje por Geometria Euclidiana.

Segundo Contador (2006), “Os mais antigos registros de uma atividade
geométrica desenvolvida pelo homem datam de cerca 3000 a. C. com o0s
sumérios”. No entanto, foi no Egito, h& cerca de 2000 a. C., que surgiu 0S primeiros
indicios do estudo da Geometria Espacial, com a descoberta dos papiros de
Moscou e de Rhind, os quais tém origens egipcias. Segundo Boyer (1996):

e “papiro de Moscou”: datado de 1850 a. C. Contém as solucdes de 25
problemas de aritmética e geometria.

e “papiro de Ahmes ou papiro de Rhind”: datado de 1650 a. C. e comprado em
1858 por um escocés, Henry Rhind, em uma cidade as margens do rio Nilo.
Contém as solucdes de 85 problemas de aritmética e geometria.

Nos dias atuais existem inUmeras profissdes que fazem uso indispensavel
dos conceitos geométricos, entre elas: arquitetura, engenharia, costureira, artista
plastico, etc., ainda, situacdes como montar um brinquedo, jogar com amigos,
determinar a quantidade de liquido que cabe em um determinado recipiente, entre
outras, podem se transformar em um problema sem conhecimentos geomeétricos.
Logo, fica explicita a importancia da Geometria em nosso cotidiano e na formagao
de um individuo.

A Geometria surgiu da necessidade de se determinar comprimentos, areas

e volumes, fato que deu origem ao seu nome: geos (terra) e metron (medida) e,
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desde entdo, esta presente em todo nosso cotidiano, em casa nos formatos das
paredes, nas formas retas e curvas das ruas e estradas, nos moveis e objetos de
decoracao, na escola etc. Na natureza ela aparece, dentre iniUmeros exemplos, na
forma cilindrica do caule das plantas, na simetria das folhas e flores e até mesmo

nos animais. Segundo Contador,

Nao é possivel datar o momento exato quando o homem passou a ter
consciéncia do mundo a sua volta, mas é certo que foi a partir dai que
passou a observar, perceber e comparar as diferentes formas de tudo
gue a Natureza lhe oferecia. Foi através dessas observacdes que
inconscientemente, 0s conceitos geométricos foram se formando.
(CONTADOR, 2006, p. 191)

Ha& alguns anos o ensino da Geometria vem sendo proposto pelos
Parametros Nacionais Curriculares (PCNs) como substancial no desenvolvimento
de competéncias matematicas em todas as séries do ensino basico. Segundo a

Proposta curricular do estado de S&o Paulo,

Consideramos que a Geometria deve ser tratada, ao longo de todos os
anos, em abordagem espiralada, o que significa dizer que os grandes
temas podem aparecer tanto nas séries/anos do Ensino Fundamental
guanto nas do Ensino Médio, sendo a diferenca a escala do tratamento
dada ao tema. (SAO PAULO (ESTADO), 2010, p.39)

Diante desta importancia, varios questionamentos podem surgir a respeito
da construcdo do conhecimento geométrico, como por exemplo: “de que forma
ensinar 0s conceitos geométricos fundamentais nas escolas?”, “utilizar somente a
contextualizac&@o ou realizar experimentos e/ou jogos didaticos?”.

As metodologias de ensino e seus recursos sao ferramentas valiosas no
processo de ensino/aprendizagem, com elas € possivel que professores e alunos
interajam a fim de que o conhecimento seja transmitido e absorvido de forma
significativa. Entretanto, este fato ndo anula a importadncia da exposicdo do
contetdo, no método tradicional, somente o complementa. Metodologias de ensino,
em geral, utilizam esta exposicéo de conteudo como uma de suas etapas.

Segundo Petrossi (1988, p.28), “A rigor ndo existe o0 método absoluto e
eficiente”, assim, a escolha da metodologia deve ser feita considerando-se os

paradigmas socioculturais e educacionais do aluno e nem sempre apresenta éxito.

13



Porém ha inUmeras pesquisas apresentando resultados positivos com relacdo a
utilizacdo das mesmas.

O célculo de volumes de alguns solidos pode se tornar muito complexo e,
por isso, muitos matematicos, como o italiano Bonaventura Cavalieri, buscaram
encontrar métodos que generalizassem este calculo. Segundo texto encontrado no

Caderno do Professor do estado de Sao Paulo,

Para Cavalieri a linha era formada por pontos sem comprimento, a
superficie por infinitas linhas sem largura, e os soélidos eram
interpretados por uma reunido de superficies sem profundidade. No seu
entendimento, as figuras planas sdo como tecidos compostos por fios
paralelos e os sélidos, como livros, pilhas de folhas paralelas. (SAO
PAULO, 2015, p. 69 e 70)

s

O objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta, composta por
atividades experimentais, as quais visam proporcionar aos alunos do ensino médio
a oportunidade de observar os resultados e concluir propriedades mateméticas,
entre elas o Principio de Cavalieri. O conceito geométrico escolhido para este
trabalho foi volume de poliedros e nao poliedros, conforme capitulo 4, no entanto, a
parte experimental proposta e desenvolvida junto aos alunos da 2° série do ensino
médio se restringiu a volume de prismas, piramides e cilindros (Capitulo 5). Esta
escolha foi motivada pelas dificuldades apresentadas pelos alunos, em
experiéncias anteriores, na compreensdo e aplicacdo destes conceitos. Nos

capitulos 2 e 3 serédo introduzidos os pré-requisitos fundamentais para o capitulo 4.

14



Capitulo 2: FIGURAS ESPACIAIS - POLIEDROS

Neste capitulo vamos definir conceitos envolvendo poliedros e conhecer
suas propriedades. Para isso, vamos, primeiramente, introduzir algumas defini¢coes

sobre poligonos, as quais foram baseadas em Barbosa (2000).

Definicdo 2.1: Uma regido triangular € um conjunto de pontos do plano formado
por todos os segmentos cujas extremidades estdo sobre os lados de um triangulo
(Figura 1). Ainda, o triangulo € chamado de fronteira da regido triangular e, o
conjunto de pontos desta regido que ndo pertencem a fronteira é chamado de

interior.

Figura 1: Regido Triangular.

Definicdo 2.2: Uma regido poligonal é a unido de um numero finito de regides

triangulares que, duas a duas, ndo tem pontos interiores em comum (Figura 2).

Figura 2: Regido Poligonal.
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Um ponto P € interior a uma regido poligonal se existir alguma regido
triangular contida na regiéo poligonal contendo o ponto P. O interior de uma regiao
poligonal é o conjunto de pontos interiores da regido. A fronteira de uma regido

poligonal é formada pelos pontos da regido que ndo pertencem ao seu interior.

Exemplo 2.1: O ponto P e Q, representados na Figura 3, sdo pontos pertencentes

ao interior e a fronteira da regido poligonal, respectivamente.

Figura 3: Ponto do interior de uma regido poligonal, P, e ponto da fronteira, Q.

Os segmentos de retas que determinam a fronteira de uma regido poligonal
sdo chamados de lados desta regido poligonal e os pontos onde estes segmentos

se encontram sao chamados de vértices.

Definicdo 2.3: Uma poligonal é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
A1, Az, ...,A, e pelos segmentos A1Az, A2As, ..., An1An. Os pontos Az, Az, ...,A, s@o
vértices da poligonal e os segmentos AjAz, A2As, ..., An1An S80 0s seus lados.

Definicdo 2.4: Um poligono € uma poligonal em que as seguintes quatro condi¢des
séo satisfeitas:

o An=Ay
e Os lados da poligonal se interceptam somente em suas extremidades;
e Cada vértice é extremidade de dois lados;

¢ Dois lados com mesma extremidade n&o pertencem a uma mesma reta.

Chamamos de poligono regular um poligono com lados congruentes (de
mesma medida).

16



Pela Defini¢cdo 2.3, a fronteira de uma regido poligonal € um poligono.
Exemplo 2.2: Um pentagono é um poligono de cinco lados e cinco vértices (Figura

4).

Figura 4: Pentagono ABCDE.

Exemplo 2.3: A Figura 5 apresenta exemplos de poligonos.

Figura 5: Poligonos.

Exemplo 2.4: A Figura 6 apresenta exemplos de poligonos regulares, ou seja,

poligonos cujos lados tém mesma medida.

Figura 6: Poligonos regulares.
17



Figuras planas limitadas por curvas, como, por exemplo, o circulo, ndo sao

poligonos.

Exemplo 2.5: As figuras planas, representadas na figura 7, ndo sdo poligonos

porque ndo sado formadas apenas por segmentos e desta forma ndo satisfazem a

N /
W, l\i \\j

Figura 7: Figuras planas néo poligonais.

definicdo 2.3.

A nomenclatura dos poligonos é dada de acordo com a quantidade de lados
do mesmo. Segue o nome de alguns poligonos com o numero de lados de cada
um:

e Triangulo: 3 lados;

e Quadrilatero: 4 lados;
e Pentagono: 5 lados;

e Hexagono: 6 lados;

e Heptagono: 7 lados;

e Octagono: 8 lados;

e Eneagono: 9 lados;

e Decégono: 10 lados;

e Undecagono: 11 lados;
e Dodecagono: 12 lados;
e Pentadecagono: 15 lados;

e Icosagono: 20 lados.

Por abuso de linguagem uma regido poligonal também é chamada de

poligono simplesmente. Por exemplo, € utilizado triangulo para regiéo triangular.

18



Definicdo 2.5: Um poligono € dito convexo se ele esta contido num mesmo
semiplano em relacdo a reta suporte de qualquer de seus lado, caso contrario, o

poligono é dito ndo convexo.

Exemplo 2.6: Na Figura 8 o poligono da esquerda é um poligono convexo e o da

direita € um poligono ndo convexo.

Figura 8: Poligono convexo e nao convexo.

Definicdo 2.6: Uma figura poliédrica é a reunido de um numero finito de poligonos
planos tais que:
i. A intersecao de dois poligonos quaisquer ou é vazia, ou € um vértice ou é
um dos lados dos poligonos;
ii.  Dois poligonos contendo um lado em comum néo sao coplanares;
iii. Cadalado de cada poligono ndo pertence a mais do que dois poligonos.
Os lados e vértice dos poligonos sdo denominados arestas e vértices da

figura poliédrica, respectivamente.

Definicdo 2.7: Uma superficie poliédrica € uma figura poliédrica reunida com as
regides poligonais (ndo necessariamente todas) determinadas pelos poligonos,
denominadas faces da superficie poliédrica com a seguinte condi¢cdo adicional na
definicao 2.6:

iv. Existindo arestas que pertencam a uma soO face elas devem formar uma

Unica poligonal fechada denominada contorno.
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Quando uma superficie nao tiver contorno é dita fechada, caso contrario ela

sera dita aberta.

Exemplo 2.7: Uma caixa destampada é uma superficie poliédrica aberta, se estiver
tampada é uma superficie poliédrica fechada e, se nao tiver tampa e nem fundo

nao sera uma superficie poliédrica (Figura 9).

"~-~.l,

Figura 9: Superficie poliédrica aberta, fechada e uma figura que n&o é superficie poliédrica.

Definicdo 2.8: Uma superficie poliédrica € convexa quando satisfizer a seguinte
condicao adicional:
v. O plano de cada poligono deixa todos os outros poligonos num mesmo

semiespaco.

Exemplo 2.8: As figuras espaciais abaixo sdo exemplos de superficies poliédricas

convexas (Figura 10) e superficies poliédricas ndo convexas (Figura 11).

Figura 10: Superficies poliédricas convexas.
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Figura 11: Superficie poliédrica ndo convexa.

Elementos da Superficie Poliédrica:
e Faces: os poligonos;
e Arestas: os lados dos poligonos;

e Vértices: os vértices dos poligonos.

Por abuso de linguagem as superficies poliédricas recebem os mesmos
nomes dos poliedros. Esses nomes sdo introduzidos ao longo dos proximos

capitulos.

Definicdo 2.9: Chamamos de poliedro toda regido do espaco delimitada por um
conjunto de regifes poligonais, que satisfazem as seguintes condicoes:
i. A intersecdo de duas regifes poligonais quaisquer ou é vazia, ou € um
vértice ou é um dos lados;
ii.  Duas regides poligonais contendo um lado em comum néo s&o coplanares;
iii. Cada lado de uma regidao poligonal ndo pertence a mais do que duas
regides.

Os lados e vértices das regides poligonais sdo denominados arestas e
vértices da figura poliédrica, respectivamente. As regides poligonais sdo chamadas
faces do poliedro.

Pela Definicdo 2.9, a fronteira do poliedro € exatamente sua superficie
poliédrica. Se a superficie for convexa, entdo o poliedro é convexo. Neste trabalho,

daremos énfase aos poliedros convexos.
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Observamos que a reunido de uma superficie poliédrica limitada convexa
com seu interior determina um poliedro convexo, ainda, a reunido de todas as faces
de um poliedro determina a sua superficie poliédrica. Em outras palavras, uma

superficie poliédrica € apenas a “casca” do poliedro, com interior oco.

Definicdo 2.10: Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sé&o
poligonos regulares congruentes e em todos 0s vertices concorrem 0 mesmo

ndmero de arestas.

Exemplo 2.9: O octaedro, representado a esquerda na Figura 12, e o

paralelepipedo, a direita, sdo exemplos de poliedros convexos regulares.

Figura 12: Poliedros regulares.

A seguir descrevemos alguns poliedros convexos.

2.1 Prismas

Definicdo 2.1.1: Sejam A;A....An vértices de uma regiao poligonal convexa situado
no plano a e um segmento de reta PQ, cuja reta suporte r, que contém PQ,
intercepta o plano a. Chamamos de prisma a reunido de todos os segmentos
paralelos e congruentes a PQ, com uma extremidade nos pontos da regido

poligonal e situados num mesmo semiespac¢o dos determinados por a.
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A denominacdo de um prisma depende da quantidade de lados que
determina o poligono de sua base, ou seja, um prisma sera triangular,
guadrangular, etc., se suas bases forem tridangulos, quadrilateros, etc. Ainda, um
prisma possui 0s seguintes elementos:

e Bases: um prisma possui 2 bases determinadas por poligonos congruentes
pertencentes a planos paralelos;

e Faces laterais: os paralelogramos (regido quadrangular) determinados pelos
vértices dos poligonos das bases;

e Arestas: os lados das regifes poligonais;

e Vértices: os vértices das regides poligonais.

Exemplo 2.1.1: Um prisma cuja base é uma regido poligonal de seis lados é

chamado de prisma hexagonal (Figura 13).

Figura 13: Prisma Hexagonal.

7

Definicdo 2.1.2: Seccédo de um prisma € uma regido poligonal plana obtida da
intersecdo do prisma com um plano que intercepta todas as arestas laterais.
Seccéo reta € uma seccao cujo plano é perpendicular as arestas laterais.

Exemplo 2.1.2: A secgao de um prisma triangular € um triangulo (Figura 14).
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Figura 14: Seccdo de um prisma triangular.

Observemos que a seccao é uma regido triangular com um sé vértice em

cada aresta lateral do prisma.

Exemplo 2.1.3: O plano que determina a seccdo reta do prisma triangular é

paralelo a base, neste caso, a seccéo é congruente a base (Figura 15).

Figura 15: Secgéo reta de um prisma triangular.

Definicdo 2.1.3: A superficie lateral de um prisma é a reunido de suas faces
laterais e a superficie total de um prisma é a reunido de sua superficie lateral com

suas bases.
Definicdo 2.1.4: O prisma pode ser classificado como:

i. Prisma Reto € aquele cujas arestas laterais sdo perpendiculares aos planos

das bases;
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Uma reta r € perpendicular a um plano quando é ortogonal a todas as retas
desse plano. Uma aresta lateral sera perpendicular ao plano da base do prisma
guando a sua reta suporte for perpendicular a esse plano.

ii.  Prisma Obliquo é aquele cujas arestas sao obliquas aos planos das bases;

iii. Prisma Regular € um prisma reto cujas bases séo poligonos regulares.

Exemplos desses prismas podem ser observados na Figura 16.

Uma outra forma de verificar que uma reta r é perpendicular a um plano é
analisando se r é ortogonal a um par de retas concorrentes deste plano. A prova
deste Teorema pode ser encontrada em Carvalho (2005).

> “

# -
i = 4II:I"---.-_-_-_-~~--/
Prisma Chliqua, .
Prisimia Reta, H Prisma Reqular,

Figura 16: Prismas reto, obliquo e Regular.

Proposicéo 2.1.1: As faces laterais de um prisma reto s&o retangulares.

Demonstracéao:

Sejam A;...A, e B1...B, vértices dos poligonos que determinam as bases de
um prisma reto. Pela Definicdo 2.1.4 (i) temos que as arestas laterais do prisma
sdo perpendiculares aos planos das bases e, consequentemente, as arestas das
bases, ou seja, AB; é perpendicular a AjAi;1 e também a BiBi:1, com 1 <i < n. Dai,
AB; é paralelo a Ai.1Bis1 € AA1 € paralelo a BBi«;. Logo ABiAi+1Bix1 € um

paralelogramo.
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Como AB; € perpendicular a AjAi+1 e também a BiBi.1 €, ainda, AiB; € paralelo
a Ai1Bis1 (por construcdo), segue que Ai.1Bi+; também é perpendicular a AiAis; €
também a BBj:;. Assim os angulos internos do paralelogramo AiBiAi+1Bis1 séo
congruentes e medem 90°, ou seja, ABiAi+1Bi+1 € um retangulo.

Portanto, as faces de um prisma reto sédo retangulares. m

Definicdo 2.1.5: Paralelepipedo € um prisma cujas bases sdo paralelogramos
(Figura 17).

Figura 17: Paralelepipedo.

Definicdo 2.1.6: Paralelepipedo Retangulo € um prisma reto cujas bases séo

< =

e

Figura 18: Paralelepipedo Retangulo.

retangulares (Figura 18).

Definicdo 2.1.7: Um Cubo é um paralelepipedo retangulo regular (Figura 19).
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Figura 19: Cubo.

2.2 Piramide

Definicdo 2.2.1: Sejam A;A....A, vértices de uma regido poligonal convexa
situados no plano a e um ponto V nado pertencente a esse plano. Chama-se
piramide de base A;A...A, e vértice V a reunido dos segmentos com uma

extremidade em V e outra nos pontos da regio.

Uma piramide possui 0s seguintes elementos:

e Base: a regido pertencente ao plano q;

e Faces laterais: As regides triangulares determinadas pelos vértices da base
e o0 vértice V;

e Arestas: os lados das regifes poligonais;

e Vértices: os vértices das regides poligonais.

E importante notar que a natureza de uma piramide sera determinada pela
guantidade de lados de sua base, ou seja, uma piramide sera triangular,

guadrangular, etc., se suas bases forem regides triangulares, quadrangulares, etc.

Exemplo 2.2.1: Na Figura 20 temos uma piramide cuja base é formada por uma
regido poligonal de cinco lados, A1A2A3A4As. Essa é uma pirAmide pentagonal.
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Figura 20: Pirdmide de base pentagonal.

Definicdo 2.2.2: Seccdo de uma piramide é uma regido poligonal plana com
apenas um vértice em cada aresta. Na Figura 21 as secc¢des foram obtidas ao

seccionar a piramide com um plano ndo paralelo e outro paralelo a base.

Figura 21: Seccdes de uma piramide pentagonal.

Pode ser observado que a sec¢do de uma piramide é uma regido poligonal
de mesmo numero de lados que a base desta piramide. No caso da piramide a
direita na Figura 21, os lados da seccdo sdo paralelos aos lados da base da

piramide.

Definic&o 2.2.3: A superficie lateral de uma piramide € a reunido das faces laterais
da piramide. A superficie total de uma piramide € a reunido de sua superficie lateral
com a regido poligonal que determina sua base.

Se a regido poligonal que determina a base de uma piramide é convexa,

entdo esta piramide também é convexa.
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Definicdo 2.2.4: Chamamos de proje¢ao ortogonal de um ponto P sobre um plano

T 0 ponto P’, ponto de intersecgéo entre o plano e a reta que passa por P, tal que o

segmento PP’ é perpendicular ao plano.

Exemplo 2.2.2: Projecao ortogonal do ponto P sobre o plano 1 (Figura 22).

Figura 22: Projegéo ortogonal do ponto P sobre o plano .

Definicdo 2.2.5: Chamamos altura de uma piramide o segmento, de medida h,

determinado pela projecéo ortogonal H, do vértice V da piramide sobre o plano que

contém a sua base.

Exemplo 2.2.3: Na Figura 23 esta representada a altura VH, de medida h, de uma

piramide de base pentagonal.

L] o

’

Figura 23: Altura de uma piramide pentagonal.

29



Definicdo 2.2.6: Uma piramide cuja base é um poligono regular e a projecéo
ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base € chamada de

piramide regular.

Numa piramide regular as arestas laterais sdo congruentes e as faces
laterais séo triangulos isosceles congruentes. A altura de uma face lateral relativa

ao lado da base de uma piramide regular € denominada apétema.

Exemplo 2.2.4: Na figura 24 esta representado a apotema a de uma das faces

laterais de uma piramide de base pentagonal.

Figura 24: Apétema de uma face lateral de uma piramide de base pentagonal.

Definicdo 2.2.7: Tetraedro € uma pirAmide triangular (Figura 25).

Figura 25: Tetraedro.
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Pela Definicdo 2.10, o Tetraedro regular € um tetraedro que tem todas as

faces congruentes (Figura 26).

Figura 26: Tetraedro Regular.
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Capitulo 3: FIGURAS ESPACIAIS - NAO POLIEDROS

Neste capitulo vamos introduzir conceitos envolvendo figuras espaciais
classificadas como néo poliedros, de acordo com a Definicdo 2.9 e conhecer suas
propriedades. Para isso, vamos, primeiramente, recordar algumas definicoes

importantes sobre circunferéncia.
Definicdo 3.1: Chamamos de Circunferéncia o conjunto dos pontos de um plano
gue equidistam de um ponto fixo desse plano. O ponto fixo e a distancia r que

determinam uma circunferéncia sdo chamados, respectivamente, de centro e raio.

Exemplo 3.1: Na Figura 27 abaixo temos uma circunferéncia de centro O e raio r.

Figura 27: Circunferéncia de centro O e raio r.

Vamos considerar um circulo de centro O e raio r como sendo a regido
determinada pelos pontos do plano com distancia menor ou igual a r de O, ou segja,

a reunido da circunferéncia de centro O e raio r e seus pontos interiores.
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3.1 Cilindro

Definicdo 3.1.1: Seja C um circulo de centro O e raio r pertencente a um plano 1 e
seja PQ um segmento de medida n&o nula, ndo paralelo e ndo contido em 1. Um
cilindro é a reunido de todos os segmentos paralelos e congruentes a PQ, com
uma extremidade nos pontos do circulo e situados num mesmo semiespaco dos

determinados por 11 (Figura 28).

{f
il
1l
A
{if

Figura 28: Cilindro.

Um cilindro possui os seguintes elementos:

e Bases: um cilindro possui 2 bases determinadas por circulos congruentes
localizados em planos paralelos;

e Geratrizes: segmentos com uma extremidade em um ponto de uma das

bases e outra extremidade no ponto correspondente da outra base.

Definicdo 3.1.2: A altura de um cilindro € a distancia h entre os planos que contém

as bases.

Definicdo 3.1.3: Chamamos de superficie lateral a reunido das geratrizes e de

superficie total a reunido da superficie lateral com os circulos das bases.
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Os cilindros podem ser classificados como cilindro circular obliquo, quando
as geratrizes sdo obliquas aos planos das bases, ou cilindro circular reto, quando

as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases.

Exemplo 3.1.1: Na Figura 29 temos, a esquerda, um cilindro circular obliquo e, a

direita, um cilindro circular reto.

0
e m o Emm oW
=

Figura 29: Cilindro circular obliquo e cilindro circular reto.

Definicdo 3.1.4: Um cilindro equilatero é um cilindro cuja medida de sua altura

equivale ao dobro da medida do raio de sua base.

Exemplo 3.1.2: Na Figura 30 o raio da base é r = 2cm e altura h = 4cm. Logo, é um

cilindro equilatero.

Figura 30: Cilindro equilatero.
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3.2 Cone

Definicdo 3.2.1: Seja C um circulo de centro O e raio r pertencente a um plano e
seja V um ponto nao pertencente a 1. Chama-se cone a reunido dos segmentos

com uma extremidade em V e outra nos pontos do circulo (Figura 31).

Figura 31: Cone.

Um cone possui 0s seguintes elementos:

e Base: circulo C de centro O e raio r;

e Geratrizes: segmentos com uma extremidade no ponto V e outra
extremidade nos pontos do circulo;

e Vértice: o ponto V conforme definicdo 3.2.1.

Definicdo 3.2.2: A altura de um cone é a medida h determinada pela projecéo

ortogonal do vértice V sobre o plano que contém sua base (Figura 32).

|

Figura 32: Cone de altura h.
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Definicdo 3.2.3: A superficie lateral de um cone € a reunido de todas suas
geratrizes e a superficie total é a reunido da superficie lateral com o circulo da

base.

Os cones podem ser classificados como cone circular obliquo, quando a reta
gue passa pelos pontos V e O é obliqgua ao plano da base, ou cone circular reto,

guando a reta que passa pelos pontos V e O é perpendicular ao plano da base.

Exemplo 3.2.1: Na Figura 33 temos, a esquerda, um cone circular obliquo e, a

direita, um cone circular reto.

WV
v i
i
1
h [
1 h
i |

Figura 33: Cone circular obliquo e cone circular reto.

3.3 Esfera

Definicdo 3.3.1: Consideremos um ponto O e um segmento de medida r. Uma
esfera de centro O e raio r € o conjunto de pontos P do espaco, tais que a distancia

OP seja menor ou igual a r (Figura 34).
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Figura 34: Esfera.

Definicdo 3.3.2: A superficie de uma esfera de centro O e raio r é o conjunto de

pontos P do espaco, tais que a distancia OP é igual ar.
Estudaremos a seguir como determinar o volume dos poliedros e néo

poliedros apresentados nos capitulos 2 e 3. Da forma como definidos, essas figuras

espaciais sdo também chamadas de solidos geométricos.
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Capitulo 4: CALCULO DE VOLUMES - PRINCIPIO DE CAVALIERI

De forma intuitiva, o volume de um sélido é o total de espaco que ele ocupa.

No entanto, a definicdo segue:

Defini¢éo 4.1: Volume de um sdlido ou medida do sélido € um nimero real positivo
associado ao solido de forma que:

i.  Soélidos congruentes tém volumes iguais;

ii. Se um sélido S é a reunido de dois sélidos S; e S, que ndo tém pontos

interiores comuns, entdo o volume de S é a soma dos volumes de S; e S,.

A unidade de medida de volume de um sdlido é, em geral considerado, o
cubo de aresta 1 uc (unidade de comprimento). Neste caso, o seu volume é 1 uv
(unidade de volume), conforme axioma 4.1.1.Para obter o volume de um sélido, o
namero real positivo pela Definicdo 4.1, compara-se o cubo com o soélido, de forma
a determinar quantos cubos sdo necesséarios para obter o sdlido, considerando
também i e ii.

O Principio de Cavalieri € uma importante ferramenta para o calculo de
volumes. Com ele é possivel solucionar de maneira simples problemas que

requereriam técnicas avancadas de célculo diferencial e integral.

Axioma 4.1: (Principio de Cavalieri) Dados dois sélidos S; e S;, se existe um
plano a tal que todo plano B paralelo a a determina secgdes planas em S; e S, com

areas iguais, entdo os volumes de S; e S, séo iguais.

Esta relacdo entre as areas das seccdes planas e os volumes dos solidos
também é valida para aqueles com bases determinadas por figuras planas
distintas, desde que tenham mesma area. Em outras palavras, o principio de
Cavalieri garante que se os soélidos possuirem seccfes com mesma area e tiverem
a mesma altura, entdo eles terdo o mesmo volume.

Neste capitulo vamos determinar métodos para encontrarmos o volume de
prismas, piramides, cilindros, cones e esferas.
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4.1 Volume do Paralelepipedo Retangulo

Para determinarmos o volume de um paralelepipedo retdngulo vamos

considerar que a unidade de volume seja o cubo de aresta 1uc.

Axioma 4.1.1: O volume de um cubo de aresta com medida igual a 1(um) unidade
de comprimento, ou cubo unitério, € igual a 1(um) unidade de volume. Esse volume

seré representado por V(1,1,1) = 1.

O Paralelepipedo Retangulo é determinado pelas medidas de seu
comprimento, largura e altura, representados na Figura 35 por a, b e c,
respectivamente. Vamos compara-lo com o cubo de aresta luc para obter o seu
volume, ou seja, determinar o nimero real positivo, conforme Definicdo 4.1. Para

isso, compararemos inicialmente dois paralelepipedos retangulos conforme 4.1.1.

A/

/I
Figura 35: Paralelepipedo retdngulo com medidas a, b e c.

Definicéo 4.1.1: Diz-se que dois subconjuntos infinitos H e K de nimeros racionais
séo classes contiguas quando verificam as condi¢des:
i.  Todo namero de H é menor que todo numero de K;

ii. Paracadae>0existemheHekeKtaisquek—-h<geg.

Proposicdo 4.1.1: A razdo entre dois paralelepipedos retangulos de bases

congruentes € igual a razéo entre as alturas.

40



Demonstracao:
Sejam P(a,b,h;) e P(a,b,h,) dois paralelepipedos com mesmo comprimento,
a, mesma largura, b, e altura h; e h,, respectivamente. Vamos mostrar que:
P(a,b,h1) h1

P(a,b,h2)  h2
1° caso: h; e h, sdo comensuraveis
Sendo h; e h, comensuraveis, existe um segmento x submultiplo comum de
hi e hy, tal que h; = p.x e h, = q.x,comp,q € Q.
Assim,

hy p
— == 4.1
n o g (4.1)

Desta forma € possivel considerar os paralelepipedos X(a,b,x) justapostos
em P(a,b,h1) e P(a,b,h2), tal que P(a,b,h,) = p.X e P(a,b,h,) = q.X(a, b, c) (Figura

36)

h2

Figura 36: Paralelepipedo P(a, b, hl) a esquerda e paralelepipedo P(a, b, h2) a direita, com hl e h2
comensuraveis.

Assim, a relacao entre P(a,b,h;) e P(a,b,hy) é

P(a,b,h
p&¢ﬂ3=§ (4.2)
De (4.1) e (4.2) segue que
P(a,b,hy) hy
P(a,b,h,) hy

2° caso: h; e hy séo incomensuraveis
Sendo h; e h; incomensuraveis, ndo existe segmento multiplo comum de h;
e h,, de modo a considerar os paralelepipedos X(a,b,x) justapostos em P(a,b,hl) e

P(a,b,h2), como no caso anterior.
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Considere um segmento de medida y, submultiplo de hy, tal que
h, =n.y,comneN".
Comparando y com h; (Figura 37),
my< h, <(m+1).y,
com m distinto de n, por serem h; e hyincomensuraveis. Assim,
m h, m+1
—<—<
n  h

Considerando os paralelepipedos Y(a,b,y) justapostos em P(a,b,h;) e

(4.3)

P(a,b,hy) (Figura 37), temos:

m.Y(a,b,y) < P(a,b,h;) < (m+1).Y(a,b,y)
n.Y(a,b,y) = P(a, b, hy)

m P(a,b,h;) m+1 44

7 SP@bh) S n

Figura 37: Paralelepipedo P(a, b, hl) & esquerda e paralelepipedo P(a, b, h2) a direita, com h1 e h2
incomensuraveis.

Como y é submultiplo de h;, y pode variar, e dividindo y, aumenta n. Nestas

condicdes, colocar como conjunto H= {%, m e n natural} e
+1 , . P
T = {mT,mennatural} formam duas classes contiguas que definem um Unico

- P ; h
namero real. Por (4.3) esse numero é h—z e por (4.4),
1

P(a,bhy)  h,
P(a,bhy) hy

Teorema 4.1.1: Seja ABCDEFGH um paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b

e c¢. O volume deste paralelepipedo € V = a.b.c.
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Demonstracao:

Determinemos quantos cubos de aresta 1, P(1,1,1), justapostos, podem ser
colocados no interior do paralelepipedo retangulo ABDCEFGH, P(a, b, c) (Figura
38) . Pela Definicdo 4.1, essa quantidade sera o volume de ABCDEFGH. Desta

forma, o volume procurado sera

B P(a,b,c)
- P(1,1,1)°
H G
E+ -:j: C
/il /b
D 1 A

Figura 38: Cubo de aresta 1 justaposto no interior do paralelepipedo ABCDEFGH.

Consideremos os paralelepipedos P(a,b,c), P(a,b,1), P(a,1,1) e P(1,1,1).
Pela proposicao 4.1.1, considerando como bases congruentes os retangulos de
lados medindo ae b em P(a, b, ¢) e P(a, b, 1),
P(a,b,c) _c
P(a,b,1) 1
Considerando como bases congruentes os retangulos de lados medindo a e
lem P(ab,1) e P(al,l),
P(a,b,1) b
P(a,1,1) 1
Considerando como bases congruentes os retangulos de lados medindo b e
lem P(a,1,1) e P(1,1,1),
P(a,1,1) a
P(1,1,1) 1
Desta forma,
P(a,b,c) P(a,b,1) P(a,1,1) _
P(a,b,1) P(a,1,1) P(1,1,1)
P(a,b,c)
P(1,1,1)

ab c
1'1°1
a.b.c.
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Portanto, V=a.b.c. W

Com isso, podemos concluir qgue o volume de um paralelepipedo retangulo é
dado pelo produto entre a area de sua base e a medida de sua altura.

Exemplo 4.1.1: Considere uma escada com os degraus em forma de um
paralelepipedo de dimensdes: 1m de comprimento, 0,60m de largura e 0,50m de
altura. Determine o volume total de concreto utilizado na construcédo dessa escada

sabendo que ela possui 16 degraus (Figura 39).

/
e

Figura 39: Escada.

Solucéo:
Primeiramente vamos calcular o volume de um degrau.
Como o degrau € um paralelepipedo com a = 1m de comprimento, b =
0,60m de largura e ¢ = 0,50m de altura, temos:
V =axbxc = 1x0,60x0,50=0,30m3.
Como a escada possui 16 degraus temos que o volume total da escada é de

0,30 x 16 = 4,8m?3 ou 4,8 mil litros de concreto.

Exemplo 4.1.2: Considere uma jarra no formato de um paralelepipedo, de
dimensdes 8cm de comprimento, 8cm de largura e 30cm de altura, contendo 1,6
litros de suco de laranja (Figura 40). Determine a disténcia d, em centimetros, entre

o nivel de suco na jarra e sua borda superior.
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30cm

gcm acm

Figura 40: Jarra.

Solucéo:
O volume total da jarra de dimensdes a = 8cm de comprimento, b = 8cm de
largura e ¢ = 30 cm de altura é dado por:
Vi=axbxc=8x8x30=1920 cm3.
Vamos chamar de h’ a altura correspondente ao nivel de suco na jarra.
Sabendo que 1l =1000cm3® temos 1,6l = 1600cm3, com isso, vamos

encontrar h’.

1600 =8x8xh — h' = %zzscm.

Logo,d =30 — h'=30—25=5cm.

4.2 Volume de Prisma e Cilindros

Proposicéo 4.2.1: O volume de um prisma e de um cilindro circular qualquer é o

produto da sua area de sua base pela sua altura.

Demonstracao:

Considere um prisma P; de altura h e area da base igual a A e um
paralelepipedo retangulo P, de altura h e area da base também igual a A.
Supondo, sem perda de generalidade que ambos os sélidos com base num mesmo

plano a e estejam situados num mesmo semiespaco deste plano, temos que, dado
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B um plano paralelo a a que secciona P, B também ira seccionar P,. Ainda, as
seccOes tém areas iguais, pois sao congruentes as bases.

As Figuras 41 e 42 mostram 0 caso em que o prisma é hexagonal.

Figura 41: Secc¢bes do prisma hexagonal reto e paralelepipedo retangulo.

GG

Figura 42: Seccbes do prisma hexagonal obliquo e paralelepipedo retangulo.

Logo, pelo Principio de Cavalieri, o prisma P, e o paralelepipedo P, tém o
mesmo volume.
Vp1 = Vps (4.5)
Pelo Teorema 4.1.1 o volume do paralelepipedo retangulo é dado pelo
produto entre a area de sua base e a medida de sua altura. Assim,
Vpz = Ah (4.6)
De (4.5) e (4.6) segue que:
Vp1 = A.h
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Ou seja, o volume de um prisma qualquer é o produto entre a area de sua

base e a medida de sua altura.

Para o cilindro, considere S; um cilindro com area da base igual a A e altura
h e, S, um prisma com &rea da base também igual & A e altura h. Ainda,
suponhamos que os dois sdélidos tenham bases pertencentes a um mesmo plano a
e estejam situados num mesmo semiespaco determinado por este plano.

Seja B um plano paralelo a a que secciona os dois solidos em ponto
gualquer entre suas bases e suas alturas, temos que as secc¢des originadas
também terdo &rea igual a A, pois sdo congruentes as respectivas bases. Na
Figura 43, essas consideracfes podem ser observadas para o cilindro circular e o
prisma particular (paralelepipedo).

Assim, pelo Principio de Cavalieri, segue que os volumes do cilindro e do
paralelepipedo retdngulo sdo iguais, ou seja, o volume do cilindro é dado pelo
produto entre a area da sua base e a medida de sua altura:

Ve =A.h

Figura 43: Cilindro e paralelepipedo retangulo de alturas congruentes e bases equivalentes.

Notemos que a base de um cilindro é um circulo e sua area & dada por

A = nir?, onde r é o raio do circulo.
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Exemplo 4.2.1: Um prisma tem por base um triangulo equilatero cujo lado mede x
e sua altura equivale ao dobro da altura do triangulo da base. Determine o volume

desse prisma (Figura 44).

2h

Figura 44: Prisma de base triangular.

Solucéo:
Como sabemos que a base deste prisma é um tridangulo equilatero de lado
medindo x temos que sua altura € dada por:
xV3
o
Sabendo que o volume de um prisma é dado pelo produto entre a area de

sua base e a medida de sua altura e, ainda, que a area de um tridngulo é igual a
metade do produto entre a medida de sua base e a medida de sua altura, temos

gue o volume deste prisma é:

xV3
V= x.h o = X 5= Zx\/g_ 3x3
o2t 2 Tt 2 g

Exemplo 4.2.2: Determine o volume de um prisma hexagonal regular com 3m de
altura, sabendo que se a altura fosse de 5m o volume do prisma aumentaria em
6m? (Figura 45).
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m 5m

Figura 45: Prisma Hexagonal de base regular.

Solucéo:
Vamos considerar V e V' os volumes do prisma hexagonal de altura 3m e
5m, respectivamente, e de x a medida da aresta da base desse prisma.

Como a base do prisma € um hexagono regular de lado medindo x temos que sua

area é de;:
x2/3
A= 6. :
4
Ainda,
. 6
V=V+6 > A5=A4.3+6 22.4A=6 —>A=E—>A= 3m?2.
Logo,

Exemplo 4.2.3: Considerem um pedaco de cano cilindrico com 30cm de
comprimento e 10cm de diametro interno, posicionado verticalmente e com a base
inferior vedada. Determine o que acontecera se colocarmos 2L de agua em seu

interior.

Solucgéo:
Sabendo que o raio de uma circunferéncia equivale a metade de seu
didmetro temos que o raio da base deste cilindro é de 5cm. Ainda, consideremos

seu comprimento como sendo sua altura.
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Com isso, vamos determinar a capacidade, V, deste cano e, para isso,
consideremos 11 = 3,14, aproximadamente:
V = mr?h=314.5%.30 = 2355cm?3.
Lembrando que 1L = 1000 cm?® temos que a capacidade do pedaco de cano
é de, aproximadamente, 2,355L. Logo colocar 2L de agua dentro deste cano ndo o

enchera até a borda.

Exemplo 4.2.4: Considere um tonel de forma cilindrica onde esta depositada uma
guantidade de vinho que ocupa a metade de sua capacidade. Retirando-se 40L de
seu conteudo, a altura do nivel do vinho baixa de 20%. Determine, em litros, a

capacidade desse tonel.

Solucéo:
Sabendo que ao retirarmos 40L de seu contetdo a altura do nivel de vinho
baixa de 20% temos que estes 40L representam 20% da altura do tonel. Logo, para

termos o tonel completo, serd necessario 200L de vinho.

A base do principio de Cavalieri é a comparag¢do entre os solidos. Desta
forma, é de extrema importancia que estes sejam escolhidos adequadamente, caso
contrario o principio ndo sera valido. Por exemplo, ao se comparar dois prismas,
independentemente da disténcia entre a sec¢do e a base, as areas das seccoes,
em cada um, serdo constantes.

Observemos que néo é possivel utilizar o principio de Cavalieri para determinarmos
o volume da piramide e do cone, comparando-0s aos prismas ou até mesmo ao
cilindro, pois nota—se que, na pirdmide e no cone, quanto mais proximos do vértice

forem seccionados, menor sera a area produzida.
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4.3 Piramide

Considere um tetraedro seccionado por um plano paralelo a sua base e os
tetraedros assim obtidos, VABC e V'A'B'C’ (Figura 46). Sejam VH=he VH =h’ as

medidas das alturas, respectivamente.

Figura 46: Seccéo no tetraedro paralela a sua base.

Teorema 4.3.1: Seja VABC um tetraedro com base num plano a e seja  um plano
paralelo a a que secciona VABC, temos:
i. As arestas laterais e a altura ficam divididas na mesma razao;
ii. A seccao e a base séo triangulos semelhantes;
iii. A razao entre as areas da secc¢do e da base é igual ao quadrado da razéo

de suas distancias ao vértice.

Demonstracéao:

Considere um tetraedro com base num plano a e seccionado por um plano 8
paralelo a sua base. Sejam VH = h e VH’ = h’ as alturas, respectivamente, dos
tetraedros assim obtidos, VABC e V'A’B'C’ (Figura 46).

i. Temos que as retas AH e A’H’ sdo paralelas, pois AH e a e A'H € B e, por
definigdo, a // B. Assim, os tridngulos VAH e VA’H’ sdo semelhantes (caso
angulo-angulo) e:

VA’ _ VH' _ h'
VA VH h
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Analogamente para as demais arestas laterais.
Como os lados dos triangulos ABC e A’'B’C’ sdo segmentos que pertencem,
respectivamente, a a e a B e, como a // 3, segue que os triangulos ABC e
A’B’C’ tém lados, respectivamente, paralelos (AB // A’'B’, BC // B'C’, AC //
A’C’). Com isso, os angulos correspondentes destes triangulos sé&o
congruentes, ou seja:

<ABC = <A’'B'C’, <BCA = <B'C'A’, <CAB = <C'A'B’.

Portanto, os triangulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes (caso angulo-angulo-

angulo).

Ainda, os triangulos VAB e VA'B” sdo semelhantes:
VA AB' AB' h' AB' AC' BC' I
—_— S = — > = = = —,
VA AB AB h AB AC BC h
Logo, os triangulos ABC e A’'B’C’ sao semelhantes e a razdo de semelhanca

W
W

Como BD e B’D’ séo alturas dos triangulos ABD e A’'B'D’ em relagéo a AC e
A’C’, respectivamente, e os angulos A e A’ sdo congruentes, esses
triangulos sdo semelhantes.
Assim,

A’B'_ B’D'_) B’D'_ h'

AB BD BD h’

Logo,

e 1 .. m
Area(AAB'C) 7AC.B'D' AC'BD' h' N <h’>2
h

Area(AABC) Lac.sp “AC’BD R'R\h

Teorema 4.3.2: Dois tetraedros de bases de &reas equivalentes e alturas

congruentes tém mesmo volume.

Demonstracao:

Sejam T, e T, dois tetraedros com areas da base A; e A; e altura H; e Hy,

respectivamente (Figura 47).
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—— I A> ’ h ﬁ !HZ:h
‘ |
|

Figura 47: Tetraedros de mesma area da base e mesma altura.

Por hipétese,

Ai=AeHi=H,. (4.7)

Considere as bases equivalentes pertencentes a um mesmo plano a e os
vértices dos tetraedros em um mesmo semiespaco determinado por a. Seja 3 um
plano, paralelo a a, o qual intersecciona T, e T,, distante h’ de seus vértices,
determinando as secc¢des A;’ e A,’ respectivamente.

Assim, pelo teorema 4.3.1 (iii),
2 2

Ay (R\ A, (K
4, \n) ¢ a,~\n)"

A _ 4
AL Ay

Logo,

(4.8)

Como A; = Ay, segue de (4.8) que A, = A, ou seja, as secgdes tém mesma
area. Portanto, pelo Principio de Cavalieri, os tetraedros T; e T, tém volumes

iguais. B

Teorema 4.3.3: Todo prisma triangular é a soma de trés tetraedros equivalentes

entre si, ou seja, de mesmo volume.

Demonstracao:

Consideremos o prisma triangular ABCDEF (Figura 48).
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Figura 48: Prisma triangular ABCDEF.

Ao cortarmos este prisma pelo plano (A, C, E) obtemos o tetraedro T; =
EABC e a piramide quadrangular EACFD (Figura 49).

Figura 49: Corte do prisma triangular ABCDEF através do plano (A, C, E).

Cortando a piramide EACFD pelo plano (C, D, E) obtemos o tetraedro T, =
CDEF e o tetraedro T3 = EACD (Figura 50).

Figura 50: Corte da pirAmide quadrangular EACFD pelo plano (C, D, E).
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Assim, o prisma ABCDEF = T, + T, + T3, ou seja, o volume do prisma
ABCDEF é dado pela soma dos volumes de Ty, Tz e Ts.

Como os triangulos ABC e DEF sao congruentes, pois sdo bases do prisma,
e BE e CF sdo congruentes, pois sdo a altura do prisma, pelo Principio de
Cavalieri, os tetraedros T; e T, possuem mesmo volume
Vr, = Vo, (4.9)

Como CD é a diagonal do paralelogramo ACFD segue que os triangulos
ACD E CDF sao congruentes, logo possuem mesma area. Assim, os tetraedros T,
e T3 possuem mesmo volume, pois tém mesma area da base e mesma altura
(distéancia do ponto E ao plano que contém o paralelogramo ACFD):

Vr, = Vr,. (4.10)
De (4.9) e (4.10) temos:
Vr.

1

=V

2

= VT3 .
|

Proposicéo 4.3.1: O volume de um tetraedro, T, de area da base A e altura de
medida h é dado por um terco do produto da area de sua base por sua altura, ou

seja,

Demonstracéao:
Vamos considerar um prisma triangular com area da base A e altura de
medida h.
Pelo Teorema 4.3.3 segue que este prisma pode ser dividido em trés
tetraedros T, T, e T3de mesmo volume, ou seja,
Vr, = Vp, = Vg, = Vr.
Assim,
VT1 + VT2 + VT3 = Vbrismar
Ve +Vr +Vr = Vprismar
3V; = Ah,
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Proposicéo 4.3.2: O volume de uma piramide de area da base A e altura h é dado

por um terco do produto da area de sua base por sua altura, ou seja,

Vo =1 Ah.

3
Demonstracao:
Seja A a area da base e h a medida da altura de uma piramide qualquer,
com base de n arestas, n ¢ IN. Esta piramide é dada pela soma de (n — 2)

tetraedros de area da base A1, A, ..., An2, respectivamente, e altura medindo h.

Assim,

1 1 1
Vp = VT1+VT2+.”+VT(TI—2) == §A1h+§A2h++§An_2h=

1 1
= §(A1 + A2 + .- +An_2)h - §Ah

Exemplo 4.3.1: Determine o volume de um octaedro regular de aresta medindo a
(Figura 51).

Figura 51: Octaedro regular de aresta a.

Solugéo:
Como pode ser observado na figura 51, um octaedro regular é a reunido de
duas piramides de base quadrada com arestas medindo a, assim, o volume V do

octaedro sera o dobro do volume da piramide em questéo.
56



Como as faces laterais de uma piramide regular de base quadrada sao

triangulos equilateros e que suas arestas medem a temos que a altura da face é

a3

- Ainda, lembrando que o pé da perpendicular do vértice da piramide regular de

base quadrada € o centro de sua base segue que a sua distancia a aresta da base

€ igual a metade da medida de sua aresta, ou seja, % (Figura 52).

Figura 52: Piramide regular de base quadrada.

Assim,
a2
= —-
Logo, o volume do octaedro é dado por:
1 1 av?2 a2
V= 2.<§.éreada base.h) = 2.<§.a2. 5 ) =3

Exemplo 4.3.2: Considere um prisma e uma piramide com bases de mesma area,
A. Determine a altura da piramide, H, em funcdo da altura h do prisma, sabendo

gue o volume do prisma é o dobro do volume da piramide.

Solucéo:
Sejam V e V’ os volumes do prisma e da piramide, respectivamente. Como o

volume do prisma é o dobro do volume da piramide, temos:

Vv =2V,
2
Ah = §.A.H,
3
H =§h
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4.4 Cone

Para obter o volume do cone faremos uma comparacdo com o volume da

piramide.

Proposicéo 4.4.1:

A razdo entre as areas da seccdo e da base de um cone é igual ao
guadrado da razao de suas distancias ao vertice;
O volume de um cone é um terco do produto da area de sua base pela

medida de sua altura.

Demonstracao:

Considerando a razéo de semelhanca de triangulos para o cone reto (Figura
53),

Figura 53: Cone reto.

R 7

h r
Sendo A’ a area da circunferéncia de centro O’ e raior' e A a area da

circunferéncia de centro O e raio r, segue que A’ = T.r? e A = T.r*. Assim,

A’_n.r’z_r’z_ r’z_ n"\?
A wmrz2 rz2 \r) \n/"

Considerando a razédo de semelhanca de triangulos para o cone obliquo

(Figura 54),

58



Figura 54: Cone obliquo.

x' K
=5 (41D
. x.h
X' =—
E,
r+x" K
r+x R
Logo,
r+x X
r+x %

x(r'+x") =x"(r +x),

!

, _x.r 412
r=— (4.12)

Sendo A’ a area da circunferéncia de centro O’ eraior e A a area da

circunferéncia de centro O e raio r, segue que A; = T1.r? e A = Tr.r’. Assim,

A mr'?
A more
De (4.12),
x'. 7\
v _m(5) ey
A" marz :<_>
De (4.11),

ii. Consideremos S; um cone com area da base igual a A e altura h e, S, uma

piramide com area da base também igual a A e altura h. Ainda, suponhamos que

59



os dois solidos tenham bases pertencentes a um mesmo plano a e estejam
situados num mesmo semiespaco determinado por este plano. A Figura 55

apresenta um caso particular em que a piramide tem base retangular.

N | L B

Figura 55: Cone e piramide com alturas congruentes e bases equivalentes.

Seja B um plano paralelo a a que secciona os dois soélidos em ponto
gualquer entre suas bases e suas alturas, sendo A; e A, as areas das secc¢des do
cone e da piramide, respectivamente.

Para a piramide, pelo Teorema 4.3.1 (iii),

()

Para o cone, pela Proposi¢éo 4.1.1 (i),

2
A (h\
A \n/)-

Pelo Principio de Cavalieri, segue que os volumes do cone e da piramide de

LOgO, A1 = Ao,

base retangular séo iguais, ou seja, o volume do cone € dado por um ter¢co do

produto entre a area da sua base e a medida de sua altura:
1
H
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Notemos que a base de um cone é um circulo e sua area € dada por

A = nir?, onde r é o raio do circulo.

Exemplo 4.4.1: Consideremos um cone reto cuja base esta inscrita na face de um
cubo de aresta a (Figura 56). Sabendo que a &rea total deste cubo é igual a 54cm?

e considerando 1T = 3,14, determine o volume do cone.

Figura 56: Cone reto com base inscrita na face de um cubo.

Solucéo:
Sabemos que a area total de um cubo € igual a soma das areas de suas
faces, as quais sao quadrados. Assim,
Ar_,. =6.a°> >54=6.a> »>a=3cm.
Como a base do cone esta inscrita na face do cubo temos que seu raio

. . 3 .
equivale a metade da aresta deste cubo, ou seja, r = %= Scm. Ainda, h = a =

3cm.
Com isso, o volume deste cone é de:
3)2 28,26

> .3 = —— = 7,065cm?.

1 ) 1
Vcone = §.T[.T h = §(3,14)( 4

Exemplo 4.4.2: Consideremos um recipiente em forma de um cone circular reto
(Figura 57). Sabendo que o recipiente cheio até a borda comporta 800ml,

determine o volume correspondente a metade de sua altura.
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Figura 57: Recipiente em forma de cone circular reto.

Solucéo:
Sejam OH = he OH'= ~.
Notemos que os triangulos OHA e OH'B sdo semelhantes (caso angulo-

angulo). Logo:

OH R
OH' 1
h R
el
2

R
r = E

Sendo V = 800ml o volume do cone de altura h e V' o volume do cone de

h
altura > temos:

1
= —.V =100ml.

h
2 8

p_L_Lh_1 R
= 3.77,'.1" o= 3.77,'. 4

4.5 Esfera

Seja S; um cilindro equilatero de raio da base medindo r e seja M o ponto

médio de seu eixo. Tomemos S, e S3 dois cones cujas bases sdo as bases do

cilindro e M é o vértice comum (Figura 58).
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2r

Figura 58: Cilindro equilatero com dois cones em seu interior.

A reunido de S, e Sz determina um solido chamado clepsidra e o sélido
determinado pela regido interna do cilindro subtraida da clepsidra é chamado

anticlépsidra (Figura 59).

Figura 59: Clépsidra e anticlépsidra.
Proposicdo 4.5.1: O volume de uma esfera deraioréV = gmﬁ.

Demonstracao:

Considere uma esfera de raio r tangente a um plano a, plano que contém
uma das bases do cilindro S;. Considere ainda que a esfera e a anticlépsidra
estejam em um mesmo semiespaco determinado por a. Seja B um plano paralelo a
a que secciona a esfera a uma distancia d de seu centro e que também secciona a

anticléepsidra a mesma distancia d de seu vértice (Figura 60).
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Figura 60: Esfera e anticlépsidra seccionados por .

A seccao na esfera determinada pelo plano 3 € o circulo de raio x, com area
A = mx% = m(r? — d?).
E a secc¢do correspondente na anticlépsidra € a coroa circular, com area
B = 1rr® — md? = m(r? — d?).
Logo, as areas das sec¢des determinadas por 3 na esfera e na anticlépsidra

sdo iguais. Entdo, pelo Principio de Cavalieri,

Vesfera = Vanticlépsidra-

Ainda,
Vesfera = = Weone = 1r2.2r — 2.(2mr?r) = 20r% — 2 =
esfera = Vanticlépsidra = Vcilindro — 4Vcone = MT". &7 — 4. 57”' T) = 47T _§7TT -
4
— 3
= —Tr-.
3

Exemplo 4.5.1: Considere um cilindro equilatero de volume V cheio até a borda e
uma esfera cujo raio coincide com o raio da base do cilindro. Determine o volume
de liquido restante no cilindro ap6s mergulharmos a esfera, completamente, no

cilindro (Figura 61).
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Figura 61:; Esfera no interior de um cilindro de raio r.

Solucéo:
Sabemos que o volume de um cilindro de raio r e altura 2r (cilindro

equilatero) € dado por
Veitinaro = T.r2.2r =2.m.73
e, ainda, que o volume de uma esfera de raio r € dado por

Vesfera = §.T[.T'3.

Sendo V' o volume do liquido restante no cilindro ap6s mergulharmos a

esfera, temos que V’ é dado pela diferenga entre o volume do cilindro e o volume

da esfera. Assim,
, 4 2 V.
V' = Veitinaro — Vesfera = 2.m.17% — g.n.r3 = §.7‘[.T3 = %.

Portanto, o volume restante no cilindro sera de um terco de sua capacidade

total.

Exemplo 4.5.2: Determinar o raio R de um cilindro de altura 3r originado da

fundicdo de duas esferas metélicas de raios r e 2r.

Solugéo:
Sabemos que o volume do cilindro é igual a soma dos volumes V e V' das

esferas de raio r e 2r, respectivamente. Assim,

., 4 4
Veitingro =V +V = g.n.rg’ + —.m.8r3 = 12.m.73.

Logo,
m.R%.3r = 12.m.73,

R? = 4.r> > R = 2r.
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Capitulo 5: VOLUME - ATIVIDADE EXPERIMENTAL

Segundo Onuchic & Allevato (2014) a resolucdo de problemas € muito

eficaz no processo de ensino/aprendizagem de matematica.

Considerada o “coragdo” da atividade matematica, a resolugao de
problemas tem sido a forca propulsora para a construcdo de novos
conhecimentos e, reciprocamente, novos conhecimentos proporcionam a
proposicdo e resolucdo de intrigantes problemas. (ONICHIC &
ALLEVATO, 2014, p. 35)

Desta forma, parte do contetdo desenvolvido nos capitulos anteriores, como
superficies poliédricas, poliedros e volume, adaptados a linguagem dos alunos do
ensino médio, foram introduzidos em sala de aula através do desenvolvimento de 5
atividades as quais possibiltam o desenvolvimento e andlise do experimento
proposto, assim como a elaboracao e resolugdo de problemas. Ao desenvolver as
atividades os problemas surgem naturalmente entre os alunos e eles se motivam
em aprender os conteudos necessarios para resolvé-los. Essas atividades e seus

resultados séo apresentados a seguir.

5.1 Desenvolvimento e resultados

O experimento foi desenvolvido na segunda série do ensino médio de uma
escola estadual do municipio de Sao José do Rio Preto de 30 alunos, com o
objetivo de ajuda-los a entender as relacdes de area e volume dos poliedros. O
assunto foi escolhido devido a imensa dificuldade que os alunos encontravam em
‘enxergar”’ estas relagdes em anos anteriores, com a utilizagdo da metodologia
tradicional. Os alunos foram divididos aleatoriamente em 5 (cinco) grupos de 6
(seis) alunos.

Com a atividade 1, cada grupo construiu uma superficie poliédrica. Para
isso, cada grupo teve a sua disposicdo os materiais: 2 (duas) folhas de papel
sulfite, 1 (uma) tesoura, 1 (régua) e 1 (uma) cola.
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Atividade 1: Cada grupo dever& escolher uma figura entre paralelepipedo, prisma
triangular regular, prisma hexagonal regular, cilindro ou piramide de base
retangular, e construi-la de forma que sua base tenha uma area pré-determinada

de 36 cm? e sua altura seja igual a 15 cm.

A primeira situacdo problema a ser resolvida consiste em como construir as
bases destas figuras (Figura 62), ou seja, quais as suas dimensfes de forma a

satisfazer as condi¢des dadas.

Figura 62: Construcao das superficies.

Para o desenvolvimento desta atividade foi necessario discutir com os
alunos sobre a planificacdo e os elementos das superficies: paralelepipedo, prisma
triangular regular, prisma hexagonal regular, cilindro e piramide de base retangular,

representados na figura 63, respectivamente, da esquerda para a direita.
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Figura 63: Planificacdo das superficies.
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Nesta atividade os alunos sentiram-se desafiados e, de certa forma,
preocupados com o desenvolvimento da proposta. Surgiram questionamentos
como:

e ‘“guanto serd a medida dos lados da base?”.
e “como encontrar a altura da base?”.
e ‘“qual conta fazer?”.

Diante das duvidas foi realizada uma revisdo de areas de figuras planas,
especificamente as que seriam utilizadas no procedimento: retangulo, triangulo,
hexadgono e circulo. A revisdo foi feita de maneira tradicional e expositiva,
lembrando-os tanto das relacdes entre as figuras, quanto das férmulas utilizadas
para o calculo das areas.

Depois de todas as orientagdes, devido ao curto tempo de aula, foi solicitado
para que cada grupo terminasse a construcdo de sua respectiva superficie em casa
(Figura 64) e, na préxima aula, trouxesse-os prontos de forma que uma das faces

(base no caso dos prismas) estivesse colada em apenas uma de suas arestas.

Figura 64: Superficies construidas pelos alunos.

A proposta para as proximas etapas era verificar se 0os volumes das
superficies em questdo tinham alguma relagédo entre si e, com isso, introduzir o
Principio de Cavalieri. Assim, foi solicitado que cada grupo trouxesse a figura
construida, e uma quantidade de grdos de feijdes para enché-la, a qual
representasse seu volume, para o desenvolvimento da atividade 2.
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Atividade 2: Cada grupo devera trocar a sua superficie com outro grupo de forma
gue nenhum grupo permaneca com o0 soélido que construiu e, ainda, devera
permanecer com os feijdes que trouxeram. Ap0Os a troca deverdo colocar seus

feijdes dentro da superficie que receberam de outro grupo.

A primeira reacao foi de surpresa, de todos o0s grupos, tanto 0s grupos que
verificaram que a quantidade de graos preenchia exatamente a superficie, quanto
dos que constataram que possuia muito mais grdos do que era necessario para
preencher sua superficie (grupo que recebeu a piramide de base retangular) ou
gue seus graos nao eram suficientes (grupo que construiu a piramide de base
retangular).

Essa troca foi proposta mais de uma vez, na atividade 3, com o objetivo de
levar os alunos a excluirem a possibilidade de ser apenas coincidéncia, com

atividade 3.

Atividade 3: Repetir os passos da Atividade 2.

Nesta etapa surgiram questionamentos e afirmacdes como:
e “como isso é possivel?”;
e “sera que temos a mesma quantidade de graos?”;
e “por que o meu nao deu certo?”;
e ‘“que legal, entdo nossos solidos sao iguais”;
e “neles cabem o mesmo tanto de feijoes”;

e “mas por que a piramide é diferente?”;

Nesse momento foi necessaria uma intervencdo do professor, afinal, sera
gue estas superficies sdo realmente iguais? Esta questao foi esclarecida com uma
pergunta simples: “0 que faz com que dois objetos sejam iguais?”, com isso 0s
alunos perceberam que para serem iguais as superficies precisariam ter mesma
altura, bases e faces laterais congruentes, tendo a mesma area e, também que,
apesar de ndo serem iguais, ha sdlidos que comportam a mesma quantidade de

graos, o que significa que possuem mesmo volume.
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Com isso, foi possivel definir volume e prosseguir questionando-os sobre as
semelhancas e as diferencas entre as superficies, com o objetivo de fazé-los
concluir quais relacdes garantiriam que eles tenham, ou ndo, 0 mesmo volume. Os

alunos registraram as semelhancas e diferencas ao desenvolverem a atividade 4.

Atividade 4: Debater sobre as diferencas e semelhancas entre as superficies.

Alguns alunos perceberam a relacdo entre as areas da base e as alturas
que, por construcdo, sdo iguais, mas, somente um aluno indagou o porqué a
piramide ndo possuia 0 mesmo volume que os outros poliedros, uma vez que
também possuia tais caracteristicas. Esta questéo foi respondida por outro aluno:
“‘deve ser porque ela tem ponta e os outros ndo”. Para esclarecer mais sobre o

volume foi proposta a atividade 5.

Atividade 5: Debater sobre o que aconteceria com o volume das superficies caso

alterdssemos a area da base e mantivéssemos a altura ou vice-versa.

Os resultados foram surpreendentes:

e ‘“claro que o volume mudaria”;

e “se diminuirmos a area da base o sdlido ficard mais fino e caberd menos
feijdes, se aumentarmos ficara mais largo e cabera mais feijoes”;

e “se diminuirmos a altura o sélido ficara mais baixo e cabera menos feijoes,

se aumentarmos ficara mais alto e cabera mais feijdes”;

Durante as atividades 4 e 5 os alunos perceberam que ao seccionarmos dois
prismas, ou um prisma e o cilindro, em uma mesma altura as seccOes ali
determinadas sdo congruentes e, que 0 mesmo nao era valido se uma das
superficies fosse a piramide. Desta forma, eles concluiram que se as secc¢des de
duas superficies sdo congruentes e elas tém mesma altura entdo terdo mesmo

volume.

O professor atuou como mediador, e formalizou os resultados que os

préprios alunos concluiam nas atividades, conforme proposto na metodologia de
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resolucédo de problemas, entre eles o Principio de Cavalieri. Embora os conceitos
tedricos referentes aos capitulos 2 e 3 fizessem parte dos conteldos de anos
anteriores, foram reforcados esclarecendo as duvidas que surgiam.

Ao final das atividades foi aplicada uma avaliacdo na qual os alunos
obtiveram resultados satisfatérios com relacdo ao conteddo desenvolvido via as

atividades neste trabalho.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante este trabalho foi possivel constatar que os alunos possuem
dificuldades de aprendizagem ao se depararem com situacdes inéditas e, ainda,
gue estas decorrem, em sua maioria, da forma com que tais situacdes lhes sao
apresentadas. Assim, ao inserir um novo conteudo o professor deve,
primeiramente, se preocupar em como este sera transmitido para o aluno, ou seja,
levar em consideracgéo todo o conhecimento que o aluno possui e buscar atividades
que os facam se interessar pelo assunto, em outras palavras, instiga-los para a
descoberta de novos conceitos.

As atividades desenvolvidas aqui permitiram que 0s alunos usassem seus
conhecimentos prévios, no¢cbes béasicas de poligonos e poliedros, em busca de
solugcbes para cada situagcdo proposta e, ainda, que debatessem entre si, 0 que
possibilitou a interacdo de todos e despertou o interesse em buscar respostas. Esta
busca possibilitou uma melhor compreenséo dos conceitos tedéricos.

Os alunos que participaram deste trabalho relataram sua preferéncia por
aprender por meio deste tipo de atividade e se animaram em pensar nos préximos
contetudos, desejando que seus desenvolvimentos sejam baseados nas
metodologias aqui propostas ao invés da metodologia tradicional.

Além da experiéncia positiva com as atividades experimentais anteriormente
citadas, este trabalho possibilitou esclarecer conceitos basicos que serao utilizados

com outros alunos em anos posteriores.
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