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Resumo

Neste trabalho sao abordados os temas conicas e quadricas de uma forma nao tradicional.
Sao desenvolvidos alguns aspectos de conicas com pesos (definidas a partir da sua caracte-
rizagdo como lugar geométrico) dando origem as "Curvas qudrticas”, ou seja, curvas cuja
equacio cartesiana é polinomial de ordem quatro. Sdo estudadas as superficies quadricas
como lugar geométrico que é uma abordagem natural, porém, ndo encontrada na literatura
classica. Como tecnologia de apoio é feito o uso recorrente do software GeoGebra. Sao
descritas estratégias fisicas para a construcao das coOnicas classicas, a saber o "elipsografo’,
o "parabolografo” e o "hiperbolografo’. Finalmente, é apresentado e descrito o recurso
didatico, criado e desenvolvido em parceria com os alunos, "quizzes-conicas e quddricas”
para auxiliar e estimular o estudo do tema. O presente trabalho busca motivar o estudo e

pesquisa envolvendo alunos e professores neste importante tema da geometria.

Palavras-chave: Conicas. Excentricidade. GeoGebra. Quadricas. Quizzes.



Abstract

In this dissertation we deal with the themes conics and quadratics in a non-traditional way.
Some aspects of conics with weights (defined from their characterization as a geometric loci)
give rise to "quartic curves', that is, curves whose Cartesian equation is polynomial of order
four. We study the quadric surfaces as geometric loci, what is a natural approach, although
hardly found in the usual literature. As a supporting technology it is made recurrent use of
GeoGebra software. It is described physical strategies to the construction of the classical
conics, namely the "ellipsograph", the "parabolograph" and the "hyperbolograph". Finally,
it is presented a didactical resource, created and developed in partnership with students,
"conical-quizzes and quadric-quizzes" to help and stimulate the study of these themes. The
present work aims to motivate the study and research involving students and teachers in

this important theme of geometry.

Keywords: Conics. Eccentricity. GeoGebra. Quadric. Quizzes.
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INTRODUCAO

O estudo de Cénicas (parabola, elipse e hipérbole) é um tema matematico pouco
explorado no Ensino Médio da Educacao Bésica e as quéadricas (elipsoide, hiperboloides,

paraboloides, etc) ndao possui espago no curriculo do Ensino Médio.

Como estes assuntos possuem bastante relevancia histérica e aplicabilidades ine-
rentes a varios setores da sociedade moderna, desde construgoes (de pontes, estadios,
estruturas artisticas e arquitetonicas em geral), passando por inovagoes tecnoldgicas (como
faréis dos carros, nas antenas parabdlicas, entre outros) até grandes descobertas cientificas
(por exemplo, os movimentos elipticos, parabdlicos e hiperbélicos dos corpos celestes); este
trabalho se preocupou em propor abordagens alternativas do tema para discentes da Edu-
cacao Basica, através de exposicoes tradicionais e outras nao, levantando temas curiosos.
Além disso sdo apresentadas construgoes e visualizagoes das conicas e quadricas por meio
do software GeoGebra. Por fim uma abordagem do tema por Quizzes computacionalmente

feitos.

Este trabalho visa estimular o aspecto pesquisador de discentes e docentes da
Educagao Bésica, mesclando estratégias cldssicas com estratégias nao usuais e/ou curiosas
para construir (com o GeoGebra) exemplos de conicas e quadricas; além de oferecer

materiais didaticos por meio dos quizzes-cOnicas e quadricas.

O objetivo geral desta obra é trazer novos subsidios e técnicas de estudos, tanto
para os discentes como para os docentes, dos temas conicas e quadricas para o Ensino
Médio. E, os objetivos especificos sao amparar os alunos e professores com um material
didatico alternativo, além de propor para o curriculo escolar em Matematica no Ensino

Médio a abordagem das quadricas como um tépico viavel.

A metodologia utilizada neste trabalho é a de revisao bibliografica e exploracoes
de alguns aspectos curiosos acerca do estudo das conicas e quadricas. Visa, também, para

os professores, fornecer ferramentes didaticas e pedagogicas.

As fontes bibliograficas tomadas como alicerces para este trabalho foram os textos
de geometria analitica: DE CAMARGO, Ivan; BOULOS, Paulo. Geometria Analitica um
tratamento vetorial. 3. ed. Sao Paulo: Prendice Hall, 2005. DELGADO, Jorge; FREN-
SEL, Katia; CRISSAFF, Lhaylla. GEOMETRIA ANALITICA Colecio PROFMAT. 1?
EDd. Rio de janeiro:SBM, 2013 e IEZZI, Gelson. FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTRAR Geometria analitica. Vol.7-6.ed.-Sao Paulo:Atual,2013.; além do software

Geogebra, os quais possibilitaram o desenvolvimento desta dissertacgao.
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1 Conicas e Quadricas: aspectos historicos e

descobertas

O inicio dos estudos sobre conicas deu-se com os gregos, dos quais destacaram-se
Menecmo (380 a.C. a 320 a.C.), Euclides (435 a.C. a 365 a.C.), Arquimedes (287 a.C.
- 212 a.C.), Pappus (sec. IV d.C.) e Apolénio de Perga (262 a.C. — 194 a.C.). Estes
matematicos, a principio, obtiveram a elipse, a parabola e a hipérbole como secgoes de

cones circulares retos com planos, conforme em [12].

Mas, destes mateméaticos da Grécia antiga, o que tivera mais notoriedade em relacao
as conicas foi o Apolonio de Perga. Isto, devido a varias descobertas que fez. Por exemplo,
foi ele quem pela primeira vez, mostrou que a partir de um dnico cone é possivel obter as
trés espécies de secgdes conicas apenas variando a inclinacao do plano de seccao; também
provou que o cone nao precisa ser reto. E, ainda, substituiu o cone de uma s6 folha por um

cone duplo, sendo assim o primeiro a reconhecer a existéncia dos dois ramos da hipérbole.

No entanto, o maior legado que Apoldnio deixou foi uma cole¢ao de escritos chamado
As Conicas. Um tratado composto de oito livros dos quais sobreviveram sete - A secao da
relacao , A secao do espaco, A secao determinada, As inclinagoes, Os lugares planos, Os
contatos e Okytokion ( onde se determina um sistema de numeragdo mais pratico do que

o de Arquimedes).

Para muitos, a obra As Conicas possui a mesma importancia, por exemplo, de Os

Elementos do também grego Euclides de Alexandria.

Apesar de estes estudos sobre sec¢des cOnicas ja serem conhecidos ha mais de
um século antes de Apolonio, ele de maneira inquestionavel e em um nivel muito mais

avancado aprimorou este contetiddo nos seus trabalhos.

Até mesmo os termos elipse, parabola e hipérbole; tao familiares atualmente, foram
empregados pela primeira vez por Apolonio os quais significam, respectivamente, falta,

igualdade e excesso.

Ja as quadricas (elipsoide, hiperboloides, paraboloides, etc) tém sua histéria inti-

mamente ligada a das secgoes conicas.

Tanto Apolonio, como os matematicos gregos, em geral, deixaram uma contribuigao
bastante significativa para o que se chama atualmente de quadricas. Arquimedes ( 287
a.C - 212 a.C ), por exemplo, escreveu dois tratados sobre sélidos de revolugao. Euclides,
Pappus (que escreveu a obra Cole¢do matemadtica), e outros também deixaram sua cota

de participacao.
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J& no século XVIII, com a obra “A Geometria” de René Descartes (1596 — 1650),
comega a se desenvolver a Geometria Analitica e o estudo das quadricas comega a nascer.
Coube a Pierre de Fermat ( 1601 - 1665) e sua obra: Introdugdo aos Lugares Planos e
Solidos aprimorar mais ainda a geometria analitica através da descoberta das equagoes
cartesianas da reta e da circunferéncia, e as equagoes mais simples da elipse, da parabola
e da hipérbole. Posteriormente, Leonhard Euler ( 1707 - 1783 ) daria outra contribuicdo
historica para o estudo das quadricas. Em sua obra, Introducio a Andlise Infinita, Euler
descreve os cones, os paraboloides, os elipsoides, e os hiperboloides como equagoes no

sistema cartesiano de trés dimensoes (R®), conforme [12].

Finalmente, com o surgimento do calculo diferencial e integral, do século XVIII
em diante, houve mais robustez nos estudos das quadricas e o surgimento de uma nova

geometria, a saber, a geometria diferencial.

Os principais avangos nos estudos das quadricas devem-se a matematicos como:
Arthur Caley, Sylvester, Hamilton, Grassmann, Hermite, Jordan e Fermat que sao os

nomes associados a moderna Algebra Linear e matricial.

Entre as aplicacoes mais conhecidas das conicas a Fisica esta a que os planetas

descrevem Orbitas elipticas em torno do sol (gragas ao astrénomo alemao Johannes Kepler).

Galileu Galilei descreve como parabdlica a trajetoria de projéteis lancados obliqua-
mente para cima. Sabe-se, também, que a fungdo que expressa a relagdo entre o volume
de uma massa fixa de gas e a pressao exercida sobre ela é hiperbdlica se estiver sob

temperatura constante. Esta outra descoberta se deve a Robert Boyle em 1662.
Estes sao alguns exemplos de intimeras descobertas envolvendo as conicas.

Nota-se entdo que as cOnicas e as quadricas estao inerentemente presentes, em
muitas descobertas e aplicagoes, no nosso mundo. Por isso a importancia de seu estudo

nos dias atuais.
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2 As Conicas Classicas

As conicas (elipse, hipérbole e parabola) sao definidas como as intersecgoes de
planos com a superficie de um cone. Ou, para um estudo mais analitico pode-se defini-las a
partir da propriedade comum a todos os seus pontos. Ou seja, "obter um lugar geométrico’,

conforme [4].

Isto pode ser feito separadamente tanto para as elipses, hipérboles e parabolas
como, também, pode-se definir uma propriedade comum para o encontro das trés através
da excentricidade e (razao entre os valores das distdncias de pontos P a um outro ponto

fixo denominado foco e a uma reta fixa denominada diretriz). .

2.1 Elipse

Do grego élleipsis, "omissao", e através do latim ellipse surge o termo matemético
Elipse que significa falta. Este topico expoe a forma classica de se abordar a Elipse como

um lugar geométrico.

Definicao 1 (Elipse) |:O lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das

distancias a dois pontos fixos, distintos, F; e F» (focos) do mesmo plano, é uma constante

(2a), onde 2a > d(Fy, F,) denomina-se elipse, conforme [12].

Fixado agora um sistema cartesiano, xQOy, e os pontos F} e Fy, focos, de um plano,
tais que FiFy = 2¢; o conjunto dos pontos P do plano tais que PF; + PFy; = 2a, com 2a

> 2c, satisfazem a definicao de Elipse.

Denomina-se 2c = distancia focal, A; A, = 2a = eixo maior (2a e 2c sobrepostos
e com mesmo centro) e B;By = 2b = eixo menor (passa pelo ponto médio de F1F; e é

perpendicular ao mesmo).

Fixado um sistema de coordenadas cartesianas xOy de modo que A; Ay, F1F5 C
Ox, onde O = ponto médio de F|Fy e B1By; C Oy com O ponto médio de B;Bs, - veja

Figura 1 - pode-se escrever: P, F} + P, F, = 2a ou, equivalentemente,

\/(a:+c)2—|—y2+\/(as—c)2—|—y2 =2a
o que implica apds tomar sucessivamente quadrados (para eliminar as raizes)
2.2 22 4 2 2

a‘z® —c'x +a2y2:a —a’c

ou ainda
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Aq Fl Tl 0 ¢ 'Fy Ay X

e
P
B,

Figura 1 — Eixo maior da elipse sobreposto ao eixo das abscissas (A; Ay C Ox)

(a* — ?)a? + a*y? = a*(a® — ¢?) conforme [3], mas note que, na Figura 1, pelo Teorema de
Pitdgoras aplicado no tridngulo AOB; F, obtém-se a relacio a® — ¢* = b? substituindo-a na
altima expressao implica que b?z? + a?y? = a?b?. Agora, dividindo-se ambos os membros
2 b2

por a*b” tem-se a equagao reduzida da elipse, conforme [4].

o2 1] (2.1.1)

Seu grafico no sistema cartesiano satisfazendo: eixo maior sobre o eixo das abscissas,
eixo menor sobre o eixo das ordenadas e centro coincidindo com o centro do sistema;

aparenta um circulo achatado - veja Figura 2 -.

y
B,

B,

Figura 2 — Elipse com A; A, C Ox

Agora, caso A1 Ay C Oy e B1By C Ox, tem-se, através de manipulagdes algébricas
analogas as feitas na obtencao de (2.1.1), que Z—z + i—j =1 (equagao reduzida da Elipse tal
que A1 A C Oy ), conforme [4].
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Seu grafico, também, assemelha-se a um circulo achatado. - veja Figura 3 -

B2 X

Figura 3 — Elipse com A;A; C Oy

Suponha que o centro da elipse esteja em um ponto, no plano, diferente da origem
do sistema cartesiano xOy, com Ay Ay // Ox e B1By // Oy. Para encontrar a equacao de

tal elipse usa-se a Definicao 2.

Defini¢ao 2 (Translagao de sistema) | : Seja P(x,y) e O’(xg,yo) dois pontos

referidos a um sistema cartesiano. Se x’O’y’ é um sistema tal que O’x’ // Ox, O’y’ // Oy
e O’x’, O’y’ tém, respectivamente, o mesmo sentido positivo dos eixos Ox, Oy; diz-se que
x’Q’y’ foi obtido por uma translacao de xOy. Agora, estabelecendo uma relacao entre as
coordenadas de P no “novo” sistema x’O’y’ com o “antigo” xOy temos: r = xy + 2’ e

y = yo + v, conforme [4]. - veja Figura 4 -

Oy
] oy
P
yh-——--1 ----9
I
|
1 |
oo o
! I
| [
| I
L | .
o Xg X Ox

Figura 4 — Translagao de sistema
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Agora, dada uma elipse de centro no ponto O'(zg,yo) € A1As//Ox -veja Figura 5-,

2

~ ~ . .1e , / 2 ~
sua equagao em relacio ao sistema auxiliar x’O’y” é: 5 + %> =1 e, usando a translagao

de sistema, sua equacao relativa ao sistema xOy é:

(z—m0)? + (y—y0)® _ 1

a2

- Ox

Figura 5 — Translacao da Elipse

Analogamente, se uma elipse tem centro no ponto O'(xg,y0) e A1A2//Oy, sua

equagao em relagdo ao sistema xQOy é:

(y—y0)* + (z=20)® _ 1

a? b2

Observagao: A defini¢ao 2

de Translacao de sistema serd usada ,também, para

as equagoes gerais tanto da parabola como da hipérbole. Os Préximos assuntos a serem

abordados neste trabalho.

2.2 Parabola

Do grego parabole, que significa “semelhanc¢a ou aparéncia”, surge o nome mate-

matico parabola. Este topico analisa sua definicdo como lugar geométrico mais conhecida,

expoe seu grafico e equagoes mais

classicas.

Defini¢ao 3 (Parébola)

: Sejam tomados, em um plano «, um ponto F e uma

reta d que nao contém F. Denomina-se parabola de foco F e diretriz r ao lugar geométrico

dos pontos do plano a que equidistam de r e F, conforme [12].
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Fixado um sistema cartesiano, xOy, dados um ponto F e a reta r de um plano,
ambos fixos, com F nao pertencente a r, entdao o conjunto dos pontos P desse plano

equidistantes de r e F satisfazem a definicao de parabola.

Denota-se por 2p = Pardmetro (distdncia de F a r), V = vértice (ponto
médio da distdncia de F a r ), eixo e = eixo de simetria da parabola (e L r),
considere, ainda, foco = F = (0,yr) e Ox = r. Entao, nestas condi¢es, dado um ponto P =
(x,y) tal que PF = d(P,r), tem-se, pela defini¢do de pardbola, que \/(m — 02+ (y—yr) =

ly| ou, equivalentemente, 2%+ (y—yr)? = y* implicando ainda que (y—y+yr)(y+y—yr) =
x%. Mas, como o pardmetro 2p ¢é a distancia de F & r, tem-se yp = 2p # 0, entdo
2y —yp = ;—;, assim: y = j—; + p. Finalmente, fazendo uma translacao de Sistema de

Coordenadas (Defini¢do 2) obtém-se a equacao reduzida da pardbola, conforme [4]:

Seu grafico aparenta uma abertura de curva prolongada para os lados simétricos

do eixo e - veja Figura 6 -

0 r=0x

Figura 6 — Pardbola com Ox =r

Novamente, pela translacao de sistema, tem-se para uma parabola que possui
vértice no ponto V = (x¢,y9), 0 eixo e // Oy er // Ox, com equacio (2')*> = 4py’, em

relacdo ao sistema auxiliar x’O’y’, que sua equacao relativamente ao sistema xOy é

(z —20)* = 4p(y — wo)

2.3 Hipérbole

“Hipérbole” vem do grego hyperbolé, que significa “excesso, exagero, ato de atirar
além”. Neste capitulo estuda-se a definicao de lugar geométrico mais conhecida de hipérbole,

expoe seu grafico e suas equagdes classicas.
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Defini¢ao 4 (Hipérbole) |: O lugar geométrico dos pontos de um plano tais que

o valor absoluto da diferenga de suas distancias a dois pontos fixos Fj e Fy (focos), do
mesmo plano, é uma constante (2a), onde 2a < d(Fy, F3), denomina-se hipérbole, conforme
[12].

Fixados: um sistema cartesiano, xOy, de modo que F; = (—¢,0) e Fy = (¢,0),
considerando 0 < 2a < 2c¢c com A;As = 2a. Entdo, o conjunto dos pontos P do plano
cujas diferencas, em moédulo, das distancias PF e PFy é uma constante 2a, satisfazem a

definicao de hipérbole.

Note, ainda, que se pode estabelecer uma relacdo entre a e c, tal que ¢? = a? + b?
& 2 — a? = b2, Agora, considere 2b = BB, e BBy, C Oy com seu centro na origem e

chame o de eixo menor.

Pela defini¢ao de hipérbole obtém-se que |PF; - PF, | = 2a, ou equivalentemente,

‘\/(x +c)2 +y? — \/(x —c)?+ yQ‘ = 2a. Agora, tomando sucessivos quadrados
desta expressdo e simplificando onde possivel, acarreta que a?(z? + y* + ¢ — a?) = 2%,
mas como ¢ —a? = b? entdo esta tltima expressdo fica (a® —c?)x? +a*y* +a*(—a*+c*) =0
ou b?z? —a?y? = a®b?. Portanto, dividindo ambos os membros por a?b?, obtém-se a equacao

reduzida da hipérbole, conforme [4]:

Seu grafico apresenta dois ramos simétricos em relacao ao eixo que contém B Bs. -

veja Figura 7 -

X

Figura 7 — Hipérbole com B;By; C Oy

Agora, através de manipulagdes algébricas analogas as que foram feitas no item 2.1

obtém-se que:
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e Se a hipérbole apresenta A1 Ay C Oy e B1 By, C Ox, tem-se que

e Se uma hipérbole tem centro no ponto O’(x,yo) e A1 As//Ox, sendo que sua equagao

. , 2 /2 ~ ~ . . 7
no sistema x’0’y’ é 5 — %3 = 1 entao, sua equacdo relativamente ao sistema xOy ¢é

(m—a9230)2 _ (y—bgo)2 -1

e Analogamente, se uma hipérbole tem centro no ponto O’(zo,yo) e A1As//y sua

equacao relativamente ao sistema xQOy é

(y*a?éo)Q _ (:chbgo)Q =1

2.4 Unificacdo das Conicas

Para cada conica (elipse, parabola e hipérbole) existe um nimero “e > 0”, chamado
de excentricidade, que determina a forma de cada uma delas. Este niimero “e” aparece a
partir de uma definicdo mais geral das conicas que unifica as defini¢oes de elipse, parabola

e hipérbole.

Nesta secao explora-se a definicao de conicas pela observacao da excentricidade
e, analisando o que ocorre caso 0 < e < 1, e = 1 ou e > 1 e ilustra em um tnico gréafico

estas trés situacoes.

Defini¢ao 5 (Coénica) | : O lugar geométrico dos pontos de um plano cuja razao

de suas distancias a um ponto fixo F' e a uma reta fixa d é igual a uma constante positiva
“e” é chamado de Codnica. O ponto fixo F é dito foco, a reta fixa d diretriz e o niimero
real positivo “e” de excentricidade. Caso 0 < e < 1,e =1 ou e > 1 entao a conica sera,
respectivamente, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole, conforme [8].

Fixados: um sistema cartesiano, xOy, o ponto F = (2p,0) com |p| # 0 e considerando

d(P,F)
d(P,d)

d = Oy tem-se que = e (#) satisfaz a definigdo de conica. E, em termos do sistema

. .o~ . —2p)2+(y—0)2
cartesiano de coordenadas a condigdo (#) pode ser escrita como ( ‘)ﬂ =0

—99)2 442 .
% = €%, ou seja, (r — 2p)? + y? = 22? ou

:67

tomando-se os quadrados tem-se

2% — e22? — 4dpx + 4p® + y* = 0 ou, ainda

(1 —e*)a? — dpz + 4p* + y* = 0| (2.4.1)

Agora, observe que
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e Se for e = 1 na equacio (2.4.1) entdao: y* = 4px — 4p? ou y* = 4p(x — p)

e considerando a translagao de eixos para a nova origem O’(zg, y9) = O’(P,0) obtém-se

y2 = 4px

e Se for e # 1 entdo €2 # 1 e assim pode-se dividir a equacio (2.4.1) por 1 —e? obtendo:

4dpx 4p? y?
2
— = 0.
v 1—62+1—62+1—€2
Completando os quadrados segue que
T — =
1—e? 1—e2  (1—e2)?

—€

.- 2,2 ,
dividindo ambos os membros pelo termo (14”762)2 obtém-se

(ZL' - 12122)2 y2
( 2pe )2 + (2pe)? = 1(##)
1—e? 1—e2

Agora, tem-se dois casos a considerar, caso 1: 0 < e < 1 e caso 2: e > 1. Se ocorrer

o caso: 1, entdo 1 —e* > 0 e assim 1 — e* = (v/1 — €2)? e a equagdo (##) torna-se

(367473:2())2 + %—22 =1, onde g = {2Z;, A= 2 e B = \/%. Se ocorrer o caso: 2

entdo 1 —e? < 0,logo 1 —e? = —(e* — 1) = —(v/e2 — 1)? e obtém-se na equagio
2

r—x 2 <
(##):( A2O) — & =1londe C = \/3%1'

A unificacao da elipse, pardabola e hipérbole pode ser vista no gréafico da Figura 8.

e > 1 Hipérbole
d oy
=1 : Parabola

e
(2p,0) Ox

©D<e<1 : Elipse

Figura 8 — Unificagdo das Conicas
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3 Conicas com pesos

Nesta secao explora-se o efeito sobre as equagoes da elipse e da hipérbole quando
estas sao deformadas através da inclusdo de fatores de deformacao (pesos) em suas
respectivas equacoes, encontrando assim suas “curvas qudrticas”. Em relacao a parabola

com pesos ela recai nos casos da parabola usual, elipse usual ou hipérbole usual.

3.1 Elipse com pesos

Esta secao encontra a equacao quartica da elipse com pesos de deformagao inseridos
na sua defini¢do classica, além de analisar o comportamento do seu grafico em um sistema

cartesiano xQOy.

Definicao 6 (Elipse com pesos) |: Considere um sistema cartesiano, xOy, em
que os focos Fy, F» tenham coordenadas F} = (—A,0), Fy = (A,0) fixas e dados trés

ndimeros reais m,n,p > 0 com p > F}F; entdo a elipse com pesos (m, n, p) é o lugar

geométrico dos pontos pertencentes ao conjunto X = {Q(x,y) : mF1Q + nFy(Q) = p}.

Agora, pela definicdo de elipse com pesos e fazendo uso do sistema de coordenadas,
se Q = Q(x,y) é um ponto de X tem-se: my/(x + A2 +y?2 +ny/(x —A)?+y2 =pe
eliminando os radicais implica que (m (x+ A)2 + y2)2 = (—n (x—A)P2+y2+ p)2
donde m?[(z+ A)? + 9% = n?[(x — A)? + 4] +p? — 2np,/(x — A)? + y? ou equivalentemente,
m?[(z+A)*+y?]—n?[(z—A)?+y*]—p* = —2np,\/(x — A)? + y? com mais uma reorganizagao
dos seus termos tem-se [m?(z+ A)* —n?(z — A)?|+ [m? —n?|y* —p* = —2np\/(x — A)? + 32

agora, eliminando-se o radical:

[m?(z + A)? = n?(x — A)? + (m®* — n?)y? — p°|* = an*p?|(x — A)* + ¢/

(“expressao quartica” da elipse com pesos (m, n, p))

Suponha que A =1, m=1,n=1,3ep = 2,6, entdo a equagao da elipse com estes
pesos ¢ [(ZL’+ 1)2 - (17 3)2(37 - 1)2 + (1 - (17 3)2)y2 - (27 6)2]2 = 4(17 3)2(27 6)2[(1‘ - 1)2 +y2]

e seu grafico no sistema cartesiano fica conforme a Figura 9.

Caso A=1,m=1,n=1ep =3 entdo a equagao da elipse com estes pesos é

[(z +1)? — (z — 1)% — 9]* = 36[(x — 1)* + y?] desenvolvendo os quadrados e simplificando

202 36y% __
45 + 45

obtém-se 1 que é uma equacao usual da elipse.
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10 1

Figura 9 — Elipse com pesos

3.2 Paradbola com pesos

Neste capitulo observa-se que a parabola caso inclua-se pesos em sua defini¢io

classica resulta na definicdo de conicas pela excentricidade.

Defini¢ao 7 (Pardbola com pesos) | : Considere um sistema cartesiano, xOy,

em que o foco F; = (0, A) e a reta diretriz r sejam fixos, dados ainda reais m,n > 0. Entao

a Parabola com pesos é o lugar geométrico dos pontos pertencentes ao conjunto X =

{T(z,y) : mFT =n.d(T,r)}.

Note que, pela definigdo de Pardbola com pesos, tem-se mF\T = n.d(T,r) se, so,
nr n

s€ d(T,r) m’

Assim as pardbolas com pesos sao:

e clipses usuais, se 0 < * < 1;
e parabolas usuais, se 7> = 1;

e hipérboles usuais, se * > 1;
m

3.3 Hipérbole com pesos

Seguindo o mesmo raciocinio da elipse e parabola com pesos, estuda-se nesta se¢ao

0 que ocorre caso inclua-se pesos na definicao cldssica de hipérbole. Além de observar o
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comportamento de sua “curva qudrtica” no sistema cartesiano xQOy.

Definicao 8 (Hipérbole com pesos) | : Considere um sistema cartesiano, xOy,

em que os focos Fy, F» tenham coordenadas F;(—A,0), F5(A,0) fixas e trés niimeros reais
m,n,p > 0 com 0 < p < F1F,. Entao a hipérbole com pesos ¢ o lugar geométrico dos

pontos pertencentes ao conjunto X = {S(z,y) : |[mF1S — nEyS| = p}.

Agora, pela definicdo de hipérbole com pesos, pode-se representar X como uma

2
expressao polinomial em x e y como segue p? = (‘m\/(x + A2 +y? — n\/(x — A2+ yQD

desenvolvendo os quadrados tem-se

p*=m?[(x + A +y?] — an\/[(a: + A2+ ?)[(x — A)? + 92 + n[(x — A + 7.

Agora, eliminando o radical, obtém-se a equagao quartica da hipérbole com pesos

m>0n>0e0<p<2A:

[p? — m2(x + A)? — n?(x — A)? — (m? + n?)y?) = dm?n?[(x + A)? + y?][(z — A)? + 7]

Suponha que A =2, m =1, n = 0,8 e p = 2,5 entdo a equacao da hipérbole
com estes pesos fica : [(2,5)% — (z + 2)2 — (0,8)%(z — 2)2 — (1 + (0,8)2)y2)* = 4.(0,8)2[(x+
2)% +y?][(z — 2)* + %] e seu grafico no sistema cartesiano xOy esté representado na Figura
10.

10 4

Figura 10 — Hipérbole com pesos

Caso A=1,m=1,n=1ep=1, entdo a equagao da hipérbole com estes pesos é

1—(z+1)*—(x—1)*> =2y = 4[(x + 1)* + y*][(z — 1)* + y?], agora, desenvolvendo os

. . ~ 7z 2 7z ~
uadrados € simplifncando a expressao obtem-se 4r™ — —5— = ue € ulna expressao de
drad lificand bt 12 — % =1 d

hipérbole usual.
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4 AS QUADRICAS

No ensino superior as quadricas sao estudadas por disciplinas de algebra e geometria
analitica. Esta dissertacdao propoe o tema como um topico viavel a ser trabalho no Ensino
Médio, pelo fato de proporcionar uma visao tridimensional de equacdes polinomiais
quadraticas. Mas para isto, precisa-se de uma familiaridade com tais equagoes e este
capitulo auxilia na afinidade com o tema, através da exposicao da equacao geral das

quadricas, das equagoes geradas por ela; além dos nomes das principais expressoes.

Defini¢ao 9 (Quéadrica) |: O conjunto dos pontos do espago tridimensional, cujas

coordenadas cartesianas verificam a equagao do 2° grau com no maximo trés variaveis

Ar? + By* + C2* + Dy + Eyz + Frz+ Gr + Hy + Iz + J = 0| (4.1)

é denominada uma quadrica, conforme [2].

Particularmente, denominam - se quadricas degeneradas aos pares de planos, pontos
ou conjuntos vazios, que podem ser representados por uma equagao do 2° grau com trés

varidveis no R3. E isto ocorre, as vezes, quando alguns dos coeficientes se anulam.

Através de uma rotagao e/ou translagdo de eixos a equagao (4.1) pode assumir
uma das seguintes formas:
(*) Az? 4+ By? + C2* = D (Quédricas céntricas)
Ax? + By? = Cxz
(**) ¢ Ax? + B2* = Cy (Quddricas ndo céntricas)
Ay’ + B2? = Cx

Ax? = By + C=z
(***) $ Ay? = Bx + Cz (Paraboloides degenerados)
Az’ = Ay + Bx

As quadricas serao céntricas quando as constantes A, B, C e D sdo nao nulas, e

pode-se escrever a equagao (*) na forma canonica:

Caso todos os sinais sdo negativos entao o lugar geométrico da equacao é vazio.

Logo, existem trés possibilidades, conforme [11]:

e Todos os sinais positivos: Elipsoide;
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e Dois sinais positivos e um negativo: Hiperboloide de uma folha;

e Dois sinais negativos e um positivo: Hiperboloide de duas folhas.

Por outro lado, as quadricas serao nao-céntricas quando as constantes A, B e C

sao nao nulas e pode-se escrever a equagao (**), também, nas formas candnicas:

Logo, existem duas possibilidades, conforme [6]:

e Os coeficientes dos termos do 2° grau tem sinais iguais: Paraboloide eliptico;

e Os coeficientes dos termos do 2° grau tem sinais contrarios: Paraboloide hiperbdlico
(sela).

4.1 Paraboloide, Elipsoide e Hiperboloide com plano diretor 7, foco

F e excentricidade e

Nesta secao busca-se descrever as quadricas em termos de sua excentricidade,
procurando recuperar as mesmas ideias daquelas que foram utilizadas nos estudos das
coOnicas no item unificagdo da elipse, parabola e hipérbole. Porém, aqui fixados um plano e

um ponto nao pertencente a este plano.

Defini¢ao 10 (Quédrica pela excentricidade 1) |: Sejam 7 um plano do es-

n_n

paco, F um ponto que nao pertence ao plano 7 e "e" um nimero real positivo. A superficie

S de foco F, plano diretor 7 e excentricidade e ¢ definida como quadrica tipo 1, quando

o lugar geométrico dos pontos P(z,y,z) € S sdo tais que % = e, conforme [9)].

Agora, dado um sistema de eixos coordenados cartesiano para o espago, com eixo
Ox sendo a reta perpendicular ao plano 7 e passando por F . Em relacao a esse sistema,
considere 7 : x = 0 e F(2p,0,0) com |p| # 0. Entao, tem-se, pela definicdo de quadrica pela

excentricidade tipo 1, que os pontos P(x, y, z) que pertencem a superficie S sao tais que

PF (@ —2p)+ (y—0)>+ (- 0)

°T dist(P,m) ]

2
Implicando que (e.|z])? = (\/(x —2p)2+ (y—0)2+ (2 — O)2> = (x—2p)*+y*+ 22
Agora, desenvolvendo os quadrados e reorganizando os termos pode-se reescrever a ultima

expressio da seguinte forma (1 — e?)z? — 4px + y* + 22 = —4p? (4.1.1). Note que se e = 1
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Figura 11 — Paraboloide

esta expressdo fica assim y? + 2% = 4p(x — p) que representa um paraboloide de rotagio -
veja Figura 11 -.
Caso e # 1 tem-se e? # 1, e portanto 1 — e # 0. Logo, pode-se dividir ambos os

membros da expressao (4.1.1) pelo termo 1—e? obtendo 2*—2x (13’;2 ) + (2427 s = 1‘%’;.

2
Agora, completando os quadrados tem-se <9c — 13’; 2) + (y* +2?) 1_162 = %, finalmente,

T , . ~ 2,2
dividindo-se esta ultima expressao por (f‘f—e’;)Q chega-se em

x__EZ;_Q 2 2
( (fﬁé)z> %é%; +-%;%§ —1(4.1.2)

Se 0 < e < 1entdo 1—e? > 0, ou seja, pode-se reescrever a expressao (4.1.2) assim:

2
_ 2 2 2
(fL’ lfe2> Yy <
5 T 7 + 5 =1
2pe 2pe 2pe
1—e? 1—e? 1—e?
Chamando:
_ 2pe _ 2pe _2p
@ = 1" b= V1—e2 EC=1"=
tem-se que

2
Dt =1
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Figura 12 — Elipsoide 1

e esta equacao representa um elipsoide de rotacao. - veja Figura 12 -.

. 2 . 2
Observe, ainda, que & =1 — €2, ou seja, €2 = 1 — & de modo que quando e — 0

a a
tem-se a se aproximando de b e o elipsoide se aproximando de uma esfera e quando e — 1
entdo pondo a = 1 deve-se ter b — 0, ou seja, o elipsoide fica "fino" se "aprorimando” de

um segmento (veja Figura 13).

Figura 13 — Elipsoide 2

Mas, se e > 1 entdao €2 — 1 > 0. Isto implica que pode-se escrever a expressao (4.1.2)

da seguinte forma:

2
_ % 2 2
(” 1—e2) Y z
2pe 2pe 2pe
1—e? e2—1 Ve2—1
_ 2pe _ 2pe 2 (73—0)2 Zﬁ 22 _
Agora, chamando a = %5, b = JEgec= T3 tem-se que |- — 5 — & =1

esta equacao representa um hiperboloide de duas folhas. - veja Figura 14 -

Tem-se, ainda, que Z—z =e? —1, ou seja, €2 =1+ Z—Z. Dai, fazendo e — 1 e pondo a
= 1, acarreta que b — 0. Logo, o hiperboloide se afina, também, e fica “aproximadamente”
sendo dois segmentos (veja Figura 15). Agora, quando e — oo e pondo b = 1, obtém-se

que a — 0 . Com isto, o hiperboloide se “aproxima” de dois planos paralelos (Figura 16).
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Figura 14 — Hiperboloide de duas folhas 1

|
Figura 15 — Hiperboloide de duas folhas 2

Figura 16 — Hiperboloide de duas folhas 3
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4.2 Paraboloide, elipsoide e hiperboloide com reta diretriz r, foco

F e excentricidade e

Nesta secao, assim como foi feito na anterior, procura-se recuperar as ideias da
defini¢do de conicas pela excentricidade, mas em uma visao espacial. Ou seja, descrever as

quadricas pelos termos de sua excentricidade, s6 que neste caso com uma reta fixada.

Definicao 11 (Quadrica pela excentricidade 2)|: Sejam r uma reta do es-

n_n

paco, F um ponto que nao pertence a reta r e "e" um ntmero real positivo. A superficie

S de foco F, diretriz r e excentricidade e ¢é definida como quadrica tipo 2, quando o

lugar geométrico dos pontos P(z,y,z) € S sdo tais que % =e.

Representando no sistema de coordenadas cartesianas no espaco, a reta r como:
r(t) = (zot,0,—c) com t € R e F(0, 0, 0) - veja Figura 17 -

24

P(x,y,2)

Figura 17 — Reta r, foco F e ponto P em R?

entao, tem-se, pela definigdo de quéddrica (de tipo 2) pela excentricidade, que os pontos de

PF Va2

coordenadas P(x, y, z) pertencem a superficie S se e = APy oue= v

ambos os membros ao quadrado tem-se e?[y* + (z + ¢)?] = 2? + y* + 22, desenvolvendo o

, elevando
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quadrado (z + ¢)?, aplicando a distributiva a direita no primeiro membro e reorganizando

os termos acarreta na expressao |22 + (1 — e?)y? + (1 — €?)2? — 2ce?z = e*c? | (4.2.1)

Caso e = 1 a expressao (4.2.1) serd x? — 2cz = ¢? e seu grafico é um cilindro

parabdlico conforme Figura 18.

Figura 18 — Cilindro parabdlico

Caso e # 1 entao e* # 1, o que implica 1 — e? # 0. Portanto, pode-se dividir ambos

os membros da expressdo (4.2.1) por 1 — €% obtendo assim

206 z se

+y2 + 22 = £¢
y —e2 T 1—e2

e2

2
ce?

1— e2 +y + <(1 e28;2 = (16_26622)2 (4'2'2)

Caso ¢ = 0 tem-se na expressio (4.2.2) que (1 —e?)z? + (1 — €?)?y* + 22 = 0 que
representa um cone eliptico veja a Figura 19.

Considere ¢ # 0 e caso 0 < e < 1 entdo 1 — e > 0. Dividindo ambos os membros

da expressao (4.2.2) por 5= 2)2, obtém-se

22 y? (z 1‘3_622)2 .
<\/1627>2 + (122>2 + (ec)?

__ ce
ece D= ;%5

Chamando A = W’ B=:%,0C=

3—22 + 2y <Z‘C§’)2 =1 | (Equacao de um elipsoide) - Figura 20
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Figura 19 — Cone eliptico

\l\
(x0t,0,-¢)

Figura 20 — Elipsoide 3

Por outro lado, considerando ¢ # 0, mas e > 1 entdo e2—1 > 0. Portanto, a expressao
(z2=D)?
02

€ec

(4.2.2) nessas condicdes, e chamando £ = —£= fica sendo —Z 4 yBiQ +

2 =1, que

representa um hiperboloide de uma folha. Veja Figura 21.

T(Xut,

Figura 21 — Hiperboloide de uma folha
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5 Construcao das Conicas no GeoGebra

O GeoGebra é um aplicativo de matematica dinAmico que combina conceitos de
geometria e algebra. O programa permite realizar construgoes geométricas com a utilizagao
de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, etc, conforme [7]. A grande vantagem
didatica que possui é o fato de representar ao mesmo tempo e em um unico ambiente
visual as caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto. Em sua plataforma

trabalha-se a geometria em duas ou trés dimensoes.

O objetivo deste capitulo é proporcionar uma ferramenta didatica e pedagbgica
para o estudo das conicas, visto que o programa disponibiliza varias opgoes de construcgao

das mesmas.

Neste topico usa-se as opgoes Ponto, Reta, Segmento, Intersecao de Dois Objetos,
Mediatriz, Reta Perpendicular, Circulo dados Centro e Raio e Habilitar Rastro que o
GeoGebra possui para construir uma parabola, uma elipse e uma hipérbole. Além de fazer
uma analise da excentricidade em cada uma delas. Verifica-se, ainda, as defini¢bes destas

coOnicas nas figuras.

5.1 Parabola no GeoGebra

Esta se¢ao apresenta as ferramentas (Ponto, Reta, Segmento, Intersegao de Dois
Objetos, Mediatriz, Circulo dados Centro e Raio, Habilitar Rastro e Reta Perpendicular) -
veja Figura 22 - mais elementares de se trabalhar com o GeoGebra, conforme [1]. Através
de uma sequéncia de 10 passos constroem-se uma parabola com reta diretriz sendo o eixo
Ox e foco o ponto C(0,2). Ao final, é feita uma andlise matemética comprovando que a

figura satisfaz a definicao de parabola.

Ponto

E Reta

Segmento

E Intersecdo de Dois Objetos

Mediatriz

T , .
Circulo dados Centro e Raio
# Habiltar Rastro Habllltar Rastro

Reta Perpendicular

Figura 22 — Algumas opg¢oes de uso no GeoGebra
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Para entender melhor como construir computacionalmente a parabola, no GeoGebra,

conforme [10], siga os passos seguintes:

e Passo 1) Selecione a opgao Ponto e crie os pontos A=(-2,0) e B=(2,0) - Figura 23 -;
e GeoGeba

Arquivo Editar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda

ER NI ENE
/./.,\7 L v ij v . v 4%'\7
» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga
Ponto 8
L@ A=(2,0)
“-@ B=(2,0)
;
8
5
a
3
2
1
A B
o 0 o
) 5 4 3 -2 N 0 1 k4 3
R

Figura 23 — Pontos A e B criados no GeoGebra

e Passo 2) Selecione a opgao Reta e crie a reta f (reta diretriz), que passa pelos pontos
A e B ;-Figura 24-
e GeoGeba

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
L]
.

R AL Gl <4

=
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
@ A=(-2,0)

@ B=(2,0)
- Reta 7
@ fy=0

a=2
i
v

%

v

A
L ]
v

.

A
k) 5 4 3 2 -1 0 1

Figura 24 — Reta f criada no GeoGebra
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e Passo 3) Selecione a opc¢ao Ponto e crie o ponto C=(0,2) nao pertencente a reta f

(que serd o foco);-Figura 25-

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
L]
.

AP OO £

ad i
» Janela de Algebra » Janela de Vi: a
@ A=(-2,0)

@ B=(2,0)
@ C€=(0,2) 7
Reta

a=2
—
£l

<

i

-2

Figura 25 — Ponto C criado no GeoGebra

e Passo 4) Selecione a opgao Ponto e crie o ponto D=(1,0) pertencente a reta f;-Figura
26-

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

D © W=
a
’./.,u A/\7 v v @u é} N v ‘3’\2
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagi
- Ponto 8
7
8
5
4
3
C
20
1
f A ) B
ot 0 O oy
8 5 -4 3 '5 1 o Y ’ 3
-1

Figura 26 — Ponto D criado no GeoGebra
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e Passo 5) Selecione a opgao Reta Perpendicular e crie a reta g perpendicular a reta f

e passando por D;-Figura 27-
© . GeoGebr

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

g ScIEIFINE
k W hd il /./.:? ‘ W ®\J V| . il ‘%.U
» Janela de Algebra = » Janela de Visualizagdo
Ponto g g

@ A=(2,0)

5]

-1

Figura 27 — Reta g criada no GeoGebra

e Passo 6) Selecione a opgao Segmento e crie o segmento h que liga C até D (que serd

a base de um triangulo isdsceles);-Figura 28-

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Al 2 P OO L) N
‘ k 2 hd v v v ®U v * v ‘%.U
» Janela de Algebra } Janela de Visualizagdo
8 9
74
ad
Segmento
@ h=224 5]
4]
3]
c
26
11 h
T A D E
o 0 o
& & 4 3 2 1 0 2
4l

Figura 28 — Segmento h criado no GeoGebra
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e Passo 7) Selecione a opcao Mediatriz e crie a mediatriz i do segmento CD;-Figura

29-

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A
L

=

D

[ 2

©,©,

N

a=2
il

=

%

v

=

¥ Janela de f\lgebra

b Janela de Vi

Ponto
@ A=(2,0)
@ B=(2,0)
@ C=(0,2)
--@ D=(1,0)
Reta
@ Ey=0
@ gx=1
@ Ex+2y=15
Segmento
@ h=224

Figura 29 — Mediatriz i de C'D criada no GeoGebra

3]

-

e Passo 8) Selecione a op¢ao Intersegao de Dois Objetos e crie o ponto E de intersegao

entre a mediatriz i e a reta g;-Figura 30-

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

upd -

v

<

P©)©,

AN

a=2
—
v

%

v

» Janela de Algebra

» Janela de Vi

=

Paonto
@ A=(2,0)
® B=(2,0)
~® €=(0,2)
® D=(1,0)
@ E=(1,1.25)
R

Segmento
@ h=224

Figura 30 — Ponto E criado no GeoGebra

o

e
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e Passo 9) Selecione a op¢ao Segmento e crie os segmentos CE e DE-Figura 31-

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Jansla Ajuda

o|||a=2
. o
‘[%VX;XG c®v@vé’\7;\: \74_:“\7
b Janela de Algebra o » Janela de Visualizaga
Fonto ] q
L@ A=(2,0)

. ® E=(1,125
Reta s
@ fy=0

g
it-x+2y=15 5
Segmento
® h=224
@ j=1.25
C @ k=125

Figura 31 — Segmentos C'E e DFE criados no GeoGebra

e Passo 10) Clique com o botao direito do mouse no ponto E e selecione a op¢ao

Habilitar Rastro, depois mova o ponto D para os lados.-Figura 32-

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A <Moo 4

X
.

ad ad

» Janela de Algebra = » Janela de Vi: &

Ponto ] g
@ A=(2,0)
--@ B=(2,0)
- @ C=(0,2) 7
--@ D=(1,0)
--@ E=(1,1.25)

Reta a
@ Ey=0
@ gx=1
@ Ex+2y=15 5

Segmento
@ h=224
--@ j=1.25
- ® K=125

a=2
e
v

%

v

Ponto E: Ponto de intersegio de i, g
Coordenadas Polares

Exibir Objeto r
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

1

Renomear
Apagar

el

Propriedades ...

&

Figura 32 — Habilitar Rastro

Feito estes 10 passos encontra-se na janela de visualizagao 2D uma parabola veja

Figura 33.
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Note que, como g é perpendicular a f isto caracteriza a distancia do ponto E a

diretriz f. Mas, pelo fato de i ser a mediatriz de C'D, tem-se que DE = CE. Portanto

DE _ 1.

€=TE

\ T
0\1

Figura 33 — Pardbola no GeoGebra

5.2 Elipse no GeoGebra

Nesta se¢ao constroem-se uma elipse no GeoGebra, com o auxilio das ferramentas
mais elementares que o software possui. Usa-se, também, a defini¢cdo de circulo diretor,
e seguindo uma sequéncia de oito passos chega-se a figura desejada. Ao final, mostra-se,
matematicamente, que o grafico satisfaz a definicao de elipse, além de uma analise de sua
excentricidade.

Pela defini¢ao de conica, feita a partir da excentricidade, quando 0 < e = Cfl((lgf)) <1,

onde F é o foco e r a reta diretriz, tem-se uma elipse. Uma particularidade disto é encontrada
no item 2.1 na figura 2 , pois a é hipotenusa e ¢ um cateto do triangulo O By F; acarretando
que 0 < £ < 1. Além destas informagoes, precisa-se, agora, para poder observar a elipse

pela excentricidade e construi-la no GeoGebra da seguinte definigao:

Definicao 10 (Circulo Diretor)|: Um circulo de raio 2a, cujo centro estd em

um dos focos de uma conica, é chamado de circulo diretor, conforme [5].

Pode-se, finalmente, construir através do software GeoGebra uma elipse com os

seguintes passos, segundo [10]:

e Passo 1) Selecione a opgao Ponto e crie dois pontos, A=(-2,0) e B=(2,0), de tal

modo que a distancia entre eles seja menor que 8;-Figura 34-
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(matematicamente, a dist(A,B)=2c e 8=2a, na defini¢ao de elipse, pois 0<2c<2a)

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

RN CEPANEE
RUA L B OO, 4 N e 4
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizag
~ Ponto El
@ A=(2,0)
® B=(2,0)
7
&
5
4
3
2
1
A B
o 0 o
& 5 a i) = 0 k- 3

-1

Figura 34 — Pontos A e B criados no GeoGebra

e Passo 2) Selecione a opgao Circulo dado Centro e Raio, e crie um circulo diretor de

raio 8 com centro em A;-Figura 35-

o

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

GeoGebra

[Pt B [©) [ P N [ B2
% Le b v /././U‘ Le) Le el b v el ‘%.U
» Janela de Algebra » Janela de Visualizago
- Ponto 8
@ A=(-20)
-
o
cl
1]
A 0 B
& 5 4 3 2 1 0 ? 3 4 5 [
_1 4

Figura 35 — Criando um raio = 8 no GeoGebra
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e Passo 3) Selecione a opgao Ponto e crie o ponto C sobre o circulo diretor;-Figura 36-

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
.
AN <
Cdnica

A B 4] g
L@ c(x+2rey=64

ad v
P Janela de r‘\lgebra ¥ Janela de Visualizagao
Paonio

@ A=(20)
@ B=(2,0)
@ C=(3.27,6.02)

a=2
——
|

ABC
i

Figura 36 — Ponto C no circulo diretor

e Passo 4) Selecione a opgao Segmento e crie os segmentos CA = f e CB = g;-Figura

37-

a=2
——
L

ABC

=

A
L]
v

v

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
AN <+
Cénica
® A=(2,0)
Segmento

i v v ad v

» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga

® c(x+2F+y =64

Panta 12
--@ B=(2,0)

® C=(3.27,6.02)

® f=8
- @ g=6.15

Figura 37 — Segmentos CA = f e C'B = g criados no GeoGebra
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e Passo 5) Selecione a opgao Mediatriz e crie a mediatriz h do segmento C B;-Figura

38-

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

lAAXKelel<
:

.
DN
» Janeladef\lgebra » Janela de Vi A

Cénica

® c(x+2F+y =564

Ponto 12

® A=(2,0)

® B=(2,0)

® C=(3.27,6.02)

Reta

® h1.27x+6.02y=2147

Segmento

® f=8

® g=6.15

5

v

a=2
g
i

A
.

e

ABC
v

Figura 38 — Mediatriz h criada no GeoGebra

e Passo 6) Selecione a opgao Intersegao de Dois Objetos e crie o ponto D de intersegao

entre o segmento C'A e a mediatriz h;-Figura 39-

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

L lpd il Belol4

L]
N
» Janela de f\]gebra » Janela de Vi &
Cénica
~@ C(x+2F+y =64
Panto 12
-~ @ A=(2,0)
-~ @ B=(2,0)
-~ @ C=(3.27,6.02)
@ D=(0.84,337)

%

v

a=2
.
£

ABC
v

v

Reta

~ @ h1.27x+6.02y=21.47
Segmento

-® f=8

~@® 9=6.15

Figura 39 — Ponto D criado no GeoGebra
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e Passo 7) Selecione a opcao Segmento e crie os segmentos BD =i e DC = j;-Figura

40-

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

a=2
g
i

5

v

N

ABC
v

BN =R

» Janela de Algebra 5 » Janela de Visualizagi

Cénica

® c(x+2F+y =564
Ponto

® A=(2,0)

® B=(2,0)

® C=(3.27,6.02)

@® D=(0.94,337)
Reta

® h1.27x+6.02y=2147
Segmento

® f=8

® g=6.15

® i=353

® j=353

Figura 40 — Segmentos i e j criados no GeoGebra

e Passo 8) Clique com o botao direito do mouse no ponto D e selecione a opgao

Habilitar Rastro-Figura 41-, depois mova o ponto C para os lados.

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

KX M0 <4

<

v

a=2
g
v

N

ABC
L

» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga

- Conica

@ c{x+2P+y =64
- Ponto 12
@ A=(2,0)
@ B=(2,0)
@ C=(3.27,6.02) 10
@ D=(0.94,3.37)

- Reta

@ n1.27x+6.02y=2147
~ Segmento

@ 1=8

: g=6.15

- ® i=353

- @ j=353

Ponto D: Ponto de interseg&o de h, f
Coordenadas Polares

Exibir Objeto

Exibir Rétulo

% 2]

Habilitar Rastro

R B

%

Renomear
Apagar

Propriedades ..

Figura 41 — Habilitar rastro de D
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Feito estes 8 passos encontra-se na janela de visualizacao 2D a Figura 42 que
representa uma elipse, de centro na origem, de um sistema de coordenadas cartesianas
com ¢ = 2, a = 4. Matematicamente, isto se justifica, pois a mediatriz do segmento
OB, garante que BD = DC. Logo, AD + BD = AD + DC = 2a.

Figura 42 — Elipse no GeoGebra

Note, ainda, que na construcao da Figura 42 sempre tem-se 0 < AB < AC, ou seja,

0< % < 1. Logo, satisfaz que 0 < £ = 2 — AB

— 4
2a—@—8<1.

5.3 Hipérbole no GeoGebra

Pelos mesmos argumentos do inicio da se¢ao 5.2 (Elipse no GeoGebra), mas
adaptando para a definicdo de hipérbole, pode-se construir a mesma com o software
GeoGebra utilizando-se, novamente, do conceito de circulo diretor, e com as mesmas

opgoes de ferramentas da secao 5.2.

Seguindo os nove passos descritos abaixo, encontra-se o grafico de uma hipérbole
com 2c = 9 e 2a = 8, conforme [10]. Ao final, justifica-se, matematicamente, que o grafico

verifica a definicao de hipérbole. Além, de uma anélise da sua excentricidade.
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e Passo 1) Selecione a opg¢ao Ponto e crie os pontos A=(-1,0) e B=(8,0).-Figura 43-

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

O£ Njreg) 2] €]

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
Panto 8]

. s}
-G -5 -4 -3 -2 -’1 0 1 2 3 4 Ll a8 7 ! a

Figura 43 — Pontos A e B criados no GeoGebra

e Passo 2) Selecione a opgao Circulo dados Centro e Raio e crie o circulo diretor de

raio 8 com centro em A;-Figura 44-

Arguive Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

[ AL FANEE

v v v
» Janela de Algebra }» Janela de Visualizagio
Cénica 144
L@ cEr1PryP=64
Ponto
@ A=(-1,0) 12
@ B=(80)

Figura 44 — Circulo de raio 8
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e Passo 3) Selecione a opc¢ao Ponto e crie um ponto C sobre o circulo diretor;-Figura

45-

Arquive Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

el

=7

BE

)

v

©

=7

>elol4

N

ABC
v

a=2
e

=7

X

¥ Janela de Algebra

» Janela de Visualizagio

Cénica

@ cix+1F+y =64
Ponto

® A=(1,0)

® B=(80)

® C=(4.85-546)

Figura 45 — Ponto C criado no GeoGebra

e Passo 4) Selecione a opcao Reta e crie a reta f que passa pelos pontos A e C;-Figura

46-

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda

0y

A
.
v

1=

©

v

)

=

7N

ABC
v

a=2
i
L

X

i

» Janela de Algebra

A
Cénica

¥ Janela de Visualizagdo

@ C{x+1F+y =64
Ponto

-~ @ A=(1,0)

-~ @ B=(80)

- @ C=(4.85 -5.46)
Reta

- @ f.546x+585y=546

Figura 46 — Reta f criada no GeoGebra




Capitulo 5. Construgio das Conicas no GeoGebra

e Passo 5) Selecione a opg¢ao Segmento e crie o segmento BC';-Figura 47-

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DX =S

W
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagi
- Conica
L@ c{x+1PF+y¥ =54
- Ponto
@ A={1,0)
@ B=(80)
L@ C=1{(4.85,-5.46)
- Rela
L@ f5.46x+5.85y =546
- Segmento
@ g=63

N

ABC
7]

a=2
i
v

i

v

Figura 47 — Segmento BC' criado no GeoGebra

e Passo 6) Selecione a opgao Mediatriz e crie a mediatriz do segmento BC';-Figura 48-

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

A Clol<

v
» Janela de Algebra ¥ Janela de Vi izagdo
Cdnica
@ 1Py =64
Ponto
@ A={1,0)
.-@ B=(8,0)
L@ C=(4.85,-546)
Reta
@ f:5.46x +5.85y = 546
L@ h:3.15x+546y=5.35
- Segmento
@ g=63

a=2
el
l

AN $

e

%

ABC
7

Figura 48 — Mediatriz de BC' criada no GeoGebra
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e Passo 7) Selecione a opgao Intersegao de Dois Objetos e crie o ponto D de intersegao

entre a reta que passa por A e C e a mediatriz do segmento BC;-Figura 49-

e Passo 8) Selecione a opgao Segmento e crie os segmentos BD e DC';-Figura 50-

Arquivo Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda

pd

©

L

P QO] £

<

e

a=2
—
v

N

ABC
v

» Janela de Algebra

<,
Cénica

» Janela de Visualizagio

L@ c{xt1peyi=64
Ponto

® A=(1,0)

® B=(5,0)

® C=(4.85 546)

! @ D=(5.38,4.09)

- Reta

® f546x+5.85y= 546
L@ h:3.15x+546y=535
~ Segmento

L@ g=63

Figura 49 — Ponto D criado no GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R

W

X4

Ba¥

OO £l NJrecfe=2]] &

» Janela de Algebra

o X | »

Janela de Visualizagdo

- Cénica

Ll ci{x+1F+y =64
Ponto

) A= {-1,0)

- B= 8,0

@ C=(4.85, -5.46)

- @ D={(-5.38,4.09)
Reta

Segmento

f: 5.46x + 5.85y = -5.46
h: 3.15x% + 5,46y = 5.35

Figura 50 — Segmentos BD e DC' criados no GeoGebra
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e Passo 9) Clique com o botao direito do mouse no ponto D e selecione a op¢ao

Habilitar Rastro, depois movimente o ponto C.-Figura 51-

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DN RN PN B

F Janela de Ajgebra ¥ Janela de Visualizagdo

- Cénica

Ll c(x+1F+y =64
Ponto

A=({1,0)

B=(80)

C={4.13, 6.14)

f6.14x + 513y = 6.14
h: 3.87x + 6.14y = 4.63
Segmento

Ponto D: Ponto de intersegdo def, h
Coordenadas Polares

Exibir Objeto —
Exibir Rotulo

Habilitar Rastro |

Renomear
Apagar .

# o N[z

Propriedades ...

— N\

Figura 51 — Habilitar Rastro de D

Com estes 9 passos obtém-se uma hipérbole conforme a Figura 52.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

. _
a ABC| 732
(3]0 [P OO 4[N e[ 4,
» Janela de Algebra o ¥ Janela de Visualizaga
Cdnica 14

® ci(x+1F+y =64
Ponto

® A={1,0)

® B=(8,0)

® C=(6.6,-2.48)

@ D=(1355,-475)
Reta

@ £:248x+7.6y=-248
@ h1dx+248y=741
Segmento

® g=285

® i=7H

® j=7H

-

Figura 52 — Hipérbole no GeoGebra
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Considere que o comprimento do segmento AB seja AB =9 = 2c e 8 = 2a, ou seja,
¢ > 1. Agora, observe, na Figura 52, que a mediatriz de CB garante que BD = CD, e

A el _ _ _ AB __ 2¢ _ 9
por consequéncia tem-se |[AD — BD| = |AD — CD| = 2a = 8. Logo, 5> = 52 = 3 > L.
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6 Construcoes das Quadricas no GeoGebra

Neste capitulo, com o auxilio do software GeoGebra, constroem-se exemplos de
elipsoide, hiperboloide (de uma e duas folhas) e paraboloides (eliptico e hiperbdlico)
através das ferramentas “Entrada:” e “Controle Deslizante” para visualizar na janela 3D

os graficos das equagdes polinomiais destas quadricas.

O objetivo desta secdo ¢ propor aos discentes e docentes que o assunto quédricas ¢é
um tépico viavel para ser trabalhado no Ensino Médio. Pois fornece uma visao espacial da
geometria analitica. E, através do software GeoGebra interdisciplina a matemética com a

informatica.

Utilizando-se de um datashow, este topico pode ser implementado em sala de
aula através de uma explanagao das ferramentas do GeoGebra a serem usadas para a
construcao, definindo e explicando as equagoes gerais de cada quadrica. Por fim, seguir os

passos descritos neste capitulo.

6.1 Elipsoide, Hiperboloide de uma e duas folhas no GeoGebra

Neste topico usa-se as opgoes “Entrada:” e “Controle Deslizante”-Figura 53-
disponiveis no GeoGebra. Segue-se uma sequéncia de dois passos para construir um
exemplo de elipsoide e analisa o que ocorre caso mude os sinais dos termos da equacao
(x4 d)*)/a®+ ((y+ e)?)/b* + ((z + f)?)/c* = 1 inserida na op¢ao Entrada.

Entrada Entrada

Controle Deslizante

Figura 53 — Entrada e Controle Deslizante

Observagao: Existem varias maneiras de se construir as quadricas no GeoGebra. Mas
esta maneira, em questao, foi escolhida pela simplicidade e praticidade de entendimento
das equagoes cartesianas, além de visualizar os graficos das quadricas quando mudam-se

seus coeficientes.

Para melhor compreensao siga os passos abaixo:

e Passo 1) Selecione a opgao Controle Deslizante e crie os deslizantes a, b e ¢ com
intervalos de 0 a 6 e incremento 0.1, crie, também, os deslizantes d, e, f com intervalo
de - 6 a 6 e incremento 0.1, por fim, posicione seus valores sendo a =5, b =4, ¢ =
3,d=0,e=0ef=0;-Figura 54-
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Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

3l A AL MO O] 4 N )

b Janela de Algebra > | » Janela de » Janela de Visualizagio 3D
Ndmero
® a=5
® p=4
® c=3 =5
® d=0 #=
® e=0
h=4
® =0 ®
[ LEK
@®9=0 §:-0 @-0

Figura 54 — Deslizantes:a, b, ¢, d, e, f

e Passo 2) Escreva na caixa de entrada: ((z+d)?)/a®+ ((y+e)?)/b*+ ((z+ f)?) [ = 1;-
Figura 55-

Entrada: (X + d)*2/a*2 +(y+e)r2 /h*2+ (z+1)*2/cr2 =1

Figura 55 — Equacao de elipsoide

Feito estes 2 passos encontra-se um elipsoide centrado na origem - veja Figura 56 -.,

porém dependendo dos valores dos deslizantes ele se movimentara sobre os eixos.

‘-

Elipsoide: x¥/52 + y¥/42 + z3/32 =1 4

@d=0 @==-0@r-0

Figura 56 — Elipsoide no GeoGebra
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Agora, trocando um sinal de + por um sinal de - no primeiro membro na equagao
escrita na caixa de entrada, por exemplo, ((z + d)?)/a* — ((y +¢€)?)/b* + ((z + [)?)/c* = 1,

encontra-se um hiperboloide de uma folha. - veja Figura 57.
lb:4E

@c=21

—

@d=0 @==0 @=0

Figura 57 — Hiperboloide de uma folha no GeoGebra

Caso fosse trocado dois sinais de + por dois sinais de -, no primeiro membro da
mesma equagao. Por exemplo, ((z+d)?)/a® — ((y+¢€)?)/b* — ((z + f)?)/c* = 1, encontra-se

um hiperboloide de duas folhas. - veja Figura 58.

@a=35 Y

@=0 @--0@r=0

Figura 58 — Hiperboloide de duas folha no GeoGebra
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6.2 Paraboloide Eliptico e Paraboloide Hiperbdlico (sela) no Geo-
Gebra

Nesta segao utiliza-se das ferramentas “Entrada:” e “Controle Deslizante” do
GeoGebra em uma sequéncia de dois passos para encontrar os graficos dos paraboloides

eliptico e hiperbdlico (sela).

Para melhor compreensao siga os passos abaixo:

e Passo 1) Selecione a opgao Controle Deslizante e construa os deslizantes a, b com
intervalos de 0 & 6 e incremento 0.1; crie, também, os deslizantes ¢, d e k com

intervalo de - 6 a 6 e incremento 0.1; Por fim, coloque os deslizadores nos seguintes
valores:a =3, b=3,¢=0,d=0e¢ k =0.1;

e Passo 2) Escreva na caixa de entrada: ((z + ¢)?)/a® + ((y + d)?)/b* = kz;

Feito estes 2 passos encontra-se um paraboloide eliptico, conforme Figura 59, com
eixo z sendo a reta de simetria. Porém, dependendo dos valores dos deslizantes, ele

se movimentara sobre os eixos.

X4/32 +y432=0.1z

@:=3@5=3 @c=0 @d=0@k=01

Figura 59 — Paraboloide Eliptico no GeoGebra

Para encontrar outros paraboloides, basta trocar, na féormula inserida na caixa de

entrada, o x pelo y, y pelo z, z pelo x, etc.
Por exemplo,

(z+0)?)/a*>+ ((z + d)*)/b* = ky ou ((y + ¢)?)/a* + ((z + d)?)/b* = kz etc,...
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Mas, caso algum sinal de +, no primeiro membro, for trocado por um sinal de
-, por exemplo, ((x + ¢)?)/a® — ((y + d)?)/b*> = kz; encontra-se, assim, um Paraboloide

Hiperbélico (sela). - veja Figura 60.

@«

1

Figura 60 — Paraboloide Hiperbélico (sela) no GeoGebra
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7 Modelagem fisica das Conicas

Em algumas situac¢oes pode-se construir fisicamente as conicas (elipse, pardbola
e hipérbole) de uma forma bem simples e com isto materializar o que foi obtido nas

defini¢oes das conicas como lugares geométricos.

7.1 Modelagem fisica da Elipse

Para modelar, fisicamente a elipse, conhecidos seus parametros geométricos eixo
maior = 2a e distancia focal =2c¢ (a > 0 e ¢ > 0), utiliza-se uma superficie plana (por
exemplo: tdbua, prancheta, etc) que possa ser riscada, dois pregos, barbante e um lapis,

conforme [2].

Agora,

1. Fixe dois pregos na superficie plana (considere os lugares onde os pregos estao como

os focos F} e F3) e a distancia entre eles igual a 2c;

2. Tome um pedago de barbante cujo comprimento seja maior que a distancia entre os
pregos ( 2c = d(F1,F) );

3. Amarre suas pontas em ambos os pregos (Fi,F5) de modo que a parte livre do

barbante que ligam-os tenha comprimento 2a. (note que 2a > 2c);

4. Trace uma curva com o lapis ao redor dos dois pregos mantendo o barbante esticado.

Seguindo os itens 1, 2, 3, e 4 encontra-se a elipse de parametros geométricos a > 0

ec > 0.

A justificativa deste método baseia-se na definicao de elipse: se P é a posicao da
ponta do lapis (quando o barbante estiver esticado), entdo a soma das distancias da ponta

do lapis a ambos os prego ¢ igual ao comprimento do barbante 2a que é constante.

Quando escolhidos diferentes valores de a > 0 e ¢ > 0 obtém-se elipses de excentri-

cidades variadas.

Este método é bastante conhecido na literatura classica, em varios materiais,
apostilas e sites. A referéncia bibliografica pesquisada neste tépico foi a de niimero [2] na

lista de referéncias.

O objeto construido é conhecido como elipsdgrafo (maquina de desenhar elipses)-

veja Figura 61 -.
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Figura 61 — Elipsografo

7.2 Modelagem fisica da Hipérbole

Para modelar, fisicamente a hipérbole, conhecidos seus parametros geométricos a
> 0 e ¢ > 0, utiliza-se uma superficie plana (por exemplo: tdbua, prancheta, etc), dois

pregos, régua simples de madeira, barbante e um lapis, conforme [2].

Agora,

1. Prenda uma extremidade da régua simples de madeira sobre a superficie plana com

um prego no ponto Fi, de modo a permitir que ela gire em torno do prego;
2. Fixe um segundo prego na superficie plana no ponto F, de modo que FiFy = 2¢;

3. Tome um pedaco de barbante com comprimento tal que 0 < comprimento da régua -

comprimento do barbante = 2a < 2c;

4. Amarre uma das extremidades do barbante na extremidade nao pregada da régua, e

a outra extremidade do barbante no prego do ponto Fy;

5. Mantenha o ldpis em contato com a régua de modo a deixar o barbante esticado. Ao

mesmo tempo gire a régua em torno de Fi;

6. Faga este mesmo procedimento, usando os mesmos materiais, s6 que com a extremi-
dade da régua pregada no ponto F5, , o segundo prego no ponto Fj, com uma das
extremidades do barbante amarrada na extremidade nao pregada da régua, e a outra

extremidade do barbante no prego do ponto Fj, girando a régua em torno de Fj.
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Seguindo os itens 1, 2, 3, 4, 5 e 6 encontra-se a hipérbole de parametros geométricos

a>0ec>0.

A justificativa deste método baseia-se na definicdo de hipérbole: se P é a posi¢ao
da ponta do lapis (quando o barbante estiver esticado), entdo o mdédulo da diferenca das
distancias da ponta do lapis a ambos os prego ¢ igual a |F} P — F, P| = 2a que é constante.
De fato, note que, na Figura 62, considerando F1 X e d(Fy, P) + d(P,X) = F,P+PX,

respectivamente, os comprimentos da régua e do barbante, tem-se

P —-FP = (FX - PX) - (F,P+ PX — PX) = X — (F,P + PX) = 2a.

Quando escolhidos diferentes valores de a > 0 e ¢ > 0 obtém-se hipérboles de
excentricidades variadas. O objeto construido é conhecido como Hiperbolégrafo (maquina

de desenhar hipérboles) - Figura 62 -.

Figura 62 — Hiperbolografo

7.3 Modelagem fisica da Parabola

Para modelar, fisicamente, a pardbola utiliza-se uma superficie plana (por exemplo:

tabua, prancheta, etc), prego, barbante, régua T e lapis; conforme [2].

Agora,

1. Fixe um prego num ponto F (foco da parabola) na superficie plana;
2. Considere a lateral da superficie como a diretriz d da parabola; .
3. Corte um pedago de barbante pouco maior que o comprimento da régua T;

4. Prenda uma extremidade do barbante na extremidade do tronco da régua T e a outra
no foco F, de modo que a parte livre do barbante tenha exatamente o comprimento

da régua;
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5. Trace uma curva deslizando a régua T ao longo da diretriz, enquanto mantém o
barbante esticado com seu lapis e em contato com o tronco da régua T. A curva é

parte de uma parabola com foco F e diretriz d.

Seguindo os itens 1, 2, 3, 4 e 5 encontra-se a parabola.

A justificativa deste método baseia-se na definicao de parabola: se P é a posi¢ao da
ponta do lapis (quando o barbante estiver esticado), entao a distancia da ponta do lapis

ao prego e a d sao iguais. De fato, note, na Figura 63, que

d(F,P)+d(P,X) =d(P,d) + PX =d(d,X) & FP + PX = d(d,P) + PX &
FP =d(d,P).

Onde d(d,P) = distancia da diretriz d ao ponto P e d(F, P)+d(P, X) = comprimento
do barbante.

O objeto construido é conhecido como Parabolégrafo (maquina de desenhar parabolas)-

Figura 63 -.

Figura 63 — Parabolografo
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8 Quizzes

Nesta secao sao apresentados os “Quizzes-Conicas e Quddricas” desenvolvidos em
parceria com os alunos do Ensino Médio integrado de Informatica do Ifma-campus Caxias
(MA). A aplica¢ao deu-se em forma de pesquisa extra classe. Na se¢ao 8.1 o Quiz-Conicas e
Quédricas foi programado pelos alunos, onde uniram seus conhecimentos de programacao
computacional aos assuntos conicas e quadricas. Na secao 8.2 os alunos desenvolveram os
Quizzes- Conicas e Quadricas n°:1 e 2 no programa PowerPoint. Os Quizzes baseiam-se em

perguntas e respostas de miiltiplas escolhas sobre topicos relevantes do tema em estudo.

8.1 Quiz-Conicas e Quadricas

Desenvolvido para mostrar o assunto por meios computacionais o Quiz: Conicas
e Quadricas - veja Figura 64 - alia programacoes computacionais basicas, que foram
desenvolvidas em parceria com alunos, junto com o assunto conicas e quadricas. Fazendo

assim uma interdisciplinaridade com temas de matemaética e informatica.

i ] QUIZ-CONICAS E QUADRICAS =

00000Q0Q000 000 000 000O0Q000000000000000
Q00000000000 Q00 Q00 QOOO0O0O0000000000000
L) 000 000 0000
00 Q00 Q00 Q000
L) 000 000 0000
00 Q00 Q00 Q000
L) 000 000 0000
Q00 Q00 Q000
000 000 0000
Q00 Q00 Q000
000 000 0000
QOOO0O0O0O00000 QO0O0O00000000000 QOOOOO0O0O0000000000
000O0O0O0Q000 00000O0Q0Q0O000 000O0O0Q0Q0000000000

Prezszione gualguer tecla para continuar no Quiz?

Figura 64 — Quiz-Conicas e Quédricas

O jogo baseia-se em perguntas e respostas relevantes sobre as conicas e as quadricas,

como defini¢oes, propriedades, formas gerais, etc.

Por exemplo, a PERGUNTA de n°2 aparece no quiz da seguinte forma:
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PERGUNTA de n°2: QUAL E O LUGAR GEOMETRICO DOS PONTOS P DO
PLANO TAIS QUE O VALOR ABSOLUTO DA DIFERENCA DAS DISTANCIAS DE P
A DOIS PONTOS FIX0S <FOCOS> E CONSTANTE E MENOR QUE A DISTANCIA
ENTRE OS FOCOS?

A) Pardbola
B) Elipse

C) Hipérbole
Veja Figura 65.

u QUIZ-Pergunta 2 = &

PERGUNTA nZ2
TENTATIUAS:2 ACERTOS:1 ERROS:1

23QUAL E O LUGAR GEOMETRICO DOS PONTOS P DO PLAWO TAIS QUE O UALOR ABSOLUTO
DA DIFERENCA DAS DISTANCIAS DE P A DOIS PONTOS FIXOS<{FOCOS>

E CONSTANTIE E MEMOR QUE A DISTaWNCIA ENTRE 05 FOCOS57?

f»Parabola

B>Elipse

COHipérhole

Figura 65 — Pergunta n°2 do Quiz-Conicas e Quadricas

Para responder a pergunta basta digitar a letra da alternativa desejada e depois

apertar o enter.

Mas caso o jogador erre aparecera uma janela com a seguinte informacgao: Vocé

erroul-veja Figura 66-
Clicando em qualquer caractere o jogo volta a pergunta que foi errada.

Agora, acertando a pergunta aparecera uma janela com a seguinte informacao:

Vocé acertou!

Vocé agora pode ir para a proxima perguntal - veja Figura 67-
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Voce errou?

Figura 66 — Vocé errou!

Figura 67 — Vocé acertou!

O Quiz possui 17 perguntas, apos acertar todas elas, o jogo finaliza e sao mostradas

as quantidades de acertos, de erros e a porcentagem de acertos em relacao a quantidade

total de perguntas. Além, é claro, dos Parabéns!!! - veja Figura 68 -

O funcionamento do software esta descrito pelos diagramas “Caso de Uso” - veja

Figura 69 - e o diagrama de “atividade” - veja Figura 70 - que se encontram em linguagem
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u | QUIZ-Pergunta 17

tH ittt R g R R R R R R R R T
1 #
1t #
1t Parabénzt1t? #
ittt gttt R S R R T
Aicertosz:=. .17

3

Taxa de Acerto:85.08:x

Figura 68 — Parabéns!

UML. Estes diagramas representacdo um “mapa” de todo o funcionamento do jogo. Isto é,

uma visao geral de todas as ferramentas disponiveis do Quiz-Conicas e Quadricas.

Vé placares
Jugadu &

Suﬂwqre

i
]
i\
]

Vé informacdes
adicionais L _
O ator"Software” e o
QUIZ -

CONICASEQUADRICAS

Figura 69 — Diagrama Caso De Uso
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Acessar
informagdes

(Opgdo placar, sobre, regras ou créditos)

Inicio da execucdo Manu Receber
==r== principal opgdo
1}

(Opgdo sair)
Caso hajauma
resposta certa e houve
mais perguntas, a
atividade "Pergunta” ira
mostra uma nova
pergunta diferente.

(Opgdn Quiz) |

Fim da execugdo
l Iniciar Quiz l

. (Ha mais
—l .
Gravar ~ perguntas)
placar > { Pergunta
(Mdo hd mais X
perguntas)
i (Respost: (Resposta
Werifica
exiténcia | Certa) Errada)
de mais “

perguntas

Figura 70 — Diagrama de Atividade

8.2 Quiz-Conicas e Quadricas no PowerPoint

Neste capitulo, também, estao desenvolvidos dois jogos de quiz-Conicas e Quadricas,

porém no programa PowerPoint - veja Figura 71 - , que fazem com que os alunos interajam

Quiz-Conicas e
Quadricas

. Elig

Professor Adecio
da Silva Santos

. Pardbola;

Profmat-2015 QUIZ Conicas

. Hiperbaoloide de uma folha;

. Hiperboloide de duas folha;

n°2 Jogar | | Sair

. Paraboloide hiperbdlico,

Figura 71 — Quiz-Conicas e Quadricas no PowerPoint n°l e 2

O Quiz-Conicas e Quéadricas n® 1 é composto por 53 slides, dentre estes ha a capa,

as perguntas, tente novamente!, continuar e parabéns!. Este jogo possou a mesma estrutura

e perguntas do Quiz da se¢ao 8.1 e sua maneira de jogar é a mesma também.

A Figura 72 expde um resumo de como sao seus slides por “dentro” do Quiz-Conicas
e Quadricas n°1.
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QUAL £ O LUGAR GEOMETRICO DOS

Professor Adecio PONTOS, EM UM PLANO, CUJA SOMA

Parabola A QUTROS DOIS PONTOS FIXOS5 E
IGUAL A UMA CONSTANTE?

Quadpricas

da Silva Santos
Profmat-2015

1 e

Hipérbole

Parabéns vocé conseguiu,
continue assim!!!

Continuar
Tente novamente!

Figura 72 — “Dentro” do Quiz-Conicas e Quadricas no PowerPoint n°1

O Quiz-Conicas e Quadricas n® 2 é composto por 35 slides, dentre estes ha a

capa, as perguntas, vocé errou!, vocé acertou!, labirinto das conicas, adivinhe as conicas

e parabéns! O seu esquema ¢é, também, de perguntas e respostas, porém este ja mostra
figuras, além de ser dividido em trés fases, sendo a 1* fase as perguntas e respostas, a 2*

fase o labirinto das conicas e a 3* fase o adivinhe as conicas.

A Figura 73 mostra um resumo das partes dos Quizzes-Conicas e Quadricas no

PowerPoint n° 2.

Os jogos, tanto do capitulo 8.1 como do 8.2, estdao disponiveis na internet para que

professores e alunos acessem gratuitamente o seu material.
Para baixa-los basta seguir a dica abaixo:

Explicagoes como encontrar o material na internet pelo google drive:

e Click no link google drive
e < https://drive.google.com/open?id=0B45gg2Pm5Cb2TzJkeFRnZORmTzQ >

e Opcao baixar

Ou na plataforma 4shared clique no link:

https://www.4shared.com/zip/t6NT1C4uba/Quiz-_Cnicas_e_ Qudricas.html
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Figura 73 —

%

Quiz Cdnicas:

Jogar | || Sair
Qual o-maior estudioso-das.
conicas-na Grécia antiga?-

Vocé errou! Tente novamente!

Esta figura representa qual conica?
. n
i,
.
. LY Y

Vocé acetou! Ir para proxima
pergunta.

Qual quadrica representa esta figura?

“Dentro” do Quiz-Codnicas e Quadricas no PowerPoint n°2
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A participagcdo dos alunos envolvidos foi muito proveitosa, pois mostraram eximias
habilidades em computacao e informatica, assim como, também, nos assuntos matematicos
propostos. Eles gostaram do material e dispuseram do tempo extra classe para se dedicarem
na producao dos Quizzes. O tema conicas e quadricas ficou mais familiar para eles e se
sentiram mais motivados para os estudos depois que obtiveram éxito na construcao dos

Quizzes.

Gabriel, um dos alunos envolvidos mais diretamente no desenvolvimento dos jogos

fez o seguinte comentario:

“Para mim a experiéncia de participar dos testes do Game foi muito interessante,
pois mostra uma alternativa para o aluno do ensino médio que pode achar mondtona as
aulas dependendo do assunto trabalhado (falo por experiéncia préopria ) e um game que

busca a interagdo e propoe o desafio ao aluno torna o aprendizado mais estimulante.

A muito tempo os games demonstram atrair a atengdo, e pode surgir a pergunta
“por que mao usar isso para os estudos?”. Entao a minha opinido € que nao somente a
matemdtica, mas todas as dreas do conhecimento devem se reinventarem para tornarem o

aprendizado algo mais legal, interessante e que atraia o aluno.”
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9 CONCLUSAO

Esta dissertacao teve como objetivo geral mostrar métodos nao tradicionais de se
estudar as conicas (elipses, pardabolas e hipérboles) e as superficies quadricas (paraboloides,
elipsoides e hiperboloides) através das definicoes pela excentricidade, as quais sao raras de
se encontrar na literatura classica. Estimular a pesquisa e o lado cientifico dos alunos e
professores do Ensino Médio com o tema “Conicas com pesos” gerando situacoes curiosas
como as “curvas quarticas”. Interdisciplinar o tema com a informatica estudando as
construgoes das conicas e quadricas pelo software GeoGebra. Fazer um resumo de todas
as formas possiveis de se estudar as conicas, desde as definicbes mais classicas até as
construcoes fisicas das mesmas com o “parabolografo”, “elipsografo” e o “hiperbolégrafo”. E
propor o tema quadricas como um assunto viavel a ser abordado no Ensino Médio. Além

de fornecer um material didatico e pedagbdgico com os “Quizzes Conicas e Quddricas”.

A grande conclusao tirada deste trabalho foi que existem varias maneiras de se
buscar o conhecimento matematico, seja ele de qual campo especifico for. Esta dissertacao
focou no tema Conicas e Quadricas para o Ensino Médio e notou-se a variedade de
“caminhos” para seu estudo. Pdde-se abordar o assunto em questao pelas defini¢oes
tradicionais da elipse, parabola e hipérbole, pesquisar o que ocorre quando inseridos “pesos”
nestas defini¢oes, estudar os lugares geométricos tanto das conicas como das quadricas
por outras defini¢bes envolvendo a fixacdo de um ponto e uma reta, ou um ponto e um
plano; explorar recursos computacionais como material de apoio, estudar as conicas e as
quadricas pela excentricidade, unir entretenimento com estudos através dos quizzes e por

fim ver que é possivel renovar a matematica no Ensino Médio com o assunto Quédricas.

Atualmente, o tema cOnicas e quadricas nao é muito explorado na matematica do
Ensino Médio. Mas este trabalho fornece uma gama de ferramentas possiveis para sua
abordagem e diretrizes para avancar e melhorar o conteiido em questao. A maioria dos
objetivos desta dissertagao foram alcancados, principalmente nas construgoes das conicas e
das quadricas no GeoGebra. Porém, o tépico Conicas com pesos pode ser explorado ainda
mais, como, também, a proposta de implementar o assunto quadricas no Ensino Médio

pode ser discutido mais a fundo.

Esta dissertagdo enriqueceu muito os conhecimentos académicos do autor, aumen-

tando consideravelmente a lateralidade e aprofundando no assunto trabalhado.

Enfim, esta dissertacao serve como material de apoio, pesquisa e extensao dos

assuntos conicas e quadricas para alunos e professores do Ensino Médio.
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