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Resumo

Esta dissertagao inicia-se com um resumo acerca da historia das sequéncias. Na
sequencia, apresentamos um tépico sobre inducao, nele apresentamos o principio de
inducao matematica e sua aplicacao para resolver problemas praticos, tais como o pro-
blema da pizza de Steiner e os coelhos de Fibonacci. No capitulo seguinte, abordamos as
progressoes aritméticas, geométricas harmonicas e aritmético-geométricas. Apresentando
alguns teoremas, tais como a férmula do termo geral e a soma dos n primeiros termos.
Encerramos o capitulo fazendo algumas aplicacoes praticas em juros simples e compostos
e, apresentando resultados sobre as médias aritmética, geométrica e harmonica de dois
nimeros positivos. O capitulo 4 inicia-se dissertando sobre a convergéncia de somatorios
infinitos. Para tanto, apresentamos o limite de uma sequéncia e calculamos o limite de
algumas sequéncias que sao usadas na secao seguinte onde abordamos a convergéncia das
séries harmonica, geométrica e aritmético-geométrica. Finalizamos este capitulo apresen-
tado solugoes a: o problema da mosca de Von Neumann e oa problema da bola que pula.
Concluimos este trabalho com problemas sobre os vestibulares, em especial os vestibu-
lares do Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA), Escola preparatéria de Cadetes do
Exército (EsPCEx), Instituto Militar de Engenharia (IME) e da Academia da Forca aérea
(AFA).



Abstract

We began this work making a summary in the history of numerical sequences, where
we, in chronological order, shown the contributions given by many mathematicians. Con-
tinuing our work, we presented a topic of induction, presenting the principle of mathe-
matical induction and its application to solve practical problems, such as the problem
of Steiner pizza and Fibonacci rabbits. In the third chapter, we discuss the arithmetic
progressions, with some theorems such as the general term, the sum of the first n terms
and closed the chapter by some practical applications in simple interest. In Chapter 4
we discuss the geometric progression where we present various properties, formulas for
obtaining the general term, the sum of the first n terms, harmonic progressions. In order
to present the arithmetic-geometric progressions showing the formula of finite and infinite
sum of its terms, concluding with practical applications of simple and compound interest,
arithmetic means, geometric. The chapter 4 begins with infinite sums, where we present
the limit of a sequence, a small approach to harmonic and geometric series, ending with
the problem of Von Neumann fly and the problem of the bouncing ball. Finally, the work
with problems on college entrance exams, especially the vestibular of Instituto Tecnologico
de Aeronautica (ITA), Escola preparatoria de Cadetes do Exército (EsPCEx), Instituto
Militar de Engenharia (IME) e da Academia da For¢a aérea (AFA).
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Introducao

Nos varios anos em que observamos os Vestibulares do Instituto Tecnologico da Ae-
rondutica (ITA), Instituto Militar de Engenharia (IME), Academia da Forga Aérea (AFA)
e Escola Preparatéria de Cadetes do Exército (EsPCEx) e outros vestibulares, além de
muitas olimpiadas de matematica, tanto brasileiras, como internacionais, é comum en-
contrarmos somatérios envolvendo os mais variados assuntos de matematica com solugoes
mais elaboradas que necessitam de um maior conhecimento sobre sequéncias. Este traba-
lho objetiva fornecer ferramentas que auxiliem esse universo de alunos nos mais diversos
tipos de somatérios, utilizando, muitas vezes, propriedades pouco conhecidas pelos alunos,
mas de facil deducao.

Nos anos do ensino fundamental, encontramos algumas situagoes com somas finitas
e infinitas, que causam no aluno certa dificuldade em entender o porqué de certos re-
sultados. Essa curiosidade pode ser usada em favor do professor e levara o aluno a um
aprofundamento do assunto. Fato facilmente visto nas dizimas periédica vista no 8° ano,
por exemplo, 1,5555... que podemos reescrever como

1+0,5+O,05+0,005+...:1+i+i+i+...:E.
10~ 100 ~ 1000 9

O ensino de sequéncias no Ensino Médio, que, na maioria dos componentes curriculares
das escolas publicas e privadas, é abordado, inicialmente, dependendo da instituicao de
ensino, no primeiro ou no segundo ano do ensino médio, tem sido um desafio para os
professores de matematica, pois os alunos que estao iniciando no Ensino Médio trazem
consigo muitas dificuldades elementares como, por exemplo, uma simples manipulagao
matematica e resolucao de expressoes que envolvam somas numéricas ou literais, pois
geralmente necessitam do uso de formulas conhecidas, mas que nao resolvem todos os
tipos de somatorios. Ao chegar ao ensino médio, novamente o aluno se depara com varias
situagoes em que surgem sequéncias como progressoes geométricas infinitas. Nesse caso,
faremos uma analise sobre a convergencia ou divergéncia da soma dos termos desse tipo
de sequencia. Para isso teremos que desenvolver um estudo sobre as varias propriedades
dos somatérios finitos.

Guardar féormulas matematicas sempre foi um grande desafio aos alunos, o que nao
permite um desenvolvimento mais aprofundado de certos elementos, e é com esse objetivo
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que vamos desenvolver ferramentas 1teis para a utilizacao por parte desses alunos. Essas
ferramentas irao enxugar de maneira substancial o decoreba dessas férmulas, desenvol-
vendo o raciocinio e facilitard, de maneira grandiosa, os cédlculos de algumas somas de
séries que se mostram, em principio, complicadas. As dificuldades de guardar formulas é
uma lacuna a ser preenchida na vida escolar dos alunos, pois passado aquele ano, poucos
conseguem continuar lembrando dessas formulas. Queremos mudar essa concepcao e, para
isso, motivaremos o aluno a descobrir métodos praticos de realizar essas somas e que se
envolvam o suficiente no processo de ensino-aprendizagem.

Comecaremos nosso trabalho, no capitulo I, contando um pouco da histéria sobre as
sequéncias surgidas na antiguidade, nesse caso por volta de 5000 anos pelos Egipcios,
que eram utilizadas para padronizar os periodos de cheias do rio Nilo. Os mesopotamios
também ja faziam uso de tal ferramenta matematica. Apresentamos também a brilhante
ideia de Gauss sobre soma de progressao aritmética.

No capitulo II, para uma melhor compreensao do nosso trabalho, apresentamos o
Principio da inducao finita, que nos dara suporte para prosseguir nas ideias apresentadas.
Nesse contexto apresentamos problemas envolvendo somatérios finitos resolvidos, apli-
cando o Principio da Inducao Finita. Estudamos as propriedades das somas finitas, pois
algumas somas (finitas) podem ser achadas usando essas propriedades ou alguns artificios
matematicos. No final deste capitulo apresentamos, a modo de aplicacao, o problema
da Pizza de Steiner (1796 -1863, matematico alemao), que consiste em achar o nimero
maximo de pedagos em que uma pizza pode ser dividida fazendo n cortes retilineos; e
o problema da reproducao de coelhos, resolvido pelo matemaético italiano Leonardo de
Pisano (1170 - 1250), conhecido por Fibonacci.

No prosseguimento do trabalho, entramos no capitulo III, onde abordaremos as pro-
gressoes. Estudamos as progressoes aritméticas, geométricas, harmonicas e aritmético-
geométricas. Para as progressoes aritméticas, geométricas e harmonicas, determinamos
uma férmula para o termo geral. Alem disso, salvo para as progressoes harmonicas, apre-
sentamos e provamos a formula para a soma dos n primeiros termos de tais progressoes.
Nesse capitulo, ainda apresentamos, a modo de aplicacao das progressoes aritmética e
geométrica, as taxas de juros simples e compostos. Também, como uma aplicagao dos con-
ceitos estudados, apresentamos algumas propriedades das médias aritmética, geométrica
e harmonica de dois nimeros reais positivos.

No capitulo IV, estudamos os somatoérios infinitos, veremos quando um somatério
infinito de ntimeros reais é um numero real. Para isto, apresentamos o conceito de limite
de uma sequéncia. Veremos a divergéncia da série harmonica e mostraremos que quando
a razdo ¢ de uma série geométrica ou aritmético-geométrica, satisfaz 0 < |g| < 1, tais
séries sao convergentes. Também, neste capitulo, apresentamos diversos exemplos e duas
aplicacoes, a saber: a mosca de Von Neumann e a bola que pula.

Concluiremos nosso trabalho apresentando no capitulo V varios exercicios das provas
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de ingresso para o Instituto Tecnoldgico da Aeronautica (ITA), a Escola Preparatoéria de
Cadetes do Exército (EsPCEx), do Instituto Militar de Engenharia (IME) e da Academia
da Forga Aérea (AFA), envolvendo principalmente as progressoes aritméticas, geométricas,
harmonicas e aritmético-geométrico.



Capitulo 1

Um Pouco de Historia sobre
Sequéncias

Nesse capitulo abordaremos um pouco sobre a historia das sequéncias relatando fatos
ocorridos na antiguidade que constam em documentos como o papiro de Rind e outros.
Para este capitulo usamos as seguintes referéncias [16], [17] e [18].

A primeira sequéncia numérica descoberta pelo homem é provavelmente a sequéncia
de ntimeros naturais 1, 2, 3, 4, ---

Os Pitagéricos tinham por habito atribuir propriedades geométricas aos niimeros na-
turais. Isto deu origem ao conceito de sequéncias de nimeros figurativos, que sao nimeros
naturais provenientes da contagem de pontos em certos arranjos geométricos. Numeros
triangulares sao ntimeros naturais provenientes da contagem de pontos em arranjos tri-
angulares, como mostra a figura abaixo.

etc

Figura 1.1: Numeros Triangulares

Assim, os numeros triangulares formam uma sequencia
T17 T2a T37 T3a e 7Tn7” '

onde
Th=1 T1T,=3, 1T5=6, T, =10, T5 =15, --

Para visualizarmos como esta sequéncia se relaciona com progressoes aritméticas, con-
sideraremos a sequéncia de arranjos verticais de niimeros naturais:

4
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Figura 1.2: Arranjos verticais de ntiimeros naturais

Os gregos acreditavam que a Matematica havia se originado no antigo Egito. Ja os
egipcios acreditavam que a Matematica foi dada a eles pelo deus Thoth.

Dois papiros famosos sao as principais fontes de informacao sobre a Matematica do
Egito antigo. Sao eles o Papiro de Moscou e o Papiro Rhind. O Papiro Rhind foi
escrito em torno de 1650 a.C. por Ahmes, um escriba (escritor de papiros) egipcio. Este
papiro foi adquirido em 1858, em Luxor, Egito, por Alexandre H. Rhind e posteriormente,
em 1865, comprado pelo Museu Britanico. O Papiro de Moscou é do ano 1850 a.C.. Em
1893 foi comprado pelo russo V.S. Golenishev e levado para Moscou.

Parece que o Papiro Rhind ¢é baseado num papiro ainda mais antigo. E uma coletanea
de problemas resolvidos de matematica elementar, muitos deles tteis ao cotidiano do
antigo Egito. E curioso notar, no entanto, que muitos dos problemas do Papiro Rhind
constituem puro entretenimento matematico.

Figura 1.3: Parte do Papiro de Rhind

Nesse papiro de Rhind, ainda aparece uma sequéncia de fracoes, 3,1 1 1 L L que

estao relacionadas a unidade de volume usada na medicao da quantidade de graos, co-
nhecida como Hekat. Esses termos ficaram conhecidos como fragoes dos olhos do Deus
Hoérus.

Na Mesopotamia também tem-se registros de sequéncias geométricas, escritas em ta-
belas babilonicas, cerca de 1800 anos antes de Cristo. Uma dessas tabelas apresentava a
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Figura 1.4: Fracoes dos olhos do Deus Horus

soma 1+2+22+234+ ... +29
Progressoes aritméticas e geométricas no Papiro de Rhind

Dentre os problemas resolvidos no Papiro de Rhind encontra-se os seguintes problemas
de progressoes aritméticas.
Problema 40 do Papiro de Rhind: Divida 100 paes dentre 5 pessoas de modo que
as partes recebidas estejam em progressao aritmética e que % da soma das trés maiores
partes seja igual a soma das duas menores partes.
Resposta: Represente as 5 partes por x — 2r, x — r, x, x +r, x + 2r, onde x representa
o termo central e r a razao dela. Agora resolvemos:

{ (x—=2r)+(x—r)+x+(x+7r)+ (z—2r) =100
e+ (x+r)+(@+2r)=(x—2r)+ (x—7)

Achamos: © = 20 e r = %. Portanto, as partes recebidas formam uma progressao
55 565 o 175 , 115
) 6 N

aritmética de primeiro termo a; = g e razao r = 2, sendo iguais a: 3, 2, 3

Problema 64 do Papiro de Rhind (adaptado): 10 medidas de milho séo distribuidas
a 10 pessoas, formando uma sequéncia de medidas de tal modo que cada pessoa, a partir
da segunda, recebe % a menos que a pessoa precedente. Determine essas medidas.
Resposta: Essas medidas formam uma progressao aritmética de 10 termos, de razao %,
cuja soma dos termos é igual a 10 (medidas), sendo portanto uma progressao de primeiro
termo 7/16 e razao (dada) igual a 1/8.

O problema que segue é provavelmente a mais antiga referéncia a uma progressao
geométrica de que se tem noticia na Histéria da Matemaética.
Problema 79 do Papiro Rhind (adaptado) Numa aldeia egipcia ha sete casas. Em
cada casa, ha sete gatos. Para cada gato, ha sete ratos. Para cada rato, ha sete espigas
de trigo. Em cada espiga, ha sete graos.
(a) Quantos graos hé ao todo, nas sete casas?
(b) Casas, gatos, ratos, espigas e graos, quantos objetos sao ao todo?
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Zenao e as progressoes geométricas

No seculo 5 a.C., no sul da Itélia viveu o grego Zenao de Eléia. ! Zenao era um filésofo
que rejeitava a ideia de que existem infinitos ntimeros naturais, de que numa linha reta
h& infinitos pontos, e assim por diante. Naquela época, para mostrar que o conceito de
infinito nao é um conceito valido, Zenao criou alguns argumentos, conhecidos hoje como
"paradoxos de Zenao”. Alguns desses argumentos trazem a tona o conceito de soma de
uma progressao geométrica. Estas sao talvez as primeiras progressoes geométricas que
aparecem na Histéria da Matematica apds a progressao geométrica do Problema 79 do
Papiro Rhind. Vejamos um dos argumentos de Zenao.

Aquiles e uma tartaruga estao disputando uma corrida ao longo de uma linha gradu-
ada. Aquiles comega em 0 e a tartaruga comega em 1. Aquiles desloca-se a uma velocidade
constante, duas vezes mais rapido que a tartaruga. Isto significa que, em cada intervalo de
tempo, a tartaruga percorre metade da distancia percorrida por Aquiles naquele intervalo.
Quando Aquiles chega ao ponto 1, a tartaruga encontra-se em 1 + % Quando Aquiles
chega ao ponto 1 + % a tartaruga encontra-se no ponto 1 + % + Z—i, e assim por diante.

A partir da observacao acima, Zenao argumenta que Aquiles nunca alcancara a tar-
taruga, pois Aquiles terd sempre infinitos pontos a percorrer para alcancar a tartaruga.
Afinal, Aquiles alcangara ou nao a tartaruga? Se vocé acha que sim, a que distancia do
seu ponto de partida?

A solucao é dada usando conceitos de cinemaética elementar. Como a velocidade v
de Aquiles é constante, o deslocamento de Aquiles, medido a partir do ponto 0, é dado
por d; = v -t, onde t é o tempo decorrido desde o inicio da corrida, enquanto que o da
tartaruga, também medido a partir do marco 0, é dado por dy =1 + (% -t). No instante
em que Aquiles encontra a tartaruga, temos dy; = dsy, e entao t = % Nesse instante,
di = dy = 2. Portanto, Aquiles encontra a tartaruga a 2 unidades de onde partiu.

Zenao nao foi o tinico matematico da antiguidade a trabalhar com sequéncias. Varios
matematicos gregos da antiguidade também o fizeram. Usando uma técnica refinada de
raciocinio chamada de "método de Exaustao”, Arquimedes (287 - 212 a.C.) alcangou
varios resultados importantes envolvendo areas e volumes de varias figuras e sélidos. Na
verdade, ele construiu varios exemplos e tentou explicar como somas infinitas poderiam ter
resultados finitos. Dentre seus varios resultados estava que a area sob um arco parabdlico
é sempre dois tercos da base vezes a altura. Seu trabalho nao foi tao completo ou rigoroso,
como daqueles matematicos que vieram depois e desenvolveram sequéncias e séries como
Newton e Leibniz, mas foi tao impressionante quanto. Embora Arquimedes tenha sido
obstruido pela falta de precisao e notagao eficiente, foi capaz de descobrir muitos dos
elementos da analise moderna de sequéncias e séries.

1Zenao de Eléia (cerca de 490/485 a.C.7-430 a.C.?) foi um filésofo pré-socritico da escola eledtica que
nasceu em FEleia, hoje Vélia, Itdlia. Discipulo de Parmeénides de Eleia, defendeu de modo apaixonado
a filosofia do mestre. Seu método consistia na elaboragdo de paradoxos. Acredita-se que Zendo tenha
criado cerca de quarenta destes paradoxos, todos contra a multiplicidade, a divisibilidade e o movimento.
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O préximo contribuinte importante para esta area da matematica foi Leonardo Fi-
bonacci ? (Fibonacci = filius Bonacci). Ele criou uma sequéncia de inteiros na qual
cada nimero é igual a soma dos dois antecessores (1,1,2,3,5,8,---), introduzindo-a em
termos de modelagem de uma populacao reprodutiva de coelhos. Esta sequéncia tem
muitas propriedades curiosas e interessantes e continua sendo aplicada em varias areas da
matematica moderna e ciéncia.

Carl Friedrich Gauss

No século XVIII, existe uma famosa estoria com respeito ao matematico Carl Friedrich
Gauss 2 conhecido como o principe da matemadtica, conforme citada abaixo.

Um professor, para manter seus alunos ocupados, mandou que somassem todos os
nimeros de um a cem. Esperava que eles passassem bastante tempo executando a tarefa.
Para sua surpresa, em poucos instantes um aluno de sete ou oito anos chamado Gauss deu
a resposta correta: 5050. Como ele fez a conta tao rapido? Gauss observou que se somasse
o primeiro nimero com o ultimo, 1 4+ 100, obtinha 101. Se somasse o segundo com o
pentltimo, 2499, também obtinha 101. Somando o terceiro nimero com o antepentltimo,
3 + 98, o resultado também era 101. Percebeu entao que, na verdade, somar todos os
nimeros de 1 a 100 correspondia a somar 50 vezes o nimero 101, o que resulta em 5050. E
assim, ainda crianca Gauss inventou a férmula da soma de progressoes aritméticas. Gauss
viveu entre 1777 e 1855 e foi sem divida um dos maiores matematicos que ja existiram.
E por muitos considerado o maior génio matematico de todos os tempos, razao pela qual
também é conhecido como o Principe da Matematica.

Vamos verificar, de maneira geral, o que realmente Gauss com toda sua genialidade
conseguiu fazer.

Pensou Gauss, escrevendo essa soma na forma S, = 1+2+3+...+(n—2)+(n—1)+n,
seu objetivo era obter S.

Considerando a soma novamente s6 que escrita na ordem decrescente dos seus valores
Sp=n+n—-1)+Mn—-2)+...+34+2+1, e adicionou as parcelas das duas.

Sn = 1 + 2 + 3 + ... + m—=2) + (n—-1) + n

Sn = n + n—1) + (n—2) + ... + 3 + 2 + 1

25, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) + (n+1)
n—i—l)n.

Donde segue, S, = ( 5

2Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano ou ainda Leonardo
Bigollo, (Pisa, 1170 - 1250) foi um matemético italiano, tido como o primeiro grande matemético europeu
da Idade Média. E considerado por alguns como o mais talentoso matematico ocidental da Idade Média.
Ficou conhecido pela descoberta da sequéncia de Fibonacci e pelo seu papel na introdugao dos algarismos
arabicos na Europa.

3Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um matematico, astronomo e fisico alemao que contri-
buiu muito em diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos ntimeros e andlise matematica.
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Muitos outros matematicos, astronomos, fisicos e etc., usaram e aplicaram as sequéncias
e séries para o desenvolvimento das diversas areas da ciéncias. Para mais detalhes sobre
este assunto recomendamos a referéncia [16].



Capitulo 2

Inducao Matematica

“Se alguém me perguntasse o que € que todo estudante de ensino médio deveria
saber de matemdtica, sem sombra de diuvida, o tema Inducao figuraria na
minha lista”.

Abramo Hefez

Um dos métodos mais usados para estabelecer férmulas em somas finitas é o Principio
de Inducao Matemaética. Por este motivo, iniciamos nosso trabalho com este assunto. As
referéncias usadas aqui sdo as [5], [11], [8] e [9].

Entre todos os niimeros que o ser humano ja considerou, os naturais foram os primeiros
a serem criados, inicialmente com o intuito de contar. Apesar desses niimeros serem os
mais simples, isso, absolutamente, nao quer dizer que eles sejam totalmente entendidos,
havendo ainda mistérios que os cercam a serem desvendados.

O que tem a ver o Principio da Inducgao Finita com o conjunto dos niimeros Naturais?
Antecipo que tem tudo. Bem, podemos intuitivamente descrevé-lo dizendo quais sao os
seus elementos, eles sdo os numeros reais da forma:

1 =1

2 = 1+1

3 =2+1 = (1+1)+1

4 = 341 = 2+1)+1 = (14+1+4+1)+1

Ocorre, porém, que dificilmente podemos provar alguma propriedade desses ntimeros
utilizando apenas esta descricao, pois, apesar de sabermos intuitivamente quais sao os
nimeros que os pontinhos acima representam, teriamos dificuldade de descreve-los de
modo suficientemente explicito.

Uma alternativa consiste em dar algumas propriedades que caracterizem de modo
inequivoco o conjunto dos naturais dentro do conjunto dos nimeros reais.

10
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2.1 O Principio da Inducao Matematica

Vamos considerar um subconjunto S dos niimeros reais com as seguintes propriedades:
(1) S contém o nimero 1.
(2) Toda vez que S contém n, ele necessariamente contém o nimeros n + 1.
(3) Nao existe subconjunto préprio de S satisfazendo as condigdes (1) e (2).

Em outras palavras, a propriedade (3) nos diz que se houver um outro conjunto S’ com
as propriedades (1), (2) e (3), e se, S’ é um subconjunto de S que possui as propriedades
(1) e (2), entdo S = 5.

Vamos mostrar que se existe um subconjunto S dos nimeros reais satisfazendo as trés
condigoes acima, entao esse conjunto S é tnico. De fato, se S e S5 sao dois subconjuntos
dos numeros reais, satisfazendo (1) e (2), temos que S; NSy possui as propriedades (1) e
(2), logo Sl = Sl N SQ = SQ.

Esse tinico subconjunto dos nimeros reais serd chamado de conjunto dos niimeros
naturais e denotado por N. Podemos, agora, enunciar:

Axioma 2.1 (Principio de Inducao Matematica). Dado S um subconjunto dos
numeros naturais N tal que:
(1) S contém o nimero 1.

(2) Toda vez que S contém n, ele necessariamente contém o nimeros n + 1.
Entao S = N.

Este Principio (axioma) fornece uma das mais poderosas técnicas de demonstragao,
conhecida como demostragao por indugao.

Suponha que seja dada uma sentenca matematica P(n) que dependa de uma varidvel
n, a qual se torna verdadeira ou falsa quando substituimos n por um nimero natural
dado qualquer. Tais sentencas serao ditas sentencas abertas definidas sobre o conjunto
dos naturais

Vejamos alguns exemplos de sentencas abertas

Exemplo 2.1 P(n): n € par.
E claro que a afirmacio P(1) ¢ falsa, pois ela diz que 1 é par; P(3), P(5) e P(11) sio
falsas, pois afirmam, respectivamente, que 3, 5 e 11 sao pares.

Exemplo 2.2 P(n): n é miltiplo de 3.

Temos, por exemplo, que P(2), P(4) e P(5) sao falsas, enquanto P(3), P(9) e P(15)
sao verdadeiras.
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Exemplo 2.3 P(n): 1+3+5+7+---+ (2n — 1) = n?, equivalentemente, “A soma dos

n primeiros nimeros impares é igual a n®”.

Temos que P(1), P(2), P(3), ---, P(10) sao verdadeiras. Por exemplo, para P(3),
temos:
P3):1+3+5=9=3%

Aqui sabemos precisamente o que significa a sentenca aberta P(n), a pesar dos pon-
tinhos na sua defini¢ao. Ela significa:

“A soma dos n primeiros ntimeros impares é igual a n?”.

Vocé consegue visualizar algum nimero natural m tal que P(m) seja falsa? Bem, apds
mais algumas tentativas, voceé se convencera de que esta formula tem grandes chances de
ser verdadeira para todo nimero natural n; ou seja, P(n) é verdadeira para todo n € N.

Como provar entao que uma sentenca aberta definida sobre os naturais é sempre
verdadeira? Vocé ha de convir que nao seria possivel testar, um por um, todos os nimeros
naturais, pois eles sao em nimero infinito. Portanto, sera preciso encontrar algum método.

A seguir vamos expor a técnica da demonstragao por indugao que resolverd esse pro-
blema.

Teorema 2.1 (Prova por Indugao Matematica). Seja P(n) uma sentenca aberta
sobre N. Suponha que:

i) P(1) é verdadeira;

it) Qualquer que seja n € N, sempre que P(n) é verdadeira, seque que P(n 4+ 1) €
verdadeira.

Entao P(n) € verdadeira, para todo n € N.

Demonstracao. O enunciado acima é, praticamente, equivalente ao Principio de Inducao
Matematica, mesmo assim, cabe uma demonstragao. Denote por

S ={n € N: P(n) seja verdadeira }

Mostremos que S = N. Temos:

(1) 1€ S,pois por (i), P(1) é verdadeira.

(2) Cada vez que n € S, tem-se que n + 1 € S, o que é estabelecido usando (7).
Assim, usando o axioma (2.1), obtemos que S = N. Isto é, P(n) é verdadeira, para todo
n € N. O

Utilizemos o teorema acima para provar que a soma dos n primeiros niimeros impares
é n?. Isto é,
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Exemplo 2.4 Mostrar que para cada n € N vale:
1+34---+(2n—1)=n
Para cadan € N, seja P(n) a sentenga: 1+ 3+ -+ (2n — 1) = n?. Temos:
i) P(1) é verdadeira, pois a férmula acima paran =1 é1 =12,
it) Suponha agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, que
1434+ (2n—1)=n’

Queremos provar que P(n+1) € verdadeira. Veja que (2n+ 1) é o préximo nimero
impar apds (2n — 1). Da nossa hipdtese, 1 +3 + ...+ (2n — 1) = n?, vamos somar
(2n 4+ 1) a ambos os lados da igualdade,

1+3+-+2n—-1)+2n+1)=n*+(2n+1).
Observe que n* + (2n + 1) = (n + 1)%. Assim,
1+3+-+2n—1)+2n+1) = (n+ 1)~
Isto mostra que P(n + 1) € verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira.
Pelo teorema (2.1), a formula € vdlida para todo nimero natural n.

Usemos a prova por inducao matemaética para estabelecer o resultado obtido por Gauss
e exposto em nossa introdugao.

Exercicio 2.1 Mostrar que para cada n € N vale:

n(n—O—l)'

L2434 +n=——

Solugao. Para n € N, seja

1
P(n):1—|—2+3_|_...+n:”(”2+ )

Temos:
i) P(1) é verdadeira, pois a férmula acima paran=1¢é 1=
i1) Suponha agora que, P(n) seja verdadeira, ou seja, que

1(1+1)
-

n(n+1)‘

L2434 4n=——7
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Somando n + 1 a ambos os lados da igualdade acima, obtemos

14243+ +n+(n+1) = w-f—(n-f-l)
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)

2

Isto ¢, nossa sentenca P(n + 1) é verdadeira. Pelo teorema (2.1), a férmula é valida para
todo numero natural n.

Finalizamos esta secao, fazendo mais um exercicio.

Exercicio 2.2 Validar a formula

1)(2 1
Pln): 1249243 4. 2= ME >6(n+ )

Solucao. Observe que

¢ verdadeira.
Suponha que, para algum n € N, se tenha que P(n) seja verdadeira. Entao, somando
(n +1)? a ambos lados dessa igualdade, obtemos

PP+224+3+. - 4n*+(n+1)? = n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2
n(n+1)(2n+1) +6(n + 1)?
6
(n+1)[n(2n+1) +6(n+ 1)]
6
(mn+1)[(n+1)+1]2(n+1)+1]

6 Y

estabelecendo, assim, a veracidade de P(n + 1). Portanto, a férmula é véalida para todo
n € N.
2.2 Definicao por Recorréncia

Recorde que fizemos objecoes na secao anterior ao uso dos pontinhos nas demons-
tragoes de algumas féormulas; nao que sejamos contra, eles ajudam muito a representar
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situagdes em que hd um nimero grande (eventualmente infinito) de objetos a serem des-
critos e a visualizar propriedades desses objetos. Nessa dissertacao, estamos tentando
mostrar como se pode estabelecer um maior padrao de rigor no tratamento de certos
problemas matematicos, mas isso nao deve ser tomado ao pé da letra.

O problema que queremos abordar e mostrar que se pode estabelecer um rigor maior
é o seguinte: O que realmente significa uma expressao da forma

1+3+54+---+(2n—-1),

que consideramos na secao anterior?

Apesar de intuirmos o que se quer dizer, isso formalmente ainda nao faz sentido, pois a
operacao de adigao de nimeros é definida para um par de niimeros, e aqui temos n nimeros
sendo somados de uma s6 vez, além do inconveniente dos pontinhos, é claro. Para dar
um sentido preciso a esse tipo de expressao, vamos ver como a Inducao Matematica pode
nos ajudar.

Definigao 2.1 (Defini¢ao por Recorréncia) Para definir uma expressio E,, para todo
numero natural n, basta definirmos Ey e mostrar, para cada n € N, como obter sem
ambiguidade E, 1 a partir de E,. Nesse caso, dizemos que E,, foi definido por recorréncia
ou indutivamente.

Demonstracao. Para mostrar que temos efetivamente uma definicao para todo nimero
natural n, usaremos a prova por Indugdo Matemética, o Teorema (2.1). Considere a
sentenca aberta
P(n) : E, esta definido

Por construgao dos E,,, temos que:

(1) P(1) é verdadeira.

(1) Para cadan € N, se P(n) é verdadeira, entao P(n + 1) é também verdadeira.
Portanto, pelo Teorema (2.1) , temos que P(n) é verdadeira para todo niimero natural n.
Isto é, a expressao E, esta definida para todo n € N. O

A definigdo por recorréncia é muito usada num conceito chamado sequéncia. Uma
sequéncia como sugere o nome é uma “colecao de elementos” de natureza qualquer, or-
denados. Na verdade, trata-se apenas de elementos de um conjunto etiquetados com os
nimeros naturais.

Definicao 2.2 Seja A um conjunto nao vazio. Uma sequéncia em A é uma funcao
a: N — A
n ~ a(n)

que associa a cada nimero natural n um unico elemento a(n) € A, o qual é chamado
n-ésimo termo da sequéncia.
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Como uma funcao é dada quando se conhece a imagem de todos seus elementos do
seu dominio, uma sequéncia a : N — A pode ser representada como

ou ainda, quando denotamos a(n) por a,, podemos representa-la por
(@) a1, a0,az, -\ an -
Vejamos agora alguns conceitos que sao definidos por recorréncia.
Exemplo 2.5 Define-se o fatorial n! de um niumero natural n como:
=1, e m+1)!'=n!(n+1).
Exemplo 2.6 Seja a € R. Define a potencia a™, com n € N, por recorréncia pondo:

1 n

at =a, supondo a™ definido, defina "™ = a" - a.

Quando é dada uma recorréncia, um problema importante é determinar uma férmula
fechada para o termo geral da sequéncia, isto é, uma férmula que nos fornece o n-ésimo
termo sem recorrer aos termos anteriores. Vejamos isso num exemplo.

Exemplo 2.7 Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais, definida por recorréncia pondo:

Qp,
a; =1, e an+1:—1,n21.
an +
Mostre que para cada n € N tem-se a,, = %
Vamos mostrar isto por inducao:
(i) Paran=1, temos a; =1=1.
.o _ 1 ~ .
(ii) Suponha que a, = -, entao:
ant1 = 75 definicao da sequéncia a,,
1
= T hipétese de inducao
n
1
_ n_ o _1
- Lxn T o4l

Portanto, pelo teorema (2.1), obtemos que a,, = 711 para todo n € N.
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2.3 Somas Finitas

Nesta secao, consideraremos que o conjunto A possui duas operagoes satisfazendo as
leis basicas da aritmética.

Definicao 2.3 Se (a,) é uma sequéncia em A. Para dar sentido as somas
Sp=a1+ay+az+ -+ ap,
basta definir recorrentemente S,. Pomos S1 = ay e supondo S,,, definido, definimos
Spt1 = Sy + Gpy1.

Somas como S,, serao também denotadas com a notagao de somatorios:

n
Sn: E a;
=1

que se lé como “somatério” quando ¢ varia de 1 até n de a;. Assim, temos definido por
recorréncia:

Zai:a1+a2+a3+---+an.
i=1

Na préxima segao, veremos algumas propriedades deste somatorio.

2.3.1 Propriedades das Somas Finitas

Provaremos a seguir alguns resultados bem simples sobre somatoérios que irao nos
ajudar a resolver alguns problemas

Proposicao 2.1 Sejam (a,), (b,) duas sequéncias de elementos do conjunto A e seja
ceA. Ent%o

(1) D(a;xb)=> a; x> b Propriedade Aditiva

i=1 i=1 i=1

cra;=c- Y a Propriedade Homogénea
= i=1

=1

—
~.
~.
~.

=

=

s
Il
i

c=nc Propriedade da constante

=
NgE

dag b= > ap- Y. b, Propriedade Multiplicativa
i=1 k=1 i=1

£
Il
—

—~
S
.M:

@
I
—

(@i41 — a;) = any1 —ay  Propriedade Telescopica
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Demonstracao. (i) Provemos o resultado por indugao sobre n. Para n = 1, temos que

1

1 1
Z(alibl) = a :i:bl = Zazizbw
=1 =1

=1

mostrando que a féormula é valida nesse caso.
Suponha a férmula valida para algum ntmero natural n. Assim,

n+1 n

Z(@i +0) = Z(ai +b;) + (ans1 £ bny1)
=1 =1

= Zai + Zbi + (@pg1 £ bry)

i=1 =1

= Z a; + apy (Z bi + bn+1>
rl:rll n+1 .

= Z a; + Z bi,
i=1 i=1

mostrando que a férmula é valida para n + 1. Pelo Teorema (2.1), temos que a férmula é
valida para todo n € N.

(77) Novamente, usaremos inducao para provarmos o resultado. Para n = 1, temos

1

1
E C'CLZ‘ZC'(I1:C'E a;.
i=1

=1

Logo, a férmula é vélida no neste caso.
Suponha agora que a férmula é vélida para algum ntimero natural n. Temos

n+1 n+1

n n n
E c-aZ-:E c~ai+c-an+1:c-§ a; +c-Qpy1 =C- E a; + Gny1 :c-g a;.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Portanto, a férmula também é valida para n + 1. Segue do Teorema (2.1) que a férmula
é valida para todo n € N.

(7i7) Deixamos como exercicio para o leitor.

(1v) Mostraremos esta propriedade usando a propriedade homogénea ja mostrada.
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iiakbl = ia1~bi—|—ia2.bi+...+zam'bi
k=1 i=1 i=1 i=1 .
= al'ibi‘f‘aribi‘i‘”“"am'ibi
=1 i=1 i=1

= (a1 +ax+-+am) > b
=1
k=1 =1

(v) Esta formula também a demonstraremos por indugao sobre n. Para n = 1, temos que

1

Z(ai+1 - ai) = ag — Qaq,

i=1

o que mostra a validade da férmula neste caso.
Suponhamos agora que a formula seja valida para um nimero natural n. Logo,

n+1 n

Z(ai—i-l —a;) = Z(ai+1 — a;) + (@nt2 — Gpi1)

i=1 i=1
(an—i—l - an) + (an—i-? - an—l—l)

Qpy2 — A1,

mostrando que a férmula é véalida para n + 1 e, portanto, vale para todo n € N. O
Vejamos agora, com alguns exemplos, como podemos tirar partidos destas proprieda-

des do somatério.

Exercicio 2.3 Calcular a soma:
Sp=1-24+2-34+3-44---+n(n+1).

Solucao. Usando a notacao do somatorio, podemos escrever

n

Su=Y i(i+1).

i=1
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Assim, aplicando o item (i) da proposi¢ao anterior, temos

Spo= Y i(i+1) =) i+ i
=1 =1 =1
= (P+2%2 4+ +n)+(1+2+---+n)
nn+1)2n+1) n(n+1)
+
6 2
_ n(n + 1) (2n+1+1)

2 3
n(n+1)(n+2)
3

Onde, na terceira igualdade acima, temos usado os exemplos (2.1) e (2.2).

Exercicio 2.4 Calcular a soma

I T S
120243 (n—1)n n-(n+1)

Solugao. Usando o somatorio, podemos escrever
n
1
Sp = — -
" Z_: i-(i+1)
Para cada ¢ € N, vamos decompor a fracao m em fracoes parciais. Isto consiste
em determinar constantes a e b tais que

1 a b

- - Z 2.1
GED i TiFd (2.1)
Temos
a b a(i+1)+bi  (a+b)it+a
i i+l i-(i+1) i (i+1)
Logo, a equagao (2.1) é valida quando as constantes a e b satisfazem o sistema de equagoes
a =1
a+b = 0
Logo, a=1e b= —1. Assim, para cada i € N, temos
1 1 1

i-(i+1) @ i+ 1
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Substituindo a igualdade acima em nosso somatorio e usando a propriedade telescopica
dos somatdrios, segue que

n n

Zﬁ - ;(%_z}rl)

i=1

Portanto, 5, = 5.

2.4 Aplicacoes

Nesta secao, veremos algumas aplicagoes do Principio de Inducao e das propriedades
do somatério.

2.4.1 Problemas Resolvidos

A seguir apresentamos alguns problemas extraidos do Olimpiadas ou exame de acesso
ao ITA o IME

Problema 2.1 (Olimpiada Canada - 1969) Achar o valor da soma
Sp=1142(21) +3(3!) + - - - + n(n!).

Solucgao: Usando a notacao de somatério, podemos escrever
S =Y _i(il).
i=1
Para cada ¢ € N, podemos escrever i = [(i+1) —1]. Assim, usando propriedade das somas
telescopicas, obtemos
S7dl) = D [+ =13 =Y [(i+1)-il =il

i=1 i=1 i=1
n

= D [+ =il = (n+ 1) =1L

i=1
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Portanto, S, = (n + 1)! — 1.

Problema 2.2 Determinar o valor da soma

Sp=124+22+3+... +n

Solucao. Seja i € N e considere a seguinte identidade:

(i+ 1) =i+ 4i° + 60% + 4i + 1.
Dai, segue que

(i 4+ 1)* —* = 4> + 6i® + 4i + 1.

Tomando os somatérios de ambos os membros da igualdade acima e aplicando ao lado
esquerdo a propriedade telescopica dos somatorios, obtemos

n n

(n+1)*—1=> [+ =] =) (4° +6i° +4i + 1)

i=1 =1

Usando as propriedades (i), (i) e (i7i) dos somatérios enunciados na Proposi¢ao (2.1)
e as férmulas obtidas nos exemplos (2.1) e (2.2), obtemos

n

(n+1)*—1 = > (4 +6° +4i+1)

=1
= 4i¢3+6i¢2+4i¢+i1
=1 =1 =1 =1

= 4) P+nn+1)@2n+1)+2n(n+1)+n
=1

Dai, segue que

S n+ 1)t —1—nn+12n+1)—2n(n+1)—n
22 _ (n+1) (n+1)( ) (n+1)

4
_ont+20P+n? nP(n*42n+1)
N 4 B 4
_ [n(n+1) 2
-

Obtemos, assim, o valor da soma

S,=1+22+3+... 40’ = {—
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E possivel generalizar este procedimento para obter férmulas recorrentes para as somas
1P 2P 43P 4 -+ nf,

quando p varia nos naturais.

2.4.2 A Pizza de Steiner

O geometra alemao Jacob Steiner (1796 - 1863) propds e resolveu, em 1826, o seguinte
problema:

Qual é o nimero maximo de pedacos em que uma pizza pode ser divida em n cortes
retilineos?
Solucao: Vamos inicialmente construir uma tabela na qual indicaremos o nimero maximo
de pedacos obtido em cada corte da pizza.

’ Cortes \ Pedagos \ Observacao ‘
0 1
1 2 1+1
2 4 1+142
3 7 1+1+2+3
4 11 1+14+243+4
n Pn | 1+1+2+3+4+ - +n

Note que o terceiro corte nao pode passar pelo ponto de intersecao dos cortes anteriores,
pois se for o caso teriamos 6 pedacos, que nao é o nimero maximo de pedacos da pizza
com 3 cortes.

Pizza de Steiner

Terceiro corte: 6 pedacos. Terceiro corte: 7 pedacos. Quarto corte: 11 pedacos
Corte errado. Corte certo

Figura 2.1: Pizza de Steiner
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Indiquemos por p,, 0 nimero maximo de pedacos da pizza gerado no n-ésimo corte.
Note que, pela tabela acima temos:

n(n+1)

5

Vamos mostrar por inducao que a formula deduzida acima esta de fato certa.

Para n = 0, isto é, a pizza sem corte, claramente teriamos pg = 1.

Para n = 1, ou seja, com apenas um corte, é claro que s6 podemos obter dois pedacos.
Portanto, a férmula esta correta, pois

pn=1+1+2+3+4+--+n)=1+

1(1+1)
2

Admitamos agora que, para algum valor de n, a féormula p, esteja correta. Vamos
provar que a férmula p,,,; também esta correta.

Suponhamos que para n cortes, obtivemos o niimero maximo p,, = 1—1—@ de pedacos
da pizza e queremos fazer mais um corte, de modo a obter o maior niimero possivel de
pedagos.

Vamos conseguir isso se o (n+1)-ésimo corte encontrar cada um dos n cortes anteriores
em pontos que nao sao de intersecao de dois cortes.

Por outro lado, se o (n 4+ 1)-ésimo corte encontra todos os n cortes anteriores, ele
produz n + 1 novos pedacos: o corte comeca em um determinado pedaco e, ao encontrar
o primeiro corte, ele separa em dois o pedago em que esta, entrando em outro pedaco. Ao
encontrar o segundo corte, ele separa em dois o pedago em que estd, entrando em outro
pedago, e assim sucessivamente, até encontrar o n-ésimo corte separando o ultimo pedaco
em que entrar em dois.

NOvos ;{Jf'f(if,i cOs

(1) \ (2) / (3) \ (H]/ (n+1)
\ / \ - / (n+1)— corte

1 2 3 n

n cortes

Figura 2.2: Cortes na Pizza de Steiner

Assim, sao obtidos n 4+ 1 pedacos a mais dos que ja existiam; logo,
n(n+ 1) (n+1)(n+2)
2 2 ’

mostrando que a formula esta correta para n + 1 cortes. O resultado segue pelo Teorema
(2.1).

Prnp1 =Pn+(n+1) =1+ +(n+1)=1+
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2.4.3 Os Coelhos de Fibonacci

Trata-se de um problema proposto e resolvido pelo matematico italiano Leonardo
de Pisano. Seu sobrenome é conhecido por Fibonacci, por ser um diminutivo de fillius
Bonacci, porque seu pai se chamava Guilielmo Bonacci.

O problema de Fibonacci consistia na reproducao dos coelhos: Um casal de coelhos
recém-nascidos foi posto num lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-
se-a0 apdos um ano, supondo que, a cada meés, um casal de coelhos produz outro casal e
que um casal comega a procriar dois meses apds o seu nascimento.

Leonardo apresenta a seguinte solucao:

. numero de casais numero de casais
Mes R ) , : total
do més anterior recém-nascidos
1° 0 1 1
20 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Assim, o nimero de casais de coelhos num determinado més é igual ao nimero total
de casais do més anterior acrescido do niimero de casais nascidos no més em curso, que é
igual ao numero total de casais do meés anterior ao anterior.

Se denotarmos o nimero de coelhos existentes no n-ésimo més por F,,, temos, entao,
que

F,=F, 1+ F,_o, FL=F=1

Essas relagoes definem, por recorréncia, uma sequéncia de nimeros naturais, chamada
de sequéncia de Fibonacci, cujos elementos, chamados de niimeros de Fibonacci, possuem
propriedades aritméticas notaveis, que ainda hoje sao objeto de investigacao.

Uma recorréncia do tipo

Ty = Tp1+ Tp_o

s6 permite determinar o elemento x,, se conhecermos os elementos anteriores x,,_1 € x,_o,
que, para serem calculados, necessitam do conhecimento dos dois elementos anteriores, e
assim por diante. Fica, portanto, univocamente definida a sequéncia quando sao dados

I € To.
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Vejamos agora uma propriedade que satisfaz os ntimeros de Fibonacci. Esta propri-
edade segue de analisar o comportamento dos termos da sequéncia. Observe a seguinte
tabela.

’ Termos \ Comportamento \ Verificacao ‘
Fl — ]_ - -
F,=1 F}=FF;—1 1°=1-2—-1
Fy,=2 F}=FKF+1 22=1-3+1
Iy =3 FZ = FyFs — 1 32=2.5_1
Fs=5 FZ=FyF;+1 52 =3-8+1
F, F?=F, \F,+ (=1)"! ?

Assim, temos:

Problema 2.3 Verificar que para todo n > 2, os numeros de Fibonacci, satisfazem:
F?=F, \F+ (—1)"

Solucao. Vamos provar a validade dessa afirmagao usando a Prova por Indugao Ma-
temaética, o teorema (2.1). Na tabela acima, ja verificamos que para n = 2, a férmula é
verdadeira.

Admitamos agora que a féormula seja verdadeira para n, ou seja, é verdadeiro que

F2=F, \Fpq+ (=)™ (nossa hipotése de indugao).
Queremos mostrar que a férmula também é verdadeiro para (n + 1). Isto é,
Froy = FFopa + (=1
Para n > 2, temos

F? = F,1F
n+1 n+14n+1
Fo(F,+F, 1) pela definicao dos termos de Fibonacci
F,F,+ F,1F, distributibidade
Foi1F, + (F? — (=1)"1) pela hipétese de indugao
F, (Fn-i-l + Fn) + (_1)n
= F,Fo+(—1)" pela definicao dos termos de Fibonacci

Assim provamos também que a férmula é vélida para n + 1. Segue do teorema (2.1) que
a formula é valida para todo n € N, n > 2.



Capitulo 3

Progressoes

O uso das sequéncias é de suma importancia nas varias areas da matematica, este
capitulo destinar-se-a ao estudo das progressoes aritméticas, geométricas e harmonicas.
Estudaremos algumas de suas propriedades e apresentaremos aplicagoes. As principais
referéncias bibliograficas usadas neste capitulo sao: [4], [6], [7], [11], [9] e [10].

3.1 Progressoes Aritméticas

Sao comuns na vida real, grandezas que sofrem variagoes iguais em intervalos de tempo
iguais. Por exemplo, a fabricacao de automoveis de uma fabrica que produz de 35 unidades
por més. As Progressoes aritméticas sao sequencias nas quais o aumento de cada termo
para o seguinte é sempre o mesmo, sua definicao formal é:

Defini¢ao 3.1 Uma sequéncia (a,),, de nimeros reais € uma progressao aritmética
(abreviamos PA) se existir um ndmero real v tal que a recorréncia an.1 = a, + 1 Seja
satisfeita Vn € N.

Na definicao acima, o nimero real r, é denominado razao da PA.

Exemplo 3.1 As sequéncias:
1. (2,5,8,11,--+) (cada termo € igual ao anterior mais 3)
2. ( ,l,%,%,---) (todos os termos iguais)
—1,--+) (cada termo € igual ao anterior menos 2)

Exemplo 3.2 Os lados de um triangulo retangulo formam wma progressao aritmética.
Calcule os lados sabendo que o perimetro do triangulo vale 24.

Pondo os lados em ordem crescente e chamando x o cateto maior, os lados do triangulo
serdo x —r, x, x + 1 e teremos:

(x—r)P+22=(x+r) ‘ r? = 4rx
(x—r)+z+(z+r)=24 ou 56459, 3r =24

27



Capitulo 3. Progressoes 28

Dai, x =8 er = 2. Portanto, os lados do triangulo sao 6, 8 e 10.

Teorema 3.1 [Termo Geral de uma PA]. Se (a,),,», € uma Progressao Aritmética de
razao r, entao

a,=a+ (n—1)r, para todon > 1. (Férmula do termo geral)

Demonstragao: Vamos fazer a prova por indugao:
(1) Paran =1, temos a; =a; + (1 — 1)r = ay.
(7¢) Suponha que a, = a; + (n — 1) 7, entao:
pi1 = ap+7r defini¢ao da PA (a,)
= (a1 + (n—1)r)+r hipdtese de indugao
= a+(n+1)—-1r
Isto é, a féormula a,, = a; + (n — 1) r vale para n+ 1. O Principio de Indugao Matematica
permite concluir que a férmula do termo geral é verdadeira para todo n € N. 0

Exemplo 3.3 Considere a sequéncia (a,) definida por recorréncia como seque

—_ a/n
- 1+ 2a,

ar=1 e ap4 ,Vn > 1.

Calcule a,, em func¢ao de n

Solucgao. E claro que os termos da sequéncia (a,) sdo todos positivos. Logo, podemos
definir a sequéncia (b,) pondo b, = ai Assim, temos

1 14+2a, 1
e )
Ap+1 anp, Qp,

anrl =

Isto é, (b,) é uma PA de termo inicial b; = a—ll = 1 e razao 2. Portanto, tal PA coincide
com aquela formada pelos inteiros impares positivos, cujo termo geral é b, = 2n — 1 para
todo n > 1. Logo,

, Vn e N.

Observacao 3.1 Se uma grandeza G sofre aumentos mensais iguais a r, seu valor daqui
a n meses serd G, = Gy + nr, onde Gog € o wvalor inicial da grandeza. Podemos dar
uma interpretacao geométrica a esta situacdao. Observe que a funcdo que associa a cada n
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Figura 3.1: Crescimento da grandeza (G,, com aumento r

natural o valor G, € simplesmente a restri¢ao aos naturais da fung¢ao afim G(z) = Go+rz,
ou seja, G(x) € um polindmio de grau menor ou igual a 1. Concluimos que os pontos

(17 G<1)) ) (27 G(Q)) ) (37 G(?’)) y T (n’ G(TL)) )
estao sobre uma linha reta

Reciprocamente, se, em uma sequéncia (a,), o termo de ordem n for dado por um
polinomio de grau menor ou igual a 1, ela serd wma progressao aritmética. Com efeito,
se a, = a-n+b, (a,) € uma progressio aritmética de razao r = a e primeiro termo
a, = a—+ b.

Portanto, pensando uma progressao aritmética como uma func¢dao que associa a cada
numero natural n o valor a,, o grdfico da funcao € formado por uma sequéncia de pontos
colineares do plano.

Em outras palavras, (a,) € uma progressao aritmética se e somente se 0s pontos do
plano que tém coordenadas (1,a1), (2,a2), (3,a3), (4,a4), etc. estdo em linha reta.

Teorema 3.2 (Soma dos n primeiros termos de uma PA). A soma dos n primeiros
termos de uma Progressao Aritmética (a,) € igual a

(a1 + an)n
2
Demonstracao. Apresentamos uma prova usando a ideia de Carl F. Gauss aos 7 anos

de idade, quando seu professor lhe pediu que calcula-se a soma dos inteiros de 1 até 100.
Escrevemos S,, de dois formas,

Sp=a1+aztaz+ - +a, =

Sn = a1+a2+a3+-~~+an,2+an,1+an
Sp = Qp+ap1+a,o+---+azt+arta
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Dai, somando obtemos
25, = (a1 + an) + (a2 + apn—1) + (a3 + apn—o) + - + (apn_1 + a2) + (a, + ay).

Agora, observe que, ao passar de um paréntesis para o seguinte, a primeira parcela au-
menta em 7 e a segunda parcela diminui em r, o que nao altera a soma. Por exemplo, no
somando (ay+a,_1) sua primeira parcela é ay = a;+r e a segunda parcela é a,,_; = a, —7.
Outra maneira de observarmos que temos somas iguais para termos equidistantes dos ex-
tremos ¢é a seguinte,

ait+a,iv1 = (a+@GE—Dr)+(a+n—i+1-1)r)
= ata+(GE—1+n—10r
= a+ (a1 +(n—1)r)
= a1+ ay

Portanto, na soma acima, todos os parénteses sao iguais ao primeiro (a; + a,,). Logo,

(a1 + ax)n

2S5, = (a1 + ap)n = S, = 5
O que mostra o teorema. [

Usando a férmula acima, podemos obter facilmente

Exemplo 3.4 A soma dos n primeiros nimeros impares (positivos) é

1+2n—1
1+3+5+---+(2n—1):W:n2.

Exemplo 3.5 A soma dos vinte primeiros termos da PA (2,5,8,11,---) €

(a1 + CL20)20
2

Como a; =2 er =3, temos asy = a; + 197 = 59. Logo, So9 = (2 + 59)10 = 610.

S20 = = (Cll + CLQ())lO.

Exemplo 3.6 Obter o valor da soma:
S = (22 —1%) + (4* — 3%) + (6 = 5°) + - - - + (987 — 97%) + (100* — 99?).

Inicialmente, usando produtos notdveis, vamos fatorar os somando entre parénteses, ob-
temos

S = 2-1DC2+1)+ 4 —3)(4+3)+---+ (98— 97)(98 4 97) + (100 — 99)(100 + 99)
= 1)+ 1(7) + 1(11) 4 - - - + 1(91) + 1(191) + 1(195) + 1(199)
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Isto é, a soma S é a soma dos 50 primeiros termos da PA (3,7,11,---), cujo primeiro
termo é 3 e a razao é r = 4. Assim,

(3 + 199)50
2

S = = 202 - 25 = 5050.
Definigao 3.2 Define-se para sequéncias o operador /\, chamado operador diferenca,
por:

ANty = Gpyy — Q.

Portanto, da definigao segue imediatamente que uma sequéncia (a, ) é uma progressao
aritmética se, e somente se, (Aa,) = (a,+1 — a,) é constante.

Definigao 3.3 Uma progressao aritmética de sequnda ordem € uma sequéncia (a,) na
qual as diferencas Na,, = a,11 — a,, entre cada termo e o termo anterior, formam uma
progressao aritmética nao estaciondria. De modo mais geral, uma progressao aritmética
de ordem k € uma sequéncia na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior
formam uma progressao aritmética de ordem k — 1.

Exercicio 3.1 (Mackenzie, 99 adaptada). Na sequéncia numérica (4,7, as, a4, as, -+ ),
as diferencas Na, = api1 — ay, formam uma sequéncia aritmética de razao 2. Qual € o
termo que ocupa a 15°posicao?

Solucgao: A sequéncia b, = Aa,, = a,+1 — a, é uma progressao aritmética com primeiro

termo by = ay —a; =7—4 =3 erazao r = 2. Logo, b, =3+ (n — 1)2, n > 1. Assim,
calculando a soma dos primeiros 14 termos da PA (b,), obtemos

b +b -
( ! 14 Zb Z CLn_|_1 —CLTL) = Q15 — Aq.
n=1

Isto fornece,

(3+(3+13-2))14
2

=a;5—4 = a15=32-7T+4 =224+ 4 = 228.

Exercicio 3.2 (UENF-2002). Considere a sequéncia numérica a sequir
(an)ns1 = (0,3,8,15,24, - - ).

Achar o 6°termo e o termo geral da sequéncia.
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Solugao: Inicialmente vamos achar o 6°termo. Para tal, observe que
ag—ay =3, a3—ays =5, ag—az=T7e a5 —as =9.

Portanto, a diferenca b, = Aa,, = a,+1—a, forma uma progressao aritmética com primeiro
termo by = 3 e razao r = 2. Dal

3+(5—1)2:b5:a6—a5:a6—24 = ag =24+ 11 = 35.

Agora vamos achar o termo geral da sequéncia. Para isto, calculamos a soma dos primeiros
(n — 1) termos da progressao aritmética (b,),

(3+2(n— 1;+ -1 _ dobi= ) (aw —a) = a, —ar

Deduzimos dai que

(2n+2)(n—1)

5 =a,—0 ouseja, a,=(n+1)(n—1)=n>—1.

Exercicio 3.3 Calcular a soma dos quadrados dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética.

Solugao: Seja (a,) uma progressao aritmética de razao r, queremos calcular a soma

Sp = (a1)* 4 (az)® + (as)® + ... + (a,)*.
Para cada i € N, temos a;41 = a; + r, logo @}, = (a; + r)* = a} + 3air + 3a;r* + 1.
Portanto,
af’+1—af’ :3a5r+3air2—|—r3, Vi e N.

Dal, calculando a soma de ¢ = 1 até ¢ = n, obtemos,

n

S (- ) =3 Betr+ 3ar 1) =3 Y @43y 0+ 300
=1 =1 =1

i=1 =1

O que fornece,
(a1 + a,)n

+ nrs.
2 nr

3 3 2
an  —ay =3rS, + 3r

Isolando S,,, usando que a,.1 = a, + r, obteremos,

1
S, = o [Q(an +7)? —2a% — 3r*(a; + a,)n — 2m"3} )
r
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Observacgoes 3.1 FEste exercicio nos permite observar:

(a) Usando a; =1, a,, =n er =1 na soma acima, obtemos a soma dos quadrados dos n
Primeiros niumeros naturais.

(b) A soma de poténcias, de qualquer grau, dos termos de uma sequéncia aritmética pode
ser calculada usando o mesmo procedimento visto acima.

Exercicio 3.4 Os lados de um triangulo retangulo formam wma progressao aritmética
crescente. Mostre que a razao da progressao € iqual ao raio do circulo inscrito no triangulo
e que os lados sao diretamente proporcionais aos numeros 3, 4 e 5.

Solugao: Seja ABC um triangulo reto em C, cujos lados estao em uma progressao
aritmética de razao r. Inicialmente, vamos provar que os lados sao diretamente propor-
cionais a 3, 4 e 5. Para tanto, podemos supor que BC' =z —r, CA=xe AB=x+r,
como indica a figura a esquerda da imagem abaixo.

B B

I
C RP ar—R A

Figura 3.2: Triangulo retangulo com lados em progressao aritmética

Usando o teorema de Pitagoras, temos
BC?+ AC? = AB* = (z—71)*+a%= (v +71)’
= (22 = 2or +7?) + 2% = 2 + 200 + 17
= 22 —4ar=0
= z(r—4r)=0
Donde obtemos = = 0 ou x = 4r. Quando x = 0, terfamos que um dos lados do triangulo

teria comprimento 0 metro o que é absurdo. Logo, x = 4r e, portanto os comprimentos
dos lados do triangulo retangulo sao:

BC =x—r=3r, AC=x=4r e AB=x+r=b5r

O que mostra que os lados do triangulo sao diretamente proporcionais a 3, 4 e 5.

Finalmente, mostremos que o raio R da circunferéncia inscrita ao triangulo tem raio
igual a razao da progressao. Sejam M, N e P os pontos de tangéncia da circunferéncia e
o triangulo, como indicado na figura anterior a direita. Temos assim,

CP=CN=R, AM =AP=4r—R e BM =BN=3r—R.
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Logo,
5r=AB=AM+ MB = (4r—R)+ (3r—R) = 5r=7r—2R = r =R.

Portanto, o raio da circunferéncia inscrita ao triangulo é igual a razao da progressao.

3.2 Progressoes Geométricas

Além das progressoes aritméticas, que sao a versao discreta da funcao afim, ha um
segundo tipo importante de sequéncia, denominado progressao geométrica, que esta asso-
ciado a funcao exponencial. Essa nova classe de sequéncias nao s6 possui muitas aplicagoes
cientificas, como também forma a base dos modelos usados em financas.

Defini¢ao 3.4 Uma sequéncia (a,) de nimeros reais, de termos nao nulos, é uma pro-
gressao geométrica (abreviamos PG), se o quociente entre dois termos consecutivos € um
valor constante chamado razao. Denotando por q a razao da progressao geométrica (a,),
temos, por definicao, que

Ap+1
Gp,

=q, para todo n > 1.

Exemplo 3.7 As sequéncias
1. (1,2,4,8,12,---) (cada termo € igual ao dobro do anterior)
2. (18, 6,2, %, o ) (cada termo € igual a ter¢a parte do anterior)
3. (3,3,3,3,--+) (todos os termos iguais)

sao progressoes geométricas de razoes respectivamente iguais a 2, % el.

As progressoes geométricas também podem ser tratadas como sequéncias que variam
com taxa de crescimento constante.

Definicao 3.5 A taza de crescimento de uma grandeza, que passa do valor x para o valor
y, € definida por == Isto ¢, a tava de crescimento € a razao entre o aumento da grandeza
e seu valor inicial.

Exemplo 3.8 A taxa de crescimento de uma grandeza que passa do valor 5 para o valor

7 €éigual a 2 =2 = 0,4 =40%.

Exemplo 3.9 Suponha que a popula¢ao de um certo pais aumenta 2% ao ano. Entao,
a populagao p, do pais no ano n serd igual a populacao p,_, do ano anterior mais o
aumento de populagao, que ¢ igual a 2% da populacdo p,_1, isto é,

Pn=DPn-1+2%pn-1=0n-1+0,02p,1 =1,02p,,_1.

Resumindo, a populagao em cada ano € igual a populacao do ano anterior multiplicada
pela constante 1,02.
Note que a taxa de crescimento de p, € de 2% = 0,02.
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Mais geralmente temos

Teorema 3.3 Seja (G),) uma sequéncia representando uma grandeza. Entao, (G,) tem
tara de crescimento constante igual a i, se , e somente se, G,11 = (1 + )Gy, para todo
natural n.

Demonstragao: Se a taxa de crescimento de G, € i, entao i = %, dai G, 1 — G, =
1G,. Portanto, "
Gni1 = Gp+iG, = (1 +1)G,.
Gnt1=Gn

Reciprocamente, se Gy = (1 +14)Gy, entao Gpy1 — G, =i - G, Logo, i = =45
e a taxa de crescimento de G, é constante e igual a i.

Exemplo 3.10 Progressoes geométricas de razoes ¢ = 1,1 , qo = 0,8, sao sequéncias
com tazas de crescimento iguais a iy = 0,1 = 10% e iy = —0,2 = —20%, respectivamente

Exemplo 3.11 Se a sequéncia (4,x,9,...) € uma progressao geométrica, entao
e «a taxa decrescimento do primeiro termo para o sequndo termo € ”7_4
e «a taxa decrescimento do sequndo termo para o terceiro termo € Q_TI
Logo,
r—4 99—z T
1z 1

9
= = 22 =36.
X

Dai x = £6.

Utilizando a férmula de recorréncia pela qual se define uma progressao geométrica
e admitindo dados o primeiro termo a; e a razao da progressao geométrica, podemos
determinar o n-ésimo termo da sequéncia em termos desses dados o que torna muito
facil o trabalho da busca de qualquer outro termo dentro da sequéncia geométrica. A
determinacao de um termo dentro de um sequéncia é muito relevante, o teorema enunciado
abaixo, nos dara uma ferramenta importantissima no estudo das progressoes geométricas.

Teorema 3.4 [Termo geral de uma PG|. Em toda progressao geométrica (a,) de razdo
q, o termo de ordem n, a,, é dado por a, = a; - ¢"~*.

Demonstragao: Temos, por defini¢ao, da progressao geométrica (a,,)

a a3 G4 an—1
— =4, —=4q, — =dq, -

)
a1 a2 as Qp—2

Multiplicando essas (n — 1) igualdades membro a membro obteremos,

Qp, _ , _
L =¢"t dal ap,=a-¢" .

a1
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O

Essa formula permite obtermos qualquer termo desde que conhecamos o primeiro
termo e a razao da sequéncia, mas podemos expressar, de uma forma mais geral, uma

maneira de calcular o termo geral da progressao geométrica em funcao de qualquer outro
termo da sequéncia e a razao.

Observacao 3.2 Suponhamos conhecido o p-ésimo termo a,, p > 1 e a razio q de uma
progressao geométrica (a,). Entao, o n-ésimo termo da progressao € dado por a, = a,q"".
De fato, aplicando a formula obtida anteriormente, temos
ap

_ p—1 ’ _
ap = a1q dai seque que ai = 1

Portanto,

p -1 1- -1 -
an_(QP—l)qn =ap-q g =ap- g

Exemplo 3.12 Se a populacao de certa cidade € hoje de 500 mil habitantes e cresce a
3% ao ano, a populagdo dessa cidade daqui a 10 anos serd

p1o = po(1 4 1)' = 500(1 4 0,03)'° =2 672 mil habitantes.

Teorema 3.5 [Soma dos n primeiros termos de uma PG]. A soma dos n primeiros
termos da progressio geométrica (a,) de razao q # 1 € dada por
1—q"

Sp=ay - .
aq 1_q

Demonstracao: Temos S, = a; + as + as + - - - + a,, e, multiplicando por ¢, obtemos
gSp=as+ag+ -+ ap_1+a,+a, q
Subtraindo essas igualdades, segue

Sp—qSpn=a1 —a,-q=a; —ay-q",

ou seja, (1 —¢)S, = ai1(1 — ¢"). Dai, uma vez que q # 1, temos S,, = a; - 11__‘1;.

O

Observacao 3.3 Quando progressio geométrica (a,) € estaciondria, ou seja, quando a
razao q = 1, torne-se bastante trivial a soma dos n primeiros termos, pois como q = 1,
obtemos a, = ay, Vn > 1. Logo,

n n
Sn:a1+a2+a3+---+anzg ai:E aL =n-a.
i=1 i=1
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Exemplo 3.13 Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa um grao
de trigo pela primeira casa, dois graos pela sequnda, quatro pela terceira e assim sucessi-
vamente, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa. Como o tabuleiro do radrez
tem 64 casas, quantidade de graos pedida pelo inventor do jogo € a soma dos 64 primeiros
termos de wma progressao geométrica cujo primeiro termo é 1 e a razao € 2, ou seja,

.1_—264:264_

S=1+2+4+8+ - +28=20421 422423 ... 4 288 = —

1
Calculando, obtemos um niumero de vinte digitos, 18.446.744.073.709.551.661.
Exercicio 3.5 Calcule o valor da soma

2-14+7-3+12-3%+...4+497.3% 4502 . 319

onde da esquerda para a direita, a k* parcela € igual ao produto do k-ésimo termo da PA
2,7,12,--- 502 pelo k-ésimo termo da PG 1,3,32,--- 310,

Solucao: Imitamos o argumento usado na prova do teorema anterior. Temos

S = 2-14+7-34+12-32+.--4497-3% 4502 3190
3§ = 2.347-32412-33 4+ ... 44973100 4 502. 3101
Portanto,
28 = 35-5
= —5(3+3+3+..-+39) +502-3" -2.1
= -5 1_3100+502 3101 _ 9
N 1—-3
5 5
— ___.3100 502'3101_2
2 2 +

3.3 Progressoes Harmonicas
Estudaremos nesta se¢ao os conceitos basico sobre as progressoes harmonicas
Defini¢ao 3.6 Uma sequéncia (a,) de nimeros reais, de termos nao nulos, é uma pro-

gressao harmonica (abreviamos PH), se seus termos inversos formam uma progressao
aritmética. Isto é,

1 1 1 1
(a'17a27a37"'7ana"') ¢ PH & (_7_7_7"'_7"') ¢ PA .
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Exemplo 3.14 As sequéncias
1. 1,;,;,-..,}1 .--) € PH, pois (1,2,3,---,n,---) € PA.
2. 1,1,;,---) ¢ PH, pois (—3,— 113 ) ¢ PA.
3. (2222 -) é PH, pois (3,3,5,3,-++) €

A seguir, vamos a estabelecer uma férmula para o termo geral de uma PH

Teorema 3.6 (Termo Geral da PH) Seja (a,) uma progressao harménica, o termo
geral de ordem n, a, € dado por:

a1a9
as + (n —1)(a; — as)

ay, = , (n>1).

Demonstragao: Temos que a progressao aritmética (b,) = ( 1 ) possui razao

1 1 a] — ag
T:bg—blz———: .
a2 a1 a1a2

Logo, por (3.1) seu termo geral é dado por

1 - — 1)(ay —
by = b1+ (n— 1)r = = 4 (n— 1)@= _ G2t (= D(a—a)

aq a1a9 a1a9
Como b, = i, segue que,
a1Gz
ay, =
az + (n—1)(a; — as)
que é a expressao do termo geral de uma progressao harmonica para n > 1. O
Exercicio 3.6 Achar o nono termo da progressao harmonica (3, %, g, R %, = )

Solugao: Primeiro observamos que a sequéncia dada é de fato uma progressao harmonica,
pois a sequéncia dos termos inversos, (%, 1—72, %, %, e ) é uma PA de razao

_ 1.3

1
12 3 12 4

Usando a féormula deduzida anteriormente, teremos,
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3.4 Progressoes Aritmético-Geométrica

Algumas sequéncias nao permitem a utilizacao direta das formulas deduzidas anteri-
ormente para as PA, PG e PH., esse tipo de sequéncia possui férmulas complicadas para
serem ”gravadas” pelo aluno, mas vamos desenvolver formulas para essas somas, porém
forneceremos artificios que darao uma visao mais interessante para a solucao.

Defini¢ao 3.7 Uma sequéncia de nimeros reais nao nulos (a,) € uma progressao aritmético-
geométrica (abreviaremos PAG) se seus termos podem ser escritos da forma

a; =[a; + (i — Drlg"™", Vi>1,

onder #0 e q+# 0,1 sao constantes. Isto €, cada termo a; da sequéncia € o produto da
PA a; + (i — 1)r de razao r #0 e a PG ¢ ' de razao q # 0, 1.

Exemplo 3.15 As sequéncias

135 7 ; - ~
1. (57 D316 ) ¢ uma PAG, pois seus termos sao da forma

Y fee] ()

2. (2, —%,3, —%,4, . ) ¢ uma PAG, pois seus termos sao da forma

;i = Fl)“%(i +3) = {2 + (i — 1)%} (—1)

2. (1,2z,3z% 423,---) é uma PAG para x # 0,1, pois seus termos sao da forma
a; =iz ' =1+ (i —1)] 2"

Veja que a prépria definicao da PAG estabelece uma forma para o termo geral da
sequéncia. Logo, estabelegamos o valor da soma dos n primeiros termos de uma PAG.

Teorema 3.7 [Soma dos n primeiros termas da PAG]. A soma S,, dos n primeiros
termos de uma sequéncia aritmético-geométrica (a,), onde a; = [ay+ (i—1)r]¢"™, Vi > 1,
€ dada por

a1 —¢") | rqlt —ng"" + (n—1)q"]

Sn: )
1—¢ (1—q)*

onde, por definicdao, q # 0, 1.
Demonstragao: Podemos escrever,

Sp=ay+ (a +7)g+ -+ [a; + (n—2)r]¢" 2+ a1 + (n — 7] ¢" . (3.1)
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Multiplicando (3.1) por g # 0, 1, vem:
qSn = a1q+ (a1 + 1)@ + -+ [ar + (n — 2)r]l¢" " + [ar + (n — D)r] ¢ (3.2)
Subtraindo (3.1) de (3.2), segue

Sy —qSp =a1+1rq+1r¢*+ ... +r¢" E+rg" ! —lay + (n — 1)r|q",
K

onde S é uma PG de razao ¢ com n — 1 termos e primeiro termo igual a rq. Logo,

1 — n—1
g_rdl—q¢")
l—gq
Portanto,
rq(l — g™t
(1-¢q)S, = a1+—Q(1_qq >—[a1+(n—1)r]q”
rg(l—q¢" 1) —(1—-q)(n—1)rg®
= a(—g)+ q1—q¢") =1 —-g)(n—1)rq
l—q
rq[l— ¢t — (1= q)(n — 1)g"
= a(l—g)+ q[1—q f Q)(n—1)¢""]
- q
o Tq[l=ng" 4+ (n—1)g"
— (g + q[1—ng (n —1)q"]
l—q
Segue que,

1—g¢ (1—q)?

Facamos uma aplicacao da féormula.

Exercicio 3.7 Calcular a soma dosn primeiros termos das sequéncias aritmético-geométricas
abaizo: Ls s

@)(@L@@Vg)

(b) (1,2z,3x% 4z, - )

Solugao: .
(a) Pela parte (a) do exemplo anterior, temos a; = [ + (i — 1)] (%)2_1. Logo,

1 1
a1 = — = e =
1 2 9 r q
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Portanto, usando a formula deduzida e fazendo as substituicoes, obtemos

ai(1—q") LT [1—ng" ' +(n—1)¢"]
1—gq (1—q)?
/2= Q/2m) 1-1/2)[1 - n(1/2)"' + (n - 1)(1/2)")
1—1/2 (1—1/2)
= 1 (1/2)" +2[1 - 2n(1/2)" + (n — 1)(1/2)"]

1
= 3+ (-1—4n+2(n-1)) (—)

2
= 3—(3+2n) (%)

(b) Temos que a; = [1+ (1 —1)-1]z"'. Logo, a; =1, r =1 e g = z. Assim,

Sp =

1-(1—2") 1-x[1—nz"'+ (n—1)a")
11—z (1 —x)?
(1—a)(A—2)+a+[(n—1)z—nja"
(1—=xz)?
l—a"+a2" 4 (nx—z+n)x
(=P
1+ (nzx+n—1)zx
(-

Sp =

3.5 Aplicagoes

Nesta secao, veremos duas aplicagoes que envolvem os conceitos de progressoes.

3.5.1 Juros simples e compostos

A taxa de juros é um conceito central da Matematica Financeira que esta bastante
presente em nossas vidas cotidianas. Sempre que realizamos uma compra, nos deparamos
com este conceito. Alguém que dispoe um capital C' (chamado de principal) empresta-o
a outrem por um certo periodo de tempo. Apds esse periodo, ele recebe o seu capital
C de volta, acrescido de uma remuneracao J pelo empréstimo. Essa remuneracao é
chamada de juro. A soma C'+ J é chamada de montante e serd representada por M. A
razao i = J/C, que é taxa de crescimento do capital, serd sempre referida ao periodo da
operacao e chamada de taxa de juros
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Existem dois tipos de juros: os juros simples e os juros compostos.

Os juros simples referem-se aos acréscimos somados ao capital inicial no final da
aplicagao.

Os juros compostos (juros sobre juros) referem-se aos acréscimos somados ao capital,
ao fim de cada periodo de aplicacao, formando um novo capital com essa soma. Os bancos
e as lojas normalmente utilizam os juros compostos na cobranca do dinheiro emprestado.

Um exemplo bastante simples para a aplicacao de juros compostos seria: um capital
de R$ 1000,00 aplicado em renda fixa a uma taxa de 20% ao ano. O valor do montante
M, obtido apdés um ano de aplicacao, é calculado adicionando-se ao capital aplicado os
juros do periodo, ou seja:

M; = 1.000,00 + 0,20 - 1.000, 00 = 1.20 - 1.000, 00 = 1.200, 00.

Observe que, para aumentar uma quantia em 20%, basta multiplicé-la por 1,20. Dessa
forma, o montante apds dois anos é igual ao valor do montante apés um ano multiplicado
por 1, 20:

My = My - 1,20 = 1.000,20 - 1,20 = 1.440, 00

O montante apds trés anos é igual ao montante apds 2 anos multiplicado por 1,20:
M3 = M - 1,20 = 1.440,00 - 1.20 = 1.728, 00

Procedendo da mesma forma, podemos concluir que a sequéncia formada pelos valores
dos montantes, ano a ano e com base no aplicado inicialmente, constitui-se numa pro-
gressao geométrica cujo primeiro termo é igual a R$ 1.000,00 e cuja razao é igual a 1,20.
Assim, teremos a seguinte sequéncia:

(1.200, 00; 1.200, 00; 1.440,00; 1.728,00; - - -)

Veja que quando os juros gerados em cada periodo sao incorporados ao capital para o
calculo dos juros no préximo periodo, dizemos que o capital cresce segundo o regime de
capitalizagao composta ou juros compostos. Nesse caso, se a taxa de variagao percentual
do capital for constante, os valores do capital seguem uma progressao geométrica e, por
isso, podem ser modelados por uma funcao exponencial do tipo:

Para estudarmos o modelo de variagao de um capital Cy em um regime de capitalizacao
composta, aplicado a uma taxa mensal de 1%, durante n meses. O montante produzido
pelo primeiro meés sera:

M, =Cy-(1+1)

O montante produzido até o segundo mes ¢é igual ao montante produzido no primeiro
més multiplicado por (1 + 7)

My=M;-(1+i)=Co-(1+i)-(1+4)=Cp-(141)?
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Dessa forma teremos:
Ms=Cy-(144)° My=Cy-(1+4)*, Ms=Cy-(1+1)°,
Assim, o montante produzido até o més n serd dado por: M,, = Cy - (1 +4)". Isto é o

que afirma o seguinte:

Teorema 3.8 No regime de juros compostos de taxa i, um principal Cy transforma-se
em n periodos de tempo, em um montante igual a M, = Cy - (1 +1i)".

Demonstragao: Para cada k seja M a divida apds k periodo de tempo. Temos
Myi1 = My + iMy, = (1 + i) M.

Dai, (M) ¢ uma progressao geométrica de razao (1 + ¢) e com termo inicial, no tempo
n = 0, igual a Cj (note que, o primeiro termo, com n = 1, é Cy(1 + 7)). Logo, seu termo
geral (n-ésimo termo) é dado por M,, = Cy - (1 + 7). O

No caso de juros simples temos

Teorema 3.9 No regime de juros simples de taxa i, um principal Cy transforma-se em
n periodos de tempo, em um montante igual a M,, = Cy +n -1 Cy.

Demonstracao: Para cada k, Seja M}, a divida ap6s k periodo de tempo. Temos, usando
o regime de juros simples, que

Dai (Mj) é uma progressao aritmética de razao i Cy e termo geral M, = Cy+n-iCy. O

Em algumas poucas situagoes usam-se juros simples e nao juros compostos. No regime
de juros simples, os juros sao calculados, em cada periodo, sobre o principal e nao sobre
o montante do periodo anterior.

A tabela a seguir mostra a evolucao de um principal de R$ 100,00 a juros de 10% ao
mes.

’ Epoca ‘ Juros simples | Juros compostos ‘

0 100 100
1 110 110
2 120 121
3 130 133,1
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Maontante

i Composto: M, = Cy(1+ )"

U,

Simples: M, =Cy+n-i(

= TEMpo

I
i
I
I
I
i
I
I
I
i
I
I
i
1

Figura 3.3: Juros simples e composto

Observacgao 3.4 Note que:

(a) A juros compostos, os montantes constituem uma progressio geométrica, de razdo
(1+1), e a juros simples, uma progressao aritmética, de razao iCy.

(b) No regime de juros simples, tazas proporcionais sao equivalentes. Juros de 10% ao
més equivalem a juros de 20% ao bimestre, de 30% ao trimestre, etc.

Na vida real, juros simples sao raramente usados. O grafico mostra que os montantes
a juros compostos sao maiores que os montantes a juros simples. E, portanto, de interesse
dos detentores do capital que os juros aplicados sejam compostos.

Vejamos alguns problemas comuns na vida real nos quais aplicamos esses conceitos.
Exercicio 3.8 Cristina toma um empréstimo de R$ 150,00 a juros de 12% ao més. Qual

serd a divida de Cristina ao final de trés meses, se o regime de juros é:
(a) composto? (b) simples?

Solucao:
(a) Composto: Sabemos que M(n) = Cj - (1 +14)", como Cy = 150,00 e i = 12%, dai,

M(3) = 150,00 - (14 12%)* = 150,00 - (1, 12)3 = 270, 74.
(b) Simples: agora o montante é M(n) = Cy(1 4 ni). Assim,
M(3) = 150,00 - (1 + 3 - 12%) = 150,00 - 1,36 = 204, 00.



Capitulo 3. Progressoes 45

Exercicio 3.9 Qual o capital inicial que deve ser aplicado a uma taxa de 2% a.m., para
ao final de 1 ano e meio gerar R$ 100.000,00, nos regimes de juros:

(a) simples? (b) composto?
Solucgao:
(a) Simples: Temos C' = 1%21'7 onde n =18,7=10,02 e Mg = $100.000, 00. Assim,
100.000
= ———— = 73.529,41.
1+18-0,02 ’

(b) Composto: Neste caso temos C' = (lj\f—;)n, logo

100.000

Exercicio 3.10 Qual o prazo de uma aplicacao a taxa de 4% a.m. que dobra seu capital
inicial, nos regimes de juros:
(a) simples? (b) composto?

Solucgao:
(a) Simples: Desejamos achar n tal que

2—1 1 1
M,=C-(1 ) =2 = =—-=—=2 :
n=C-(14ni)=2C = n - P T oo 5 meses
(b) Composto: Agora o prazo n da aplicacdo deve verificar:
In2
M,=C-(141)"=2 In(1+4)=1n2 = = 17,67.
C-(1+1) C =nln(l+i)=In2 =n 1.0l 67

Como estamos considerando o regime de capitalizacao descontinua, o prazo n deve ser de
18 meses.

Exercicio 3.11 Geraldo tomou um empréstimo de R$ 300,00 a juros compostos mensais
de 5%. Dois meses apds, Geraldo pagou R$ 150,00 e, um més apds esse pagamento,
liquidou seu débito. Qual o valor desse ultimo pagamento?

Solucgao: Do exposto no enunciado, temos que, no final do segundo més teremos
M (2) = 300,00 - (14 5%)% = 300,00 - (1,05)2 = 330, 75,

como Geraldo deu R$ 150,00 ao final do segundo més, ficou ainda a quantia de R$ 180,75
para quitar ao final do terceiro mes, assim,

M(1) = 180,75 - (1 +5%)* = 18,75 - (1,05) = 189, 79.
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Exercicio 3.12 Telma tem duas opcoes de pagamento na compra de um telefone celular:
trés prestagcoes mensais de R$ 100,00 cada, ou seis prestagoes mensais de R$ 51,00 cada,
sendo a primeira paga no ato da compra. Se o dinheiro vale 2% ao més para Telma, isto
é, Telma considera indiferente pagar ou receber 100 reais agora ou 102 reais daqui a um
meés, o que ela deve preferir?

Solucao: Vamos calcular qual o montante no final dos dois planos de pagamento, Primeiro
em trés prestacoes de 100 reais,

M; =100 + 100 - (1 4 2%)" + 100 - (1 + 2%)* = 306, 04.
Agora vamos obter o valor em seis prestagoes de 51 reais,
My =51+51-(1+2%)" +51- (1 +2%)*+---+51- (1 =2%)° = 321, 70,

portanto Telma deve escolher o plano de trés parcelas de R$ 100,00.

3.5.2 Meédias

Nesta segao apresentaremos alguns resultados sobre as médias classicas entre dois
nimeros reais positivos, isto porque envolvem os conceitos estudados neste capitulo.

Definicao 3.8 Dados dois numeros positivos a e b, definimos as médias aritmética m 4,
geométrica mg e harmonica my de a e b, respectivamente como sendo os niumeros:

a+b 2ab
ma {a,b} = 5 ma{a,b} =Vvab e mH{a,b}—a+b.
Note que:
_ (mg{a,b})” _
my {a,b} = ma a0} ou mg{a,b} = /mu{a,b}-my {a,b}.

Ainda, quando a = b > 0, tem-se que mx {a,b} = mg {a,b} = my {a,b} = a.

Observacgoes 3.2 Note que
1. Se os trés numeros positivos ay, as € az estao em progressao aritmética, entdo a razdao

r € dada por:

a; + as
r=0a9 — Q1 = a3 — Ay = A9 = 5 .

Isto €, o termos intermedidrio as € a média aritmética entre a, e as.

2. Se os trés numeros positivos ai, as € az estao em progressao geométrica, entao sua

razao q € dada por
as as
qg=— = — = a3 = 4y/a10as.

a1 a2
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Isto €, o termos intermediario as € a média geométrica entre a, e as.
3. Se os trés numeros positivos ay, as e az estao em progressao harmonica, entao %, é
e i estao em uma progressao aritmética de razao:

1 1 1 1 a; — as a9 — ag

_—— — = — — = frng
Q9 aq as (05} a1ao QAo203

= CL3(CL1 — CLQ) = al(az — CL3)

= (ZQ(CLl + ag) = 2ai1a3
2&10/3

= Qg = ———

ai; + as

Isto €, o termos intermedidario as € a média harmonica entre a; e as.

Papus de Alexandria, gedmetra grego que viveu por volta do ano 300 a.C., descreve
uma construcao das médias aritmética, geométrica e harmonica, representando as trés
médias em um Unico semi-circulo que apresentamos a seguir.

A construgao de Papus das médias.

Considere trés pontos colineares A, B e C tais que B estd entre A e C'. Suponha que
os comprimentos dos segmentos AB e BC sejam AB = a e BC = b com a < b. Construa
um semi-circulo de diametro AC. No semi-circulo ADC, de centro O, Papus construiu
DB 1 AC e BF 1 OD e mostrou que nestas condigoes, entre as grandezas AB = a e
BC = b, tem-se:

(@) OD é a média aritmética
(b) DB é a média geométrica
(¢) DF é a média harmonica

D
AB=a, BC=0b 0D =mu{a,b}
DB 1 AC DB =mg{a,b}
BF 1 OD F DF=my{a,b}
1
A 0 B &

Figura 3.4: A construgao das médias num semi-circulo dada por Papus

As afirmacgoes acima, feitas por Papus, podem ser provadas como segue:
(a) Sendo O o centro do semi-circulo de diametro AC, temos que OD é raio. Logo,

a+b

OD—%AC—%(AB—FBC)— =may{a,b}.
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(b) Temos, por construgao, que o triangulo ADC' é retangulo em D, pois estd inscrito no
semi-circulo inicial de didmetro AC' e centro O, e DB ¢ a altura relativa a base AC'.

Pelo critério AA (angulo-angulo) de semelhanga de triangulos, os triangulos retangulos
DBA e CBD sao semelhantes, pois

L(DAB) = £(CDB) e L(ADB) = £(BCD).
Essas relacoes sao obtidas usando que:

L(DAB) + £(BCD) =90°, pois AADC é reto em D
L(DAB)+ £(ADB) =90°, pois AADB é reto em B
L(BCD)+ £(CDB) =90°, pois ADBC é reto em B

Agora, dessa semelhanca e pela proporcionalidade dos lados correspondentes dos triangulos
DBA e CBD, obtemos:

AB DB a DB )
DB-BC © DB- ) T DB =ab

Como DB > 0, segue da relacao acima que
DB =Vab = mg¢ {a,b}.

(c¢) Note que os triangulos ODB e BFD sao semelhantes, pois sdo retangulos e tém o
angulo agudo £(F DB) em comum. Assim, pela proporcionalidade de seus lados, obtemos

DF _DB _ FD _  Vab
DB OD Vab  1/2(a+b)’
Portanto,
2ab
FD = = b}.
o+ b mpg {CL, }

Observacao 3.5 Utilizado a desigualdade triangular, a constru¢cao de Papus também
estabelece que a média harmonica € sempre menor que a média geométrica e que esta, por
sua vez, € menor que a média aritmética, excepto quando a = b.

A seguir mostramos este fato algebricamente.

Proposicao 3.1 Dados dois nimeros reais positivos, a e b, tais que a < b, suas médias
aritmética m, geométrica mg e harmonica myg satisfazem as sequintes desigualdades,

a <mg{a,b} <mg{a,b} <my{a,b} <b.

e as igualdades ocorrem se, e somente se, a = b.
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Demonstracgao: Salvo a primeira e a tltima desigualdades que seguem da hipdtese a < b,
as demais sao consequéncias do seguinte resultado basico de niimeros reais:

Va,beR: 0< (a—b)2

De fato, se a > 0 e b > 0, tem-se
2ab 9
a<mg{a,b} @agﬂ < ab+a®<2ab & ala—b) <0 < a<b.
a

my <m @Lw<\/%(:)4a—2b2<ab & dab < a®+2ab+b* = 0< (a—b)?
H=T0" 0y p = (a+0)2 = = = '

b
mg{a,b} <my{a,b} & \/%S% & dab < a®+2ab+b* & 0< (a—b)>

a+b

ma{a, b} <b & <b&e a+b<2bs a<h.

Além disso, as igualdades acontecem se, e somente se, (a — b)> = 0. Isto é, a = b. 0]

O trapézio e as médias

O trapézio pode ser usado para determinar médias aritmética, geométrica e harmonica
de dois valores a e b. Os valores de tais médias correspondem ao comprimento de seg-
mentos paralelos as bases do trapézio, conforme proposicao a seguir.

Proposicao 3.2 Seja ABCD um trapézio de bases AB e DC de comprimentos a e b,
respectivamente, e seja O o ponto de interseccao das diagonais do trapézio. Entao, as
medias aritmética, geométrica e harmonica de a e b sao respectivamente, os comprimentos
dos segmentos paralelos as bases do trapézio, MN, GH e PQ), tais que:

(1) MN € a base média do trapézio
(i) GH divide o trapézio em dois trapézios semelhantes ABHG e GHCD
(iii) PQ  passa pelo ponto O
Demonstragao:
(1) Sendo a base média do trapézio o segmento que une os pontos médios dos lados nao

paralelos do trapézio. E facil verificar que o valor da base média é igual a semi-soma das
bases do trapézio. Assim,

a+b

MN:%(AB—FBC'): =ma {a,b}.

(77) Sendo os trapézios ABHG e GHC D semelhantes, a razao de semelhanga r verifica:

 AB  GH
"TGH  DC
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D b

PQ||AB, OePQ P 0 PQ) = mg{a,b}

¢

VAN
ABHG ~ GHCD G ] / \ \H GH = mg{a,b}
MN - M N  MN=m,{a,b}

base média

B

Figura 3.5: As médias sobre um trapézio

Portanto,
a GH

GH b
(iii) Inicialmente, provaremos que PO = OQ. Observamos que PO paralelo a DC, dai
obtemos que os triangulos AOP e ACD sao semelhantes, logo
CD AD AC
OP AP A0’
Também temos que ABOQ ~ ABDC, onde o simbolo ~ significa semelhanca. Portanto,
CD BC DB
Q0 BQ OB’

= GH?=ab = GH = Vab = m¢ {a,b}.

(3.3)

(3.4)

Por outra parte, considerando as retas paralelas determinadas pelos segmentos AB PQ
e DC cortados pelas transversais determinadas por AC e BD, obtemos pelo Teorema de
Tales,

AD  BC

Assim, das equagoes (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos

¢Dh CD

op ~qo = YP=0Q0
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Isto prova nossa primeira afirmacao. Agora, pela semelhanca dos triangulos ABD e POD,
obtemos

PO_DP_DA—PA_1 PA
AB DA DA = DA

Portanto, por (3.3), segue que:

P_Ozl_% :>OP(L+L>:1

AB CD AB CD
Logo,
AB-CD 2ab
PQ =20P =2 = = b}.
@ (AB+CD) arp il
O que mostra a parte (iii) da proposigao e conclui sua demonstragao. O

Para consultar os resultados de geometria plana elementar usados nesta secao, indicamos
a referéncia [1].
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Somatorios infinitos

Nos capitulos precedentes, temos estudado o seguinte problema: Dada sequéncia de
nimeros reais (a,), qual é a soma dos n primeiros termos dessa sequéncia. Isto é, qual é
o valor do somatorio

n

Sn:a1+a2+a3+---+an_1+anZzai

=1

Temos estabelecido o valor dessa soma quando a sequéncia é uma progressao aritmética,
geométrica ou aritmético-geométrica. Também, usando o Principio de Inducao Ma-
tematica, temos estabelecido o valor desse somatério finito, para algumas sequéncias.

Agora estaremos interessados em estabelecer, caso exista, um valor para o somatdério
infinito. Ou seja, queremos estabelecer se de fato o somatério infinito

S:a1+a2+a3+"'an—1+an+"':Zan
n=1

¢ um numero real. Como veremos nem sempre esse somatério infinito é um nimero real,
por exemplo, é facil ver que o somatério infinito do niimero 1 nao existe. Isto é,

L4141+l => 17
n=1

A seguir, vamos estabelecer, de forma mais precisa, o significado do somatério infinito
de uma sequéncia de nimeros reais, ser um numero real. O conceito envolvido neste
conteudo é o de limite de uma sequéncia, com o qual iniciamos este capitulo. As referéncias
bibliogréficas usadas aqui sao: [6], [8], [12], [15]

52
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4.1 Limite de sequéncias

Dada uma sequéncia de nimeros reais (a,), desejamos saber se os nimeros reais a,

ficam proximos de um numero [, quando n cresce, por exemplo, se a,, = % é razoavel dizer
que a, aproxima-se de 0 quando n aumenta. Vejamos agora o conceito de limite de uma
sequencia.

Definicao 4.1 Dizemos que a sequéncia (a,),>1 tem limite o nimero reall quando, fizado
arbitrariamente um ¢ > 0, existir um indice ng € N tal que n > ny = |a, — 1| < €.

Quando (a,) tem limite [, diremos que a sequéncia é convergente e escreveremos

lim a, =1[ ou a, — [. Assim, podemos escrever,
n——+0o00

lim a,=10 & Ve>0,dngeN:n>ny = |a, — | <e.

n——+o00

Ainda, uma sequéncia que nao possui limite sera dita divergente.

Exemplo 4.1 A sequir apresentamos alguma sequéncias convergentes e divergentes
(a) Sea,=21, entio lim a,=0. De fato, dado € > 0, a fim de que |a, — 0| < ¢

n—-+oo
basta que n > %; assim, fixado ng € N tal que ng > %, teremos

1 1
n>ny=n>-=—<e= la,—0<e
€ n
(b) Sea, = (—1)", entao (an)n>1 diverge. Observe que os elementos da sequéncia
sao alternadamente 1 e —1. Logo, nao se aproximam de um mesmo niumero real.
Isto porque fixado | € R, temos para qualquer n € N,
lan — U + a1 +1 = lan =1 + |l — apya]

> |(an = 1) + (I = ans1)]
lan, — ani1| = 2.

Portanto, para todo n € N, teremos |a, — | > 1 ou |ay1 — | > 1. Assim, para
0 < e <1, nao consequimos ter |a, — l| < € para todo n suficientemente grande.

— _n g 3 —
(c) Sea, =15, entao ngl}rlooa"_l' Note que
n 1—ce€
la, — 1| <e e |— -1 <e & <e&en> .
n+1 n+1 €

Portanto, escolhendo ng € N tal que ng > % para todo n € N, teremos

>ny = >1_6:>| 1] r
n n n — Ay — =
0 € " n+1

—1‘<(—:.
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A seguir, mostraremos dois resultados que utilizaremos nas se¢oes seguintes. O pri-
meiro estabelece o limite de uma sequéncia geométrica de razao 0 < |g| < 1. Mais
precisamente, temos

Teorema 4.1 Se |q| < 1, entdo lim ¢" =0
n—oo

Demonstracao: Temos que mostrar que, dado € positivo podemos determinar um indice
no tal que |¢" — 0] < €, Vn > ng. Temos:

Caso ¢ = 0, dado € > 0, temos |¢"| =0 <€, Vn > 0.

Agora, caso 0 < |q| < 1, como I?l\ > 1, podemos escrever ﬁ =1+ p ode p > 0. Entao,

a féormula binomial fornece
g =t = GUT U () T ()1
= 14np+---np" t+p".>1+np.
Segue dai que
1 1 1
< —.
(1+p)» ~ 1+np ~ np

n

lq

Agora, note que para € > 0, temos

1 1 1
— <e& —<np S n>—.
np € pe

Portanto, escolhendo um indice nq tal que ng > pie, obtemos

1 . 1
n>ng=n>—=1["—-0<—<e
pe np

O segundo resultado que usaremos nas segoes seguintes é:

Teorema 4.2 Se |q| < 1, entdo lim ng" =0
n—o0

Demostracao: Temos que mostrar que, para todo € positivo previamente escolhido,
existe um indice ng tal que |ng"| <€, Vn > ny.

Se ¢ = 0, escolhido € > 0, temos |ng"| =0 <e¢, Vn > 0.

Se ¢ # 0 e de |g| < 1 obtemos & > 1. Colocamos = = 1+p, onde p > 0. Pela férmula

. . lql lql
do binémio, para n > 2 temos

n(n
= = e 2
nin—1) ,
> ——pT.
5 p
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Assim, para n > 2

gl n__ . n 2 - 4
n = — _
q (1 n p)2 n(n_1)p2 (n _ 1)p2 np>

Observe que

4 4
—2<6<:>7’L>—.
np

4
Portanto, escolhendo ny = max {3, —2}, obtemos
Ep

4 4
n>ng = n>— = |ng"| < — <e
€p np

4.2 Séries

A seguir, trataremos das séries de numeros reais, e definiremos a convergéncia de
séries. Serd este conceito, o que nos permitird saber quando um somatorio infinito é um
nimero real ou nao.

Defini¢ao 4.2 Dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais, podemos formar uma outra
sequéncia (S,) de numeros reais, definida do sequinte modo:

Sl = a1
SQ = a1+ as
Sz = a1 +az+as

Sn = a1 +a+az+...+a,

Entenderemos a série 3.5 a,, como sequéncia (S,). O nimero real S, é denominado a
isi jal da série Y% di tal séri SeR

n-ésima soma parcial da série Yy 7 a,, e dizemos que tal série converge para S € R se a

sequéncia (Sy)n>1 de suas somas parciais converge para S. Nesse caso, diremos que S €

a soma da série e escreveremos
+oo
5 a, =S
n=1
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Assim, o somatério infinito

+o0o
Zan:a1+a2+a3+---an+---

n=1

serd um numero real, quando a sequéncia de suas somas parciais (.5,) é uma sequéncia
convergente e, neste caso, teremos

+o00

Zan:a1+a2+a3—l—---an+---: lim S,
n—oo

n=1

Exemplo 4.2 Seguem exemplos de séries sem explicitar sua convergéncia
(@) Toord=1tdtdtietit

Exemplo 4.3 A série )] o (=1)" = (=1)+ 1+ (=1)+1+(=1)+--- ndo é convergente,
pois a sequéncia de suas somas parciais é

(Sp) =(-1,0,—-1,0,—1,0,—1,---)

que nao € convergente.

Exemplo 4.4 Considere a série Z Assim, nossa série pode ser escrita da forma

n(n+1)

Z a,, onde a, = m Pelo exemplo (2.4) do capitulo 2, temos:
n=1
Lo s baptag o ban=1— — z
Ap = — — e n=a a a cee a, =1— —
n n+1 ! 2 s n+1 n+1
Portanto
400 1 +o0 n
=N 4= lim S5, = i =1
2y - 2= S = i ooy =

Proposicao 4.1 [Critério do termo geral|. Se a série ) -, a, € convergente, entdo

lim a, = 0. Equivalentemente, se a sequéncia (a,) ndo converge para zero, entio a Série
n—oo

Y n>1@n € divergente.



Capitulo 4. Somatérios infinitos 57

Frequentemente, este teorema é usado para estabelecer a divergéncia da série estudada.

Prova: Dado € > 0, queremos provar que existe um indice ng tal que n > ng = |a,| < e.
Seja S = lim S, Zn | Gn. Pela defini¢cao de convergéncia de uma série, existe n, tal
€
n>ng = ]Sn—S]:|(a1—|—a2++an)—S| < 5

Dai, pela desigualdade triangular, temos para n > ng

€ €
\an\:](a1+a2+---+an)—S\+\S—(a1+a2—|—---—|—an_1)|<§—|——:e

2
O
Exemplo 4.5 Usando o critério do termo geral, podemos estabelecer que as séries
(a) too n i € divergent, pois 7}1_)1&10 S5 =1
(b) T2 (—1)"¢ divergent, pois  a sequéncia a,, = (—1)" € divergent

A reciproca da proposicao acima nao é valida. Isto é, existem séries divergentes

> n>1Gn Para as quais se tem lim a, = 0. O exemplo cldssico ¢ o da série harmonica
n—o0

que passamos a estudar a seguir junto com alguns exemplos de séries cujas sequéncias de
somas parciais foram estudadas no capitulo anterior.

4.2.1 Série Harmonica

A série harmonica é a somatério infinito dos inversos dos ntmeros inteiros positivos,
isto é,
I T 1
2T tatatatoon

Vejamos aqui que a série harmonica é divergente. Percebemos que os termos da série
harmonica vao decrescendo tendendo para zero dando uma falsa impressao de que a série
é uma convergente, ou seja, que o somatoério infinito é um niimero real, mas essa impressao
de convergéncia nao se confirma. Observe inicialmente que

Sy=1+3

Si=1+5+(+3)>1+3 +(1+§) =1+i+i=1+2-1

Ss=14+3+(5+3) + (3 + +1+3)> 1+2-§+(§+§+§+§) =1+3-1.

k >

Assim, usando que, para cada mtelro , temos
1 n 1 n i 1 - 1 i 1 n i 1 _ 1
k=1 1 1 k=1 1.9 k=1 1 Qk—lj ok ok ok - 9’

~—
=% 2k-1 parceleas
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obtemos
1 1 1 1 1 1
Som = 1+§+<§+£—1>+"‘+(2m1+1+2m1+2+"'—|—2—m>
> 1+1+<1+1)+<1+l+1+1)+...+(i+i+...+i>
2 4 4 8 8 8 8 2m - 2m 2m

s (S e (L) (2 1 tm
— — — — PN — — m - —.
2 " \2 2 2 2

Portanto, para cada n € N, tal que 2™ < n < 2™ obtemos

1

Assim, uma vez que a sequéncia (1 + %) ¢ divergente, segue que a série harmonica é
divergente.

4.2.2 Série Geométrica

Definicao 4.3 Dado um nimero real q, nao nulo, a série
+oo
Zq"‘l:1+q+q2+...+q"—1+...

n=1

¢ chamada série geométrica.
A seguir, mostraremos que se 0 < |¢| < 1, a série geométrica é convergente.

Teorema 4.3 Dado q € R, q # 0, a série geométrica Z:g qv ! € convergente se, e
somente se, 0 < |q| < 1. Neste dltimo caso, temos

+00

_ 1
> = —. (4.1)
n=1

1—g¢q
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Demonstracao. Suponha inicialmente que 0 < |g| < 1, e seja (S,) a sequéncia das
somas parciais da série geométrica. Pela férmula da soma dos n primeiros termos de uma
PG, dada no teorema (3.5), obtemos

mn

n—lzl_qn_ 1 q

S, =1 24 ... _ _ .
+q+q + +q 1—q 1—¢ 1—¢

Portanto, para mostrar que lim S,, = l%q, basta aplicar o teorema (4.1), onde mostramos
n—oo

que lim ¢" = 0 para os valores de ¢ tais que |q| < 1.

n—oo

Mostremos agora que se a série geometria é convergente, entao 0 < |¢| < 1. Para isto,
basta mostrar que se |g| > 1, entao a série Z:g q"! é divergente. O que segue aplicando
a proposigao (4.1), pois, quando |¢| > 1, a sequéncia é (¢") é divergente. O

Observacgoes 4.1 Note que:

1. Como sabemos, a razao q de uma progressao geométrica nao pode ser igual a zero,
mas, mesmo assim, quando q = 0 vale a féormula (4.1).

2. Segque do teorema anterior que para 0 < |q| < 1, temos

a

+oo
Zaq”‘l:a+aq+aq2+---+aqn_1~l—---: -
n=1

a . .. L. . , 1—gm ,
De fato, a sequéncia das somas parciais da série acima € S, = a - 17qq . Dai,

& 1—q" 1—q" 1
Zaq"fl:hm S, = lim a- =a lim - =a .
— n—>00 n—>00 1-— q n—oo 1 — q 1-— q
3. Fazendo uma mudanca no indice, temos
+oo +oo
n=0 n=1
Exemplo 4.6 Em particular, temos:
(a) Para q = %, a série
—+00 n +00
1 1 1 1 1
— = — =14+ -4+ —=4+ e — + ...
S (3) "X F iRt T
n=0 n=0
¢ convergente e sua soma € o numero real S = 1,11 = %.
4
(b) Para q = —%, a série
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¢ convergente e sua soma € o numero real S = 1il = %
2
(¢) Para q = 55, a série
400 n +o0 n—1
1 9 9 9 9 9 /1
gl —) =4+ 4+ T 4.4 T 4= (=
; (10) 10 + 102 + 103 Tt 107 + ; 10 (10)
€ convergente e sua soma € o numero real S = 1%1_1 = 1. Note que, neste caso, a
10
sequéncia de somas parciais € S, = 0,99---99. Isto quer dizer que 0,999999-.. = 1.
—

n NoveS

Exemplo 4.7 Determinar o nimero racional (ou geratriz) equivalente a dizima periddica
3,142424242 - - -
Solucao. Seja x = 3,142424242 - - - | temos

= 3,140, 042--0,00042+0, 0000042+ - - = 3, 1-+42-(10) 3+42-(10) P ++42-(10) 4+ - -
Logo,
400 n—1
2 (1 31 42 1
= 31 (=) =24 = -
’ ’+§;mCm) 10 10°1- 102

31 42 99-31+42 3111 1037

10 T 990 990 990 330

4.2.3 Série Aritmético-Geométrica

Vimos no teorema (3.7) que a soma S, dos n primeiros termos de uma progressao
Aritmético-Geométrica é dada por

ar(1—¢q")  rq[l —ng" ' + (n—1)¢"]

S, =
l1—q (1-q)

’

vamos determinar agora o somatorio infinito dos termos de uma sequéncias aritmético-
geométrica quando a razao q da progressao geométrica satisfaz |q| < 1.

Teorema 4.4 Dado g € R, q # 0,1, a série aritmético-geométrica Z:{g la; + (n — 1)r]¢" !
¢ convergente se, e somente se, 0 < |q| < 1. Neste dltimo caso, temos

+oo
Yo+ =gt = T

l—q (1-9?* 42)

n=1
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Demonstracao: Suponha inicialmente que 0 < |¢| < 1. Pelo teorema (3.7), a sequéncia
das somas parciais da série aritmético-geométrica ¢ dada por,

_a(l=g¢")  rql —ng" + (n = D¢

S
L—q (1-9)

Agora, > a1 + (n — 1)7] ¢! = lim S,,. Temos

n—oo

ar(1 —q") N rq[l —ng" '+ (n—1)¢"]

lim S, = lim 3
n n — 1™
= lim — -1 1 + lim M 5 — lim SRAL G 5 —rq(n )2q
nsool —q n—oool—q nooo (1—(]) n—00 (1—(]) n—00 (1 _q)
ay a; . rq roL . rqq"n —rqq"
= — lim ¢" + — lim ng" + lim ———

Usando os teorema (4.1) e (4.2), uma vez que 0 < |g| < 1, obtenos

. ay rq rq
lim S, = + + (
n—00 l—q (1-¢° (1-97?
a rq
= +
l-q (1-¢)

lim ng" — lim q")
n—oo n—oo

Finalmente, para mostrar que se a série aritmético-geometria é convergente, temos
0 < |q| < 1, basta mostrar que se |g| > 1, entdo a série > ° [a; + (n — 1)r]g"~! é
divergente. O que segue aplicando a proposigao (4.1), pois, quando |¢| > 1, a sequéncia
(lar + (n — 1)r] g"~') é divergente. O

Observagao 4.1 Como sabemos quando q = 0, a sequéncia ([a; + (n — 1)r] ¢"™') ndo
define uma progressao aritmético-geométrica. Mesmo assim, vale a formula (4.2).

Exemplo 4.8 Calcular o valor da soma

S—1+§+§+1+
2 4 8 16

Solugao: Note que a soma corresponde a série aritmético-geométrica com a; = %, r=1
e ¢ = 3. Logo, usando a férmula (4.2), obtemos

S:iBJr(n—l)} (%)n_lz 11/12/2+(11_'1§Z>2 —1+2=3.

n=1
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Exemplo 4.9 Calcular o valor da soma

S—1+2+3+4+5+ + 2 +n+1
N 3 32 33 34 3n—1 3n

1? Solugao: Observamos que o somatoério infinito é uma série aritmético-geométrica com
am=1,r=1leq= %, daf teremos usando a férmula (4.2)

C 1\ 1 1/3 3 3 9
S:Z[1+(n—1)}<§) TTois T aoipeE 271w

n=1

22 Solucgao: Inicialmente, comegamos enumerando S por

2 3 4 5 n n+1
S=1+-+24 424 4.3
totmtmgtat oo too (4.3)
Agora, multiplicando a equagao (4.3) por %, obtemos
1 1 2 3 4 5) n n+1
S=ct ot tg ottt T (4.4)

Subtraindo (4.4) a (4.3), teremos

S 1Sf1+1+1+1+1+ +
37 3 32 33 34 77 3gn-1 0 3m

Assim, pela féormula (4.1), segue que
2 = 1\ 1 3 9
-5 = = =—m=-=5=-.
3 nzl (3) 1-1/3 2 1

32 Solugao: Escrevemos o n-ésimo termo do somatério S como uma soma de n termos
iguais. Isto é,

S1 = 1 =1

0 o= 3= ded

5= ko= hthth

S84 = % = mrEtEtx
5= % o= drErdrded

Observe agora que a soma de cada coluna da expressao acima forma uma série. Isto é,

S=SI+ 8+ 8+ S+ S
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1

onde cada somando S, ¢ uma série geométrica de razao 3

pela férmula (4.1), obtemos

St = l+3+m+gt+zat-- =
S; = s+mtmtatyst =
x 1 1 1 1 1 —
S = gt tetyt - =
* 1 1 1 1 1 —
Si = gtmtyptetyt o =

Portanto, usando novamente a férmula (4.1), obtemos

S = SI+S;+S5+S +--- 85 4

303 3 3 3
S oty tea ettt
e
T 1-1/3 4

O exemplo anterior pode ser generalizado como segue

Exemplo 4.10 Determine o valor do somatorio infinito

S=1+4+22+32"+42° + 52" +-- -+ (n+ Da" + (n+2)2" ™ +--.

sabendo-se que |z| <1

12 Solugao: Usando a férmula (4.2), para a; = 1, r =1 e ¢ = z, obtemos

1 l-x (1—z)+x

1

1-1/3 —

1/3
1-1/3

1/32
1-1/3

1/33
1-1/3

1

|w N

W|w wlw w
[y [

S = + —~ -

-z (1-2" (-2 (1-2)

22 Solugao: Quando |z| < 1, desejamos determinar a soma

S=14+2r+32>+42® +52* +62°+ - -

multiplicando por = a equacao (4.5), obtemos

xS =2+ 222+ 3% + 42 + 52° + 625 + - -

Agora, subtraindo (4.5) com (4.6), obtemos

S—zS=1+o+22+22+2*+2°+2% -

. . n—1 .
€ primeiro termo (%) . Assnn,
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Isto é S—xS é a série geométrica de razao x, com |z| < 1. Logo da férmula (4.1), obtemos

1
1—a

(1—x)S:1+x+x2+x3+x4+x5+x6~~:ix”1:
n=1

Segue que
1

1—z)*
32 Solugao: Vejamos agora uma outra maneira de resolver essa somatorio infinito. Para
isto consideramos:

S:

S1 = 1

So = x4+

s3 = x®+ 2%+ a?

s3 = x>+ +ad+ a3

Sy = 4ttt + a2t

Somando as colunas, temos

S =S +S5+ 8+ +80

onde cada S é uma série geométrica de razao = (com |z| < 1) e primeiro termo x™ !

Assim, usando a férmula (4.1), obteremos

Sy = 1+z+2>+23+24+--- = ﬁ
Sy = z+at+l+at 40+ = 2
Sy = 2+ 4+at 425 +a25. = %
Sy = B4 at+2P+ab+27. = %
Portanto,
1 x x? a3
s + + + +o

:1—1' l—2z 1—2 1-—=x

Isto é, S é uma sequéncia geométrica com primeiro termo ﬁ e razdo x com |x| < 1. Dal,

4.3 Aplicacoes

Nesta se¢ao, veremos dois problemas que, para resolvé-los devemos usar os somatérios
infinitos.



Capitulo 4. Somatérios infinitos 65

4.3.1 A mosca de Von Neumann

Um problema muito interessante e conhecido, é o problema da mosca de Von Neumann
e diz o seguinte:
Dois ciclistas comegcam afastados 20 milhas e andam em dire¢oes opostas a uma velocidade
constante de 10 mi/h. Ao mesmo tempo, uma mosca, que viaja a 15 mi/h, comeca na
roda dianteira do ciclista do norte, voa até a roda dianteira do do sul, regressa ao do norte
e assim por diante, até ficar esmagada entre as duas rodas. Qual é a distancia percorrida
pela mosca?

H&a duas maneiras de resolver este problema: a mais lenta é calcular a distancia que
a mosca percorre na primeira viagem, depois na segunda, etc., e depois somar as séries
infinitas que se obtém; a maneira mais rapida é observar que as bicicletas se encontram
uma hora depois de partirem, portanto a mosca s6 tem uma hora para as viagens, donde
a resposta é 15 milhas.

Quando fizeram esta pergunta a von Neumann, este resolveu-a num instante, o que
decepcionou bastante quem fez a pergunta, que disse “Oh, devia ter ouvido o truque
antes!”, ao que von Neumann respondeu “Truque? apenas somei as séries infinitas!”

Solugao: Uma das solugoes, dentre as muitas que podem ser concebidas, é a seguinte:
Sendo no inicio a distancia entre as duas bicicletas 20 milhas, e as velocidades das mesmas,
10 milhas por hora, o choque entre as bicicletas ocorre apds 1h, pois as velocidades sao
opostas, assim a velocidade relativa é de 20 milhas por hora. Como a velocidade da mosca
é de 15 milhas por hora, o espaco que ela percorre durante esse mesmo tempo de 1h é 15
milhas.

Von Neumann apresenta uma solugao com argumento de que ele obtém a distancia
total percorrida pela mosca como soma das distancias percorridas subsequentemente nos
intervalos de tempo em que ela se desloca de uma roda para a outra.

Vamos considerar t; como o tempo em que a mosca demora para sair da bicicleta 1 e
chegar a bicicleta 2. Seja d; a distancia que ela percorre durante esse tempo t; e seja D,
a distancia percorrida pelas bicicletas nesse tempo t;. Temos:

Sabemos a velocidade da mosca e também a velocidade das bicicletas, dai obtemos
d D
d1:15t1<:>t1:ﬁ e D1:10t1<:>t1:1—5

Segue que

d, D, 2

—=— & D) =-d;.

15 10 .
Também temos, de (4.8),

20 4

dy+2D; =20 = 15t1+2~10t1:20:>t1:£:?.
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Portanto, a distancia d; percorrida pela mosca é

4 60
dy=15t; =15+ — = —.
1 1 7 7

Dali,
2 2 60 40
D=2.d =2.2 =
T ¢

Usando raciocinio andlogo, podemos obter ds (distancia percorrida pela mosca quando
ela sai da bicicleta 2 e volta para a bicicleta 1), que leva o tempo ¢y para ser percorrida
o tempo necessario para a mosca retornar a bicicleta 1 e Dy a distancia percorrida pelas
bicicletas no tempo t,. Temos

60

dg = d1 — 2D2 = 7 — 2D2 (49)
Como antes, temos
d2 D2 2
2T 10 RT3
Assim,
60 2 60 3 60
2Dy = — 2. (2dy) = = ==
dy + 2 7 = dy + <3d2> - =, do -
Portanto,
t—l 180 12 2 180 120
TP T3 e

Se efetuarmos novamente os cédlculos, seguindo o mesmo raciocinio, vamos obter

3\? 60 3\ 2 3\* 60 3\*
d=(2) - ==(2) -¢. dy=(2) - =Z=(2) -4q.---
= (3) F=() o 0=(3) F=()

Observando o comportamento da sequéncia teremos:

3 n—1
0 (1)

Assim o comportamento da sequéncia (d,) é de uma progressao geométrica com primeiro
termo d; = 60/7 e razao ¢ = 3/7.

Nesse movimento de ida e vinda de uma roda da bicicleta 1 para a da bicicleta 2, a
distancia percorrida pela mosca sera dada exatamente pela soma das parcelas obtidas em
cada trecho, ou ainda, a distancia S sera:

S=d+dy+ds+---+d,+---
Podemos usar a férmula da soma dos infinitos termos de uma PG, pois 0 < ¢ < 1, dad,

dy 60/7 60 :
= = =— =1 lhas.
S =g 1-3/7 1 5 milhas
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4.3.2 A bola que pula
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Vamos supor que deixamos cair de uma altura de 8 m uma bola que pula. Vamos
percorrer?

supor também que, cada vez que a bola toca o chao, ela pula e volta a subir a metade

da altura do pulo anterior. Nessas condicoes, qual é a distancia vertical que a bola vai

Solucgao: Quando soltamos a bola, ela percorre 8 metros. Quando ela quica no chao,

ela volta a subir, no primeiro pulo, 4 metros (metade de 8 metros). Entao ela percorre
4 metros para acima e 4 metros para abaixo. Isto é, 8- % + 8- % No segundo pulo, a
8- 2% + 8- 2%1 e, assim sucessivamente.

bola percorre 2 metros para acima e 2 metros para abaixo, o que pode ser escrito como

Y

Figura 4.1: Distancia vertical da bola que pula

Temos assim, para a distancia vertical percorrida pela bola,

primeiro pulo segundo pulo terceiro pulo
8 + 4+4 + 242 1+1
1 1 1 1
8 + 81481 4+ 8. L+8- 4
—8+16- % + 16 - +

+
+ 8- 5 +83
16 - 5 +

_|_
1655 +
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Isto fornece,

16 16 16 16 . 16
84+ 4+ 4 4 4. =_8 -
Tttt +n2202n

Finalmente, usando a formula da soma infinita da série geométrica com primeiro termo
16 e razao %, obtemos a distancia vertical percorrida pela bola que pula como,

=16 16
-8 — =-3 — —8+32=24.
+;zn +1—1/2 +



Capitulo 5

Problemas de Vestibulares

Conforme foi dito no inicio do nosso trabalho, os vestibulares do Instituto Tecnolégico
da Aeronautica (ITA), a Escola Preparatéria de Cadetes do Exército (EsPCEx), do Ins-
tituto Militar de Engenharia (IME) e da Academia da Forca Aérea (AFA), trazem no
seu contexto uma grande variedade de questoes que abordam os assuntos relacionados
com progressoes, tanto aritméticas quanto geométricas e com um grau de dificuldade
diferenciado.

Por muitas vezes, trabalhei varios desses problemas em sala de aula e observei a
enorme dificuldade dos alunos em lidar com problemas dessa natureza e com esse nivel de
exigéncia, tal fato foi motor impulsionador para que eu tomasse a decisao de realizar um
trabalho nessa direcao, pois sei que trarei uma contribuicao significativa para esse ptblico
jovem.

Neste ultimo capitulo aplicaremos as ferramentas estudadas e desenvolvidas na re-
solucao de tais questoes pelos alunos do ensino médio. As principais referéncias usadas
aqui sao [2], [3], [13] e [14].

5.1 Vestibular do ITA

Nesta secao, apresentamos problemas de provas de ingresso ao Instituto Tecnoldgico
de Aerondutica (ITA)

Questao 01. (ITA 2005) Seja (a1, as,as, - ,a,,--) uma progressao geométrica infi-
nita de razao positiva r, em que a; = a ¢ um ntimero real nao nulo. Sabendo que a soma
de todos os termos de indices pares desta progressao geométrica é igual a 4 e que a soma
de todos os termos de indices multiplos de 3 é 16/13, determine o valor de a + 7.

Solucgao: Os termos de indices pares formam uma progressao geométrica de primeiro
termo ay = ar e razao r?, ja os termos de indices multiplos de 3 formam uma progressao
geométrica de primeiro termo as = ar? e razao r3. Desta forma, as respectivas somas

69
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dessas sub-sequéncias fornecem,

ar ar? 16
=4 _— = 5.1
1—1r2 ’ 1—r3 13 (5.1)
Dai, dividindo a primeira equacao de (5.1) pela segunda e sabendo que a razao r da série
geométrica deve satisfazer 0 < |r| < 1, obtemos

ar  1—13 13 1-=r)(14+r+r*) 13 l+r—+r* 13

1—7r2  ar? 16 r(1—r)(1+4r) 16 r(1+7r) 4

Portanto,

41 +r+r?)=13r(14+7) = 9r* +9r —4 = 0.

Assim, a razao r da progressao geométrica sao a raizes desta equacao de segundo grau,

logo

1 4
18( 9i\/81+14> ( 9415) = r=our=—;
Como 0 < |r| < 1, segue que r = 5. Substltul'do este valor de r na primeira equacao de

(5.1), segue que

1/3a 1/3a 3 32
—— =4 = =4 = -a=4=a=—.
1-1/32 8/9 8" ‘=3
Finalmente, obtemos
n 32 n 1 33 1
at+r=—+-=— =11
3 3 3

Questao 02. (ITA 2003) Considere o polinomio P(x) = 2z + axx?® + azx® + - - - + a,a™,
cujos coeficientes 2, as,as, - ,a,, formam, nessa ordem, uma progressao geométrica de
razao q > (. Sabendo-se que 1 é uma raiz de P e que P(2) = 5460, tem-se que o valor

2
de 2

é igual a:

Solugao: Como —5 é raiz do polinomio P, P (—%) =0, dai

2 L + L 2+ L 3+ + L "_0
9 a2 9 a3 9 ap, 5 =Y,

Agora sendo 2, as, as, - - - , a, termos de uma progressao geométrica de razao g, seu k-ésimo
termo ¢ da forma a; = a;¢" " = 2¢"*~'. Asim, a relacdo acima fica
2 2¢* (=1)r2¢" !
0O = -1+ -—=++—
22 23 2n
2 n,n—1
g q (=1)"q
= —14+-—=+.. . 4>
2 22 2n—1
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Vem, da soma dos n primeiros termos de uma PG com primeiro termo —1 e razao —2,

T e (3 1m0 (o

como ¢ > 0, segue ¢ = 2 e n par. Como P(2) = 5460, temos
P(2) =224 a2 + az2® + - - - + a,2" = 5460,
usando que a; = 2 - 271 = 2% vem

4442 443 4. 44" = 5460,

somando os termos,

4 —1
4(4 1):546O:>4"—1:§-5460:4095:>4”:4096:>n:6.

Finalmente, temos

¢ 2 16

Questao 03.(ITA 1999) Sejam ay, e by numeros reais com k = 1,2,--- 6. Os nimeros
complexos zp = ay + iby, sao tais que |zx| = 2 e by > 0, para todo k = 1,2,--- 6. Se
(aq, ag, ag,- -+ ,ag) é uma progressao aritmética de razao —1/5 e soma 9, entao z3 é igual
a

Solugao: Como (ay, as, as,--- ,ag) ¢ uma PA de razao r = —1/5 e soma 9, obtemos

(a1 + CL6>6

ag =a1 +or =a; — 1, e 9= 5

:3(2(1,1—1) = a; = 2.

Assim, a3 =a; +2r =2+ 2_?1 = % e como |z3| = 2, segue que

8\ 2 64 36 6
(g) +b§:4:>b§:4—%:2—5:>b3:g7p018b320

Portanto, z3 = as + ibs = g + ig.

Questao 04.(ITA 1998) Seja (ay, as,as,---) uma progressao geométrica de razao a; e
soma igual a 3a;. A soma dos trés primeiros termos desta progressao é:

Solugao: Como a progressao geométrica (a,) tem primeiro termo e razao igual a a, dai

- = 3a,. Portanto.
—

2
a; —3a1(l—a;) =0 = a1(3a; —2) =0 = a; =0 ou a:§.
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Como 0 < a; <1, vem a; = % Assim,

o 2+ 2 2+ 2\? 2+4+8 18+12+8 38
a Qa aa = — — — = — — - == O =
A 3 379" 27 27 27

Questao 05.(ITA 1997) Sejam aq, as, ag, ay nimeros reais formando, nessa ordem, uma
progressao geométrica crescente com a; # 0. Sejam @1, 72, 73 as raizes da equacao a;x® +
asx? + asx +as = 0. Se £ = 2i €, entdo a soma x; + To + T3 é:

Solucgao: Como os coeficientes aq, as, as, a, da equacao sao nimeros reais e x1 = 2i € C
¢ uma das outras raizes de um polinomio de grau 3, x5 ou x3 é o conjugado de 2:. Entao,
faca ro = —2¢ que também é uma raiz da equacao, dai usando as relagoes de soma e
produto de raizes (Relagoes de Girard), teremos,

a a . .
x1+x2+x3:——2:—ﬂ—q:>2z+(—2z)+I3:—q:>x3:—q
aq aq
Q4 alqg 3 3
Ty T X3=——=———=—¢ = 4dr3=—¢q
aq aq

Portanto,
A=q)=—¢" = ¢ ~49=0= q(¢*—4) =0,
cujas raizes sao —2, 0, 2. Como aq, as, az, ay é uma sequéncia crescente de razao ¢, segue

q=2. Assim, 1 + x5 + 23 = 2.
Questao 06. (ITA 2010) Sobre os elementos da matriz

Tr1 T2 T3 T4

YooY Yz Y
A=1000 0 1 | EMua®)

1 0 0 O

Sabe-se que (1, %9, %3, 74) € (Y1, Y2, Y3, ys) sdo duas progressoes geométricas de razoes 3
e 4 e de somas 80 e 255, respectivamente. Entao, o determinante da inversa de A e o
elemento as3 da inversa de A, valem respectivamente:

Solucgao: Usando a expressao da soma S, dos n primeiros termos de uma progressao

geométrica com primeiro termo a; e razao q ¢ S, = a; <q;_—_11>, temos
3t —1
802$1(3 1):40$1$[E1:2

4 — 1
4—-1
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Dai, obtemos
132:2,1’2:6,1’3:16,1’4:54, (S y1:3,y2:12,y3:48,y4:192

Portanto a matriz A fica

T1 Xz T3 T4 2 6 18 54
A= | Y Y2 Y3 Ys | _ 3 12 48 192

0 0 0 1 00 0 1

1 0 0 O 1 0 0 O

Calculando o determinante de A usando Laplace na quanrta linha, obtemos

6 18 54
det A=1-(=1)"*"det | 12 48 192 | = —(6-48 —12-18) = —72.
0 0 1
Portanto,
1 1
det A™' = =——.
¢ det A 72

Podemos obter um elemento qualquer da matriz inversa de A sabendo que esta é dada

Al = ﬁfladj, onde A,q4; € a adjunta da matriz A (transposta da matriz cofatora). Logo,

se (3o é o cofator na linha 3 e coluna 2 matriz A, obtemos

2 18 54
_ Cso 1 —864
AN = = det | 3 48 192 | = —— =12.
( )23 det A detA © 10 0 —72

Questao 07. (ITA 2010) A progressao geométrica infinita (aq, ag, ag, -+ ,an, -+ ) tem

razao r < 0. Sabe-se que a progressao infinita (a1, ag, -, @5(m—-1)11, -+ ) tem soma 8 e a
progressao infinita (as, ajg, - - , asp, - - - ) tem soma 2. Entao a soma da progressao infinita
(a1,as,as, -+ ,ap,---) éigual a:

Solugao: Como (a,) é uma PG de razao r e primeiro termo a;, seu termo geral é
a, = a;r™ ', Logo, (a5(n,1)+1) ¢ uma PG de raziao r® com primeiro termo a; e (as,) é
uma PG de razao r® com primeiro termo a;r*. Portanto, usando a férmula da soma de
uma progressao geométrica infinita, para essas progressoes, obtemos respectivamente

4

aq ar
1—1rd ¢ 1—1rd (5:2)
Dali,
2 1 2
T4:§:Z = r=—= poisr < 0.
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Substituido esse valor de r na primeira equagao de (5.2), obtemos
2
—0/1 =8 = a; =8 1+£ :8+\/§
1++2/8 8
Portanto a soma da PG (a,) é

5 16+ 22
g @ _ 8+v2 16+ \/_:14—6\/5.

1—7r  1442/2 2442

Questao 08. (ITA 1990) Numa progressao geométrica de trés termos a razao é e~ 2,

a soma dos termos é 7 enquanto que a diferenca do ultimo termo com o primeiro é 3.
Nestas condigoes o valor de a é:

—2a

Solucgao: Se b é o primeiro termo da PG de razao g = e™*%, seus trés termos sao: b, bq e

bg?. Pelas hipdteses temos

b+bg+b>=7 e bi*—b=3.

Dali,
1 T
—+2q+1q =3 = 30+4+¢) =7’ —1) = 4¢° =3¢ - 10=0,
¢ —
de maneira que ¢ = 2 ou ¢ = _2' Assim, sendo e” > 0,V € R, temos ¢ = e7** = 2 e,
portanto, a = —In 2.

Questao 09. (ITA 2005) Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos.
Os volumes das respectivas cunhas esféricas contidas em uma semi-esfera formam uma
progressao aritmética de razao %' Se o volume da menor cunha for igual a %, entao n
¢ igual a:

Solucgao: O volumes das cunhas formadas pelos cortes dos n planos forma uma progressao
aritmética cuja soma é o volume de uma semi-esfera, dai

Amr3 w3 N wrs o 1)7r7"3 n
= |— — 4t n=1— ]| =.
6 18 18 45 2

2 n(n+4)wr?
3 90

Como n > 0, segue que n = 6.

Simplificando, teremos

= n’4+4n—-60=0 = n =6 oun = —10.

Questao 10. (ITA 1998) Seja (ap,as, as,---) uma progressao geométrica infinita de
razao a;, 0 < a; < 1, e soma igual a 3a;. A soma dos trés primeiros termos desta
progressao geométrica é:
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Solugao: A soma dos termos desta progressao geométrica infinita (de razao e primeiro
termo igual a a;) é dada por
ay

2
Szl—alzgal = 1:3(1—G1):>a1:§.

Logo, a soma de seus trés primeiros termos é

) s 2 (2)  [/2\ 38
a1+a2+a3:a1+(a1) +(CL1) :§+ § -+ g :2—7

Questao 11. (ITA 1994) Seja (a,b, ¢, d, e) uma progressao geométrica de razao a, com
a>0ea##1. Seasoma de seus termos ¢é igual a 13a + 12 e & é um nimero real positivo
diferente de 1, tal que

1 1 1 1 1 )

+ + + + :
log,z logyxz log.z log;,x log,x 2
entao € igual a:
Solugao: Como (a,b,c,d,e) é uma progressao geométrica de razao a, temos

(a,b,c,d,e) = (a,d’, a* a*,a’),
dai, sua soma é

a+a*+a*+a*+a°=13a+12 = d*la+1)+a*(a+1)—12(a+1)=0
= (a"+a*—12)(a+1) =0,

cujas raizes sao: a = —1, a2 =3 e a? = —4, como a > 0 e a # 1, temos a = V3. Agora,
usando a féormula de mudanca de base nos logaritmos, obtemos

DN | Ut

5
logxa—i—logxb—l—logxc—klogxd—l—logxe:5 = log,(a-b-c-d-e)=

= logx(a-az-ag-a‘l-ag’ =

o
2

~—

D
= log,a' = =.
gaz 2
Portanto, como a = \/g, segue que

5 1 1 1 1
1510gx\/§:§ = logz\/§:6 = 510g$3:6 = 10g$3:§ = r=23%=27T

Questao 12. (ITA 1993) A soma dos 5 primeiros termos de uma progressao aritmética
de razao r é 50 e a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita de razao q é
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12. Se ambas as progressoes tiverem o mesmo termo inicial menor do que 10 e sabendo-se
que ¢ = 7%, podemos afirmar que a soma dos 4 primeiros termos da progressao geométrica
sera:

Solucgao: Seja a; o primeiro termo comum as duas progressoes. Do enunciado, devemos
ter

2 4r)5
e Y
2 1—q 1—12
Isto é,
ap+2r=10 e a; = 12(1 —1?).
Dali,
12(1 —7?) +2r =10 = 12r* —2r — 2 = 0.
As raizes desta equacao de segundo grau sao r = % our = —%. Logo, para a; = 10 — 2r,
—1 nesta caso a; = 31,

teremos os valores a; = 9 ou a; = ‘%1 Observe que, quando r =
e a soma da progressao aritmética é
(2a1 +4r)5  [2(31/3) +4(—1/3)]5 145
2 B 2 -3
Portanto, r = % ea; =9 < 10 e a soma dos quatro primeiros termos da progressao
geométrica é dada por

r® —1 (1/2)8 -1 63/64 765
r2—1 (1/2)2 -1 3/4 64
Questao 13. (ITA 1990) Numa progressao geométrica de razao ¢, sabe-se que:
I - o produto do logaritmo natural do primeiro termo a; pelo logaritmo natural da razao
é 24.
IT - a soma do logaritmo natural do segundo termo com o logaritmo natural do terceiro

termo ¢ 26.
Se In ¢ é um nimero inteiro entao o termo geral a,, vale:

37 3

£ 50.

Solucao: Dos dados do problema, temos
Ina;Ing =24 e Inas +Inas =Inag+1Ina¢> =2Ina; +31ng = 26.
Dai, segue

(26 —3Ing

5 )lnq:24:> (26 —3Ing)lng =48 = 31In’¢ —261nq + 48 = 0.

As raizes desta equacao sao Ing =6 ou Inq = % , de tal maneira que g = €%, pois Ingq é
inteiro, e assim Ina; = %4 =4 = a; = e¢*. Logo, o termo geral da progressao ¢

tn = a1q"™" = e4(e8)"! = etefnD) = b2,
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Questao 14. (ITA 1998) Suponha que os nimeros 2, z, y e 1458 estdo, nessa ordem,
em progressao geométrica. Desse modo o valor de x 4 y é:

Solucao: Como 2, x, y, 1458, estao em Progressao geométrica, se a razao dessa PG é ¢,
terfamos que esses quatro termos sao 2, 2¢, 2¢2, 2¢®. Portanto, 2¢® = 1458, donde vem
¢ =729, logo ¢ = 9. Assim,

r4+y=2¢+2¢°=2-9+2-81 = 180.

5.2 Vestibular da EsPCEx

Nesta secao, apresentamos problemas de provas de ingresso a Escola Preparatoria de
Cadetes do Exército (EsPCEx).

Questao 01. (EsPCEx 2001) Atribuindo-se um valor a cada letra da sigla ESPCEX,
de modo que as letras “E”, “S”, “P”  “C” e “X” formem nessa ordem uma progressao
geométrica e que E-P-C+ E-S-X = 8§, pode-se afirmar que o produto £-S-P-C-FE-X
vale:

Solucgao: Os termos“E”, “S”, “P”, “C” e “X” formam nessa ordem uma progressao
geométrica, usando que a razao dessa PG é ¢, podemos entao reescrever g,

(E,S,P,C,X) = (E,Eq,Eq", Eq®, Eq"),
temos ainda que £ - P-C + E-S-X =8, donde vem,
E-E¢* E¢*+E-Eq-E¢*=8 = E’¢° =F¢’ =8 = E*¢° =4.
Assim vem,
E-S-P-C-E-X=E-Eq-E¢*-Eq®- Eq* = E°" = (F3¢°)? = 4* = 16.
Questao 02. (EsPCEx 2002) Uma progressao aritmética tem razao r = —10, sabendo

que seu 100° (centésimo) termo ¢é zero, pode-se afirmar que seu 14° (décimo quarto) termo
vale:

Solugao: Podemos escrever a, = a; + (n — k) - r. Logo,
a0 = a14 + (100 — 14) - (=10) = a4 +86(—10) =0

= ajq = 860.

Questao 03. (EsPCEx 2001) A sequéncia de nimeros reais a,b,c,d forma, nessa
ordem, uma progressao aritmética cuja soma dos termos é 110, a sequéncia de nimeros
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reais a, b, e, f forma, nessa ordem, uma progressao geométrica de razao 2. A soma d + f
¢ igual a:

Solugao: Dos dados do problema (a,b,c,d) é uma progressao aritmética, cuja soma é
110. Logo, a + b+ ¢+ d = 110. Temos ainda que a,b, e, f forma, nessa ordem, uma

progressao geométrica de razao 2, temos entao que b = 2a, concluimos que a progressao
aritmética (a, b, ¢, d) tem razao a, assim teremos:

at+b+c+d=a+2a+3a+4a =110 = 10a =110 = a = 11.

Portanto,
d+ f = (2a)2+ (2a)2* = 4a + 8a = 12a = 12 - 11 = 132.

Questao 04. (EsPCEx 2001) Os niimeros a, b e ¢ determinam, nessa ordem, uma pro-
gressao aritmética (PA) de razdo r (r # 0). Na ordem b, a, ¢ determinam uma progressao
geométrica (PG). Entao a razdo da PG é:

Solucao: Temos que a, b e ¢ é uma progressao aritmética de razao r # 0, entao b = a+r
e ¢ = a+ 2r. Temos também que b, a e ¢ é uma progressao geométrica, entdao a®> = b - c,
fazendo as substituicoes, teremos:

a>=(a+7) (a+2r)=d+3ar+2r* = 0=r(3a+2r).

As raizes da equacao acima sao: r =0our = —37“. Como, por hipétese, r # 0, concluimos
ue r = —3¢ Portanto, b=a+r =a — 32 = —2 ¢ razao da PG seré:
2 d 2 2
a a
b —a/2

Questao 05. (EsPCEx 2002) Na tabela abaixo, em que os nimeros das linhas 1 e 2
encontram-se em progressao aritmética, seja n o nimero da coluna em que pela primeira
vez o numero b, da linha 2 é maior que o a,, da linha 1.

1 2 3 4 n
linha 1 | 1000 | 1004 | 1008 | 1012 | --- | a,
linha 2 | 20 27 34 41 |-+ | b,

A soma dos algarismos de n é:

Solugao: Na linha 1 a lei de formacao ¢ dada por
an=a;+ (n—1)-r=1000+ (n — 1) -4 = 4n + 996.
Na linha 2 a lei de formacao é dada por

by=b+(n—1)-r=20+(n—-1)-7="Tn+13.
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Queremos determinar o menor natural n tal que b, > a,,. Assim,
13470 >4n+996 = 3n > 983 = n > 327, 7.

O menor natural n que satisfaz n > 327,7 é n = 328 e é a ordem em que o primeiro termo
dos elementos da linha de baixo ficam maior que os da linha de cima. Assim a soma dos
algoritmo de tal n é

3+2+8=13.

Questao 06. (EsPCEx 2003) Se para todo n inteiro e positivo
Sp=1—-2+4+3—4+---+(=1)""n,

entao %52003 é igual a:

Solucgao: Cada diferenca de duas parcelas consecutivas até 2002 tem como resultado —1,
assim temos 1001 parcelas de —1, dai

Sop03 = =1 —1—---—1+2003 = —1001 + 2003 = 1002.
1001 };(;rcelas
Portanto,
1 1002
~San0s = —— = 334,
3 2003 3

Questao 07. (EsPCEx 2004) O sexto termo de uma progressao geométrica é igual a
b, e o sétimo termo € igual a ¢. Se o primeiro termo desta progressao é diferente de zero
e a razao maior que um, entao o primeiro termo ¢ igual a:

Solugao: Seja (a,) a PG, de razao ¢, que verifica os dados do problema. Entao, temos
ag =beay =c. Como ar = ag- g, segue que ¢ = b-q e, dai ¢ = 7. Queremos achar o valor
de a; e sabemos que ag = a; - ¢°. Portanto,

_ c\ 5 b\° 1S
o =ar-a=b- (%) :b.(g) -Z

Questao 08. (EsPCEx 2012) Um fractal é um objeto geométrico que pode ser divi-
dido em partes, cada uma das quais semelhantes ao objeto original. Em muitos casos,
um fractal é gerado pela repeticao indefinida de um padrao. A figura abaixo segue esse
principio. Para construi-la, inicia-se com uma faixa de comprimento m na primeira linha.
Para obter a segunda linha, uma faixa de comprimento m é dividida em trés partes con-
gruentes, suprimindo-se a parte do meio. Procede-se de maneira analoga para a obtencao
das demais linhas, conforme indicado na figura.
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Figura 5.1: Fractais: EsPCEx 2012

Se, partindo de uma faixa de comprimento m, esse procedimento for efetuado infinitas
vezes, a soma das medidas dos comprimentos de todas as faixas é:
Solucao: Das informacgoes dadas no problema, temos;
1* linha : m
2% linha = 2%
3% linha : 4743 = 4m

3 9
e assim sucessivamente, A sequéncia formada é uma progressao geométrica infinita de

razao

2
B2
m 3
Portanto, a soma dos infinitos termos sera
a m m
l=¢ 1-35 3

5.3 Vestibular do IME e da AFA

Nesta secao, apresentamos alguns problemas dos vestibulares do Instituto Militar de
Engenharia (IME) e da Academia da For¢a Aérea (AFA)

Questao 01. (IME 2005) Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais positivos e diferentes de 1.
Sabendo que log, d, log, d e log, d sao termos consecutivos de uma progressao aritmética,
demonstre que: ¢ = (ac)%%a®

Solucao: Como os termos estao em progressao aritmética, usando a propriedade de
mudanca de base dos logaritmos, teremos

1 1 1
(log, d +log.d) = = ( + ) .

1
log,d = -
8 2 2 \log,a log,c
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Dai,
2 logyctlogga log,(ac) = 2log,c— log, blogd(ac)'
log,; b log,alog, c log,alog,c log, a
Portanto,
2 logdb _ _ log, b
log, c® = log,(ac) = log, blog,(ac) = log, ((ac)'*s=").
log,a

Segue que ¢ = (ac)%8a®,

Questao 02. (AFA 2002) Se a soma dos n primeiros termos de uma progressao

. soe , , 2 ~
aritmética é dada pela formula S, = 3%+ entdo a soma do 4° com o 6° termo dessa

2
progressao aritmética é:

Solugao: Sabemos que S; = a; e Sy = a; + as. Assim,

3-1"41
=

3-2242

2=T7-2=5.
2

alelz 2, GQZSQ—alz

Segue que a razao serd r = as —a; = H — 2 = 3, logo a soma pedida sera:
as+ag= (a1 +3-r)+ (a1 +5-71)=2a; +8r=2-2+8-3=4+24=28.
Questao 03. (IME 1999) Determine as possiveis progressoes aritméticas para as quais o

resultado da divisao da soma dos seus n primeiros termos pela soma dos seus 2n primeiros
termos seja independente do valor de n.

Solucgao: Observe que

S, (a1 +a)n  2a1+ (n—1)r 1 2a; —r+nr

Son - (a1 +a)2n  2(2a1 + (2n —1)r) 2 2a; —r + 201’

existem duas possibilidades para que essa divisao nao dependa de n.
(i) r=0ea; #0 = 57”:% = a PA é constante

(i) T=2a1#0 = %:% = a PA éigual a (a1, 3aq,bay, 7ay, )

Questao 04. (AFA 1999) Se a sequéncia de inteiros positivos (2, z,y) é uma progressao
geométrica e (z + 1,y, 11) uma progressao aritmética, entao o valor de = + y é:

Solugao: Se (2, z,y) é uma progressao geométrica, entao x> = 2y. Por outra parte, como
(r + 1,,11) é uma progressao aritmética, temos 2y = x + 12. Assim, 22 = z + 12, cuja
raizes sao x = 4 e x = —3. Agora, sendo x é um inteiro positivo, termos x = 4 e, pela
primeira equacao acima, y = 8, assim a soma = + y = 12.

Questao 05. (IME 1997) Considere os niimeros impares escritos sucessivamente, como
mostra a figura abaixo, onde a enésima linha compreende n nimeros. Encontre em funcao
de n, nesta linha, a soma de todos os nimeros escritos, bem como o primeiro e o ultimo.
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1

3 5

7 9 11
13 15 17 19

21 23 25 27 29

Solucao: Seja a,, o primeiro niimero da n-ésima linha na distribui¢ao dos niimeros impares
dados acima. Temos

agy—ay=2,a3—as=4,a,—a3=6,a5—ag =8, - a, —a,_1 =2(n—1), ---

Assim, somando as (n — 1) primeiras equagdes acima, obtemos

n

> (ap—ap-1) =2+4+6+ - +2(n—1).
k=1

Isto é,

an—a1:2-ii:2m:n(n—l).

Portanto,
an—1=nn-1) = a,=n>-n+1.

Agora, determinemos o n-ésimo termo da linha n, que denotamos por b,,. Temos,
bi=a, bp=a+2,bg=a3+4, by =a,+6,bs =a5+38, -+~
Dali,
bp=a,+2n—1)=n>-n+1+2n—1)=n*>+n—1.

Como os n elementos de da linha n formam uma progressao aritmética, a soma desses
elementos seré:
(an+b)n (W —n+14+n*+n—1n

S, = _ _
2 2 "

Questao 06. (IME 2011) Uma progressao aritmética (a,) tem a; > 0 e 3ag = Hays.
Se S, é a soma dos n primeiros termos desta progressao, o valor de n para que .S, seja
maxima é:

Solugao: Seja r a razao da PA, logo seu termo geral é a, = a; + (n — 1)r. Assim,

3ag = baiz < 3(@1 + 77”) = 5(@1 + 127’) & —2a; = —39r.
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Portanto, sendo a; > 0, obtemos r < 0. Agora, sabemos que

s (ar+an)n (a1 +a+(n—1)r)n  (2a,+nr —7r)n
" 2 B 2 B 2 '

Logo, como 2a; = —39r, obtemos

5 — (2a1 + 7;7" —r)n _ (—39r +2m“ —r)n _ gnQ 90,

Entao, como r < 0, f(z) = gxz — 20rx é uma pardbola com concavidade para abaixo.

Assim, S,, possui um maximo quando

—20r
r

= 20.

n==xy = —

Questao 07. (IME 2015) O valor do somatério abaixo é

15 .
Z Img (ciszk’lﬁ) .
k=1

Observagao: Img(w) é a parte imaginaria do nimero complexo w e cisf = send + i cos 6.

Solucao: A somas da parte imaginaria é a parte imaginaria da soma, logo

15 15
I ( - 2k—11) 7 o1 T ‘
; mg ( cis 36 mg Zczs 36

T —

. 7. 15 2k—1 s ~
Chamando cisgz = z, o somatdrio fica, ), 2 que é uma soma de uma progressao
geométrica com primeiro termo z, razao 2% e niimero de termos n = 15. Logo,

Note que z - Z = |z|* = 1, assim a expressdo acima pode ser reescrita como

230_1 230—1 230—1
z - =z = —.
22—2-% 2(z— 2) z2—Z

O denominador vale:

___< 7r+, 7T>_( T 7r>_2, T
z2—ZzZ= COS36 zsen36 (30836 zsen36 = zsen36.
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O numerador vale:

30 307 5% \/§ 1
30_1:('1> —l=cis— —1=cis— — 1= ——— 1+ — 1.
z cz336 ci1S 36 cz36 5 +2

Portanto, o somatdério resulta

15 V3 i
Zz%—lz_TJrﬁ_l:l( 1 +i\/§+2>.

N T s s
— 2isen 36 4 \ sen 36 senzg

Dai, vem

15 15
) L . op—1 T _ 1\/5“‘2
ng Img <czs %) = Img ( g cis %> = senz

36

Questao 08. (AFA 2011) Conforme figura abaixo, A é o ponto de tangéncia das
circunferéncias de centros C, Cs e (5. Sabe-se que os raios dessas circunferéncias formam
uma progressao geométrica crescente.

Figura 5.2: Area: AFA 2011

Se os raios das circunferéncias de centros C; e C; medem, respectivamente, 2r e 3r,
entao a area da regiao sombreada vale, em unidades de area,

Solucao: Seja r3 o raio da circunferéncia C'3. Como os raios dessas trés circunferéncias,
que sdo (2r,3r,73), estdo em uma progressao geométrica, temos:

9
(37")2 =(2r)-r3 = 92 =213 = 1y = 57“
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Agora, a area da regiao sombreada ¢é igual a metade da area da circunferéncia de centro
C3 menos a metade da area da circunferéncia de centro C, mais metade da area da
circunferéncia de centro C. Logo, a area sombreada S é dada por

S = (lw g — 17r(3fr)2) + 17T(2r)2

2 2 2
922
- g(TZ—9r2+4r2>
m (81 9
= 5(1—5>7”
61
= 77’



Consideracoes Finais

Nosso trabalho comecou com uma ideia simples de propiciar aos alunos de ensino
médio a possibilidade de fornecer um material de qualidade para o direcionamento aos
concursos militares e foi tomando corpo a medida que o professor orientador sugeria
ideias. No decorrer de seu desenvolvimento, muitas foram as modificacoes e varios foram
os questionamentos e inquietacoes até que tomasse a forma final.

No entanto, teve seu mérito maior quando forneceu aos alunos e professores a opor-
tunidade de ter um material de consulta de qualidade e tornou possivel aliar a teoria e
a pratica. O esforco empreendido na busca de referéncias tedricas que possibilitassem a
execugao do trabalho com bases sélidas colaborou para o meu préprio aperfeicoamento.
O trabalho despertou curiosidades que vieram a tona. Porém é bom salientar que nem
todas as indagacoes foram esclarecidas, pois o conhecimento é inesgotdavel. No inicio a
nossa intencao era obter respostas mais objetivas sobre os assuntos de permeavam os con-
cursos militares. Entretanto essa intencao foi tomando novas formas e a cada novo desafio
surgido, buscamos no aprofundamento teérico desvendar tais mistérios. Colaborar com a
formacao dos nossos alunos e com a sociedade onde estamos inseridos foi instigador para
a conclusao do nosso trabalho. Produzir um trabalho dessa natureza traz um grande en-
riquecimento pessoal e académico. O arcabouco construido, o desenvolvimento, a forma
como foi abordado, os varios caminhos tomados foram necessarios e de fundamental im-
portancia para a conclusao desse estudo, o que vai colaborar com uma melhor preparacao
para nossos professores e jovens envolvidos.

No inicio, abordamos os primérdios do surgimento das sequéncias, em especial as pro-
gressoes aritméticas e geométricas, mas no proprio decorrer do trabalho fez-se necessario
a inclusao das progressoes harmonicas e as progressoes aritmético-geométricas. Para dar
um suporte melhor e antes de falarmos especificamente sobre progressoes, fizemos um
estudo sobre o principio de inducao, diga-se de passagem, de enorme importancia para a
sustentacao do TCC. A fundamentacgao desse principio nos deu bases solidas para o de-
senvolvimento desse trabalho. Provamos muitas formulas usando tal ferramenta e fizemos
aplicagoes praticas de problemas classicos como o da ”Pizza de Stein”e ”Os Coelhos de
Fibonacci”, também usando o Principio de Inducao como ferramenta. Nao foi em vao
que Abramo Hefez disse a frase: ”Se alguém me perguntasse o que é que todo estudante
de ensino médio deveria saber de matematica, sem sombra de duvida, o tema Inducao

86
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figuraria na minha lista”.

Fizemos a apresentacao do somatério e suas propriedades que foram extremamente
importantes e facilitaram sobremaneira a solucao de véarias situacoes. Abordamos, na
sequéncia, as progressoes aritméticas, onde também fizemos um embasamento tedrico e
aplicagoes praticas como, por exemplo, resolucao de problemas de juros simples. Em
progressao geométrica estudamos as somas finitas e fizemos a abordagem de problemas
classicos, tais como 7O Problema do Xadrez com os Graos de Trigo? e a aplicacao na
resolucao de juros compostos. Foram apresentadas também as progressoes harmonicas
onde fizemos aplicacoes na geometria plana onde segmentos representavam as médias
aritmética, geométricas e harmonicas. As progressoes aritmético-geométricas surgiram
para sanar o vazio que ficou quanto as somas que nao podiam ser resolvidas por meio das
progressoes aritméticas ou geométricas ou harmonicas. Porém as férmulas deduzidas nao
sao agradaveis aos olhos dos alunos de ensino médio, por isso, também foram apresentadas
outras formas de resolucao sem a utilizacao de tais férmulas.

Surgiram as somas infinitas e a partir desse ponto fez-se necessario a abordagem de
limites para dar significado a tais somas. Alguns teoremas foram apresentados para dar
suporte a um breve estudo de série, onde basicamente abordamos séries harmonicas,
séries geométricas e séries aritmético-geométricas. Desse ponto em diante tivemos uma
ferramenta poderosa para a resolucao de varias situagoes problemas, tais como ? O
Problema da Mosca Von Neumann? e 7 O Problema da Bola que Pula?.

Concluimos nosso trabalho com uma bateria de problemas selecionados de vestibulares
de varias escolas militares, ITA, AFA, IME e EsPCEx. Esperamos que a nossa humilde
contribuicao tenha atingido o ptublico ao qual se propos. Deixamos essa pequena frase
dita pelo Professor Geraldo Avila(1933—2010), para refletirmos: ”Ninguém aprende Ma-
tematica ouvindo o professor em sala de aula, por mais organizadas e claras que sejam
suas prelecoes, por mais que se entenda tudo que ele explica. Isto ajuda muito, mas é
preciso estudar por conta prépria logo apds as aulas, antes que os beneficios delas desa-
parecam, com o tempo. Mas este estudo exige muita disciplina e concentracao: estuda-se
sentado a mesa, com lapis e papel na mao, prontos para serem usados a todo momento.
Vocé tem que interromper a leitura para fazer um grafico ou diagrama, ou alguma figura
que ajude a seguir o raciocinio do livro, sugerir ou testar uma ideia. Por isso mesmo,
nao espere que o livro seja completo, sem lacunas a serem preenchidas pelo leitor; do
contrario, esse leitor sera induzido a uma situacao passiva, quando o mais importante
é desenvolver as habilidades para o trabalho independente. Os exercicios sao uma das
partes mais importante do livro. De nada adianta estudar a teoria sem aplicar-se na re-
solugao dos exercicios propostos. Muitos desses exercicios sao complementos da teoria e
nao podem ser negligenciados, sob pena de grande prejuizo no aprendizado. Vocé estara
fazendo progresso realmente significativo quando sentir que esta realmente aprendendo a
aprender.”
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