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RESUMO

O significado dado as definicoes e propriedades aritméticas necessarias ao processo de
construcao dos conjuntos numéricos estao relacionados & compreensao deste processo, pelo
professor, e as situagoes propostas ao aluno. Neste sentido, priorizando os conjuntos dos
numeros naturais e inteiros, este texto propoe uma construcao dos conjuntos numeéricos e
destaca, considerando disseminacao dos recursos tecnoldgicos que podem ser utilizados em
sala de aula, como os significados dos nimeros e operagoes estdao presentes em situagoes
com uso de aplicativos. O texto apresentado neste trabalho estd dividido em trés partes.
A primeira delas é dedicada a construcao dos conjuntos numérico com base nas suas
caracteristicas aritméticas. Em um segundo momento sao apresentados alguns aplicativos
com potencial para o ensino de Matemaética e por fim uma proposta de utilizacao de
software para realizacao de atividades voltadas a significagao. O objetivo deste trabalho
é, portanto, oferecer aos professores subsidios tedricos para a fundamentagao matematica,
construindo uma base tedrica simplificada da aritmética abordada na educacao basica e,
além disto, apresentar sugestoes de aplicativos para o trabalho de significacao matematica
destacando suas potencialidades e uma situacao didatica envolvendo um deles.

Palavras-Chave: Conjuntos numéricos. Sentidos das operacoes aritméticas. Aplicativos
no ensino de Matematica. Significacao.



ABSTRACT

The meaning given to the definitions and arithmetical properties necessary to the pro-
cess of constructing the numerical sets are related to the understanding of this process
by the teacher and to the situations proposed to the student. In this sense, prioritizing
the sets of natural and integers, this text proposes a construction of the numerical sets
and highlights, considering the dissemination of technological resources that can be used
in the classroom, how the meanings of numbers and operations are present in situations
with use software. The text presented in this paper is divided into three parts. The
first one is dedicated to the construction of the numerical sets based on their arithmetic
characteristics. In a second moment some softwares with potential for the teaching of
Mathematics are presented and finally a proposal of use of software to carry out activities
directed to the signification. The objective of this work is, therefore, to offer teachers the-
oretical subsidies for mathematical reasoning, constructing a simplified theoretical basis
of arithmetic addressed in basic education and, besides, to present suggestions of software
for the work of mathematical significance highlighting their potentialities and a didactic
situation involving one of them.

Keywords. Numerical sets. Meaning of arithmetic operations. Software in mathematics
teaching.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Atualmente os curriculos de Matemética do Ensino Médio no Brasil sao elabora-
dos com o objetivo de consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos nas etapas
de ensino anteriores e desenvolver aptidao para o trabalho, exercicio da cidadania além
da compreensao da matematica cotidiana e o desenvolvimento da autonomia intelectual
(BRASIL, 2000). No entanto, ja no Ensino Médio, a Matematica ainda é tratada com
estranheza por parte dos alunos, repidia ou ainda considerada algo absurdo, em algumas
abordagens, devido principalmente a nao compreensao dos conceitos basicos inerentes ao
contetido apresentado a eles nesta fase escolar. Sob esta perspectiva é necessario observar
o sentido proposto para as propriedades aritméticas em diversas situacoes didaticas. Além
da estrutura curricular proposta ao ensino bésico de Mateméatica, podemos ressaltar al-
guns outros fatores que influenciam no desenvolvimento escolar dos alunos como, método
de avaliagao, base tedrica ou pratica e recursos utilizados pelo professor.

Cada contetido inserido no curriculo tem como objetivo desenvolver determinadas ha-
bilidades. Dentre estas, as desenvolvidas a partir do nono ano do Ensino Fundamental,
em relacao a aritmética, pode-se destacar a habilidade de criar e resolver situagoes pro-
blema que envolvem niimeros reais ampliando e consolidando os significados das operacoes
adigdo, subtragdo, multiplicacio, divisdo, potenciagao e radiciagdo (GOTAS, 2012). Estes
sao pré requisitos para os outros conteidos em aritmética, algebra, geometria e trigono-

metria, como resolucao de situacoes problema simples, resolucao de equacgoes e problemas
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envolvendo formas geométricas por exemplo. Nao dominar tais habilidades basicas limita
a capacidade de progresso do aluno em relagao aos demais contetidos que serao apresen-
tados a ele nos anos seguintes.

Segundo os tltimos dados fornecidos pela Secretaria de Estado de Educacao, Cultura
e Esporte de Goias, em 2014 os alunos de escolas piblicas do nono ano do ensino funda-
mental e da terceira série do ensino médio em escolas publicas obtiveram apenas 47% e
37,7% de acertos, respectivamente na prova do SAEGO (Sistema de Avaliacao do Estado
de Goids) na area de Matematica. Os alunos das mesmas séries em escolas particulares
obtiveram 55,9% e 45,5% de acertos na prova de matemética para os mesmos periodos.
Varios indices estao abaixo de 30%. No entanto a taxas de aprovacoes em 2013 para estas
séries foram de 91,9% e 96,2% para as escolas publicas e particulares respectivamente.
Neste ano as notas médias obtidas em Matematica na avaliacdo do Sistema de Avaliacao
da Educacao Bésica nacional (Saeb) em Goias foram de 4,6% e 6,08% para escolas pu-
blicas e particulares, nesta ordem. A anlise somente destes dados nos da informacoes
superficiais sobre a situacao do desempenho matemaético dos alunos no estado, porém,
reflete a situacao atual na qual os alunos nao possuem habilidades matematicas esperadas
para cursarem a série seguinte e mesmo assim sao aprovados.

Apesar de muitos alunos nao dominarem as habilidades matematicas esperadas para os
anos anteriores ao qual estd cursando o professor se encontra em uma posicao delicada na
qual deve escolher sanar as dificuldades acumuladas dos alunos em turmas, obviamente,
heterogéneas em intimeros aspectos como por exemplo idade e habilidades matematicas
dominadas ou optar por executar a ementa proposta pela equipe pedagogica e adminis-
trativa para aquele ano forcando o aluno a aprender uma nova linguagem, novos conceitos
e propriedades sem ao menos dominar o bésico esperado. Como resultado disto temos
a situacao descrita anteriormente, varios alunos em uma série sem ter correspondido as
expectativas de aprendizagem do ano anterior. Diante desta situacao o professor deve
recorrer a uma variedade de metodologias de ensino e incentivo de forma que possa exe-
cutar o plano de ensino proposto pela secretaria de educacao para uma determinada série

e ainda preencher as lacunas no desenvolvimento matematico do aluno.
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Uma fundamentacgao matematica tedrica solida é fundamental, pois, além de dominar
varias metodologias de ensino ¢ necessario que se tenha total dominio dos fundamentos
matematicos relativos aos conteidos abordados em sala de aula. Neste trabalho serao
apresentadas as principais defini¢coes e propriedades aritméticas dos conjuntos numeéricos
bem como a construcao dos mesmos a partir de axiomas e teoremas com o objetivo de se
construir uma base tedrica simplificada da aritmética abordada na educacao béasica tendo
como principal referéncia o contetido da disciplina Aritmética do PROFMAT, além de
alguns recursos relativos a Analise Real e Algebra. Além disto sera apresentada também
uma proposta metodologica relacionada a tecnologia de facil acesso.

As ferramentas utilizadas pelo professor de matematica devem contemplar os con-
tetidos basicos e ao mesmo tempo desenvolver habilidades avancadas especificas, como
por exemplo a resolucao de equacoes de grau um ou dois por meio de operacoes basicas
como multiplicacao, divisao e adicao de nimeros inteiros. Dentre as varias possibilidades
destacam-se atualmente as relacionadas a tecnologias que nao necessitam de equipamentos
sofisticados ou ambientes adaptados.

O alcance das expectativas de aprendizagem dependem do envolvimento do aluno, dos
recursos disponiveis e do preparo do professor para utilizacao destes recursos, também por
isso a necessidade da certeza e conhecimento profundo do que se ensina, mesmo que seja
apenas o basico (que quando estudado a fundo pode ser extremamente complicado), pois,
caso contrario o que se pensa ser o ato de ensinar torna-se mera repeticao na maioria das
vezes sem sentido para o professor e consequentemente para o aluno. O envolvimento do
aluno esta diretamente relacionado a sua compreensao do tema abordado, nao é possivel
exigir de um aluno a resolucao de uma equacao por métodos algébricos se ele nao domina
as operacoes bésicas com nimeros inteiros por exemplo ou nao conhece a simbologia
necessaria. Torna-se uma experiéncia tao cansativa e mon6tona como ler um texto em
uma lingua nunca vista antes. Atribuir significado aos conceitos, simbolos, resultados e
métodos matematicos é necessario para o desenvolvimento de habilidades matematicas
bésicas ou nao.

Desta forma, o objetivo deste trabalho é mostrar detalhadamente a construcao dos
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conjuntos numéricos mais elementares e ao mesmo tempo produzir subsidios para selecao
de temas e contetidos especificos que possam ser trabalhados por meio de um software
para potencializar o ensino-aprendizagem da aritmética no ensino bésico dando significado
as operacoes matematicas.

O PROFMAT é um programa com énfase no dominio aprofundado de conteiido ma-
tematico relevante para atuacao docente. Desta forma, vale ressaltar que nao houve
aplicacao das propostas apresentadas neste trabalho, o intuito ¢ a construcao de uma
fundamentacgao teoérica matematica solida que possibilite ao professor compreender e uti-
lizar com segurancga propriedades, defini¢oes relativas a conjuntos numéricos e os varios
sentidos atribuidos aos niimeros e operacoes matematicas pelos alunos. Ainda assim, o
contetido deste trabalho pode ser 1til para a criacao de aplicativos e situacoes didaticas
com énfase na aritmética do ensino basico.

Além disto, serd abordada a necessidade de ferramentas que auxiliem o desenvolvi-
mento do aluno em aspectos basicos que tornem possivel a compreensao e utilizacao da
matematica, em particular a aritmética, de forma plena em atividades cotidianas de tra-
balho, tarefas diarias e possivelmente na vida académica.

Nos capitulos a seguir serao apresentadas construgoes dos conjuntos dos nimeros na-
turais, inteiros, racionais e reais, nesta ordem, com énfase nas propriedades aritméticas
de cada um. A seguir, serao apresentados alguns que envolvem aritmética destacando que
tornam a utilizagao dos mesmos em sala de aula relevante, ou seja, como os aplicativos
descritos podem contribuir para o desenvolvimento da teoria apresentada nos capitulos
iniciais. Por fim, sao realizadas consideracoes acerca da relevancia da compreensao dos
conceitos e propriedades matematicas pelo aluno e pelo professor para a significacao ma-

temaética correta, tendo aplicativos como recursos didaticos.



Capitulo 2

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

As definigoes e propriedades deste capitulo utilizam a mesma notacao apresentada
por Machado (2014, p. 14-29) em sua descricao dos conjuntos numeéricos. A construgao
deste conjunto pode ser feita a partir dos axiomas de Peano!, ou seja, todos os demais
resultados verdadeiros envolvendo os elementos deste conjunto sao obtidos a partir des-
tas afirmagoes. Originalmente os axiomas de Peano, publicados na obra Arithmetices
principia nova methodo exposita (Os principios da aritmética apresentados por um novo
método), foram expostos em nove afirmativas conforme Anexo I, mas, de acordo com a
linguagem matemética atual utilizaremos apenas trés conforme LIMA (2006). E possivel
encontrar, de acordo com a necessidade, alguns casos nos quais o 0 (zero) é definido como
o menor dos elementos do conjunto dos ntimeros naturais, no entanto, a construcao des-
crita neste texto adotara o nimero 1 (um). Isto é suficiente para a defini¢do e construgao
desse conjunto abordando as demais defini¢oes, propriedades e operacoes necessarias para
a formulacao de uma fundamentacao dos contetidos ensinados no ensino basico. Como
ressalta LIMA (2006b, p. 150) “incluir ou ndo o nimero 0 no conjunto N dos nimeros
naturais ¢ uma questao de preferéncia pessoal ou, mais objetivamente, de conveniéncia.”

Utilizaremos o simbolo N para representar o conjuntos dos niimeros naturais caracteri-

zado pelos seguintes axiomas?: (seus elementos continuardao sendo denominados ntimeros

!Giuseppe Peano (1858 - 1932) ¢ considerado o maior matematico italiano de sua época, lembrado
pelos seus axiomas dos quais dependem tantas construcoes rigorosas de dlgebra e anélise. Deu importantes
contribuigoes tedricas nas areas de anélise matematica, logica, teoria dos conjuntos, equagoes diferenciais
e andlise vetorial. Autor de inimeros livros e artigos, expos suas idéias em cerca de duas centenas de
trabalhos. (http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/GiusPean.html )

20s axiomas sao enunciados de acordo com a notagao adota por Lima (2006, p. 1)
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naturais e os simbolos para as operacoes entre seus elementos sao os mesmos utilizados
no ensino bésico)
Axioma 1. Fziste uma fungao injetiva s : N — N. A imagem s (n) de cada nimero

natural n € N chama-se sucessor de n.
Axioma 2. FEuzxiste um unico nimero natural 1 € N tal que 1 # s (n) para todo n € N.
Axioma 3. Se um conjunto X C N € tal que 1 € X e s(X) C X entdo X =N.

Em outras palavras pode-se afirmar que:

1. Cada niimero natural n possui um tnico sucessor pertencente a N e nimeros naturais

com sucessores diferentes sao necessariamente diferentes.

2. O namero 1 € N nao é sucessor de nenhum outro natural. Esse niamero é o tanico

com esta propriedade.

3. Se um conjunto contém o nimero 1 e todos os seus sucessores entao este conjunto

contém todos os niimeros naturais.

Esta ultima propriedade também recebe o nome de Axioma de Inducao. Estas trés
propriedades, por mais simples que parecam, sao a base da aritmética dos nimeros natu-
rais. Esté implicito neste conjunto de axiomas que nenhum niimero natural é sucessor de

si mesmo, isto é para todo n € N temos n # s (n), conforme a Proposigao 1 a seguir
Proposicao 1. Sejan € N, entdo n # s (n).

Demonstragao. Para verificar este fato considere o subconjuntode NJ A ={n e N |n # s(n)}.
Do Axioma 2 temos que 1 € A, pois 1 # s(n), para todo n € N.

Tomemos n € A qualquer, isto é n # s (n). Como pelo Axioma 1, s é injetiva, temos
que o sucessor de n é diferente do sucessor de s(n) € N, ou seja s (n) # s (s(n)) . Portanto

s(n) € A. Pelo Axioma 3 temos entao que A = N. O

Vejamos a seguir as operagoes basicas definidas no conjunto N dos ntimeros naturais.
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2.1 Adicao no Conjunto dos Numeros Naturais

A operacao de adicao no conjunto dos nimeros naturais, representada pelo simbolo +

é caracterizada por meio das igualdades apresentadas abaixo.

Definicao 1. Dados m, n € N define-se

1. m+1=s(m), ou seja, m + 1 ¢ o sucessor de m.
2. s(m+n)=m+s(n)

Notemos que o item 2 da definicao afirma que conhecendo o valor de m + n sabe-se
como obter o valor de seu sucessor s(m+n) =(m+n)+1=m+(n+1) =m+ s(n).
Percebe-se que a propria definicao propde a ideia de associatividade na adi¢ao dos niimeros
naturais, como ressalta Lima (2004, p. 35)

Lembrando que o simbolo o serd representa a composicao de fungoes de acordo com
a definicao 34 (pagina 88), utilizaremos a defini¢do a seguir para caracterizar a soma,

entre dois nimeros naturais.

Definicao 2. Seja f : A — A. A cada n € N podemos, de modo tinico, associar uma
funcdo f*: A — A de forma que f' = f e f*™ = fo f*. Chamaremos a funcio f" de

n-ésima iterada de f , ou ainda dizemos que f foi iterada n vezes.

Proposicao 2. Dados m, n € N quaisquer, entdo m+n = s"(m). Ou seja somar m a n

significa partir de m e tomar o sucessor n vezes.

Demonstracao. Seja S, = {n € N|m+n =s"(m)} para um m natural fixo qualquer.
Verificaremos que S,, = N utilizando o principio de inducao.

1 € S, pois, conforme a defini¢do 1 m + 1 = s(m) = s' (m).
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Dado um k € S, qualquer, temos que

m+s(k) = s(m+k)

ou seja m + s (k) = s**® (m), portanto, s (k) € S,,. Como m fixado é por hipotese

qualquer natural, temos que .S,, = N para todo m € N. O

Se fizermos N ={1, s (1), s(2),s(3),s(4), s(5)...} ={1, 2, 3, 4, 5, 6,...} teremos,

por exemplo:
3+43=5"(3)=5(s"(3)) =s(s(s(3)) =s(s(4)) =5(5) =6=3+3=6.

Temos na Proposicao 2 a base para os argumentos utilizados nas operacgoes com
numeros naturais, pergunta-se entao como criar situacoes que possibilitem a compreensao

deste sentido da adicao com materiais manipuléveis, ou por meio de software.

2.2 Propriedades da Adicao nos Naturais

Proposicao 3. Dados m, n, p € N quaisquer, sao verdadeiras as sequintes propriedades:
AN1 Associatividade: m + (n+p) = (m+n)+p.

AN2 Comutatividade: m+n=n+m .

AN3 Leido Corte: n+p=m+p=n=m.

Demonstracao. As demonstracoes destas propriedades podem ser feitas por inducao. Cons-
truiremos alguns conjuntos com as propriedades desejadas e provaremos que tais con-

juntos coincidem com o conjunto dos nimeros naturais, segundo o Axioma 3 (pagina
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20) .Para isto, considere os conjuntos A = {a e N|m+ (p+a)=(m+p)+a}, B =

{beN|m+b=b+m} eD = {deN|n+d=m+d=n=m}, com m, n, p fixos
quaisquer.

Para verificar a propriedade AN1, mostraremos que A C N contém todos os naturais.

O numero 1 pertence a A, pois,

m+(p+1) = m+s(p)
= s(m+p)

= (m+p +1

Seja entao a € A, utilizando a definicao 1, vejamos que

m+ (p+s(a)) = m+s(p+a)
= s(m+(p+a))
= s((m+p)+a)

= (m+p)+s(a)

ou seja, se a € A entao s(a) € A. Como m e p foram fixados arbitrariamente temos,
pelo axioma de indugao, que A = N.

Antes de demonstrar as demais propriedades vejamos que dado m € N qualquer, entao
m+1=1+m.

Seja M ={m &€ N|m+1=14m} um subconjunto do conjunto dos niimeros natu-
rais. Verificaremos por inducao que N C M e consequentemente, segundo o axioma de
inducao, N = M.

Para verificar a validade da proposicao para 1, tome m = 1, nota-se que

m+l=14+1=s(1)el+m=14+1=s(1)

isto é, 1 € M.
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Tomando agora m qualquer em M. Temos

sm)+1 = (m+1)+1
S (14m)+1
2 14 (m+1)
= 1+s(m)

ou seja, m € M = s(m) € M. Como m foi tomado aleatoriamente, temos, pelo Axi-
oma 3, que a propriedade enunciada é valida para todo o conjunto dos niimeros naturais.
Repetindo o mesmo argumento utilizado para o nimero 1, podemos verificar a pro-
priedade AN2. Como foi visto nos paragrafos acima, 1 € B. Escolhendo-se um b € B

qualquer, utilizando também a propriedade AN1, temos

m+sb) = m+(b+1)
' m4(1+0b)
Z (m+1)+0
"eP b+ (m+1)
1B b+ (1+m)
2 b+ +m
= sb)+m

como a propriedade AN2 ¢é valida para 1 e se vale para b € B qualquer também vale
para s (b) pelo axioma de inducao temos que B = N.

Seguindo o argumento utilizado para demonstrar as propriedades anteriores conside-
raremos o conjunto D C N e verificaremos por inducao que N =1D. 1 € D, porque

n+l=s(n)em+1=s(m). Como s ¢ por defini¢do injetiva se s (n) = s (m) temos
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obrigatoriamente n = m.

Dado, d € D e m, n naturais fixos quaisquer temos que

n+s(d)=m+s(d)=sn+d =s(m+d)

novamente da injetividade de n+d = m+d, como d € D, n = m. Ou seja, n+ s (d) =

m + s (d) = n = m. Portanto pelo axioma de indugdo D = N. O

As propriedades demonstradas acima nos garantem que, no conjunto dos nimeros natu-

rais:
a) A ordem das parcelas em uma adigao nao altera o valor da soma.

b) Ao somar mais de dois nimeros naturais as diferentes associag¢oes dos elementos

tomados dois a dois nao altera o valor da soma.

¢) Se ao adicionar um nimero x € N a outros dois nimeros separadamente e obtivermos

um mesmo valor para cada uma das somas, entao tais nimeros sao iguais.

Vejamos alguns exemplos das aplicacoes das propriedades, AN1, AN2 e AN3.

)=

1. 10=34+7=3+(2+5 3+2)+5=>5+5 =10, esta propriedade nos da a

possibilidade de escrever de varias formas a mesma soma.

2.10=3+7%743= 10, a ordem das parcelas nao altera a soma.

3.sea+3=b+3=a=bouvaindasex+3=10=0+3=74+3=0="1.

2.3 Multiplicacao no Conjunto dos Niimeros Naturais

A multiplicacao no conjunto dos naturais pode ser definida a partir da definicdo de soma
apresentada na secao 2.1.

Os nameros naturais diferentes de 1 podem ser escritos como s(n) para um tnico
natural n (ja que s é injetiva), definiremos entao a multiplicagdo de m por p = s(n),

representado por m - p ou mp, da seguinte forma:
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m-1=m
uma parcela

m-2=m-s(1)=m-(1+1)= "“m 4+ m
duas parcelas
m-3=m-s*(1)=m-s(2)=m-2+1)=m-(1+1+1)= m+m +m

trés parcelas

m-4=m-s2(1)=m-s@)=m-B+1)=m-1+1+1+1)=m+m+m+m,

assim por diante, obtendo
nparcelas

m-p=m-s(n)=m-n+1)=m+m+m+...+m+m=m-n+m
Note que, definida desta forma, a multiplicacao possui propriedade distributiva em

relacao a adicao. Em resumo temos a definicao a seguir.

Definicao 3. Definiremos a multiplicagao em N , da forma
I.m-1=m

22.m-(n+1)=m-n+m
Vejamos alguns exemplos de multiplicagoes em N :

a) 5-1=5

b) 3-4=3+3+3+3

De acordo com a definigao 3 a multiplicacdo de dois ntimeros naturais estd bem
definida, isto é, a multiplicacao de dois niimeros naturais ainda é um tinico nimero natural.
Basta observar que dado m natural qualquer, m-1 = m € N e para um n natural qualquer
tal que m-n € N, temos que m-s(n) =m(n+ 1) = m-n+m. Como a primeira parcela
desta ultima igualdade pertence aos naturais, da secao 1 e do axioma de indugao, a soma
de dois naturais ainda é um natural, podemos concluir que m - s (n) é natural, como
m e n sao quaisquer, o produto de dois ntimeros naturais também é um niimero natural.
A unicidade é consequéncia direta do argumento utilizado para elaboracao da defini¢ao
de multiplicacao em N.

Assim como a adicao em N, a multiplicacdo também é caracterizada por algumas

propriedades descritas e demonstradas na secao a seguir.
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2.4 Propriedades da Multiplicacao nos Naturais

A partir desta secao omitiremos o sinal de multiplicacao entre dois nimeros, assim a -
b = ab, por exemplo. As excecoes serao destacadas. A seguinte proposicao descreve as

principais propriedades da multiplicacdo no conjunto dos niimeros naturais.

Proposicao 4. Dados m, n, p € N quaisquer, sao verdadeiras as sequintes propriedades:

M1 Associatividade: m (np) = (mn)p .
M2 Comutatividade: mp = pm .
M3 Lei do Corte: mp=np=m=mn

M4 Distributividade:m (n + p) = mn + mp

Demonstracao.

M1  Assim como foi feito para as propriedades de adicao, as demonstracoes para as
propriedades da multiplicacao serao feitas por inducao. Para verificar M1, considere
o conjunto M; = {p € N|m(np) = (mn)p} para m, n € N fixados arbitrariamente.

1 € My, pois m (nl) = mn e (mn)1 = mn. Considere um p qualquer em M, temos que

m(n-s(p)) = m(n(p+1)) = m(np+n) = m(np)+mn = (mn) p+mn = (mn) (p+ 1) = (mn) s (p)

Nas igualdades acima foram utilizados o item 2 da definicao 3 e o fato de p € M.
Como m e n foram tomados arbitrariamente temos, segundo o Axioma 3 (pagina 20) que
M; = N.

M2  Considere agora o conjunto My = {p € N | mp = pm}, provaremos que N C M,

e consequentemente N = M,. Claramente 1 € My, porque m1l = m, por definicao. Para
x parcelas

algum = € N temos que m = s (x) . Sabendo disto vejamos que Ilm =1+ 1+ 1+ ... + T+

1 =5"(1) = s(z) = m. Dado p € M qualquer e algum m natural, temos
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m parcelas
N\

Ve

s(p)m=@+)m=@p+)+@E+1)+-+(p+1)

Das propriedades associatividade e comutatividade da adigao podemos organizar a ex-

pressao da forma

m parcelas m parcelas
7\

sp) m=p+p+--+p+l+14---+1

Utilizando a definicao de multiplicacao temos entao que

m parcelas m parcelas
7\

s(p) m=p+p+-+p+l+1+- - +I=pm+1m

Como a propriedade comutativa vale para m e para 1 temos

m parcelas mparcelas
7\

sp) m=p+p+-+p+l+l+-+l=mp+tm=mp+1)=m-s(p)

as duas dltimas igualdades sdo justificadas pela definicio de multiplicacao. Portanto,
segundo o axioma de inducao a propriedade M2 é valida para todos os naturais.

M3 SejaMjz = {p € N | mp = np = m = n} para m e n naturais fixos quaisquer, temos
que se

m-s(p)=n-s(p)=mp+m=np+n

como por hipotese mp = np, utilizando a lei do corte para a adicao (propriedade 3) temos
que

m-s(p)=n-s(p)=mp+m=np+n=m=n

Como m e n sao dois naturais quaisquer, temos, novamente pelo principio de inducao,
que P = N.

M4 Seja My = {p € N| m(n+ p) = mn + mp} para quaisquer m e n naturais. Para
verificar que My = N utilizando o axioma de indu¢ao notemos que 1 € My, pois, m(n+1) =

mn + nl = mn + n por definicao. Tomemos entao p € M. Vejamos que
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m(n+s(p) = mn+(p+1))
= m((n+p)+1)
= m(n+p)+ml
= (mn+mp) +m
= mn+ (mp+m)
= mn+m(p+1)

= mn+m-s(p).

Nas igualdades acima foram utilizados o fato de p € My, a definicao de multiplicacao
e a associatividade da adicao. Portanto, como nas demonstracoes anteriores, podemos

concluir que My = N O

Da comutatividade temos que m(n+p) = (n+p)m, como m(n+p) = mn+mp = nm—+pm,
entao (n + p)m = nm + pm. Ou seja, a propriedade distributiva é valida a esquerda e a
direita.

A partir da definigao 3 é possivel concluir que o produto entre dois niimeros naturais
é inico, mesmo assim, as proposicoes 3 e 4 permitem concluir que existem varias formas

para se escrever um mesmo produto. Por exemplo
4-(7+3)=8-5=5-8=2-20=4-10=40

Para verificar as igualdades, é suficiente notar que as operagoes em todos os membros

resultam em 40 unidades.

2.5 Relacao de Ordem em N

Uma outra caracteristica dos nimeros naturais é a relacao de ordem. Utilizaremos a

enunciado destacado por Carvalho e Morgado (2013) a seguir para definir esta relagao.
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Definicao 4. Dados m, n € N, diz-se que m é menor do que n, e escreve-se m < n,

para significar que existe algum p € N tal que n = m + p.

Esta definicao, que tem por base a definicao de adicao de ntimeros naturais, nos diz
que se dois niimeros m e n obedecem a relacao m < n entao n é obtido a partir de m
somando-se p. Como foi visto na secao 2.1 isto significa que obtemos n a partir de m
tomando o sucessor deste p vezes. Temos ainda desta definicao que 1 < p para todo p
natural.

A relacao m < n apresentada acima, possui as propriedades enunciadas na proposicao

a seguir. A notacao m < n significa que m é menor que ou igual a n.

Proposicao 5. Dados m, n, p € N tais que m < n, a relagao < possui as sequintes
propriedades
01  Transitividade: se m <n en < p entado m < p.
02  Tricotomia: dados m e n naturais, somente uma das alternativas pode ocorrer

(1) m=n

(1) m <n

(i7i) n <m
08 Monotonicidade da adicao: se m < n, entao, para todo p € N tem-se m+p < n+p.
04  Monotonicidade da multiplicacao: se m < n, entao, para todo p € N tem-se

mp < np.

Demonstracao. As demonstragoes das propriedades da relagao <, serao feitas utilizando

as propriedades algébricas da adigao e multiplicacao apresentadas nas segoes anteriores.

O1 Para verificar a primeira propriedade basta notar que se m < n e n < p, entao por

definicao temos que existem z, y € Ntais que m =n +x e n = p + y. Temos entao que
m=((p+y)+x=m=p+ (y+x), ousejam < p.

02  Por defini¢do nao podemos ter (i) e (i7) ao mesmo tempo. O mesmo vale para (i)

e (i77). Suponhamos que (i7) e (iii) sejam validas para algum m e n naturais, existiriam

entdo x e y naturais tais que m = n+x e n = m +y . Substituindo o valor de n na
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primeira igualdade temos m = (m +y) + 2 = m + (y + ), ou seja m < m o que é
absurdo, pois, (i) e (i4) ndo podem ocorrer simultaneamente. Substituindo o valor de m
em n = m+ y chegariamos a conclusao de que n < n, outro absurdo. Sendo assim, ocorre
somente (iz) ou (i4), caso contrario somente (7).

O3 Se m < n entao existe y € N tal que n = m + y. Notemos entao que n + p =
(m + y) + p. Utilizando as propriedades da adi¢ao temos n +p = (m + p) + y ou seja
m+p<n-+p.

04 Sem < nentdon = m-+x para algum x natural. Temos entdao que np = (m—+z)p =

mp + xp dos extremos temos que mp < np. L]

Definicao 5. Diremos que um numero natural n é maior que outro m se m < n.

Representaremos esta relagao por n > m.

De forma anéloga a relagao menor que, as propriedades da proposi¢ao 5 sao validas
para a relagdo maior que. Se um nimero m for maior que ou igual a outro n representa-
remos esta relacao por m > n.

E possivel definir as operacdes de subtracdo e divisdo no conjunto dos niimeros natu-

rais, no entanto, existem muitas restricoes. Vejamos estas definigoes a seguir.

Definicao 6. Dados m, n € N tais que m < n definiremos a subtragao de n por m,
representado por n —m (n menos m) a operagdo com a seguinte caracteristica: n —m =

p tal que n = m + p para algum p natural.

Vejamos alguns exemplos:
(a) 8 =5 =3, pois, 8 =5+3

(b) 3 — 9 ndo esta definido nos naturais, pois, 3 < 9.

Definicao 7. Dados dois nimeros naturais m e n tais que n > m , definiremos (se existir)

quociente entre n e m, representado por n : m ou - o ntmero p tal que n = mp.

Temos por exemplo, que 8 : 2 =4, pois, 8 = 2-4. Porém a divisao 5 : 2 ndo é definida
no conjunto dos nimeros naturais, apesar de 5 ser maior que 2, pois nao existe um natural

p tal que 2p = 5.
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Temos a partir de agora uma forma de comparar dois ou mais niimeros naturais nao
somente como diferentes ou iguais e estabelecer uma ordem tnica entre eles ou entre os
elementos de algum de seus subconjuntos.

As operacgoes de subtracao e divisao no conjunto dos naturais possuem muitas res-
tricoes, por isso, daremos maior destaque a estas operacoes nos capitulos referentes ao
conjunto dos numeros racionais e reais. Vejamos que nao estao definidas as operacoes

5:2,7—28, ou 23 — 23 no conjunto dos naturais.



Capitulo 3

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

Podemos encontrar varias referéncias nas quais a construcao do conjunto dos nimeros
inteiros é feita a partir dos conceitos de relacao de equivaléncia e classes de equivaléncia.
No entanto, o foco deste trabalho nao sao as estruturas algébricas dos conjuntos e as
relacoes que definem tipos especiais de conjuntos. Faremos a construcao do conjunto dos
numeros inteiros por meio de expansao do conjunto dos niimeros naturais, definindo seus
elementos, destacando as operacoes cabiveis a este conjunto e as propriedades aritméticas
basicas de seus elementos, atribuindo significado as operacgoes aritméticas ensinadas no
ensino bésico. Consideraremos todos os axiomas relativos aos nimeros naturais como
verdades para os niimeros inteiros.

As notagoes, defini¢oes e propriedades enunciadas neste e no proximo capitulo estao de
acordo com a descri¢ao proposta por Sodré (2003). Vejamos entao a definicdo de nimero

inteiro que serd adotada neste trabalho.

Definicao 8. O conjunto dos nimeros inteiros, denotado por 7Z, sera definido por
Z={m—n|m,necN}

Se m = n entdo definiremos m — n = 0.

Note que desta forma os ntimeros inteiros sao construidos a partir de niimeros naturais.

Dados dois ntimeros naturais conseguimos um inteiro. A definicao acima, apesar de ter

33
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uma notacao simples, ja esta carregada com todas as defini¢oes e propriedades operativas
relativas ao conjunto dos ntmeros naturais. Além disto é possivel notar que o conjunto
dos naturais esta contido no conjunto dos inteiros.

Vejamos que (s (1)—1) =1 € Z. Temos aindaquesen € Nen € Zentaos(n+ 1) € Z
. Como vimos que a soma de dois naturais ainda é um natural, basta escrever s (n + 1) =
(s(n+ 1)+ 1) — 1) para verificarmos, segundo o axioma de induc¢do que todo natural é
também um niimero inteiro.

Utilizando a notacao da definicao 8, é possivel notar que um nimero natural pode ser
escrito de diversas formas. De acordo com a definicao 6 temos por exemplo a igualdade
(7—3) = (9 —5), até que se indique o contrario utilizaremos a notagdo (a — b) para
representar de forma genérica todos os nimeros naturais a’ que associados aos naturais o

na forma (a’ — ') resultam em (a —b) .
Proposicao 6. Os nimeros inteiros a—b e c—d sao iguais se, e somente se, a+d = b+c.

Demonstracao. Admitamos que a —b = ¢ — d, isto é, as solucbes de r+b=aey+d=c
sejam iguais. Vejamos entao que somando d aos dois membros da equacdao z +b = a

obtemos

r+b+d=a+d (x)

e somando b aos dois membros da equagao y + d = ¢ obtemos

y+d+b=c+b (xx)

o que nao altera as solucoes. Como x = y devemos ter a +d = b+ c.

Por outro lado, se considerarmos a +d = b+ ¢, escrevendo a +d = v+ b+ d e
c+b=y+d+bcomoem (x) e (xx) percebemos que estas duas equagdes sao idénticas,
exceto pela representacao da incognita, mas x = y. Ora, estas igualdades s6 ocorrem se

r=a—bey=c—d. O]
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Vejamos agora uma outra proposicao que facilitard a representacao dos nimeros in-

teiros.

Proposicao 7. Sejam m, n € N.
Sem >mn entdéom—n e (m—n)—(n—n)=(m—n)—0 sio iguais;
Sem <n entdom—ne(m—m)—(n—m)=0—(n—m) sdo iguais.
Demonstracao. Para verificar estes fatos, basta notar que, segundo a proposicao 6, se
m>n, m—n=(m-—mn)—0porque m+0=n+ (m—n).
Segundo a mesma proposi¢ao, se m < n, m —n =0— (n—m) porque m+ (n —m) =

n + 0. O

As duas proposigoes anteriores possibilitam escrever os nimeros inteiros de uma forma
mais simples. Por exemplo, da proposi¢ao 6, temos que 8 —4 = 13 — 9, pois, 8 + 9 =
4 + 13. Temos, entao varias maneiras de representar o mesmo nimero. Para facilitar esta
representa¢ao podemos recorrer a proposi¢ao 7. Desta forma o ntimero 8—4 = (8—4)—0 =
4 — 0, pois, 8 >4 e onamero 3—5=0—(5—3) =0— 2, pois, 3 < 5. Denotaremos
os numeros inteiros da forma a — 0, apenas por a e os numeros inteiros da forma 0 — a,
apenas por —a. Sendo assim nestes exemplos anteriores 8 —4=4e¢ 3 —5 = —2.

Os argumentos apresentados nas proposicoes 6 e 7 justificam algebricamente (obvia-
mente existem outras justificativas) os resultados obtidos na operagao de subtragao entre
ntmeros inteiros de sinais diferentes utilizadas no ensino basico. Para adicionar um valor
a outro de sinal diferente devemos considerar o maior valor em modulo e subtrair deste o
menor valor em modulo, o sinal do maior valor em moédulo prevalecera. Ainda nao defini-
mos a ordem nos nmeros inteiros, mas, considerando a ideia utilizada no ensino bésico,
a soma de dois nimeros negativos pode ser obtida por meio da adigao dos moédulos dos
dois valores, o nimero encontrado serd o resultado, porém, negativo.

Para formalizar estas ideias, veremos nas subsecoes seguintes as defini¢oes de adicao

e multiplicacao no conjunto dos ntimeros inteiros.
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3.1 A Adicao no Conjunto dos Inteiros

A adigao entre dois ntimeros inteiros pode ser definida da seguinte forma:

Definicao 9. Dados dois nimeros inteiros (a — b) e (¢ — d), definiremos a adi¢ao deste

dois nimeros da forma

(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d)

Definicao 10. Assim como nos niimeros naturais, definiremos m — m = 0. Desta forma

0 é o elemento neutro da adicao em 7Z, ou seja m + 0 = m.

Proposicao 8. Dados m, n, p € Z quaisquer, sao verdadeiras as sequintes propriedades:

AZ1 Associatividade: m+ (n+p) =(m+n)+p.
AZ2 Comutatividade: m+n=n+m .

AZ3 Leido Corte: m+p=n+p=m=n.

Demonstracao. Nas demonstracoes das propriedades acima teremos m = a—b, n = c—d,
ep=e— fcoma,b, c d e feN.

AZ1 Utilizando as definicoes e propriedades demonstradas nas secoes anteriores temos

m+(n+p) = (a=b)+[(c—d)+(e—[)]
= (a=b)+|lct+e)—(d+[)]
= la+(c+e)]—[b+(d+ f)]
= [(a+c)+el—[(b+d)+ f]
= llat+c)=(0+d)]+(e—f)
= lla=b)+(c—d)]+(e—-f)]

= (m+n)+p
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AZ2 Utilizando a propriedade da comutatividade para ntimeros naturais repetidas vezes

é possivel obter as igualdades

m+n = (a—0b)+ (c—d)
= (a+c¢)—(b+4d)
= (c+a)—(d+0b)
= (c—d)+ (a—1b)
= n-+m

AZ3 A partir da igualdade m 4+ p = n + p temos

m+p = n+p
(a=b)+(e—f) = (c=d)+(e— )

(a+e)—(b+f) = (c+e)—(d+ f)

Como os termos entre parénteses sao niimeros naturais podemos utilizar a lei do corte

para a ultima igualdade obtendo

(a+e)+(d+f) = (c+e)+(b+ )

at+d = c+b

Ouseja, m+p=n+p=m=n. O

A definicao e as propriedades sobre a adicdo de ntmeros inteiros possibilitam dar sig-
nificado a uma variedade maior de problemas e situagoes matematicas apresentadas na

educacgao béasica.
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A partir das definigdoes a seguir pode-se diferenciar niimeros positivos e negativos.
E fundamental que o professor tenha total compreensdo das definicoes operatorias dos
numeros inteiros e das propriedades consequentes para justificar para si e para os alunos
de forma adequada os resultados obtidos em diversas situacoes. Um exemplo simples e
inevitavel é justificar que a soma de dois nimeros inteiros pode ser um nimero negativo

e a subtracao entre dois ntimeros negativos podem ser um nimero positivo.

3.2 Relacao de ordem em 7Z

A relacao de ordem no conjunto dos numeros inteiros é semelhante a mesma relacao
considerando o conjunto dos ntimeros naturais. Para dizer qual nimero inteiro é maior

utilizaremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 11. Sejam m, n € Z. Diremos que m < n se, e somente se (n—m) € NU{0} =
N”.

Por meio desta e das outras definicoes apresentadas nesta secao podemos utilizar a
representacao dos niimeros inteiros apresentadas em varios livros dos ensino basico. Pode-
se dizer que Z = {..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3,...}, escrevendo seus elementos em ordem
crescente.

A definicao 11 permite estabelecer as propriedades apresentadas na proposicao a seguir.

Proposicao 9. Para todo m, n, p, v € Z relacao de ordem < em Z possui as sequintes

propriedades:

OZ1 Se m <nen < pentao m < p.

0OZ2 Se m <nen < mentao m = n.

0OZ3 Se m < n entao m + p < n + p para todo p € Z.
0Z4 Se m <nep>0entao mp < np.

0OZ5 Sem<nep<rentdom-+p<n-+r.
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0Z6 Se0<m<ne0<p<rentao mp < nr.

Estas propriedades resumem, para o conjunto dos niimeros inteiros, como é possivel
comparar dois nimeros inteiros, destacando as operagoes que podem ser feitas sem alterar

as desigualdades.

3.3 Multiplicacao e Divisao em 7Z

As duas defini¢oes a seguir caracterizam a operacao de multiplicagdo e os quocientes

existentes em Z.

Definicao 12. A multiplicagao no conjunto dos niimeros naturais é definida pela relagao

(m —n)(p—q) = (mp + ngq) — (np + mq).

Definigao 13. A notagao 7 indica o quociente de m por n. Escrito desta forma, temos

a fragao  de numerador m e denominador n.

Definigao 14. Se a equagdo nz = m (x é a incognita) tem solugdo em Z, a mesma sera

indicada pelo quociente %: p € L.

Temos entao, por exemplo, que

8:(=2)=(8-0)(0—2)=(8-04+0-2)—(0-0+8-2) =0—16 = —16

e§:5, pois, 2 -5 = 10.

A partir destas defini¢oes é possivel construir regras para os sinais das operacoes entre
nimeros inteiros.

Sobre a divisao no conjunto dos ntimeros inteiros podemos destacar as propriedades

abaixo.

Proposigao 10. Se ™, § €7 , entao

DZ1 O denominador da fracao %E Z nunca é zero.
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DZ2 As fracoes % e ]Z—Z sao solugoes da mesma equacao nxr = m.

DZ3

S

p _ (mg+np)
+ q ng

D74 .2 TP
q nq

A definicdo de quociente no conjunto dos nimeros inteiros possibilita perceber que este
conjunto ¢é insuficiente para contemplar a amplitude das situacoes matematicas vivenci-
adas pelos alunos ainda na educacao basica. Vejamos que a equagao 3xr = 2 nao possui
solucao inteira, por exemplo. Utilizando as definicoes e propriedades apresentadas, neste
e nos capitulos anteriores, podemos ampliar o conceitos e propriedades aritméticas dos

conjuntos numeéricos citados a fim de construir o conjunto dos ntimeros racionais.



Capitulo 4

Ntumeros Racionais e Numeros Reais

Neste capitulo serao abordados os conjuntos dos nimeros racionais e dos niimeros reais.
Assim como foi apresentado nos capitulos anteriores, cada um dos conjuntos seré definido,
destacando suas principais propriedades aritméticas. No entanto, as demonstragoes serao
omitidas a fim de tornar o texto mais conciso tendo em vista que os principais objetos de
estudos deste trabalho sao os niimeros naturais e os niimero inteiros.

Assim como o conjunto dos niimeros naturais se mostrou insuficiente para represen-
tar as diversas situacoes praticas ou puramente matematicas, os niimeros inteiros também
necessitam de um complemento que torne possivel indicar partes de uma unidade. As defi-
nigoes e propriedades a seguir caracterizam os conjunto dos ntimeros racionais, destacando
aspectos aritméticos fundamentais deste conjunto, essenciais ao estudo de matemaética no

ensino basico.

4.1 Numeros Racionais
O conjunto dos niimeros racionais pode ser definido conforme a definicao abaixo.
Definicao 15. O conjunto dos ntmeros racionais denotado por QQ é constituido de todas
as fracoes % tais que m, n € Z e n # 0. Ou seja
m
Q = {—|m,n€Zen7é0}
n

41
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3

As fragoes 3, —% e 12 sao exemplos de ntimeros racionais. No caso dos niimeros inteiros

o denominador 1 é omitido. Temos que 12 = %, por exemplo.
A definicao acima é a representacao matemética da afirmacao: os numeros racio-

nais sao os numeros que podem ser representados na forma de facdo com numerador e

denominador inteiros, com o denominador diferente de zero.

Definicao 16. A adic@o entre nimeros racionais % e g ¢ dada por
m_ p_ (mg+np)
n q nq

42485) _ 23

Exemplo. % + g = ( ) =

As defini¢oes 15 e 16 tornam possivel relacionar os niimeros racionais com particoes de
um todo, por exemplo, a fracao % corresponde a uma parte de um inteiro que foi dividido
em 3 partes iguais, assim como a fracao % representa duas partes de um inteiro que foi
dividido em 5 partes iguais.

Ja a fracao % representa a soma de 12 partes da divisao de um inteiro em 5. Neste

caso a fracao representa mais que uma unidade inteira, temos a soma

12_2+10_2+1o_2+2
5 5 5 5 5

Ou seja a fracao %2 é equivalente a soma de duas unidades e duas partes desta unidade
que foi dividida em cinco partes iguais. Esta interpretagao motiva a utilizacao de materiais
manipulaveis ou software para manuseio de elementos que possam facilitar a compreensao

do significado e das operagoes com fragoes.

o~ . NRE ~ . , . .m
Definigao 17. Definiremos a multiplicagao entre dois nimeros racionals - -e g por

m p _ mp
n q ng

Exemplo. % . g = =,
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Definicao 18. A divisao no conjunto dos niimeros racionais é definida de acordo com a

relacao abaixo

s[3
s[3

P
q

-1
.QZT.(£>
p n q

—1
Na igualdade anterior o termo (g) serd denominado inverso de (g).
4.5 __4.2__ 8

Exemplo. 3 : 3 =3 £ = 1%

De acordo com a definicao 16 a operagao de adicao no conjunto dos nimeros racionais

possui as seguintes propriedades.

Proposicao 11. Em relacao a adicao no conjunto dos numeros racionais, pode-se desta-

car as sequintes propriedades
AQ1 (Associatividade) Para quaisquer m, n, p € Q tem-se que (m+n)+p =m+(n+p)
AQ2 (Comutatividade) Para quaisquer m, n, p € Q tem-se que m+n =n+m

AQ3 (Existéncia do elemento neutro) Para todo m, n € Q tem-se que m + 0 = m.

Além disto temos que 0 + m = m para todo m racional. Como no conjunto dos

niimeros inteiros temos m + (—m) = 0

Proposicao 12. Sobre a multiplicacao em Q, destacam-se as sequintes propriedades
MQ1 (Associatividade) Para quaisquer m, n, p € Q tem-se que m(np) = (mn)p
MQ2 (Comutatividade) Para quaisquer m, n € Q tem-se que mn = nm

MQ3 (Elemento neutro) Para todo m € Q, com m # 0 tem-se que m -m~' =1

MQ4 (Distributividade) Para quaisquer m, n, p € Q tem-se m(b+ ¢) = mb + mc
A seguir a definicao da relacao de ordem no conjunto dos niimeros racionais.

Definicao 19. Dados dois niimeros racionais m e n diremos que m < n se existir um

niamero p € Q tal que n = m + p.

A relacao da definicao anterior possui as mesmas propriedades enunciadas na propo-

sicao 9 para os niimeros racionais.
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4.2 Conjunto dos Nimeros Reais

O estudo cada vez mais profundo sobre fun¢oes e outras relacoes entre os elementos dos
conjuntos numéricos tornou necessaria a caracterizacao dos ntimeros reais de forma que
a teoria construida fosse necessaria e suficiente para a fundamentacao de estudos sobre
conjuntos e nimeros reais.

Existem vérias formas de se definir um nimero real e construir a teoria a respeito
dos conjuntos formados por estes elementos. Adotaremos a definicao proposta por Julius
Wihelm Richard Dedekind (1831 - 1916). Tal definicdo de nimero real é construida a
partir das propriedades dos ntimeros racionais. Por meio da definicdo de cortes pode-se
definir as operacgoes usuais entre nimeros reais e as propriedades basicas deste conjunto
e de seus subconjuntos.

A seguir sao apresentadas algumas defini¢oes relativas aos niimeros reais, assim como
propriedades relacionadas a adicao, multiplicacao e ordem destes elementos. Uma descri-
cao completa do conjunto dos niimeros reais, incluindo as demonstracoes aqui omitidas,

pode ser encontrada em MACHADO (2014).

Definicao 20. Um corte é um conjunto o de niimeros racionais tal que

l.a#0Oea#Q.
2. Dado g€ Q,se p€ aeq<pentdo q € a.
3. Se p € a entao p < r, para algum r € a.

O item 1 da definicao anterior afirma que um corte a possui pelo menos um elemento
e a nao contém todos os nimeros racionais. Do item 2 temos que um corte definido por
um numero q racional qualquer contém todos os niimeros menores que ¢q. Ja do terceiro
item podemos concluir que um corte nao possui valor maximo.

De acordo com a definigao 20 temos que todo niimero racional ¢ determina um corte
a formado por todos os niimeros racionais menores do que q.

Existem cortes que nao estao associados a niimeros racionais, por exemplo, sejam
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Qr={ceQla>0}eQ-={a€Q|a<0}. Oconjuntoa=Q_U{acQ; |a-a<?2}

¢ um corte!. Neste caso diremos que « é um corte irracional.

Definicao 21. O conjunto dos niimero reais, R, é formado por todos os cortes racionais

ou irracionais.

Segundo a definicao anterior podemos considerar que um corte é um nimero real.

Vejamos algumas defini¢oes importantes ao estudo dos ntimeros reais.

Definicao 22. Sejam «, § dois cortes . Dizemos que « é menor do que [ e escrevemos

a < 3 se existe um racional p tal que p € B e p ¢ a.

Definigao 23. A todo corte o associamos um corte || chamado de valor absoluto de «

(ou modulo de «) definido por

a, se a >0
o] =
—a, sea <0
A soma e a multiplicacdo no conjunto dos niimeros reais obedecem as defini¢coes a

seguir.

Definicao 24. Sejam «, [ dois cortes a adi¢ao entre o e [ é definida por

y=a+B={a+b|lacaebe [}

Da forma como foi definida a adicdo em R obedece as mesmas regras enunciadas na

proposicao 8 e possui 0 = {a € Q | a < 0} (zero) como elemento neutro .

Proposicao 13. Dado o um corte, existe um tinico corte B tal que o+ =0 . Como nos
casos dos inteiros e racionais, tal § denota-se por —a e se chama simétrico (ou oposto)

de .

A multiplicacdo entre niimeros reais é estabelecida segundo a definicao a seguir.

Ver MASSAD (2014)
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Definicao 25. Dados dois ntimeros reais « e [ o produto entre estes dois nimeros,

denotado por « - 8 é dado por

laf - | 5] sea>0efB>00ua<0es <0
a-f=
—(la]-18]) sea>0eB <0oua<0ef >0
Como consequéncia destas defini¢des temos que se & € R | entdo o = —(—a).

Dado um nimero real « existe um nimero o~ ! tal que ac- o~ = 1.
A multiplicacdo entre nimeros reais também obedece as propriedades enunciadas na

proposicao 12.

Definigao 26. Dados dois niimeros reais o # 0 e § a divisao de § por a é dada por

A relagao de ordem no conjunto dos Reais pode ser definida como na definigao 19 e

possuem as mesmas propriedades enunciadas na proposi¢ao 9 para os ntimeros reais.



Capitulo 5

Aritmética em Aplicativos

O termo aplicativo serd utilizado para designar software de aplicacao, ou seja, programas
de computador que permitem realizacao de varias tarefas como, por exemplo, edicao de
texto e imagem, assistir videos, jogar e fazer calculos, muitas vezes sem necessidade de
conhecimentos avancados em informatica.

E evidente a crescente insercio de ferramentas tecnologicas no cotidiano dos alunos,
principalmente por meio da utilizacao de dispositivos moéveis. Dados apresentados pelo
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, 2013)!, ainda em 2011, indicavam
que 69, 1% dos brasileiros com dez anos ou mais tinham telefone movel para uso pessoal.
De acordo com a Epresa Brasil de Comunicagao (EBC) o celular era um bem pessoal para
93,4% dos estudantes da rede privada de ensino e para 66,8% dos da rede publica, que
representavam 74,3% dos estudantes brasileiros em 2014. (VILELA, 2016)

Segundo a Fundacdo Getilio Vargas de Sdo Paulo (FGV-SP), o Brasil chegou a 168
milhoes de smartphones em 2016 e a previsao é de 236 milhoes para os proximos dois anos.
Para Fernando Meirelles, professor da FGV-SP responsavel pelo estudo, os usuarios jovens
tem sido os principais motivadores desse mercado. (FGV, 2016). No entanto, a utilizagdo
destes recursos ainda é limitada a alguns poucos recursos disponiveis nos aparelhos. O
mesmo ocorre no uso de computadores domésticos. Grande parte dos estudantes utiliza

seu aparelho somente para acessar redes sociais, jogar ou assistir videos, é necessario que

!Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios. Acesso & Internet e Posse de Telefone Mével para Uso
Pessoal.Disponivel em: http://biblioteca.ibge.gov.br/visualizacao/livros/1iv63999.pdf

47



48

estes recursos sejam utilizados a favor da aprendizagem no ambiente escolar.

Apesar da facilidade de acesso a tecnologia por partes dos alunos ainda existem alguns
fatores que dificultam a implementacao de recursos computacionais nas aulas de mate-
maética. O primeiro que pode-se destacar é a insisténcia por parte de muitos professores
em acreditar que métodos de ensino utilizados ha anos ainda podem ser eficazes com os

alunos da atualidade.

E possivel notar que

os alunos de hoje ndao sdo mais as pessoas para as quais o nosso sistema
educacional foi projetado para ensinar; alguns professores supGem que os
alunos s2o os mesmos de sempre, e que os mesmos métodos que funcio-
naram para os professores quando estes eram alunos irdo funcionar para
os seus alunos hoje. Muitos professores mantém o mesmo método de
ensino durante toda a carreira, e sustentam-se em discursos antiquados

e inadequados ao contexto dos alunos de hoje. (ALDA, 2012, p. 3)

Os estudantes de hoje estao imersos em ambientes com uma quantidade imensa de in-
formacoes de facil acesso (mesmo que ndo saibam selecioné-las ou processa-las de forma
adequada), com ferramentas tecnologicas que utilizam com naturalidade. As formas de
comunicacao sao diferentes do que ha uma década por exemplo. Ignorar todos estes fatos
e tentar somente métodos antigos para o ensino de matemaética é se opor a interacao com
os alunos, a receptividade, ao ensino-aprendizagem.

E importante ressaltar que a utilizacdo de aplicativos nas aulas de matematica de-
vem proporcionar aos alunos situacoes nas quais a Matemética é apresentada de forma
dindmica, interativa e que, indispensavelmente, possibilite a significacao dos conceitos e
propriedades trabalhados além da identificacao dos erros e acertos cometidos.

Nesta perspectiva

Pedagogicamente falando, a utilizacao de ambientes informatizados, empregando-
se softwares educativos avaliados previamente pelo professor, acompa-

nhados de uma didatica construtiva e evolutiva, pode ser uma solucao
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interessante para os diversos problemas de aprendizagem em diferentes

niveis. (MAGEDANZ, 2004. p.6)

E crescente a preocupacao da utilizagao de recursos computacionais como ferramenta
educacional, autores como PERSICANO (2013), relatam sobre a importéancia do uso de
software, neste caso Geogebra, no ensino aprendizagem apresentando metodologias de
trabalho com o aplicativo e seus aspectos potencializadores nas aulas de Matematica
ressaltando a importancia da capacitacao dos professores em relagao aos recursos compu-
tacionais.

No intuito de “produzir um material que possa servir de referéncia ara professores
que almejam incrementar suas aulas presenciais com recursos computacionais”, JUNIOR
(2013) também destaca os recursos computacionais como ferramentas de apoio ao ensino.

Em SOUZA (2014) sao abordados apenas softwares livres de mateméatica enfatizando
que “que atividades mediadas por software devem ser fundamentada com argumentos
matematicos.Além disso, o professor deve dominar e conhecer todas as ferramentas e
limitagoes do software matematico, antes de desenvolver qualquer atividade em sala de
aula.”

Obviamente nao se deve abandonar as formas de ensino mais tradicionais e adotar
somente a utilizacao de recursos tecnologicos, pois, isto pode nao ser eficaz para o desen-
volvimento de competéncias e habilidades do aluno. E necessario mesclar os dois métodos,
apo6s analisar as propostas educacionais caso a caso.

Pode-se destacar, também, como fatores negativos em relacao a utilizacao de recursos
digitais em sala de aula a limitacao ao acesso a laboratoérios de informatica, a dificuldade
na utilizagao de aplicativos pelos professores, encontrar programas que realmente se adé-
quam a situagao didéatica proposta, a limitacao dos aplicativos em portugués e o fato de
muitos aplicativos serem pagos. Todos estes aspectos tem influéncia direta na utilizagao
de recursos computacionais em sala de aula. Porém, destes fatores, a énfase dada neste
texto estd relacionada a adequacao do recurso computacional as tarefas em sala e suas

principais caracteristicas referentes as operacoes, principalmente, com nimeros inteiros.
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No item a seguir serao apresentados uma breve descricao de alguns recursos compu-
tacionais e aplicativos para dispositivos moveis destacando suas potencialidades para o
ensino de aritmética e os aspectos limitadores para o uso nas aulas de matematica.

Além da possibilidade de dar significados aos conceitos aritméticos descritos nos capi-
tulos anteriores a selecao dos aplicativos descritos a seguir também baseou-se em outros

dois fatores. O primeiro, motivacional como ressalta Pacheco e Barros (2013, p. 8)

Os softwares matematicos surgem como alternativa que amplia os con-
ceitos tedricos dos contetidos em sala de aula e de recurso dindmico que
pode atrair o interesse e a intuicdo dos alunos e incentivar o estudo dos

conceitos de forma inovadora.

O segundo ¢ a importancia da correcao do erro, algo fundamental em um aplicativo

E importante salientar que os softwares educativos precisam fornecer
para o aprendiz um processo em que corrija o erro, pois, a partir da
correcdo do mesmo, o aluno aprende um determinado conceito envol-
vendo situagdes problemas ou sobre estratégias de solucdes problemas.

(SANTOS, 2012, p. 58)

5.1 Aplicativos para o ensino de aritmética

Os aplicativos listados aqui servem de exemplos de recursos que podem ser utilizados
para dar sentido as operacoes matematicas, ou auxiliar em trabalhos deste tipo em sala
de aula. Atualmente existem varios aplicativos matematicos, estes destacados aqui servem
para mostrar as principais caracteristicas comuns a maioria deles indicando as principais
definicoes e propriedades aritméticas enunciadas nos capitulos iniciais.

Como um dos objetivos deste trabalho é fornecer recursos de facil acesso para o traba-
lho em sala de aula a escolha dos aplicativos listados a seguir baseou-se em duas etapas.
A primeira foi busca aleatoria por aplicativos relacionados a matematica na Internet. A
segunda etapa considerou as propriedades e defini¢oes mateméaticas apresentadas nos capi-

tulos iniciais relativos a construgao dos conjuntos numéricos. Os aplicativos selecionados
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deveriam ter algumas das caracteristicas:

e Funcionar em dispositivos méveis mais baratos.

e Possibilitar a relacao entre o aplicativo e o uso de materiais concretos.

e Possibilitar a construcao de situacoes problema envolvendo o aplicativo e a signifi-

cacao matematica.

e Evidenciar propriedades operatorias e seus significados.

e Mostrar erros e acertos.

e Adicao

e Subtragao

e Multiplicagao

e Divisao

e Contém operacoes com fragoes

e Equacoes

e Operacoes com numeros negativos

e Dicas para correcao dos erros

e Instrucoes nas solucoes dos problemas

e ['m portugués

e Métodos alternativos para operacoes apresentadas

Considerando estes fatores, sao destacados alguns aplicativos a seguir.
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Addition and subtraction for kids

Figura 1: Addition and subtraction for kids

1+1=3

ADDITION

AND

TION

For Kids

SUBTRAC

~

GAME

Select menu above and touch GO button

Fonte: captura de tela do aplicativo Addition and subtraction for kids.

Este ¢ um aplicativo para iniciantes? que reforca um algoritmo para a adicao e subtracao

com numeros naturais, destacando o recurso a classe de maior ordem. Existem dois modos

no aplic

subtraca

ativo, aprender e jogar. Para cada modo existem quatro categorias: adicdo e

o com formula e adicao e subtragcao com figuras.

No modo aprender para, as operacoes com formulas por exemplo, sao apresentadas

operacoes com nuimeros naturais destacando passo a passo o processo de subtracao e

recurso nas classes superiores, como no caso a seguir.

Subtraction With Formula

Figura 2: Etapas da subtracao

 Formula  Subtraction With Subtracti

on With

Formuls

l.'

Subtraction With

| A

3

H

'

1 e R J
LI} 1

%

’

] =S
3 ; \F% <£2
2 o

Tap t0 see the subtraction steps

Tap o see the subtraction steps. Tap 10 see the sublraction steps

Fonte: captura de tela do aplicativo Addition and subtraction for kids.

w

2Addition and subtraction for kids recebe o nome em Portugués:

ancas.
https://pl

Adicdo e Subtragdo Cri-
Aplicativo para dispositivo mdvel com sistema operacional Android.  Disponivel em:

ay.google.com /store/apps/details?id=com.munmunstudio.additionandsubtractionforkids&hl=pt BR

Subtraction With Formula

=t
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No modo jogar, o usuario deve repetir os passos apresentados no modo aprender para

realizar a subtracao ou adi¢ao corretamente escolhendo o valor que completa o retangulo

em destaque.

Score: 0

Subtraction

with Formula:

=

27

Tap numbers for
the correct answer

Figura 3: Subtracao no modo jogar

Score: 0 X
Subtraction

o { &

&

with Formula: “ é/@)}
No. 1 PRYAY

.3 .. PN

a & &

@ U

1y

Tap numbers for
the correct answer

Score: 0 e
Subtraction .
with Formula: - P
No. 1 PRYAS
N PN
%0
Tap numbers for
the correct answer

o123

Score: 0 3» lm_ i
Subtraction &
with Formula:
No. 1 \
 — PR

Tap numbers for
the correct answer

912

Fonte: captura de tela do aplicativo Addition and subtraction for kids.

Ha ainda os modos de adi¢ao e subtracao com figuras. Nestes casos o usuério deve

simplesmente contar as unidades relativas a operacao indicada também por uma féormula

matematica e preencher o campo de resposta com um dos valores disponiveis.

Figura 4: Subtracao no modo jogar
Addition with Picture

Addition with Picture

' 3
ES

(o
]

) 2 »
92 Z 7 0,
p . P s A
9@ W 9@
I

Fonte: captura de tela do aplicativo Addition and subtraction for kids.
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Nota-se ai que a interpretacao das operacoes estd relacionada a proposicao 2 na
qual a adicao esta relacionada a contagem, pois, para determinar o total de elementos é
necessario tomar repetidas vezes o sucessor de um ndmero inicial. Apesar de estar em
inglés é bem intuitivo e de ficil utilizacao para os alunos da faixa etaria recomendada.

Nao existem dicas ou correcoes a respeito dos erros cometidos pelo usuério, apenas

um alerta de que sua resposta estd errada aparece na tela.

Figura 5: Resposta incorreta

Score: 5

Subtraction
with Formula:
No. 6

Tap numbers for
the correct answer

Fonte: captura de tela do aplicativo Addition and subtraction for kids.

Mesmo destacando os passos para utilizacao do algoritmo de adi¢ao e subtracao en-
tre ntimeros inteiros, este aplicativo possibilita somente a compreensao dos sentidos de
acrescentar ou retirar, nao realiza operagoes com niimeros inteiros negativos, nao explora
relacoes de ordem e baseia-se na memorizacao de somas e subtracoes de ntiimeros com um
algarismo. A utilizacao deste aplicativo limita-se associacao de um numero a quantidades
de objetos.

Em relacao a significacao dos conceitos e propriedades matemaéticas apresentados nos
capitulos anteriores, este aplicativo é limitado, pois, nao destaca a proposigao 3, por
exemplo, ou seja, nao é possivel relacionar as varias fomas de somar ou subtrair dois

nimeros inteiros.
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5.1.2 The Number Adventures of Oscar

Figura 6: The Number Adventures of Oscar

The Number
Adventures
of Oscar

TOUCH

Fonte: captura de tela do aplicativo The number adventures of Oscar

Disponivel para download com o nome Os nimeros de Oscar®, o aplicativo The number
adventures of Oscar, também em inglés, oferece recursos geométricos para orientacao
nas operacoes com ntmeros inteiros. A subtracao é ilustrada com a representacao na reta
numeérica, o deslocamento a partir do niimero inicial no sentido correto permite determinar
a solucao facilmente. Ha trés opcgoes de resposta na tela, se a resposta dada for incorreta
nao se marca pontos e a proxima questao aparece na tela sem indicagao da resposta correta

ou outra orientagao, além da reta numérica, para conseguir chegar a solugao correta.

_Figura 7: Subtragao e a reta numérica

uestion? 1 ) =“ uestion?
aais10-7 o | (EE <)

4-11="?

=7 =% o
Om= @ @ @ @ @ @ @ @ = @ @ @ @ @ @ @

Question? 1 ‘))) E

— 7 7

=3 (% 5 7
O=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=—=0=—=0

e
®

=5 2] 5 7
@@ @ @ @ @ = @ e @ e @ e @ @ @ e @ == @ O == @

ENEXNES

Fonte: captura de tela do aplicativo The number adventures of Oscar.

Evidenciam-se nas operacoes propostas por este aplicativo a definicao 11 e as pro-
priedades apresentadas na proposicao 5, pois, as nocoes de maior ou menor podem ser
abordados neste caso, além do significado para nimeros opostos e suas representacoes
apresentadas na proposicao 7.

Para as expressoes numéricas com adigao nao héa indicagoes geométricas das solugoes.

3Aplicativo para dispositivo mdvel com sistema operacional Android. Disponivel em:
https://play.google.com /store/apps/details?id=com.anteia.tnaoco&hl=pt _BR
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Neste caso o usuario deve indicar a resposta correta, caso erre, nao é apresentada a solucao

da questao nem indicagoes para se encontrar o resultado esperado.

Figura 8: Expressoes com adigao

Question? 2 ‘))) E Question? 3 ‘))) E‘ Question? 0 ‘))) E‘

-10+(-15)=7 -14+1=7 (2+5)+(4+4)=7

(o Lo Lo R e o oo | < s [

Fonte: captura de tela do aplicativo The number adventures of Oscar.

O ponto forte deste aplicativo sao as divisoes, pois, o usuario pode comparar unidades
divididas em partes correspondentes aos denominadores presentes nas operacoes, ou cons-
truir fracoes equivalentes e relacionar a representacdo grafica a representagao numeérica.
Deste modo, mesmo para divisoes fora do conjunto dos niimeros inteiros, o aluno pode
atribuir significados as operagoes que realiza com devida orientagao do professor. Alguns

exemplos baixo.

Figura 9: Operagoes com fragoes }
Question? 6 ) E ‘
6+4="7 *)

AR V2 AT V2, V2 VR
WYY

”Quest{om? 5 1 ‘))) E‘

2= ?
gbﬂhg V2 V2
WD DWW

s [osos |

Fonte: captura de tela do aplicativo The number adventures of Oscar.

s T o

Como no exemplo anterior, o resultado da divisao enunciada aparece como partes de
uma ou mais figuras divididas em 10 partes iguais, desta forma é possivel, por meio da
proposicao 10, visualizar relacoes entre fracoes equivalentes e também entre fracoes e
a representacao decimal de ntmeros racionais. A compreensao desta proposicao facilita
a resolucao de operacoes entre fracoes sabendo que elas podem ser escritas de diversas
formas, além disto, a simples representacao apresentada pelo aplicativo possibilita dar

sentido para as propriedades DN1, DN2, DN3 e DN4, da proposigao 10.
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Apesar de se destacar na representacao fracionaria e decimal de quocientes este aplica-
tivo possui limitacoes acerca da multiplicacao, pois, nao ressalta propriedades importantes
como a comutatividade (que nao ocorre na divisao), e a propriedade distributiva da mul-

tiplicagao.

5.1.3 Math Negative Numbers Practice

Figura 10: Negative Numbers

Version 1.40.1
© 2014-2016 Haringey Mobile

Please contact us if you have
feature requests or complaints:

haringeymobile@gmail.com

RATE *
APPLICATION!

CREDITS and LICENSES:

(1) jqMath - a JavaScript module to format
mathematical expressions in web pages
http:/mathscribe.com/author/jgmath.html

Fonte: captura de tela do aplicativo Negative Numbers

Este aplicativo 4 (em inglés), assim como a maioria dos aplicativos mateméticos encon-
trados, funciona basicamente como um teste com perguntas sobre operacoes com nimeros
inteiros em diferentes categorias: adicao, subtracao, multiplicacao, divisao, equacoes, ine-
quacoes. Ha ainda uma opc¢ao para perguntas aleatorias dentre as categorias citadas.
No caso deste aplicativo, as definicoes e propriedades enunciadas nos capitulos inicias

evidenciam-se no processo de correcao das respostas dadas as perguntas dos testes.

4Aplicativo para dispositivo mdvel com sistema operacional Android. Disponivel em:
https:/ /play.google.com /store/apps/details?id=com.haringeymobile.mathpracticenegativenumbers&hl=pt _BR
goog g & _
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Figura 11: menu de operagoes com nimeros negativos

Negative Number

Addition Negative Number

Division

Negative Number
Equations

Negative Number
Subtraction

Negative Number

Negative Number Inequalities

Multiplication

Negative Number Mix %
Negative Number

Fonte: captura de tela do aplicativo Negative Numbers

A proposta deste aplicativo é testar a compreensao das propriedades aritméticas en-
volvendo nimeros negativos, nao hé indicacao geométrica ou qualquer outra indicagao na
forma de figuras que possibilite a relacionar a operacao proposta as diversas formas de
representa-las. As operagoes propostas obedecem as relagoes apresentadas no capitulo
3, com destaque novamente para a proposi¢ao 7 e para a proposi¢ao 10 no caso das
resolucoes das equacoes propostas, como na figura 13.

O diferencial deste aplicativo em relagdo aos outros do tipo perguntas e respostas
rapidas é seu enfoque nas operacoes com numeros negativos e apresentacao das respostas
das questoes que foram respondidas incorretamente ao final do questionario. Algumas

situacoes sao apresentadas nas imagens a seguir.

Figura 12: Operagoes com niimeros negativos

Fonte: captura de tela do aplicativo Negative Numbers
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H4 também equacoes e inequacoes simples, conforme os exemplos abaixo.

Figura 13: Equagoes e inequagoes com niimeros negativos

Fonte: captura de tela do aplicativo Negative Numbers

Para todas as respostas incorretas sao apresentados as respostas corretas assim como

no exemplo da figura 14.

Figura 14: correcoes e acertos

Question:

-2 -(-6)

Your answer:

14

Correct answer:

4

Fonte: captura de tela do aplicativo Negative Numbers

Este aplicativo pode ser uma alternativa para o trabalho com erros e acertos. Apos
identificar os erros pode-se explorar a solucao correta e as possiveis formas de se encontra-
la. Neste caso a significacao pode ser reafirmada apoés a utilizacao do programa com base
nos erros e acertos cometidos pelos alunos. Os caminhos realizados para conseguir corrigir
0s possiveis erros no processo de resolucao envolvem a compreensao das propriedades apre-
sentadas no capitulo 3, portanto, dar sentido a tais operacoes é essencial para conclusao
correta de exercicios como os propostos no aplicativo.

Apesar de suas potencialidades, sem devida orientagao este aplicativo torna-se um
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mero teste rapido para os alunos, portanto, sua utilizacao limita-se a trabalhos com ori-

entacoes especificas com foco em poucas propriedades aritméticas.

5.1.4 Second Grade Math Lite

Figura 15: Second Grade Math
@ “X‘ P> Secondb(ir‘andﬁenmalhu(e - ﬁ ®

Balloon ] @‘
Pop SR 4
_— P
-

ee®

Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

Second Grade Math® parece ter sido projetado para que os usuarios pudessem dar senti-
dos as operacoes mateméaticas. Neste aplicativo é possivel realizar operacoes de adicao,
subtracao, multiplicacao, resolucao de equacoes simples, comparacao entre fracoes. Ape-
sar do nome que pode ser traduzido como Matemdtica da sequnda série, este aplicativo
pode ser utilizado em diversas situacoes que reforcam alguns dos sentidos das operacoes
matematicas.

Comecando pela adicao, para resolver as situacoes propostas o usuério deve indicar
o niumero de unidades, dezenas e centenas resultantes por meio de blocos de diferentes
tamanhos. Para todas situagoes ha instrugoes por meio de adudio, infelizmente em inglés.
Para realizar a operacgao a seguir, por exemplo, devem ser movidos os blocos de forma ade-
quada. Se os blocos nao forem agrupados corretamente nao é possivel escolher nenhuma

das respostas.

5Aplicativo para dispositivo mdvel com sistema operacional Android. Disponivel em:
https:/ /play.google.com /store/apps/details?id=com.munmunstudio.additionandsubtractionforkids&hl=pt _BR
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Figura 16: Adi¢ao com blocos
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Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

A subtracao é realizada de forma semelhante a adicao. De uma quantidade inicial
de blocos devem ser retirados blocos suficientes para encontrar a solugao correta. As

instrugoes para a operacao aparecem por escrito e na forma de audio.

Figura 17: subtracao com blocos
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Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

As operacoes de adicao e subtracao neste aplicativo possibilitam trabalhar os sentidos
de juntar e retirar, além da decomposicao dos ntimeros em dezenas, centenas e unidades.
Infelizmente nao ha exemplos com niimeros negativos, no entanto, aparece aqui de forma
explicita a ideia apresentada na proposicao 2, ou seja, ¢ possivel relacionar de forma
tnica cada objeto & uma unidade de modo que somar ou subtrair resuma-se a contar.
Esta é uma ideia béasica da adi¢ao e subtragao, mas, compreendé-la é fundamental para
o desenvolvimento das propriedades mais complexas. As propriedades da adicdo e sub-
tracao com numeros naturais, na proposicao 3 também estao incluidas no processo de
resolucao das questoes propostas neste aplicativo, em especial as propriedade associativa

que possibilita escrever a soma de nimeros naturais de diversas formas.
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A multiplicacao neste aplicativo aparece destacando o sentido aditivo. Assim como foi
definida nos capitulos iniciais a multiplicacao ¢ compreendida como a soma de parcelas
iguais. Para realizar este tipo de operagoes sao apresentadas instrucoes e algumas bolas
fora de uma caixa transparente. As bolas devem ser agrupadas dentro da caixa para indi-
car corretamente o produto. Os grupos de bolas colocados dentro da caixa sao destacados
com a mesma cor. Por exemplo na multiplicacao 2 - 3 sao formados trés grupos com duas

bolas cada, cada grupo com uma cor diferente.

Figura 18: multiplicacao com sentido aditivo

Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

No sentido que é proposta a multiplicacao neste aplicativo a propriedade matemaética
que evidencia-se nos problemas de multiplicacao é a ideia apresentada na construcao da
definicao 3, ou seja, a soma de parcelas iguais pode ser entendida como multiplicacao.

A divisao e a representacao fracionaria possuem sentido de partilha, ou seja, o todo
deve ser dividido em partes iguais e para isto ¢ utilizado um pequeno macaco que recebe
partes de um todo. Assim como nas outras operacoes nao é possivel escolher nenhuma

das respostas se a divisao utilizando as figuras nao for feita corretamente.

Figura 19: multiplicacao com sentido aditivo
3 - _i’ | Feed the monkey 1/2 of the pie. How much pie is left?

Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.
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Como na definigao 7, a divisao neste aplicativo é compreendida como operagao inversa
da multiplicacao. Comparando como devem ser elaboradas as solucoes dos problemas de
multiplicagao e divisao é possivel notar o ideia de operacoes inversas.

H4 ainda dois modos que merecem destaque neste aplicativo a comparacao entre fra-
¢oes e o modo de equacoes. As equacoes envolvem adicao e subtracao e sao apresentadas
em forma aritmética e na forma de caixas com bolas. O objetivo é colocar ou retirar bolas

da caixa para encontrar o resultado pedido.

Figura 20: Equagoes com caixas

Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

Apresentadas desta forma, as equacoes neste aplicativo ressaltam as ideias de opera-
¢Oes opostas entre adicao e subtragdo e também a propriedade AZ3 da proposigao 8
chamada [ei do corte. Comparar fragoes na resolucao de exercicios neste aplicativo reforca
as ideias propostas para fracoes equivalentes na proposicao 10.

Para as comparacoes sao apresentadas trés fragoes que devem ser colocadas em ordem

crescente ou decrescente.

Figura 21: Comparacao de fragoes

Fonte: captura de tela do aplicativo Second Grade Math.

Diferente do aplicativo apresentado na secao anterior, este traz iniimeras possibilidades
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para o trabalho de significacao das operacoes com nimeros inteiros e fracdes ja relacio-
nados as situacoes propostas no software. A diversidade de situacoes apresentadas e o
fato de que todas elas podem ser reproduzidas utilizando materiais concretos tornam este
programa uma 6tima ferramenta introdutéria. O trabalho com os erros e avaliagao dos
métodos utilizados para se encontrar as solugoes corretas podem também ser abordados

em sala.

5.1.5 Photomath

Figura 22: Photomath

photomath

www.photomath.net

Precisa de ajuda?

Envie-nos uma pergunta

Fale Conosco

info@photomath.net

L'/ microblink

0 Photomath baseia-se na tecnologia de sistemas de
visdo em tempo real, desenvolvida pela Microblink.

www.microblink.com

TERMOS DE UTILIZAGAO

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

O Photomat® é um aplicativo, em portugués, incrivel. Basicamente ¢ uma calculadora,
porém, a forma de introdugao dos problemas a serem resolvidos faz a diferenca, pois, além
de dar a opcao de digitar a questao, este aplicativo utiliza a camera do dispositivo movel
para capturar expressoes matematicas e resolvé-las. As solucoes propostas sao completas
com uma descricao de cada passo utilizado para encontrar a resposta correta. No exemplo

a seguir ¢ apresentada a simplificacao da expressao

5—(=3)+7-3—(—4)(—2)

6 Aplicativo para dispositivo mdvel com sistema operacional Android ou iOS. Disponivel em:
https://photomath.net /en/
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obtida a partir da foto de um caderno utilizando a camera do dispositivo mével.

Figura 23: Simplificacao de expressao utilizando o Photomath

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

Apos capturar a imagem, o aplicativo apresentou a solucao a seguir.

Figura 24: Primeira parte da solucao Photomat

< Solving Steps

Simplifique a expressdo ¥

s-(-3):7--(-4)(2)
5+3+21+4x(-2)

5+3+21-8

Esta solugéo foi util?

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

Tocando em cada uma das linhas ¢ possivel obter explicacoes sobre os passos da

resolucao. Na figura 25 aparecem detalhes sobre a primeira linha
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Figura 25: Segunda parte da solucao Photomat
5-(-3 (-2) X
+

Quando existe um - antes de um
parénteses mude o sinal de cada
termo dentro do parénteses:
Multiplique os ndmeros

s+3+21+4x{-2) .

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

As instrucoes da linha seguinte aparece na figura 26

Figura 26: Terceira parte da solucao Photomat

5+3+21+4x(-2 X
5+3+21+4 2 X Multiplicar um ndmero positivo e
negativo resulta num negativo:
+ a =
Multiplique os nimeros e 27'
By Bsie ¢ 5+3+21-(4x2 s

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

Os 1ltimos passos estao em destaque na figura 27

Figura 27: Quarta parte da solucao Photomat

5+3+21-8 X
29-8 X
Calcule a soma dos numeros
positivos e Subtraia 0os nimeros e
29-8 J 21

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.

Por meio deste aplicativo é possivel destacar o sentido algébrico das operagoes com
numeros inteiros apresentados no capitulo 3. Acompanhando as etapas da resolucao o
professor pode intervir ressaltando as definicoes e propriedades implicitas em cada co-
mando dando sentido as operacgoes realizadas. As solugoes funcionam como tutoriais para

encontrar as respostas dos problemas registrados no aplicativo indicando corretamente a
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ordem das operacoes, a associatividade e a distributividade da multiplicacao dadas pelas
propoigoes 10 e 12.

O Photomath, apesar de potente, é um aplicativo para séries mais avancadas, pois
exige interpretacao cuidadosa das resolucoes propostas, caso contrario torna-se apenas
uma calculadora.

Além de problemas envolvendo operagoes com nimeros reais este aplicativo soluciona

equacoes, calcula derivadas e até integrais como no exemplo da figura 28.

Figura 28: Integrais no Photomath

< Solving Steps g €&  Solving Steps g

Calcule o integral indefinido ¥ Calcule o integral indefinido ¥

2
ISX dx+/|n(x)dx fSdeX+f iz X
5><[X2dx+[|n(x)><1dx Usando

faXf(x)dx=aXIf(x)dx,a€R,

simplifique a expressédo

X 8 1 Para usar a formula de integragéo
5x—+1In ( X) xX- | xx—dx por partes, expanda a expressao
3 X o
e ol
X + X
—+In(x)><x—f1dx X dx N
3
X3
—+In(x)><x—x
3

Fonte: captura de tela do aplicativo Photomath.
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5.1.6 Significacao

Figura 29: Software Significacao
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Fonte: http://www.matematicajatai.com/significacao/

3x3

Diferente dos outros programas apresentados anteriormente, este é um software, em fase de
testes, elaborado por professores de matematica da Universidade Federal de Goids com o
objetivo de dar significado as operacoes matematicas’. Portanto, este ndo é um aplicativo
que sirva simplesmente de passatempo ou teste de conhecimento aritméticos. Um de seus
objetivos é fornecer ao professor ferramentas para fazer compreender as relacoes entre

ntmeros inteiros a partir dos sentidos aritméticos dados para cada operacao.

A pagina do programa na internet possui uma breve descricao do software

Livre acesso ao Significacao, um software gratuito e sem necessidade de
instalacao, que ajuda a dar significado a contas que fazermos de maneira
automatica, sem pensar no seu significado; Este software é uma versao
digital da Matemética de tabuleiro, e uma versao online para testes ja
esta disponivel em www.matematicajatai.com/significacao. Esta é uma
versdo preliminar que serd totalmente refeita em breve, e entdo estara
disponivel para download em computadores, tablets e celulares. (Dispo-

nievel em http://www.matematicajatai.com/LEIS, acesso 10/16)

E essencial que se tenha uma ferramenta capaz de traduzir as ideias mateméaticas basicas
para a significagdo correta dos conceitos e propriedades da aritmética, nesta perspectiva

o Significacao esta sendo desenvolvido. Comecando pela definicao de niimeros naturais

"Aplicativo em Html5 disponivel acessivel em sistemas operacionais Linux, Windows e
Mac Os, para computadores e Android e iOs para dispositivo mdvel. Disponivel em:
www.matematicajatai.com /significacao
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dada por meio dos axiomas 1, 2 e 3 (pagina 20), nota-se que é possivel relacionar cada
unidade do conjunto dos ntimeros naturais a um tnico objeto e ainda notar que obter
sucessores nada mais ¢ do que acrescentar um elemento unitario ao conjunto inicial. O
software apresentado neste toOpico propoe a associacao de unidades representadas por
fichas coloridas a unidade do conjunto dos nimeros naturais. Introduzindo outra cor para
as fichas é possivel relacionar cada unidade com seu oposto e consequentemente cada
numero resultante da soma de unidades também. As operagoes com ntiimeros inteiros sao
construidas a partir desta associacao no aplicativo, desta forma verifica-se facilmente a
proposicao 2 na construcao de adicoes por meio de fichas.

Atribuindo corretamente significados a definicdo e as operacdes de adicao e subtracao
com nimeros inteiros é possivel também explorar os conceitos relativos a relacao de ordem
dos ntmeros inteiros, pois, como foi feito na definigao 11, a relagao de ordem pode ser
definida a partir do resultado da subtracao entre eles, assim como as propriedades desta
relacao em destaque na proposicao 9 podem ser exemplificadas com facilidade por meio
do aplicativo.

Este aplicativo possui duas fungoes basicas. Como foi dito anteriormente uma delas é
ser utilizado como uma versao virtual da Matematica de tabuleiro um material didéatico
sobre operagoes com numeros inteiros (descrito na proxima secao). A outra é ser utili-
zado (nesta versao preliminar) como tutorial para operagbes com ntimeros inteiros. Os
exemplos sao relacionados a animacgoes destacando os sentidos das operacoes e a relacao
entre ntimeros positivos e negativos. Nao sao apresentados algoritmos para as operacoes,
estas sao feitas por meio de representagoes de fichas circulares que se anulam, juntam ou
combinam em grupos como nos exemplos a seguir. Além disso, para representar diversas
expressoes numéricas, estao disponiveis sinais operatorios e sinais associativos, além de

caixas para representar incognitas como na figura abaixo.
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Figura 30: Elementos do Significagao

Fonte: http://www.matematicajatai.com/significacao/

A adicao e subtracao entre nimeros inteiros neste software destacam o significado
de juntar ou retirar, ressaltando o sentido de niimero negativo definido no capitulo 3 e a
adicao e subtragao como operacoes inversas. Duas etapas da soma 2-+3 estao representadas

na figura 31.

Figura 31: Adicao de naturais no Significagao

Fonte: http://www.matematicajatai.com/significacao/

A adigao entre um ntimero negativo e um positivo aparece na figura 32. A operacao
animada é 7+ (—3). Por meio deste exemplo é possivel verificar que na adigao ou subtragao

com nimeros inteiros cada unidade positiva anula uma negativa.



71

Figura 32: Adicao de inteiros no Significacao

Fonte: http://www.matematicajatai.com /significacao/

As propriedades descritas nas proposigoes 3 e 8 sao facilmente verificiveis por meio
do software, pois, a representacao por fichas permite agrupar de diferentes formas um
conjunto com varias unidades. No caso da propriedade 8 sao utilizadas fichas de cores
diferentes para diferenciar niimeros negativos e niimeros positivos.

Durante o processo de adicao, fichas de cores diferentes se anulam o que ressalta a
noc¢ao de nimeros opostos e sua representacao destacada na proposicao 7.

Este software também destaca na multiplicacao a ideia apresentada na construcao
da definicao 3, ou seja, a soma de parcelas iguais para representar a multiplicacao.
A atribuicao deste sentido a multiplicacao por meio deste aplicativo pode ser feita de
forma clara e objetiva, pois, durante a resolucao de multiplicacoes sao evidenciados o
nimero de parcelas e a quantidade de elementos em cada uma delas de acordo com os
fatores presentes na multiplicacao. Como exemplo de multiplicacdo com sentido aditivo,
incluindo parcelas com de nimeros negativos temos a multiplica¢ao 2-(—3) cuja animagao

estd resumida na figura 33.
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Figura 33: Multiplicacao no Significacao

—

Fonte: http://www.matematicajatai.com /significacao,/

A divisao no significacao é apresentada no sentido de repartir, para ntimeros negativos
ou positivos. No exemplo a seguir ¢é realizada a divisao 9 : (—3). Primeiramente o nove é
repartido em 3 grupos com quantidades iguais e em seguida, como o divisor é negativo e

o dividendo positivo, é alterado o sinal do quociente.

Figura 34: Multiplicacao no Significacao

.-'/::

Fonte: http://www.matematicajatai.com /significacao/

Nota-se no exemplo anterior a ideia de operacao inversa em relacao a multiplicacao e
também a possibilidade de dar sentido para as propriedades DN1, DN2, DIN3 e DN4,

da proposicao 10.
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Tabela 1: Comparacao entre aplicativos

Caracteristicas/Aplicativos 11234 6
Adigao X | X[ x| x X
Contém operacoes com fracoes X | X X
Dicas para correcao dos erros X
Divisao XX | X X
Em portugués X
Equacoes X | X
Evidencia propriedades operatorias e seus significados X X X
Funciona em dispositivos méveis mais baratos X | x| x| x X
Instrucoes nas solucoes dos problemas X
Métodos alternativos para operacoes apresentadas X X
Mostra erros e acertos X
Multiplicagao X! x| x X
Operagoes com ntimeros negativos X1 x| x X
Relagao entre o aplicativo e o uso de materiais concretos X X X
Subtracao X | x| x| x X

Addition and subtraction for kids
The Number Adventures of Oscar
Math Negative Numbers Practice
Second Grade Math Lite
Photomath

Significacao
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Ainda nao existem representacoes fracionarias para o Significacdo, nem animagoes

para todos os tipos de expressoes aritméticas, no entanto, o trabalho com a sua versao

fisica torna-se um grande facilitador para a compreensao dos conceitos enunciados nos

primeiros capitulos.

Cada um dos aplicativos aqui apresentado servem de exemplos para as categorias mais

comuns dos aplicativos sobre aritmética de facil acesso. Para cada um deles é possivel

identificar o significado dos niimeros e operagoes relativas aos problemas propostos. A

tabela a seguir destaca as principais caracteristicas matematicas encontradas em cada um

dos aplicativos apresentados.

Na secao a seguir sera apresentado o modelo fisico do aplicativos Significacdo e uma

proposta de utilizacao deste software em sala de aula.
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5.2 Proposta de utilizacao para o software Significacao

A finalidade desta se¢ao é apresentar uma proposta de utilizagao do aplicativo Significacao
em sala de aula de forma que o professor possa transmitir os conceitos e propriedades
apresentados na construcao dos conjuntos numéricos, criar uma situacao didatica na qual
possam ser superados obstaculos didaticos especificos e, sobretudo, que o aluno possa dar
significado as operacoes realizadas.

O objetivo da proposta aqui descrita é, por meio de atividades envolvendo expressoes
algébricas, representadas por software ou por material concreto, apresentar sentido arit-
mético e pratico para operacoes com nimeros inteiros possibilitando a significacdo das
mesmas. Na secao anterior foram destacadas as potencialidades do software Significacdo
em relacao as defini¢oes e propriedades enunciadas nos capitulos iniciais e é com énfase
em tais caracteristicas que as atividades descritas a seguir devem ser desenvolvidas.

Para o desenvolvimento da proposta é necessario disponibilidade de um laboratério
de informatica ou dispositivo movel para utilizacao do aplicativo, material para registro
escrito e jogos da versao concreta do Significacao.

Em um primeiro momento os alunos podem ser divididos em duplas e apresentados ao
aplicativo Significacao, tendo alguns minutos para familiarizacao com os recursos do pro-
grama. A seguir o professor deve fazer a primeira intervencao explicando o funcionamento
do software e orientando os alunos para que vejam os exemplos iniciais e utilizem a fer-
ramenta para representacao de expressoes algébricas especificas para a aula. O professor
pode apresentéi-las na forma algébrica e pedir a representacao geométrica, ou apresentar
a representacao geométrica e solicitar o registro das expressoes algébricas corresponden-
tes. As expressoes devem ser registradas por escrito em um caderno por exemplo. Os
registros podem ser feitos em duplas ou individualmente. Neste momento o professor
pode ressaltar a utilizagao correta dos sinais operatorios com énfase na definigao 11, por
exemplo, e os sinais associativos destacando sua importancia destacado na proposicao
8 e na definicao 12, além de destacar propriedades relativas a igualdade. Os registros

podem ser utilizados, juntamente com o desempenho durante a tarefa, para avaliacao do
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primeiro momento.

Finalizado o primeiro momento os alunos devem agora utilizar o material concreto
Matematica de Tabuleiro (figura 35) para representar e resolver situagoes problema que
envolvam operacoes aritméticas com niimeros inteiros. O professor deve atuar como me-
diador, questionando os métodos utilizados, destacando propriedades importantes para
a solucao, orientando a significacao dos conceitos trabalhados.Uma das propriedades que
merecem destaque neste momento é o jogo de sinal. As fichas do material possuem duas
faces com cores distintas, o que possibilita trabalhar com operacoes entre ntimeros opostos
alternando entre estas cores.

Novamente devem ser feitos registros sobre a atividade, nestes os alunos devem tam-
bém destacar o sentido das operacoes com numeros inteiros em cada situacao. As solu-
coes devem ser discutidas em sala apresentando os diversos pontos de vistas dos alunos,
apontando erros, acertos e realizando corregoes conceituais e relativas as propriedades

aritméticas utilizadas.

Figura 35: Matematica de Tabuleiro

Fonte: http://www.matematicajatai.com/LEIS

Em um outro momento o trabalho deve ser voltado para solucao de problemas envol-
vendo situagoes concretas. Os problemas propostos devem destacar situacoes que podem
realmente acontecer e envolver os diversos sentidos dados as operacoes matematicas. Os
registros e discussoes também sao importantes nesta etapa.

A avaliacao do aluno é feita por meio dos registros, discussoes e desempenho nas

atividades em duplas observando os a utilizacao correta dos conceitos matematicos.
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Existem ainda um conjunto de videos sobre o Matematica no Tabuleiro® e as operacoes
aritméticas que podem ser sugeridos como atividade complementar. Nestes videos as
operacoes também sao trabalhadas de forma a dar sentido as propriedades matematicas.

Aspectos relativos a importancia do conhecimento e utilizacao correta dos conceitos e
propriedades apresentadas nos capitulos iniciais nas situacoes didaticas sao apresentados

no capitulo a seguir.

8disponivel em https://www.youtube.com/channel/UCh-AnqG_ Az0dLcyb5y- 2Rg



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Exige-se rigor matematico por parte dos professores em relagao a definicoes, construcoes e
propriedades matematicas, para que possa se extrair o maximo no processo de transposicao
didatica. E necessario que o professor possua embasamento teérico suficiente para criar
situagoes didaticas que possibilitem a aprendizagem dos elementos matematicos de forma
objetiva. Nota-se que este é um dos propositos do PROFMAT, pois, é um programa que
oferece disciplinas relacionadas ao ensino basico como fungoes, algebra linear, geometria
plana e espacial, matematica financeira, estatistica, probabilidade entre outras. Em cada
uma destas disciplinas é proposta a fundamentacao teédrica dos elementos matematicos
estudados no ensino basico, assim como o estudo aprofundado das relagoes e propriedades
referentes a tais elementos e diversas aplicagoes.

Pode parecer exagero o embasamento tedrico para conceitos simples, contudo, conhecer
a fundo o que se ensina é fundamental para o esclarecimento de dividas, reconhecer qual
sentido o aluno atribui aos conceitos apresentados e prever o que serd necessario para
aprender os conceitos futuros.

Este texto foi elaborado nesta perspectiva, oferecendo aos professores de matemética
embasamento tebrico sobre aritmética, consideragoes a respeito do ensino dos conceitos
e propriedades aplicados e uma opc¢ao de recurso didatico, considerando suas principais
potencialidades.

Mesmo ap6s um planejamento detalhado o professor de matemética se depara com

77
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diversas situacoes durante as aulas e deve estar preparado para maioria delas. Tanto para
o momento de planejamento como para o de execucao devem estar bem claros os processos
de defini¢ao, estudo das propriedades, significagao e possiveis aplicacoes dos conteidos
relacionados para as aulas. A compreensao dos processo de construcao e caracterizacao
dos conjuntos numéricos torna-se, portanto, essencial para o bom desempenho do professor
de matematica.

Os topicos apresentados nos capitulos anteriores apresentam recursos para que o pro-
fessor note de que forma sao utilizados os conhecimentos relativos aos conjuntos numéricos
no uso de aplicativos de matematica em sala de aula e quais os sentidos dados as operacoes
por meio deste aplicativos.

Para se chegar ao compreendimento abstrato, quando necessario puramente aritmético,
é preciso dar significado aos nimeros e operacoes matematicas. Este processo envolve
superacao de obstaculos didaticos relativos as situacoes propostas ou inerentes ao contetido
trabalhado. Para para supera-los é necessario criar situacoes didaticas na qual o aluno seja
o principal ator. Estas situagoes devem explicitar, por meio da intervencao do professor,
os sentidos das operacgoes envolvidas e possibilitem a significagdo matemaética.

Nesse contexto a utilizacao de aplicativos em sala torna-se uma opgao relevante, tendo
em vista a atual facilidade de acesso a tecnologia por parte dos alunos e a relacao deste
tipo de ferramenta com seu cotidiano. Mesmo conhecimento matemaético fundamentado,
objetivos especificos para o trabalho com aplicativos em sala de aula e condicoes para
utilizacao de recursos didéaticos variados ainda existem fatores que dificultam a utilizacao
de aplicativos para o trabalho de significacao em sala de aula.

O primeiro fator que pode-se destacar é o despreparo dos professores em relacao as
novas tecnologias. Utilizar um projetor ou uma lousa digital como um simples quadro
negro é retrocesso. Ainda falta capacitacao por parte dos professores para o trabalho com
novos recursos. B inegavel que a pratica por meio de exercicios e problemas é fundamental
para a aprendizagem em matemaética, porém, é necessario que o aluno atribua sentido a
este processo e se considere 1til, protagonista, interagindo de formas variadas com o

conhecimento matemaético, pensando ou aplicando em areas de seu interesse.
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Outro fator é a inexperiéncia por parte dos alunos. Como professor pude notar que
muitos alunos que utilizam dispositivos moéveis durante grande parte do seu dia ainda
limitam-se as redes sociais, jogos e videos. Para as escolas particulares por exemplo sao
disponibilizados intimeros recursos, com base no sistema de ensino adotado, como acom-
panhamento da rotina de estudos, agendas das atividades escolares, correcoes comentadas
de exercicios do material utilizado em sala e dos simulados realizados, videoaulas, jogos
educacionais, materiais de pesquisa, entre outros; porém, muitos alunos nao aproveitam
o potencial destes recursos por apresentarem dificuldades na utilizacao dos aplicativos
educacionais.

Os recursos existem e sao intimeros, mas, os alunos ainda sao alunos, precisam de
orientacao e para isto os professores precisam se adequar a realidade de cada escola e aos
recursos disponiveis.

Para uso adequado de ferramentas tecnologicas em sala de aula é necessério restringir o
uso dos dispositivos com acesso a Internet a sites e aplicativos especificos, direcionados ao
tema da aula, pois, as iniimeras e tentadoras possibilidades do uso de dispositivos méveis
torna facil a dispersao dos alunos acessando conteiidos nao relacionados as atividades
propostas pelo professor.

Um outro fator limitador é a existéncia de aplicativos especificos para o trabalho
de matemética, em linguagem acessivel aos alunos e que possa dar sentido ao contetido
trabalhado. Como foi apresentado na se¢ao anterior, a maioria dos aplicativos disponiveis
sao feitos meramente para treino de célculos ou tém um nivel extremamente basico. Diante
da necessidade da utilizagao de novas tecnologias acessiveis em sala de aula é preciso criar
recursos condizentes a situacao atual.

Tais fatores nao descartam a relevancia e a necessidade da insercao de software no
ensino de matemaética, a intervencao adequada do professor criando situagoes didaticas
com objetivos especificos para dar significados corretos aos ntimeros, incluindo o sentido
puramente aritmético, e para as operagoes matematicas, além da nocao pratica de juntar,
completar, repartir ou somar parcelas iguais torna-se um grande potencializador do ensino.

Apesar das limitagoes dos aplicativos de facil acesso, é possivel por meio da utilizacao
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de aplicativos compreender as propriedades e definicoes apresentadas nos capitulos inici-
ais durante a constru¢ao dos conjuntos numéricos. Como foi exemplificado no capitulo
anterior, cada aplicativo possui caracteristicas diferentes que podem ilustrar proprieda-
des aritméticas e os conceitos utilizados na construcao dos conjuntos de diversas formas
facilitando a atribuicao de sentido as operacoes matematicas.

A utilizacao de materiais concretos relacionados aos aplicativos em situagoes didaticas
facilitam a compreensao do que foi trabalhado de forma virtual, tendo sempre o profes-
sor como mediador, cria-se possibilidades para compreender as relagoes entre nimeros
entendidos com elementos de conjuntos que possuem propriedades em comuns e quais as

consequéncias destas propriedades.
A impossibilidade de dar sentido aos niimeros e operacoes pode tornar a matemaética

puramente mecanica, como ressalta Bezerra (2008, p.38)

Na pratica escolar, verificam-se, em grande parte dos alunos, e até mesmo
em alguns professores, as dificuldades quanto ao dominio pleno dos algo-
ritmos, que sdo utilizados de maneira mecénica e sem significado. Muitos
professores empregam técnicas diversas de célculo, mas nao compreen-
dem o porqué de cada procedimento, e os alunos repetem um modelo ao

qual néo atribuiram sentido légico ou pratico.

A discussao acerca da significacao foi baseada no conjunto dos ntimeros inteiros e naturais.
Obviamente a Matematica escolar nao se resume a operacoes com nimeros naturais ou
inteiros, mas, esta ¢ a base para os algoritmos de todas as operagoes com nimeros reais,
por exemplo, além de ser a base da significacao das operacoes basicas e os alunos devem
compreender o significado das operacoes matematicas durante a resolucao dos problemas.

O software Significacdo ainda estd em fase de desenvolvimento, mas, pode ser um
dos primeiros recursos elaborados por professores com o objetivo de dar sentido para as
operacoes matematicas. Apesar de a situacao proposta no capitulo anterior envolvendo
este software nao ter sido aplicada, cria-se a partir de tal ferramenta inimeros recursos
para trabalhos significativos em sala de aula.

A existéncia de intimeras ferramentas matemaéaticas nao substitui a peca fundamental
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no processo de ensino-aprendizagem: o professor. Mesmo com recursos didaticos sofisti-
cados, formacao matemaética consistente e ambientes adequados ao ensino os limites da
aprendizagem e da significagcao eficaz em matematica dependem da atuacao coerente do
professor. Os itens apresentados nas se¢oes anteriores buscam colaborar para a formacgao

dos mesmos.
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ANEXO II

A ARITMETICA NO PROFMAT E INNOCOES BASICAS DE

FUNCOES

Neste capitulo falaremos brevemente sobre a abordagem da Aritmética nas disciplinas
iniciais do PROFMAT, a seguir apresentaremos algumas no¢oes sobre func¢oes que serao
uteis

Numeros e Funcoes Reais, Matematica Discreta e Aritmética sao as disciplinas que
abordam diretamente a aritmética no Programa de Mestrado Profissional em Matematica
nos periodos iniciais do curso. A primeira destas disciplinas trata da nocao de conjunto,
operacoes e relacoes entre conjuntos, funcoes e graficos de funcoes. A apresentacao da
teoria dos conjunto é feita de forma genérica sem detalhes sobre a construcao dos conjuntos
abordados durante o curso. E apresentada, no entanto, uma descricao formal do conjunto
dos niimeros reais a partir das propriedades de seus elementos.

A disciplina Matemética Discreta aborda inicialmente os conjuntos numéricos de forma
mais minuciosa destacando a construcao axiomatica dos niimeros naturais, a definicao das
operacoes de soma e multiplicacao e as relacoes de ordem dos elementos deste conjunto
dando énfase ao principio de inducao matemaética. A seguir pode-se destacar o estudo
de recorréncias, progressoes, topicos de matemaética financeira, analise combinatoria e
probabilidade.

A terceira disciplina, Aritmética, trata inicialmente de resultados e problemas relativos

a divisibilidade. Porém, por ser uma disciplina ofertada apds a Matematica Discreta,
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nao sao retomadas as definicoes e propriedades elementares dos conjuntos dos nimeros
naturais e inteiros, assume-se que estes sao dois conjuntos rigorosamente definidos e com
propriedades a serem utilizadas para a construcao de novos conceitos e demonstracao de
novas propriedades. Apoés o estudo da divisibilidade é apresentado conteiidos relativos a
méaximo divisor comum, minimo multiplo comum, o Teorema Fundamental da Aritmética,
congruéncia e seus principais resultados como o Pequeno Teorema de Fermat, os teoremas
de Euler e Wilson por exemplo.

Trataremos nos itens a seguir da construcao e caracterizagao de conjuntos numeéricos.
Conjunto é um conceito primitivo, sendo assim, nao possui uma defini¢ao formal. Porém,
é possivel elaborar um significado adequado ao contexto deste trabalho. Consideraremos
um conjunto todo agrupamento de objetos com propriedades em comuns ou nao, mas que
seus elementos possam ser identificados. Além de uma nocao prévia sobre conjuntos a
construcao axiomatica dos nimeros naturais necessita de alguns conceitos e simbologia
especifica. No topico a seguir serd definido o que é uma funcao e os principais conceitos

e propriedades relativos a esta defini¢ao.

Nocoes Basicas de Funcoes

Vejamos algumas definicoes e exemplos sobre funcgoes.
Definicao 27. Dados A e B dois conjuntos quaisquer uma funcgao é uma relacao f :
A — B (lé-se fde A em B) que associa cada elemento de x pertencente a A (x € A)a um,

e somente um, elemento y em B (y € B).

Em relagdo aos conjuntos A e B e seus elementos x e y, respectivamente, podemos

considerar as definicoes abaixo.

Definicao 28. Dados dois conjuntos A e B e uma funcao f : A — B, chamaremos de

dominio e contradominio de f os conjuntos A e B, respectivamente.

Definicao 29. O subconjunto de B que contém todos os elementos y que possuem algum

elemento x em A associado a eles é chamado de imagem da fungao f. Ou seja a imagem
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da funcao f é o conjunto f(A) ={ye B/3x € A, f(z) =y}.

Definicao 30. Dado = € A, o tnico elemento y = f () € B correspondente é chamado

imagem dez.

Considerando ainda os conjuntos A, Be f: A — B, temos as seguintes defini¢oes.
Definigao 31. f é sobrejetiva se para todo y € B , existe x € A tal que f(x) =y;
Definigao 32. f é injetiva se x1, 13 € A, x1 # 12 = f(x1) # [ (x2) .

Definicao 33. f é bijetiva se é sobrejetiva e injetiva.

Definigao 34. Sejam f: A — Be g: B — C funcdes tais que o dominio de g é igual
ao contradominio de f. Definiremos a fungao composta go f : A — C, que consiste em

aplicar f e depois g. Ou seja, (go f) (x) = g (f (z)) para todo x € A.

Para esta ultima definicao vale ressaltar que dadas f : A — B, g : B — C e
h: C — D aplica-se a lei associativa (hog)o f =ho(go f): A— D. Basta notar que

para todo = € A, temos:

((hog))o f(x)=(hog)(f(x))=h(g(f(x)="h((gef)(x)) = (hol(gof)) (z)

Definido desta forma, é possivel utilizar a notacao
De acordo com as figuras a seguir podemos apresentar alguns exemplos que envolvem

as defini¢coes acima.

Da Figura A, temos que a relagao f ndao é uma funcao de W em Z, pois, nem todos os
elementos de W possuem um correspondente em Z. Nao existe f (2). Além disto temos

outro fator que descumpre uma das exigéncias apresentadas na Definicao 27 , para



Figura A: fW — Z

fW—Z

Fonte: o autor (2016)

Figura A fW — Z:

Figura B:th: M — N

h:M —» N

b~

€~

Fonte: o autor (2016)

Figura B h: M — N :
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0 € W temos f(0) =ae f(0) = c com a # c. Para que f fosse considerada uma fungao
cada elemento do conjunto W deveria ter um, e somente um, elemento correspondente
em /.

A relacao h : M — N, da Figura B , por outro, lado é uma funcao pois nao
descumpre nenhuma das exigéncias da Definicao 27. Neste segundo exemplo temos
ainda que a funcao h : M — N é injetiva, porém, nao é sobrejetiva.

O conceito de funcao é necessario para caracterizacao axiomética do conjunto dos ni-
meros naturais adotada neste texto, utilizando uma linguagem matematica atual, bem
como para a demonstracao de resultados apresentados nos capitulos sobre conjuntos nu-

méricos.



