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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar alguns topicos da teoria de grafos com o intuito de
resolver alguns problemas. Para complementar, abordamos um leve estudo de matrizes,
autovalores e autovetores. O primeiro problema é conhecido como o Problema da Ponte de
Konigsberg, onde tal, foi considerado o problema que deu origem ao estudo sobre grafos. O
Problema das Casas que é uma brincadeira, que nos mostra varias proposicoes sobre grafos
planares e bipartidos. Alguns modelos que podemos relacionar grafos, tais como veremos
no problema dos canibais e no jogo de xadrez. Por fim, trabalharemos com aplicagbes na
matriz de adjacéncia como no problema do Condominio de Chdcaras e no Numero de
Caminhos Possiveis em um Grafo, onde trabalharemos com figuras geométricas, resolvendo
aparentemente um problema de contagem, utilizando autovalores e grafos. Como suporte

metodoldgico serd abordado Algebra Linear.

Palavras-chave: Grafos, Matrizes, Autovalor, autovetor e Polinémio caracteristico.






Abstract

This work aims to study some topics of graph theory in order to solve some problems. In
order to complement, we approached a light study of matrices, eigenvalues and eigenvectors.
The first problem is known as Kdnigsberg Bridge Problem, where this was considered the
problem that gave rise to the study on graphs. The House Problem is a joke, which shows
us several propositions about planar and bipartite graphs. Some models we can relate
graphs, such as we can observe in the problem of cannibals and in the game of chess.
Finally, we will work with applications in the adjacency matrix as in the Problem of the
Condominium of Farms and in the Number of Possible Paths in a graph, where we will
work with geometric figures, apparently resolving a counting problem using eigenvalues

and graph. As a methodological support will be approached Linear Algebra.

Keywords: Graphs, Linear Algebra, eigenvalue, eigenvector and characteristic polynomial.
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Introducao

Atualmente ha varios estudos sobre grafos em diversas areas de conhecimento,
na Fisica com aplicacdo em resistores, na Quimica com o interesse em moléculas de
hidrocarbonetos e niveis de energia, na Biologia com foco na cadeia alimentar, na Economia
com métodos para crescimento populacional, rotas de trafego aéreo, modelos de menor

caminho percorrido, modelos de contagem.

No primeiro capitulo serao introduzidos as principais defini¢oes e propriedades

sobre grafos com exemplos, tendo o intuito de facilitar a compreensao do terceiro capitulo.

No segundo capitulo, apresentaremos alguns topicos de Algebra Linear, com foco
em operacoes com matrizes, o estudo de determinantes, autovalores e autovetores com

aplicagdo na geometria e diagonalizacao, para aplicar em modelo de contagem.

No terceiro capitulo, mostraremos alguns problemas cléssicos, tais como a ideia
associada para o estudo inicial sobre grafos, com o problema solucionado por Euler. Uma
brincadeira envolvendo Casas e servicos bésicos. Aplicaremos os conceitos vistos em Algebra
Linear relacionando a grafos, com a matriz de adjacéncia, mostrando alguns teoremas e

um modelo de contagem utilizando grafos de sélidos geométricos.
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1 Conceitos Introdutérios

Neste capitulo, serd introduzido alguns conceitos bésicos da Teoria de Grafos!,
suas principais caracteristicas, algumas aplica¢oes, assim como notagoes com o intuito de

facilitar o entendimento dos capitulos posteriores.

Desde ja, deixaremos bem claro, que nosso objetivo é o estudo de grafos finitos,
onde escreveremos apenas grafos. Neste capitulo utilizamos o livro de [1] como principal

referéncia.

1.1 Definicoes e Notacoes

Um grafo G é constituido por um par (V, A), determinado por um conjunto nao
vazio e finito V', onde os elementos sdo denominados vértices, e A um conjunto de elementos,
denominados de arestas, onde cada aresta é um subconjunto de V', contendo 1 ou 2 vértices.
Dada uma aresta {u,w} € A, os vértices u e w sdo as extremidades da aresta, ou seja,
dizemos que as arestas incidem em u e w. Quando temos uma aresta unitaria, isto é, sendo

ligada a um mesmo vértice u, esta é denominada de lago.

Os grafos que iremos estudar neste trabalho nao serao incluidos grafos com lagos,

arestas multiplas, ou seja, varias arestas incidindo no mesmo par de vértices.

(o}
. ' d
b
Figura 1.1 — Laco, arestas multiplas

Na figura 1.1, temos no vértice a um lago e nos vértices b e ¢ arestas multiplas, no

caso, trés arestas incidindo em dois vértices.

Indicamos o nimero de vértices e o nimero de aresta de G, respectivamente por |V|
e |A|. O grau de um vértice é determinado pelo nimero de arestas que incidem neste, seja
um vértice u, representamos o grau do vértice u por d(u), ou seja, o grau de um vértice é

sua cardinalidade.

L A palavra “grafo” é um neologismo da palavra graph em inglés.
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.

Figura 1.2 — Representacao geométrica de um grafo G

Na figura 1.2, vemos a representacao de um grafo G = (u,w), onde temos o
conjunto de vértices V' = {a, b, ¢, d} e conjunto de arestas A = {{a, b}, {b, c},{b,d},{c,d}}.
Também pela figura, verificamos que dois vértices sdo ditos adjacentes ou vizinhos, quando

sao extremidades de uma aresta. Os graus dos vértices de GG sdo respectivamente dados

por d(a) =1, d(b) =3, d(c) =2 e d(d) = 2.

Proposicao 1. Em qualquer grafo, a soma dos graus de seus vértices € igual ao dobro do

numero de arestas, onde satisfaz a sequinte identidade.

D d(u)=2] Al

Demonstracdo. Seja uma aresta com os vértices a e b, ela contribui uma unidade a cada
um dos graus de d(a) e d(b), logo cada aresta contribui com duas unidades para o somatoério

dos graus. [
Corolario 1. Como consequéncia imediata da proposi¢io acima, temos o sequinte teorema.

Teorema 1. Todo grafo G tem um nimero par de vértices impares.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, suponha que o grafo G tenha um nimero
impar de vértices impares, tal que seus graus sejam da forma 2k, +1, 2ko+1, ..., 2kg, 1+ 1,

para todo k;, com n € N. Logo, a soma dos seus graus é dada por

2n+1
(2k1 +1) + ko + 1) + - + (ko1 + 1) = D> (2k;+1)
=1
2n+1
= > (2k)+2n+1

i=1
2n+1
= 2 (71%— ZE: ki) +-1
i=1

que é um nimero impar, um absurdo, pois pela proposi¢ao anterior, temos que a

soma dos graus de seus vértices é um nimero par. ]
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1.2 Definicoes

Um caminho é uma sequéncia de vértices de modo que sempre existe uma aresta
ligando o vértice anterior com o seguinte. Dado um grafo G = (V, A) e o conjunto de
vértices formados por V = {vy,vg, -+ ,v,} e {v;,v1} € A, paral <i<n—1.Sei=1,

temos um caminho unitério.

O caminho é dito simples quando nenhum dos vértices se repetem, ou seja, vértices
distintos, vide figura 1.3. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas percorridas,
assim o seu comprimento é dado por n — 1. Uma trilha de G é um caminho, onde

ViVip1 7# VU1, com 1 < 4,5 <n — 1, com excecao de v; = v,.

Figura 1.3 — Caminho simples

Um ciclo é o caminho que comeca e termina no mesmo vértice. Uma trilha que
comeca e termina no mesmo vértice ¢ denominado de circuito, vide a figura 1.4. Como
neste trabalho nao sera utilizado laco, entao o ciclo sera maior ou igual a 3. Quando um

grafo nao possuir ciclo simples, este é denominado aciclico.

Figura 1.4 — Circuito

O ciclo hamiltoniano sera um caminho simples que possui todos os vértices de um
grafo. Dado um grafo GG, com n vértices, representamos caminho por P, e o ciclo por C),.
Um triangulo, quadrado, pentdgono sao o mesmo que um ciclo de comprimento 3, 4 e 5
respectivamente. Pela figura 1.5 temos o ciclo C}, podendo ser representado por (a, b, c,

d) que é chamado de quadrado.

Figura 1.5 — Quadrado
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Seja um grafo G' = (V'; A'), serd um subgrafo do grafo G = (V, A) se, e somente se,
V'cV, A C A. Dizemos que G’ é subgrafo induzido de G se, e somente se, dois vértices

adjacentes em G’, também sdo adjacentes em GG. Um subgrafo é dito prdprio, quando dado
um subgrafo H de G, temos V(H) # V(G), ou A(H) # A(G).

(g}
®

Figura 1.6 — Grafo G e G’ subgrafo de G

Pela figura 1.6 vemos a esquerda o grafo G e a direita um subgrafo G’ de G que

nao é induzido.

No intuito de facilitar a compreensao dos capitulos posteriores apresentaremos

alguns tipos especiais de grafos.

Denominamos de grafo completo o grafo que dados dois vértices distintos, eles serao

sempre adjacentes. Seja um grafo completo com n vértices, definiremos este por k,.

Para todo grafo completo temos o seguinte resultado |Apax| = W Pela figura

1.7 temos |V| = 5, efetuando os cdlculos obtemos:

_VIv-1 540

A
[ Anrax] 5 5 =5

c

Figura 1.7 — Grafo ks

Quando em um grafo todos os vértices possuem o mesmo grau, este é denominado
grafo reqular de grau k ou mais conhecido por grafo k - reqular, onde k£ é o nimero de
arestas que incide em cada vértice. Observe o grafo da figura 1.8, onde este também é um

grafo completo.

o
o

C

Figura 1.8 — Grafo 3-regular
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Definimos G sendo um grafo conexo, quando sempre existe um caminho ligando
cada par de seus vértices. Mas, se existir pelo menos um vértice em G onde nao existe
uma aresta ligando aos demais, ou seja, nao ha um caminho passando por tal vértice,
este é denominado grafo desconexo. Um grafo G desconexo pode possuir uma componente

conezxa, se existir um subgrafo G’ C G tal que G’ é um grafo conexo e nao existir um grafo

FCGeG #F.

Figura 1.9 — Grafo desconexo

O grafo da figura 1.9 é desconexo, mas possui duas componentes conexas.

Uma drvore é um grafo GG conexo e sem ciclos, mas se o grafo for desconexo e

aciclico, este serd denominado de floresta.

Figura 1.10 — Grafo de uma floresta com duas arvores

Dado um grafo G(V, A) é chamado k - partido quando seu conjunto de vértices é
seccionado em k partes, formando subconjuntos nao vazios e todos disjuntos dois a dois,
ouscja, V = X;UXoU---UXy, para X;UX; = &, com ¢ # j, com as arestas de G da
forma {a,b}, para a em X; e b em X;. Para determinada situacdo nao existe vértices
adjacentes em um mesmo subconjunto seccionado. Um dos grafos k-partido que falaremos
em capitulos posteriores serd o grafo bipartido completo definido por G = K, 5, onde

A=V x Vycom |Vi| =1 e |Va| =s, Na figura 1.11, temos o grafo ks .

Figura 1.11 — Grafo K33

Definimos como grafo-linha e representamos por [(G) o grafo derivado de um grafo

G onde as arestas de G serdo os vértices de [(G) e as arestas deste, sdo as arestas de G que
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Figura 1.12 — Um grafo completo K, e seu grafo [(K})

possuir um vértice em comum. Logo para um grafo k-regular, o seu [(G) serd um grafo

regular de grau 2k — 2, vide a figura 1.12.
O complemento de um grafo G(V, A) é o grafo G(V,A), tal que V = V, onde
{vi,v;} ¢ A e {v;,v;} € A. Em outras palavras, o complemento de um grafo é o que falta

para o grafo completo.

Figura 1.13 — Um grafo e seu complementar

A unido de grafos é uma das operagoes que tem o intuito de facilitar o trabalho com
grafos, pois em muitos casos é interessante trabalhar com grafos menores. Seja G1(V;, As)
e Gy(Va, Ay) dois grafos, com Vi N Va = @, a unido de G; JG2 é o conjunto de vértices
ViUV, e o conjunto de arestas A; |J As. Representamos por kG a uniao das k copias de

um grafo conexo G. A figura 1.14 mostra a unido de duas copias de um grafo completo K.

Figura 1.14 - 25

Um grafo é dito planar quando duas arestas quaisquer nao se interceptam. Caso

contrario ele é denominado grafo nao - planar.

Figura 1.15 — Grafo planar a esquerda e grafo nao planar a direita.
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1.2.1 Alguns parametros sobre grafos
Dado um grafo G(V, A) definimos como grau minimo de G, o niimero
d = min{d(v) : v € V}.
Denotamos o grau maximo de G pelo niimero
A = max{d(v) :v € V}.

E o grau médio de G é representado pelo niimero

- 1
d=—> d(v).
V%
Temos que pelas defini¢oes apresentadas, é verificada de imediato, as seguintes relagoes:
7 7 _ 24
0<d<A e d=—".
V]
No exemplo abaixo temos que 6 =1, A =3 e d = 2.
C
b a
—e
d

Figura 1.16 — Grafo G

Dado um grafo G(V, A) conexo, com vértices v; e v;, definimos como distincia de
v; a vj e representamos por d(v;, v;), 0 menor comprimento dos caminhos que conectam v;
a v;. Enquanto o maximo das distancias entre dois vértices quaisquer de GG ¢ denominado
de diametro de G e é representado por diam(G). Para todo grafo desconexo, temos que

diam(G) = oc.

Proposicao 2. O nimero mdzimo de vértices que pode assumir um grafo G com diam(G) =

D ¢ igual a

T+A+AA+D) +AA+1)* 4+ + AA+ )P

Demonstracdo. Seja um vértice v; do grafo G, temos que v; estd no maximo ligado a
A outros vértices. Agora cada um desses vértices pode estar ligado no méaximo a A — 1
vértices, pois ja estdo ligados a vy, logo acrescentando no maximo A(A — 1), podemos

prosseguir desta maneira por D — 1 vezes, ao qual obteremos o resultado esperado

VI <I1+A+AA+D+AA+12+ -+ AA+ 1PN
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1.3 Isomorfismo

Dado dois grafos G e T um isomorfismo sera uma bijecao f de G(V') em T(V), tal
que dois vértices quaisquer v e u sdo adjacentes em G se, e somente se, f(v) e f(u) sdo
adjacentes em T'. Logo dois grafos serdo isomorfos se for possivel alterar os nomes de um

deles de modo que os dois grafos fiquem iguais.

Para verificar se dois grafos G e T' s@o isomorfos, basta analisar todas as bijecoes de
G(V) em T(V). O algoritmo existente nao é muito eficiente para grafos com um ntimero
muito grande de arestas, pois se cada um dos grafos possui n vértices, o algoritmo leva

aproximadamente um tempo proporcional a n!%.

Figura 1.17 — Grafos de figuras isomorfas

2 Recomendo a leitura de [10]
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2 Nocdes de Algebra Linear

Neste capitulo abordaremos algumas propriedades dos determinantes, apresentare-
mos os principais métodos para encontrar o determinante, além do estudo de autovalores
e autovetores, com métodos para determinar o polinémio caracteristico. Como suporte,

utilizamos os livros [2] e [3].

2.1 Permutacoes

Dados n objetos distintos, tais que, a1, as, - ,a,, define-se permutacdo simples
dos n objetos qualquer sequéncia (agrupamento ordenado) desses n objetos.
O ntmero de permutacoes dos n elementos é dada por n!
nl=n(n-1)-(n—-2)(n—3)-...-32-1

Definicao 1. Dada uma permutacao dos inteiros 1,2,3,--- ,n, hd uma inversio quando

um inteiro precede outro menor que ele.

Exemplo 1. Determine as permutagoes dos numeros 1, 2 e 3 e o numero de inversoes:

, como n = 3,

Primeiramente consideremos todas as permutacoes de ‘ 1 2 3

entao o numero de permutagoes é dado por 3! = 6.

1 2 3
1 2 3

1 2 3
213

1 2 3
2 31

1 2 3
1 3 2

1 2 3
31 2

1 2 3
3 21

Y ) Y ) Y

Agora basta analisar cada permutacao para determinar o ntimero de transposicao:

’ Permutagoes \ Inversoes ‘

1 2 3 0
1 3 2 1
213 1
2 31 2
3 1 2 2
3 21 3

Tabela 2.1 — Numero de inversoes

Observe o determinante de uma matriz A quadrada de ordem 3:

ai; Qa2 Qi3
A= a1 Q22 (23

ag1 asz as3
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det A = aj1a92a33 — 11023032 — Q12021033 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031

Note que aparece todos os produtos da forma asj asj,asj,, onde | j; j» Jjs | s@o as
permutacoes de 1, 2 e 3. Temos também que o sinal dos produtos é definido pela quantidade
de inversoes, ou seja, se a permutagdo tem um ntmero par (impar) de inversdo o sinal

serd positivo (negativo). Logo, generalizando para uma matriz W = (w;;)nxn, temos:

Defini¢ao 2. det W = 32(—1)7ay;, a9, - - - anj,, onde J = J|j1---jn| serd o nimero de
)

inversoes da permutagdo |j -+ jn| € p indica a soma de todas as permutagées de n.

Pode observar que para cada termo do somatério, ha apenas uma tnica entrada de

cada linha e uma unica entrada de cada coluna da matriz.

2.2 Determinantes

A ideia associada a determinantes, tem na histéria o objetivo de resolver e apro-
fundar o estudo de sistemas lineares. Os registros histéricos apontam que o estudo de
determinantes deu-se por volta de 250 anos a.C., no livro chinés chamado de Nove Capitulos
sobre a Arte Matemdtica, que trazia exemplos sobre a resolugao de sistemas lineares com o

uso de matrizes.

A partir do século XVII que surgiu alguns trabalhos de expressao no ocidente. G.
W. Leibniz (1646-1716) determinou uma condigao de compatibilidade de um sistema linear
de trés equagoes com duas incognitas, isto em funcao de um determinante de ordem trés,

onde tal determinante deveria ser zero, ou seja, nulo.

Outro matematico que contribuiu para o estudo de determinantes foi G. Cramer
(1704-1752), com a conhecida Regra de Cramer, que determina a solu¢do de um sistema
de n equacoes e n incégnitas. Em 1748 foi publicado um trabalho chamado Um Tratado
sobre Algebra em Trés Partes, escrito por Colin Maclaurin, nascido na Escécia (1698-1746).
Neste trabalho foi apresentado o que ele chamou de Teorema Geral, um resultado que

resolvia sistemas lineares com n X n com n < 4.

Em um trabalho publicado em 1812, de A. L. Cauchy (1789-1857), o estudo de
determinantes ganhou sistematicamente o sentido atual, onde ele simplificou o estudo
de determinantes, melhorou a notagao e demonstrou o teorema da multiplicacao de
determinantes. Outro matematico com muita expressao no estudo de determinantes foi o
alemao G. J. Jacobi (1804-1851), que apresentou uma forma bem simplificada da teoria

dos determinantes, utilizada atualmente.

O determinante tem papel fundamental em varias areas da matematica, diferen-
temente do que se acreditava ser apanas um método para resolugao de sistemas. Como

exemplos, podemos citar, critérios de invertibilidade de matrizes, calculo de matriz inversa,
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caso a matriz seja invertivel, nocao de polinémio caracteristico de uma matriz, area de
um paralelogramo, volume de paralelepipedo, Teorema da Funcao Inversa, Teorema da
Funcao Implicita, Teorema de mudanga de Variaveis, além de fornecer férmulas explicitas

para as solugoes de um sistema de equacoes lineares.

Definicao 3. Determinante serd uma funcao matricial que associa a cada matriz quadrada

um escalar, ou seja, ela transforma essa matriz em um namero real.

2.2.1 Métodos praticos para determinantes de ordem n < 3

e Para uma matriz de ordem n = 1, segue que o determinante sera a propria entrada

da matriz. Assim seja A = |aj1]1x1, logo det A = ay;.

e Quando uma matriz é de ordem n = 2, o determinante desta matriz serd o produto
dos elementos da diagonal principal subtraido pelo produto dos elementos da diagonal

secundaria.

a1 a2 ¢
A= = det A = aq1 - ass — a1 - as1 = Areadoparalelogramo

Q21 Q22

e Se temos uma matriz quadrada de ordem n = 3, temos o procedimento conhecido

como Regra de Sarrus.

a11 a2 ais
A=1|ay aw ass | =volumedoparalelepipedo

a31 azz 33

Logo,

det A = ay1a90a33 + a12a23a31 + A13021A32 — A13022031 — A11023032 — Q12021033
Para um estudo mais aprofundado sobre area do paralelogramo e volume do
paralelepipedo, recomendamos [3, p. 118].

+ + +
11 Q12 a13 11 Q12

XX
21 Q22 ‘ 23 _ 21 22
a3y a32 a33 as1 a32

- - - (2.1)

O método 2.1 é bastante utilizado no ensino médio, onde seguem alguns procedi-

mentos de facil memorizacao.
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3
Exemplo 2. Dada a matriz B=| 1 2 —1 |, calcule o determinante pela Regra de
05 4

Sarrus.

Demonstracdo. 1° passo: Copia-se as duas primeiras colunas apés a matriz:

+ o+ o+
12

2° Passo: determinamos os produtos com sinal positivo @ das entradas da diagonal

principal e, das duas filas na mesma direcao da diagonal principal a sua direita.
a11G22a33 + Q12023031 + a13amazs =1-2-44+2-(=1)-0+3-1-5

3° Passo: multiplicam-se as entradas da diagonal secundaria precedidos de sinal negativo

© e, na mesma direcao da diagonal secundaria a sua direita.
—Q13022031] — (11023032 — Q12021033 = —3-2-0—1- (—1) 5—2-1-4
4° Passo: efetuamos as operacoes e obtemos o determinante da matriz.

det B=6—-0+15-04+5-8=18

2.2.2 Propriedades dos Determinantes

Dada uma matriz A € M,,) ou quando nao houver risco de divida M (n), serd o
espaco das matrizes quadradas nos R ou se necessario nos C, com n > 2 e natural, é a

seguinte funcao:

- M(n) =R
A+ D(A)

Propriedade 1. (i) D ¢ linear como fung¢io em cada linha.
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Onde Ly Ly, - -, L,, serd os vetores linha . Logo, nossa funcao é D, = M(n) — R.
- - L - - - - L - - - - L - -
D——Li—i—')\PZ-——:D——Li——+AD——éi——
e S - -

Propriedade 2. (i) Se duas linhas adjacentes L; e L1 sdo iguais, logo D (A) = 0.

Propriedade 3. (iii) Se I, é a matriz identidade D (1,) = 1.

Se D e D’ satisfazem i,ii e iii, entao D = D’. Logo D é denominado funcao

determinante, ou simplesmente de determinante.

Propriedade 4. Se a matriz A tem uma linha (coluna) nula, det A = 0.

Demonstracao. De fato, pelo cdlculo do determinante, em cada termo existe um dos
elementos da linha (coluna) nula, logo, todos os termos do somatoério se anulam, tornando

o determinante nulo.

]

Propriedade 5. Se aplicarmos a transformagao elementar L; <— L, para i # j, det (A)
= - det (A)

Demonstracio. Ao trocar duas linhas de uma matriz, alteramos a paridade do nimero
de inversoes dos indices, logo, trocamos o sinal dos termos, ou seja, adicionamos uma

transposicao.
O]

Propriedade 6. Se multiplicarmos uma linha desta matriz por uma constante, o deter-

minante da matriz fica multiplicado pela constante.

Demonstragio. Seja A a matriz que terda uma linha multiplicada por uma constante k
€ R e B a matriz obtida apés a multiplicacao. Ao efetuar o calculo do determinante da
matriz B, temos em cada termo o elemento que foi multiplicado pela constante k. Assim

se colocarmos k em evidéncia, obtemos o determinante da matriz A.

det| — — kL; — — |=kdet| - — L; — -—
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]

Propriedade 7. Se aplicarmos a transformacdao elementar de linhas T' : L; <— L;+k-L;,
i # j e seja B a nova matriz obtida de A por T. Entdo det(B) = det(A).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que ¢ < j, dadas as matrizes

- — L, — - - — L, - —
- - Ly - - - — Li+kL; — —
A — . , B — .
- - L; - - - L, - —
- - L, — - - L, - —

onde

- - L, — —

como a matriz C' tem duas linhas iguais, logo D(C) = 0, assim D(B) = D(A).
UJ

Propriedade 8. Seja A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem, entio det(A-B) =
det(A) - det(B).

A demonstracao pode ser encontrada em [2].

2.2.3 Desenvolvimento de Laplace

Seja A = [a;;] € M(n). Considere A;; a submatriz de A onde i - ésima e a j - ésima

coluna sao descartadas. Entao
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detA = Zaij (—1)i+jd€tAij

J=1

Na férmula dada acima o determinante foi desenvolvido escolhendo a 7 - ésima

linha, de forma anéloga a féormula é valida para colunas.

Essa demonstragao pode ser encontrada em [3].

3 =2 3
. . . D -1
Exemplo 3. Determine o determinante da matriz A = 0 o 5
-1 1 1
Escolhendo a primeira coluna, temos que
5 2 —1 3 =2 3
detA=2-det|2 2 —-3|—1-(—=1)-det|5 2 -1
10 1 2 2 -3
Calculando os determinantes das matrizes 3 x 3, obtemos det A = —16.

Proposicao 3. O determinante de uma matriz quadrada é igual ao determinante de sua

transposta.

Demonstracio. E facil ver que se tratando de determinantes de matriz quadrada, o que
vale para suas linhas, vale também para as colunas. Logo, utilizando o desenvolvimento de

Laplace, segundo os elementos de uma coluna, temos

det A = Zaij(—l)iﬂdetAij

=1

2.2.4 Autovalor e autovetores

Neste topico sera pressuposto que o leitor seja familiarizado com transformagoes

lineares e operadores adjuntos.

Definicao 4. Dada uma transformagao T :V — V. Dizemos que o escalar A € R é um

autovalor de T, se existe um vetor nao nulo o e V', tal que
TV =2V

E o vetor ¥ associado a \ é denominado de autovetor.
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Demonstragio. Seja A = [T] e I =[1,], temos que

TV = MU
TV = M7
TY =MV = 0

(T—-XDU = 0
(A=Y = 0
O

Corolario 2. Seja V um espago vetorial e W C V' nao-vazio. W é subespaco de V' se, e
somente se, u+av e W, Va e R eu,v e W.

Propriedade 9. Se U eV sdo autovetores associados a um mesmo autovalor A, entdo

U+ U também é um autovetor associado a ).

Demonstracao.
T4 = \d
TV = AU
TWU+TYV = \d+\U
T(W+7) = MU +7)
]

Propriedade 10. Se U € um autovetor associado a um autovalor A, entdo 67 também

¢ um autovetor associado a M.

Demonstracao.

TBUW = BTU = BAU = \SU

Quando nao houver risco de confusao denotaremos o autovetor v/ por v.

Exemplo 4. Seja T : R2—=R? o operador linear dado por T(x,y) = 2z + y,4x — y),
determine A € R e v = (z,y) € R?, ndo nulo, tais que T(x,y) = A(z,y).

Considere o sistema a seguir

2ty = A
Y ! (2.2)

dr—y = Ny
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Da primeira equacao do sistema 2.2, temos y = —2z + Ax, substituindo y na

segunda equacao do sistema, obtemos

(N> = A—6)=0 (2.3)

Logo a equacao 2.3 ¢ satisfeita com = 0 ou A2 = X\ — 6 = 0, mas se & = 0, temos
y = 0, obtendo o vetor v nulo, o que contradiz a definicdo de autovetores. Assim, segue de
2.3 que A2 — X — 6 = 0. O que nos fornece A = 3 e A = —2, que sdo os autovalores de 7.

Determinaremos os autovalores associados a A = 3. De 2.2 temos

2r+y = 3z
dr—y = 3y

obtendo a equagao x = ¥, cujo o conjunto solu¢ao é dado por {(z,z);z € R} com

x # 0.
Para A = —2, segue de 2.2
2r+y = 2z
doe —y = -2y
que equivale resolver a equacao y = —4x, logo o conjunto solucao é dado por

{(z,—4z);z € R}, 2 # 0, ou por {(—4,y);y € R}, com y # 0.
Exemplo 5.
T : R? - R?
v — 3v

Para este exemplo, temos que 3 é um autovalor de T, se (z,y) # (0,0) serd um

autovetor de T associado ao autovalor 3. Geometricamente, representado por:

T(v)=3v

Figura 2.1 — Representacao do vetor e autovetor

Logo, podemos generalizar toda transformacao do tipo
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T:R? —» R?
v — (v

Sendo  um autovalor, para todo (z,y) # (0,0) como autovetor associado. Note
que T'(v) tem sempre a mesma direcao do vetor v e ainda podemos obter pelos valores

correspondentes a [3.

1. B <0, temos que T inverte o sentido do vetor v;
2. |B| > 1, T faz uma dilatacdo no vetor v;
3. |B] < 1, temos que T contrai o vetor v;

4. p =1, logo T é identidade.

Exemplo 6. Dado o operador linear T : R?> — R? que leva cada vetor u € R? em sua

projecao ortogonal sobre o eizo Oy.

Geometricamente, temos

Figura 2.2 — Representacao do vetor u e sua projecdo sobre o eixo Oy
Pela figura 2.2, se escrevemos u = T'(u) = (u1, ug), nos fornece as seguintes equagoes
uy =0 =0z + 0y, us =y = 0x + 1y.

Seja 3 a base canonica do R?, temos

7)) = ( o ) o

Exemplo 7. Seja T : R? — R? que toma um vetor v € R? e faz uma rotagdo por um

angulo fizo 6 em R2.
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<
_|
—
<
~—

Y

Vgl S

Figura 2.3 — Representacao do vetor u e sua projecao sobre o eixo Oy

Seja u = T'(v) = (u1,ug), pela trigonometria temos

T = cosop, Yy = seneo (2.4)

uy = rcos(0 + @), uy = rsen(f + ¢) (2.5)

onde ¢ é o angulo compreendido entre v e o eixo Ox positivo e no sentido anti-
horario e r representa o comprimento de v. Aplicando as identidades trigonométricas em

2.5, obtemos

u; = rcosfcosp — rsenfisen
1 6 ¢ 26
Uy = rsenbcosp + rcosfseneg.
Substituindo 2.4 nas expressoes 2.6, temos
u; = wcosl + ysend
: Y (2.7)
uy = xsend — ycosb.

Logo, se 3 ¢ a base candnica de R?, a matriz rotacao é dada por

T(0)]s = ( cosh —senf ) o] (2.8)

senf  cosb

Exemplo 8. Considere o caso de 0 = 7 determine a rotagio sobre o vetor v = (2,2).

Para 6 = 7, cos} = ? e seny = ? considerando o vetor na base canodnica e

substituindo na equagao 2.8, temos que a matriz rotacao é dada por

40

efSfS

7(2,2) = (

Logo, a matriz coordenadas é dada por
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rea- (%)

Onde encontramos sua projecdo sobre o eixo Oy, dada pela coordenada (0,2+v/2).

Exemplo 9. Considere um vetor v € R?, tal que v = (4,1) que faz uma rotagio por um

us
4

™

angulo 8 = 7 e depois por outro dngulo ¢ = %, com 0,¢ fixo em R2. Determine a matriz

rotacao.

Logo, queremos determinar Ry, 4, onde R ¢ a transformacao dada pela matriz 2.8,

para encontrar Rg 4 basta determinar Ry, = R o Ry.

Tyoo(D) cost) —senb cos¢p —seng () (2.9)
v) = U .
oo senfl  cosf seng  coso
Tyoo(D) cosfcosp — senfseng —costseng — senfcoso (@) (2.10)
v) = U :
oo senfcosp + cosfseng —senfsend + cosbcosd

S

Temos que, cost = g, senf) = ?, cos¢p = e seng = % Logo, ap6s substituir na

2
matriz 2.10, obtemos:

V6—v2 V612 4 3v6-5v2

Tyso(V) = 1 1 _ 1
+o VB+vZ  V/6-V2 1 5v6+3v2

1 1 1

3v6-5v2 5\/6+3x/§)
4 ) 4 :

Assim, apds as duas rotagoes, a coordenada do vetor ¥ é (

2.2.5 Polindmio Caracteristico

Dada uma matriz A de ordem n e X\ uma incognita, a matriz A — \I,, é denominada
de matriz caracteristica de A. O determinante dessa matriz serd uma polinémio em A

chamado de polinémio caracteristico e representada por P4 ().

2 —1
Exemplo 10. Pela matriz A = ( L 3 ), determine o polinomio caracteristico.

Determinando a matriz caracteristica de A.

AL — 2 1) _ (10
1 3 0 1
AL — 2 -1\ (X0
1 3 0 A
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A AL = 2—X -1
1 3—A

logo o polindémio caracteristico é

2—-X -1
1 3—A

Piy(N) = =\ —5\+7

O préximo resultado ird nos mostrar uma grande relagdo envolvendo polindmio caracteris-

tico e autovalores.

Teorema 2. Seja A € R serd um autovalor de A se, e somente se, \ € raiz do polinomio

caracteristico de A, ou seja, P4(\) = 0.

Demonstracio. Considere A uma matriz quadrada de ordem n. Os autovalores e auto-
vetores associados a matriz A sdo aqueles que satisfazem as equacoes da defini¢ao 4, ou

seja,
AT = AT ou AT =MV ou A—\T =0

Escrevendo esta tltima equacao, temos

ap; — A a12 T Q1n Ty 0
21 gy — A -+ Q2p, X2 0
an1 an2 s Qpp — )\ Ty, 0

Sem perder de generalidade, chamemos a matriz dos coeficientes de B. Logo, se o
determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, sabemos que o sistema tem
apenas uma Unica solugao que ¢é a trivial nula, ou seja, 1 = x5 = --- = x,, = 0, temos
que v = 0, mas como queremos o # 0, pois a definicdo de autovetor exclui o vetor nulo,
entdo para que o sistema homogéneo (A — AI) = 0 tenha solugdo nao trivial, logo a matriz
B = A — M, deve ser nao invertivel, tal que a matriz B = A — Al nao é linha equivalente

a identidade, assim queremos ter det(A — A\I) = 0.

Generalizando para o caso de n = 2, segue

PaA) = (A— ATy =| 1~ A @2

= A\ — (@11 + axn)\ + (a11a22 — arzam).

21 age — A

Como queremos P4(A) = 0, obtemos uma equacao do segundo grau, onde seu

discriminante é dado por

A = (a1 + 022)2 — 4(ar1az2 — ar12a91) (2.11)
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Suponha que A > 0, as raizes serao dadas por

\ (a11 + axn) £ VA (e +a) =+ \/(CLH — a22)? + 4(a12a91)
1 2 p— pu—
’ 2 2

(2.12)

Note que se a matriz A for simétrica, neste caso, tal que a1o = a1, esta possui dois

autovalores reais, pois o discriminante é da forma

A= ((&11 — a22)2 + 4&%2) > 0. (213)

Definicao 5. Para toda matriz simétrica de ordem n é vdlido os sequintes itens:

1. Ha n autovalores reais, tal que, Ay, -+, Ay,
2. Autovetores de autovalores diferentes sio ortogonais;

3. Se A possui multiplicidade ¢ em P()), logo hd ¢ autovetores linearmente indepen-

dentes;
4. Ha uma base ortonormal de autovetores.

Exemplo 11. Determine se existir os autovalores e autovetores associados a matriz

A:(gg).

LOgO queremos encontrar

3 2 10
det(A—\) = -
0 3 0 1
3—X\ 2
= =(3-))?
0 3—2A

A2 —6A+9=P(\)

Pelo teorema 2 acima precisamos ter P(A) = 0, (3 — A)(3 — A) = 0, assim en-

contraremos A = 3. Entao os autovalores da matriz A é 3 com multiplicidade igual a
2.

Agora iremos encontrar os autovetores associados aos autovalores obtidos pela

matriz A.

Para A = 3, temos
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Logo

3[E1 + 21‘2 31’1 3.1'1 + 2.1'2 = 333'1
= —
Oxl + 3.132 3;62 31»2 — 31»2
Temos 29 =0

Portanto os autovetores associados a A = 3 sdo da forma v = (21,0), com 7 # 0.

Segundo [2] a multiplicidade geométrica de um autovalor A é a dimensao do

subespago V) de autovetores associados a .

Teorema 3. (Cayley-Hamilton)Seja A € M(n) e seja Pa(\) o polinémio caracteristico
de A. Entao Ps(A) =0, onde 0 é a matriz nula de M(n).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [3].

Um fato importante sobre o teorema acima é que a poténcia A", de uma matriz
M (n), pode ser escrita como combinagao linear das poténcias de A com expoentes menores
que n. Assim este teorema nos fornece um meio para o calculo de tal poténcia, mas ainda

assim é um processo muito trabalhoso.

-1 3
Exemplo 12. Seja a matriz A = ( - )

Temos que o polinémio caracteristico da matriz A é dado por

—1-A 3
2 1—A

det(A—)\I):| =227

Pelo teorema de Cayley-Hamilton Pa(A) = det(A — X)) =0

Iremos "provar'o resultado, fazendo P4(A) = A? — 71, = 0, temos

b _ (LB (-r3) (10
A =1, 2 1) ‘o1
70) (—70)
= +

0 7 0 -7
(00
~loo)
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2.3 Diagonalizacao

Definigao 6. Sejam A, B € M(n), dizemos que A e B sdo similares se, e somente se,

existir uma matriz P € M(n) e invertivel, tal que A= P~'BP.

Como consequéncia imediata da definicao 6, temos

1. Se A e B sao similares, entao, detA = detB;

2. Sejam A,Be(C € M(n),se A~BAB~C=A~C.

1 3 —7 —43
Exemplo 13. Verifigue se as matrizes A = ( Lo ) e B = ( . 6 ), sao

stmilares.

Para verificar se as matrizes A e B sao similares, devemos encontrar uma matriz P
invertivel, tal que PA = BP. Sem perda de generalidade, considere P sendo uma matriz

de segunda ordem

S Y A G

r—y 3r—2 B —Tr —43z —Ty — 43y
z—t 3z—2t T+ 62 y + 6t

o que ¢ equivalente ao sistema homogéneo

8r —y+432=0
—y+32—-8=0
3r+5y+43t =0
—r—52—t=0

Que admite solu¢ao (—5z —t,3z — 8t, z, 1), logo para z = y = 1 temos a soluc¢ao

nao trivial, (—6,—5,1,1). Assim obtemos a matriz invertivel
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que satisfaz A = P~'BP.

Teorema 4. Se um operador linear T : V — V admitir uma base 5 na qual a matriz [T}g

, serd diagonal se, e somente se, B for formada por autovetores.

Demonstragio. Suponha que = {vy,vq, -+ ,v,}, seja uma base de V formada por
autovetores de T'. Logo, existem nimeros reais a, as, - - - , a,, tais que, para cada 1 < i < n,

T'(v;) = a;v;. Assim pela defini¢ao de [T]g, temos

aq 0 0

0 a9 0
=

0 o --. an

Necessariamente nao precisamos ter os a;’s todos distintos, um autovalor aparecera

na diagonal quantas vezes forem os vetores linearmente independentes.

Suponhamos que pela transformagao 7' : V' — V', temos uma base 8 = {uy, ug, -+ ,un}

formada por autovalores de tal modo que seja diagonal, logo

by 0 -+ 0
0 by --- 0
=1 . . .
0 0 --- b,

como, para cada 1 <i <n,
T(u;) = Ouy + Oug + - - - + bju; + Oujpq + - - - + Ouy, = bju,

onde b; serd um autovalor de 1" e u; é um autovetor de 1" associado ao autovalor.

Assim (8 serd uma base formada por autovetores. O

Teorema 5. Seja uma matriz A € M(n), esta serd diagonalizdvel se, e somente se, existir

uma matriz P invertivel de ordem n, tal que, P"*AP ¢é uwma matriz diagonal.

Demonstragio. Tome 5 = {vy,vq, -+ ,v,} € seja a a base canonica do R™, pela defini¢ao

de matrizes similares, temos

([T4)5 = [Ipe]3[TalS I )2
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Onde Ig» = P que é equivalente a
[T4]; = P 1AP.

Como a matriz P~1AP ¢ diagonal, temos que T4, também é uma matriz diagonal.

Logo T4 e A sao diagonalizaveis. ]

Definimos a matriz P como a matriz que diagonaliza A.

2 4
Exemplo 14. Seja a matriz A = ) ) diagonalizdvel, encontre a matriz P que

3
diagonaliza A e determine P~1AP.

Seja a a base canoénica do R?, logo iremos calcular os autovalores e autovetores

pelo polinémio caracteristico

2—X 4

PA =170 12y

assim obtemos A =5 e A = —2.

G- ()

encontrando o conjunto {(3y,y); y € R}.

)0 ) =)

obtendo o conjunto {(—y,y); y € R}.

Para A = 5, temos

Para A = —2, temos

Logo a matriz P que diagonaliza A é

E uma representacio para a matriz B = P~'AP diagonal ¢ dada por

(0 )
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Proposicao 4. Seja A € M(n) e diagonal e P € M(n) e invertivel, entao
(P7'AP)" = P71A"P
Demonstracio. De fato, se A é diagonalizavel, B = P~ AP é uma matriz diagonal, assim
B" = P~1A"P
que é equivalente a
A" = pp"pP1
O

O que torna o calculo de A™, bem mais facil se soubermos que A é uma matriz

diagonalizavel, pois efetuamos apenas com dois produtos de matrizes.

1 -2 8
Exemplo 15. Determine a matriz A, onde A= | 0 —1 0 | é diagonalizdvel.
0 0 -1

Encontraremos uma matriz P que diagonaliza A, entao

11— =2 8
det(A—X)=| 0 —-1-2\ 0 = (1 =X (=1-))?2
0 0 —1-A
logo, se anula para A = —1 e A = 1 que sdo os autovalores, assim determinando os

autovetores associados aos autovalores.

Para A = 1, temos

1 -2 8 T T
0 -1 0 y | =1
0O 0 -1

determinando o conjunto {(z,0,0),(0,4z, z);x,z € R}, e para A = —1, segue

1 -2 8 T T
0 -1 0 y | =1
0o 0 -1
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encontramos o seguinte conjunto {(z,z + 4z, 2); z, z € R}.

Sem perda de generalidade, tomemos v; = (1,0,0), v = (0,4,1) e v3 = (1,5,1),

para os respectivos autovalores A =1e A = —1, assim
1 01 1 -1 4 1 0 0
P=l045]|,P'=[0 -1 5 [eB=|0 -1 0
011 0 1 —4 0 0 -1
Como
B = I,
temos

AN = ppiOp~t = PP~ =I5
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3 Exemplos de grafos

Neste capitulo trabalharemos alguns exemplos sobre grafos, tais como, a ideia
ligada a sua origem, aplicacdo em jogos e situagoes mais complexas, envolvendo autovalores

associados a grafos.

3.1 Um pouco de Histdria

Como na maioria dos casos, a busca pelo estudo de certos assuntos da Matematica
se da na tentativa de solucionar ou facilitar o trabalho do ser humano. Registros histéricos,
relatam que o estudo de grafos deu-se na tentativa de resolver um problema na cidade de
Konigsberg, atualmente conhecida como Calinindrado, localizada na regiao da Russia. A
cidade de Konigsberg é banhada pelo rio Preguel, que possui duas ilhas que fazem parte
da cidade, e que na época, para ter acesso as ilhas, havia sete pontes que fazia esta ligagao.
Vide a figura 3.1:

R e T e N A

L s f LA my iy os o .

oot - h & 1“‘“‘{ J"“f‘i' &‘:ﬂ oo
- i T ! E

Figura 3.1 — Cidade de Konigsberg em 1736

Logo, na cidade comecou um questionamento pelos moradores, que era o seguinte:
Serd que € possivel, sair de casa e atravessar as sete pontes cada wma delas, uma unica

vez e retornar para casa?

O problema levantado pelos moradores ficou conhecido como o Problema das Pontes
de Konigsberg, que chamou a atencao do matemético Leonard Euler (1707-1783), que
modelou o problema para a Matemaéatica e provavelmente, foi o primeiro matematico a

estudar tal teoria e escrever sobre o assunto.
O problema pode ser modelado pelo grafo da figura 3.2.

Note que os vértices A, B, C e D sdo as margens do rio e as ilhas, e as arestas

correspondem as pontes.

Assim Leonard Euler estabeleceu um teorema que mostra em que condigoes é

possivel percorrer cada aresta uma tnica vez e retornar ao ponto de partida.
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Figura 3.2 — Problema das Pontes de Konigsberg

Antes de tal resultado, precisamos ressaltar que uma 7Trilha Fuleriana é uma trilha
que contém todas as arestas de um grafo G. De modo andlogo, um circuito que contém
todas as arestas de um grafo G é dita de Circuito Fuleriano. Logo G serda um grafo

Fuleriano se possuir um circuito Euleriano.

Lema 1. Dado um grafo G onde o grau de cada vértice é pelo menos dois, entdao o grafo

G contém um ciclo.

Demonstracao. Para o caso de um grafo GG possuir arestas multiplas ou lago, ja se verifica

o resultado.

Agora, seja G um grafo simples, tomemos v € V', para construir um ciclo recursivo,
escolhemos sem perda de generalidade, v; adjacente a v, logo para cada ¢ > 1, escolhemos
vi11 # v;_1 adjacente a v;. Assim a existéncia de tais vértices é garantida pela hipétese
de cada vértice ter pelo menos duas arestas adjacentes a este, como GG tem um niimero
finito de vértices, em algum momento teremos que escolher um vértice que ja foi escolhido.

Assim, obtemos o ciclo esperado.

]

Teorema 6. Dado G um grafo conexo, G serda Euleriano se, e somente se, cada vértice
de G for par.

Demonstracao. De fato, suponha que K seja um circuito do grafo G. Logo, se K passa por
um vértice qualquer v, temos que K contribuir com duas arestas para o grau do vértice
G. Como K é um circuito, ou seja, cada aresta do grafo G ocorre apenas uma Unica vez.

Assim cada vértice de G é par.
Agora provaremos por indugdo o niimero de arestas.

Se G' é um grafo conexo com apenas uma aresta, possui todos os vértices pares se,

e somente se, esta aresta é um laco.

Para G conexo, temos que o grau de cada vértice é no minimo dois. Assim, GG

pelo lema 1, contém um ciclo C, se o ciclo C' conter todo o grafo G, a demonstracao
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esta completa. Se nao, removeremos de G as arestas de C' formando um novo grafo F
(provavelmente desconexo), com cada vértice par. Como F' C G, logo F' tem menos arestas
que G e pela hipdtese de inducao, F' tem um circuito Euleriano. Assim, cada componente de
F tem um ponto em comum com C. Obtemos entao um circuito Euleriano em G. Fazendo
as arestas sair de (', até um vértice nao isolado de F, tragando um circuito Euleriano em
F', que contém este vértice e continuando ao longo das arestas de C, até encontrarmos
outra componente de F'. Repetimos o processo continuamente, até encontrarmos o vértice

inicial.

Pelos resultados demonstrados acima, podemos resolver o Problema das Pontes de
Konigsberg. Note que pela figura 3.2, é impossivel obter um circuito Euleriano, pois o grafo
que representa as pontes possui todos os vértices impares e, pela defini¢ado, um circuito
sera Euleriano se, e somente se, possuir todos os vértices pares. Logo, nao é possivel sair

de casa e passar pelas sete pontes uma unica vez e retornar para a casa.

3.2 Canibais e Vegetarianos

Considere uma regiao formada por canibais e vegetarianos. Em um determinado
ponto, encontram-se na margem esquerda M E de um rio dois canibais e dois vegetarianos,
tais que estes necessitam atravessar para a margem direita M D do rio. Apés determinado
tempo de caminhada, o grupo encontra uma canoa, onde esta pode atravessar apenas dois
individuos por viagem e ela nao atravessa o rio sozinha. O problema consiste em atravessar
o grupo de canibais e vegetarianos de modo, que em nenhum momento, o nimero de

canibais numa margem do rio possa ser maior que o numero de vegetarianos.

Vamos representar uma possivel solugao para o problema em foma de um grafo,
onde o vértice serd um cenario valido e a aresta sera transicao de cendrio para outro.
Como notacgao, usaremos cl e ¢2 para canibais e vl e v2 para vegetarianos, o barco sera
representado por \ B, uma representagao seria: cl c2vlv2\ B — M E: dois canibais, dois

vegetarianos e o barco; MD, vide figura 3.3.

Figura 3.3 — Margem esquerda, dois canibais e dois vegetarianos
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Outra representacao seria: clvl \ Bc2v2 — M E: um canibal e um vegetariano;

MD barco um canibal e um vegetariano, representado pela figura 3.4.

ME . MD
c1 c2
v1 ' v2

Figura 3.4 — ME: um canibal e um vegetariano, MD: barco, um canibal e um vegetariano

Uma possivel sequéncia de senérios validos ¢ dada pela figura 3.5.

Figura 3.5 — Modelo usando grafos canibais e vegetarianos

Representando por meio de um grafo, a sequéncia de senarios da figura 3.5, obtemos

a representacao da figura 3.6.

Figura 3.6 — Grafo de canibais e vegetarianos

3.3 Grafo no Jogo de Xadrez

Seja um tabuleiro generalizado de xadrez, contendo p linhas e p colunas !, logo

os vértices do grafo serdo as casas do tabuleiro de xadrez. Temos que, dois vértices sao
1

O tabuleiro usual possui oito linhas e oito colunas
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ditos adjacentes se, e somente se, o cavalo do jogo de xadrez pode saltar com apenas um

unico movimento de um vértice para o outro. Assim, denominamos este por grafo dos

movimentos do cavalo, ou por grafo do cavalo.

A figura 3.7 mostra todos os vizinhos do vértice no grafo do cavalo.

Figura 3.7 — Grafo do cavalo

Uma representagao por meio de um grafo da figura 3.7 é dada pela figura 3.8.

Figura 3.8 — Representacao isomorfa

Uma representacao isomorfa do grafo 3.8, obtemos um grafo bipartido k; s, repre-

sentado pela figura 3.9.

Figura 3.9 — Grafo k; g do cavalo

Pelo exemplo da figura 3.7, definimos, o grafo do bispo, da torre, da dama e o rei

pXp.
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3.4 O Problema das Casas

Antes de mostrar o problema das casas, mostraremos alguns resultados, com o

intuito de solucionar tal problema.

Demonstraremos uns dos mais famosos resultados da matematica, conhecida como

relacdo de Fuler.

Teorema 7. Se um poliedro convexo possui V' vértices, A arestas e F' faces, entdo

V-A+F=2

Demonstracio. Considere um poliedro convexo com nimero finito de faces, sobre um
plano «. Agora, considere uma reta r perpendicular ao plano « de tal modo que r nao seja
paralela a nenhuma aresta do poliedro. Considere todas as retas paralelas a r, em especial
as que tocam as arestas do poliedro, estas dividiram o poliedro em trés partes, que sao:
a que ¢é tocada pelas retas paralelas a r, que forma o contorno aparente do poliedro, as
retas que tocam o poliedro em dois pontos (pois o poliedro é convexo) ird formar as duas
outras partes, a parte acima do contorno aparente e a parte abaixo do contorno aparente.

A projecao das arestas do contorno aparente formam sobre o plano o um poligono.

Vamos determinar a soma dos angulos internos de todas as faces do poliedro. Seja

n; o namero de lados da face 7, com 1 <i < F.

S=n(n—2)+7(ng—2)+ -+ m(np —2)

S=n[ni+no+--4+np)—24+2+---42)]

temos

n+ng+---+np=2A4A easoma 2+2+---+2=2F

assim

S =2r(A— F) (3.1)

Dividindo o poliedro em dois, sobre o contorno aparente. Agora considere a projecao
do contorno aparente e das arestas acima do contorno sobre o plano a. Ao projetar as
faces do poliedro sobre o plano a soma dos angulos internos das faces do poliedro nao se

altera.

Seja vy o nimero de vértices do contorno aparente e v; o nimero de vértices da

parte acima do contorno aparente. Calculando a soma dos angulos internos da projecao,
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temos que o poligono do contorno aparente tem vy vértices, logo tem vy lados e os vértices

da parte de cima, ao ser projetados sobre o plano a o dngulo de cada vértice é 360 graus.

Sl = W(Uo - 2) + 271'1)1 (32)

Considere agora a projecao do contorno aparente e das arestas da parte abaixo
deste. Seja v 0 niimero de vértices da parte abaixo do contorno aparente. De modo anélogo

a soma da parte acima, temos

Sy = m(vg — 2) + 27wy (3.3)
Logo, temos a igualdade
S = S51+5
S = 2m(vg — 2+ vy + vy)
S = 2n(v—2) (3.4)

Juntando 3.1 e 3.4, obtemos

A-F=V -2
V-A+F=2

A férmula acima também é valida para grafos planares.
Eis que o problema das casas é o seguinte:

Em um pequeno condominio hd trés casas, onde precisam ser levados para estas,
redes de dgua, luz e telefone, de tal modo, que as redes nao se interceptem (cruzem). Serd

que € possivel fazer tal ligacdo, satisfazendo a condigcdo de ndo se interceptar?

O problema acima pode ser modelado para um desenho. Veja uma representacao

Agua Luz Telefone

de tal modelo pela figura 3.10.

Figura 3.10 — Modelo das casas
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Proposicao 5. Se G é um grafo planar simples com V wvértices é A arestas, entdo

A <3V — 6. Sendo vdlida a igualdade, entdo toda face € limitada por trés arestas.

Demonstrag¢io. Em um grafo como cada aresta pode contribuir no méaximo com duas faces,

temos

9A = 3F, + 4F, + 5F; + - -- (3.5)

Seja a soma de todas as faces dada por

Seja C' = Zg(F) a soma dos graus de todas as faces, logo C' < 2A, mas como
F

cada face é limitada por no minimo trés arestas, entdo C' > 3F. De (1) segue

2A = 3F3+4F, +5F; +---

(BFs+3Fy +3F5+ )+ (Fy+2F5+ -+ ) +---
3F 4+ (Fy+2F5+---)

3F

v

logo
3F <2A

Analogamente 3V < 2A.

Da relacao de Euler V — A+ F = 2 vem

A+2=V +F.

Multiplicando por 3 temos:

3A+6 =3V 4+ 3F,

mas como

3V < 24,

temos

3A+6 < 2A+ 3F,
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logo

A+6 < 3F.

Entao

A+6 <3F <2A.

Se as igualdades forem véalidas, temos 24 = C' = 3F, se o grau de uma face for
estritamente maior que trés, a soma dos graus sera maior que 3F. Logo, toda face é

limitada por trés arestas.

]

Lema 2. O grafo bipartido completo ks 3 nao é planar, vide a figura 1.11 na pdgina 27.

Demonstracio. Pela relacao de Euler segue que, V =6, A =9, logo F = 5.
Por C' = Zg(F) < 2A = 18. Outro fato é que nao ha tridangulos em grafos
F

bipartidos, pois cada face de k33, tem no minimo quatro arestas, nos fornecendo C' >
4F = 20.

Em nota, terfamos que para o grafo ks 3 ser planar, C' <18 e C' > 20, o que ¢ um

absurdo.

]

Note que em nosso problema das casas, o grafo associado a figura 3.10 é dado por

casa 1 casa 2 casa 3

Agua Luz Telefone

Figura 3.11 — Grafo das casas

Pelo lema anunciado acima temos que nosso problema nao tem solug¢ao. Mesmo
se adotarmos o Teorema da Curva de Jordan, para uma leitura mais aprofundada, reco-
mendamos [4], ndo ha como levar dgua, luz e telefone para as trés casas, de modo que os

servicos nao se intercepte.
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3.5 Matriz de adjacéncia

Definigao 7. Seja um grafo G = (V, A), com n vértices. Denominamos de matriz de
adjacéncia de G, representada por A(G), a matriz quadrada de ordem n, onde as entradas

¢ dada por

1, se{v,v;} € Acomv;,v; €V
aij = .
0, nos demais casos

Logo, como podemos representar um grafo por meio de uma matriz especial
(matriz de adjacéncia), utilizaremos alguns resultados envolvendo matrizes, em especial, o
polinémio caracteristico e sua ligagdo com autovalores e autovetores. Onde este sera de

suma importancia no estudo de grafos, como veremos a seguir.

Definigao 8. Se a matriz de adjacéncia A(G) possui autovalores distintos Ay > «-+ > X\
com multiplicidades iguais, tais que, m(Ay),--- ,m(\;), o espectro do grafo G, repre-
sentado por spect(G), € a matriz 2xt, onde a primeira linha € definida pelos autovalores
distintos de A(G) colocados em ordem decrescente e a sequnda linha, é constituida pelas
suas respectivas multiplicidades algébricas. Temos também, que o maior autovalor de G €

denominado por indice de G e representado por ind(G).

VI ]

et = [ m) o )

Exemplo 16. Dado o grafo G = (V, A) abaizo, determine a matriz matriz de adjacéncia,

o espectro e o indice.

b
Figura 3.12 — Grafo G

Sua matriz de adjacéncia é

s

—~

@

S~—

I
S = O = O
S = = O =
o O O = O
_ o O = =
O = O O O
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Seu polinomio caracteristico é Pg(A\) = —A\° + 4X3 + A% — 2\ e seu espectro é dado

por

2
spect(G) = | i L i

—1+v5 0 —1 —1-5

Logo, o ind(G) = 2.

Estudos recentes envolvendo hidrocarbonetos insaturados, tendo sua estrutura
molecular sendo representada por grafos, ao se determinar os autovalores deste grafo, pela
teoria de Hiickel [9], tais valores equivalem os niveis de energia dos elétrons 7. Logo ao se
determinar o espectro de um grafo molecular, estamos na verdade encontrando o nivel de
energia orbital molecular. Lembramos que a determinacao do espectro de um grafo nao é

algo facil de se obter.

A proposicao abaixo nos oferece um resultado muito importante para a determinagao

de autovalores associados a uma matriz de adjacéncia.

Proposicao 6. Seja G um grafo com n vértices e k arestas e seja seu polindomio caracte-

ristico dado por

PeN) =X+ o A" 4o+ a A +a,

Logo os coeficientes de Pg(\) satisfazem:

Z) ay = 0,
ZZ) a9 — —k
i) a3 = —2t, onde t € o nimero de triangulos no grafo.

A demonstragao da proposigao acima pode ser encontrada em [1].

Proposicao 7. Se G é um grafo regular de grau n, logo n é um autovalor.

Demonstraciao. Sem perda de generalidade, considere 1 sendo o vetor coluna, tal que,
[11 --- 1]7. Segue que a soma de cada entrada da matriz de adjacéncia de G é n, A = A(G).

Onde n é o grau da cada vértice. Assim, Av = nv, ou seja, n é um autovalor.
O
Exemplo 17. Um grafo em particular, muito utilizado como contraexemplos, é o grafo de

Petersen. Pela figura abaizo, determine sua matriz de adjacéncia, seu indice, 0s coeficientes

as € az do seu polinomio caracteristico sem efetuar os cdlculos.
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c d

Figura 3.13 — Grafo de Petersen

Sua matriz de adjacéncia é dada por

0100101000
1010000100
0101000010
00101000O0T1
1001010000O0
0000100110
1 0000O0O0CO0T11
0100010001
0010011000
1000100110 0]
Seu indice é ind(G) = 3. J& os coeficientes ay = —15, pois é o nimero de arestas e

az = 0, pois nao ha triangulos no grafo de Petersen.

Exemplo 18. Prove que o grafo do cubo da figura abaizo é bipartido.

Figura 3.14 — Grafo do cubo

Basta notar que o grafo do cubo possui varias representagoes isomorfas. Uma delas

¢ dada por:
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Figura 3.15 — Grafo cubo

Se escolhermos um vértice qualquer e, a partir deste, escolnemos outro vértice,
tal que, nao seja adjacente, assim temos dois conjuntos de vértices. O conjunto V =
{B,H,C,D} e W ={A,G, E, F}, onde por outro isomorfismo, obtemos:

B C D H

Figura 3.16 — Grafo bipartido cubo

ou seja, um grafo bipartido.

Para facilitar a visualizacao do isomorfismo entre o cubo e sua representacao no
grafo bipartido, outro modo é desenhar o cubo em um sistema cartesiano, onde um dos

seus vértices se encontre na origem, vide a figura 3.17.

Figura 3.17 — Cubo no sistema cartesiano

Veja que cada vértice possui uma coordenada no sistema cartesiano, basta somar o
valor de cada coordenada e os que possuirem soma par (impar) pertencerdao a um conjunto
de vértices da particao. Assim fica facil de montar outra representacao para o cubo como
da figura 3.16.
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O proximo resultado ira mostrar uma relacao entre a matriz de adjacéncia de um

grafo e o nimero de caminhos possiveis associados a este grafo.

Teorema 8. Seja um grafo G(V, A) com n vértices e conexo, considere A = (a;;) sendo
a matriz de adjacéncia relacionada ao grafo G. O nimero de caminhos do vértice i ao

vértice 7 de comprimento k serd a entrada da posi¢cdo afj da matriz A"

Demonstracio. A demonstracao deste teorema sera feita por inducgao finita.
i)Para k = 1, temos A' = A, logo o resultado ¢ valido.

i1) Agora suponha que o resultado seja valido para k = h, assim queremos provar

que o resultado também é valido para h + 1.

Seja Alhj o numero de caminhos possiveis para ir do vértice ¢ a j, de comprimento

h. Logo [A"].[A'] = [A}],xn, note que se fixamos a linha i e a coluna j, temos

htl _ h ho
Qjj -~ = Qp-Qrj e Qg Qg

Pela hipétese de indugdo, segue que a entrada af, é o nimero de caminhos para ir

do vértice ¢ ao vértice 7, assim obtemos duas condigoes, que sao:

1* condigao: Se a entrada as; for nula, ou seja, zero, logo nao temos um caminho

que passe por s do vértice ¢ ao vértice j.

2% condicao: Mas, se o valor numérico da entrada a,; for um, entao o nimero de

caminhos ligando o vértice i ao vértice j, passando por s ¢ dado pelo produto [aF].[as;].

h+1

Logo, quando variamos s de 1 a n, temos a;;

]

Exemplo 19. Considere o problema de construir wum condominio de chdcaras em uma
grande propriedade rural. Logo, é escolhido n pontos para serem as sedes das chdcaras, tal
que, vy, vy, - -+ ,V,. Este codominio pode ser representado por um grafo, onde os vértices
sdo as sedes e as arestas indicam as estradas que ligam os respectivos pontos. A questao
proposta é: Escolhendo duas sedes quaisquer, existe um caminho que as ligue? Temos que
para a solugao do problema, o grafo deve ser estritamente conexo. Considere A a matriz de
adjacéncia do grafo, pelo teorema 8, basta que A+ A%+ --- + A" ndo possua nenhuma

entrada nula.

Seja n = 8, por exemplo, e a matriz do grafo que representa o condominio é
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o O O O = O = O
S O O O O o o

O O O O = O O O

Assim, A+ A% + ...+ A7 é a matriz

30 31 21

31

9 21

20 21 13
88 21 16
27 28 22

7
8
8

729
8 7
1 7

88
21
67
66
96
29
36
7

S O O = O = O =

o O = O = O O O

36
36
29
132
45
67
21
21

S = O = O O O O
—_ O = O = O O O

80

15

65

65
103
37

D2

14

o = O O O o o O

44
44
36
168
57
88
30
31

9

mostrando que o grafo é conexo, pois todas as entradas sao diferentes de zero.

Exemplo 20. Dado o grafo do tetraedro, determine quantos caminhos de tamanho trés

hd ligando o vértice A ao vértice D.

Figura 3.18 — Grafo tetraedro

Pelo teorema acima, basta determinar o cubo da matriz de adjacéncia e observar o

valor da entrada correspondente a ligacdo do vértice A ao vértice D.

01
10

1
11

Seja A =

1
1
0
1

1

0

a matriz de adjacéncia, logo A% =

ENEEEN BEEN BN

ENTEEN BN NIEN

SRS BN

7

, temos

ENEIEN N

6

que analisar a entrada a;4 que corresponde a aresta {A, D}. Assim a quantidade de

caminhos de tamanho trés, saindo do vértice A e chegando ao vértice D é 7.
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Note que esse procedimento nao ¢ tal eficaz para grafos com um ntimero muito
elevado de vértices, mostraremos no proximo exemplo um método utilizando autovalores,

para facilitar o calculo de caminhos de comprimento muito grande.

Exemplo 21. Considere novamente o grafo de um cubo, calcule o nimero de caminhos

fechados 2de comprimento 1000 hd nesse grafo.

Antes de resolvermos este exemplo, mostraremos um processo de calcular fungoes

f(A) de uma matriz A. Para uma leitura mais abrangente, recomendamos [8].

Proposicao 8. Se A é uma matriz diagonalizdvel, o polinomio da matriz A é dado por

f(A)=Pf(B)P

Demonstrag¢io. Considere o polindémio f(x) = ag + ayx + - - + a,z", o polindémio de A é

dado por
f(A) =aol, + A+ -+ a,A"

Como a matriz a é diagonalizavel, temos que

I, = PL,P™'
A=PBP!
A" = pPB P!

Assim

f(A) = CLOE)Inpi1 + CL1PBP71 + .+ anPBnP—l
f(A) = P(a0[n+alB+...+aan>P—1
f(A) = Pf(B)P!

]

Como B é uma matriz diagonal, basta aplicar f em cada posicao da diagonal de
B. Assim ¢ mais facil calcular f(B) do que f(A).

Note que para o procedimento que estamos interessados em calcular, nao é necessario
obter os autovetores da matriz de adjacéncia A. Pois, como a matriz A é diagonalizavel,
obteremos os autovalores A, --- , \; sendo todos distintos (quando houver autovalores
com multiplicidade maior que um, eliminaremos os repetidos, de tal modo, que nao ha

autovalores repetidos) e procuraremos um polinémio p que seja da forma
2

Sao os caminhos que comeca e termina no mesmo vértice.
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p(A1) = f(A1), -, p(Ak) = f( M)

Voltando para o exemplo, temos que a matriz de adjacéncia do cubo ¢ dada por:

01110000
10001100
10001010
A:10000110
01100001
01 010001
00110001
000O01T1T1@O0

Note que o céalculo do polinémio caracteristico de uma matriz quadrada de ordem
8, nao é um procedimento tao facil de se realizar. Como estamos trabalhando com um
solido geométrico, utilizaremos um truque para determinar os autovalores, reduzindo a

matriz de adjacéncia.

Considere uma rotacao de 90 graus em torno de um eixo do cubo, determinaremos
esta rotagao por R. Seja um autovetor v sobre os eixos do cubo, quando aplicamos uma
rotagao R sobre o cubo, de tal modo que os ntimeros sobre os vértices acompanhem essa
rotacao, encontramos uma outra disposicao representada pelo vetor Rv em R®, que serd
um outro autovetor associado ao mesmo autovalor A. As propriedades que definem um
autovetor sao listadas em termos de adjacéncias de vértices, logo, elas ndo se modificam
por uma rotacgao. Pela figura 3.19 temos a disposicao de um vetor v que produziu outros

dois vetores por meio de rotacoes sucessivas.

Figura 3.19 — Rotacgoes sobre o cubo

Assim, o conjunto de autovetores associados a um mesmo autovalor fixo é um

subespaco. Logo, quando temos um vetor v, onde a coordenada A seja nao nula, pois
(v+ Rv + R*v)

3

todo vetor tem uma coordenada nao nula, seja a soma . Entéao, essa nova



68 Capitulo 8. FEzemplos de grafos

disposicao ira nos fornecer um outro autovetor, que esta associado ao mesmo autovalor de
v, Rv e R?v.

B+C+D

%

E+F+G

D+B+C

G+E+F

Figura 3.20 — Vetor equatorial

Observe que nos vértices mais baixo e mais alto, continuamos tendo A e H,

mas nos seis vértices centrais, que denominamos de "vértices equatoriais", encontramos
outros dois numeros, que sao J = BJFC%D e K = %F*G, assim todo autovalor de A
possui um vetor equatorial da forma u = (A, J,J, J, K, K, K, H). Logo, o subespago
formado pelos vetores equatoriais ird formar um subespaco invariante. Temos que Au =
(3J,A+2K, A+2K, A+2K, H+2J, H+2J, H+2J,3K), que também é um vetor equatorial.
O truque é compactar este vetor do R®, para um vetor do R* da forma (z,y, z,w) que
ird guardar os os quatro nimeros relevantes do vetor equatorial e é levado para o vetor

(3y, x + 2y, w + 2y, 3z), assim a matriz A tem os mesmos autovalores que a matriz

S N O W
o = O O

o O = O
w O N O

Pode parecer pouco comum, pois a matriz A possui oito autovalores enquanto a
matriz A possui apenas quatro, acontece que as multiplicidades dos autovalores abaixam.
Pelo teorema espectral de matrizes, a matriz A possui oito autovetores independentes,
enquanto a matriz A tem apenas os autovetores equatoriais da matriz A, encontrar

autovetores com essa caracteristica é bem incomum.

Com esse truque, o polindmio caracteristico de A tem grau quatro, que é bem menor
que o grau do polinémio caracteristico da matriz A. Temos que o polindmio caracteristico
de A é dado por Py = At —10A? + 9, onde os autovalores ¢ dado por A = —1, A = 1,

A= —3 e A = 3. Logo queremos encontrar um polinémio que satisfaz
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p(=1) = f(=1)=(=D"
p(l) = f(1)=@Q)"
p(=3) = f(=3)=(=3)"
pB) = f3)=0B)"

Utilizando a férmula de interpolacao de Lagrange, obtemos:

mn

s | e | O aetied) | Or et
(—143)(—1-3) (1+1)(1+3)(1-3) (—34+1)(—3—-1)(—3-3) (3+1)(3—1)(3+3)

“1)@2-9) | ()M@)@E2=9) | (=3)"(@=3)2-1) | (B)(z—+3)(>1)
3 R 7Ty i M ey i M PV )
)

(22 —9z—2249) + (O)"™(2®—9z+22-9) + (=3)"(z3—2—322+3) + (3)"(z®—z+322-3)

S

X

mn

g

T

mn

|y

()
(z) =
()
()

16 —16 —48 48
n _ —H"-3. ()" —=(=3)"+(3)" =3.(=1)"-3.()"+(=3)"+B)" ,.2
P*(z) = ( I )a: + ( 35 ):1: +
727.(71)"+27.(1)n+(73)n7(3)" 27.(71)n+27.(1)”7(73)”7(3)"
+( 18 Ja+( is )

Agora o problema se resume em dois casos, conforme n par ou impar.

Se n par, temos

n -6+ 6.3" 24 —6.3"
P = ()

PY(z) = (3718_1) 2?4 (9 — 3n)1.

Se n impar, segue

n —6 + 2.3" —2.3"+ 54
P o= (T )R (e )

: 3 — 3 27 — 3"
P = ( 24 >x3+< 24 )x

Como queremos quantos caminhos de comprimento 1000 e por ser um niimero par,

utilizaremos a primeira férmula. Agora para resolver o problema basta efetuar
AlOOO _ (3100(;_ 1) A2 N 9 _51000[.

Logo, o problema se resume em uma multiplicacao de matriz onde o trabalho é

fazer A2
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi desenvolvido um texto que pode ser utilizado para alunos de
iniciagao cientifica, professores do ensino fundamental e médio, tendo em mente o estudo
da teoria de grafos e aplicacdo de alguns exemplos. Tentamos ao maximo realizar uma

linguagem que pudesse facilitar a compreensao, principalmente nas demonstragoes.

Fizemos no primeiro capitulo um apanhado das principais defini¢bes, notacoes e

conceitos sobre grafos, com varias ilustragoes, com o intuito de facilitar o entendimento.

Realizamos o estudo de alguns tépicos sobre Algebra Linear, onde tais definicdes,

proposicoes e teoremas ajudou compreender a matriz de adjacéncia e seu espectro.

Foi mostrado que O Problema das Pontes de Konigsberg, que deu origem ao estudo
sobre grafos por Euler, nao possui solucao. Vimos outras duas aplicagoes envolvendo
diretamente a representacao de grafos, nos exemplos dos canibais e no jogo de xadrez.
Levantamos a questdao do Condominio de Chacaras, onde tal foi resolvido, com operacoes
de matrizes na matriz de adjacéncia do problema. No Problema das Casas, apds levantar
uma série de proposigoes, determinamos que o problema nao possui solucao. Nos problemas
de Contagem sobre quantidade de caminhos possiveis em sélido geométrico, foi mostrado
um método utilizando autovalores e autovetores, onde os resultados relacionados a tal,

foram bem satisfatérios.

Acreditamos que o leitor pode seguir o estudo de grafos aplicados a outras areas
do conhecimento, como aplicacdo em jogos virtuais, sites de busca, problemas de trafego

aéreo, entre outras aplicacoes de uso diario.
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Apéndices

.1 Matrizes

Definimos N como o conjunto dos niimeros naturais, neste trabalho este conjunto
tem a ideia de contagem, logo nao sera incluido o algarismo 0 (zero). Temos que, N =

{1,2,3,--- }.

Seja m e n em N, define-se matriz m x n (lemos: m por n) uma tabela com m-n
elementos de R, onde estes elementos sao denominados entradas da matriz, que estao
dispostos em m linhas e n colunas. Indicamos as entradas de uma matriz qualquer A
por a;;, onde os indices representa, nessa ordem, a linha e a coluna onde o elemento se

encontra.

Representamos uma matriz A por:

aipx Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ dAap
A=

Am1 Am2 **° Amn

mxn

Genericamente temos que a matriz acima é dada por A = (a;;)mxn. Temos que
Mymny € 0 conjunto de todas as matrizes de ordem m X n. Quando m = n, dizemos que
a matriz ¢ quadrada. Na matriz quadrada de ordem n, A = (a;;), as entradas a;;, com

1 <@ < n, formam a diagonal principal.

Apresentaremos alguns tipos especiais de matrizes:

1.1 Matriz linha
E a matriz que possui apenas uma unica linha.

Exemplo 22. ( aijp G2 - Qin )1><n

1.2 Matriz coluna
Possui apenas uma coluna.
a1

as1
Exemplo 23.

am1 mx1
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.1.3  Matriz nula

E a matriz em que todas as entradas sdo nulas.

Exemplo 24.

mXxn

.1.4 Matriz diagonal

E a matriz quadrada que contém elementos apenas na diagonal principal.

AN O - 0

Ao - 0

Exemplo 25. o ]
0 0 © Ann

.1.5 Matriz identidade

E um tipo especial de matriz diagonal, cuja as entradas da diagonal principal sdo
iguais ao numero real 1. Usualmente representamos a matriz identidade de ordem n por

I,,, em alguns casos, quando nao gerar confusao, representaremos apenas por I.

10 --- 0
0

Exemplo 26. [ =
00 - 1

nxn

.1.6  Matriz transposta

De uma matriz A = (a;j)mxn, podemos obter uma matriz A" = (b;;)nxm, onde as

linhas de A serd as colunas de A’ ou seja, (b;;) = (a;;). Dizemos que A’ é a transposta de
A.

0 3
01 5
Exemplo 27. A:( ) e Al=|1 4
3 4 2
2x3 5 2
3x2

.1.7 Operacdo com matrizes

Sejam duas matrizes, A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn, de mesma ordem, entdo A = B,

se a;; = b, paral <1 <mel<j<n.

Dado duas matrizes A e B, de mesma ordem, a soma representada por A+ B, sera

a matriz C' = (¢ij)mxn, tal que ¢;; = a;; +b;j, paraV1 <i<mel <j<n.
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Proposicao 9. Se A, B e C sao trés matrizes de mesma ordem, temos:

1. A+ (B+C)=(A+ B) + C (Associativa)
2. A+ B = B+ A (Comutativa)
3. A+ 0= A, 0 representa a matriz nula m x n (Ezisténcia do elemento neutro)

4. A+(-A)=0
Demonstracao. Utilizando a associatividade da adicao de ntimeros reais. O

Provando 1:A+ (B +C) = (ai;) + (bij + ¢ij) + (ai; + (b +¢ij)) = ((@ij +bij) +¢i5) =
(aij 4 bij) + (cij) = (A+ B) + C.

Provando 2: A+ B = (ai;)+(bij) = ((ai;+bij)) = (b +ai;)) = (bij)+(ai;) = B+A
Provando 3: A+0=a;; +0=qa;; = A
Provando 4: A + (—A) = (aij) + (—(aij)) = (CLij - ((l,’j)) =0

Outra operacao muito utilizada na algebra linear é a multiplicacao de uma matriz
por um escalar. Seja uma matriz A = (a;;)mxn, definimos como o produto de A pelo nimero

real k, tendo kA = (kaij)mxn-

Proposicao 10. Dadas duas matrizes A e B € M(mn), e k, k" € R, temos:

1. k(A+ B) = kA + kB;
2. (k+K)A=kA+KA;
3. k(k'A) = (k') A;

4. 1A = A.

Demonstragdo. Usaremos a propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adicao

de niimeros reais.

Provando 1: k‘(A—f—B) = k:(aij—kbij) — (k(az]+b23>) = (/{ZCLU—FI{?bU) = (kCLZ])‘l‘(kbw) =

Provando 2: (k + K)A = (k + K')(ay;) = ((kai; + Kaiy) = (kaij) + (Kay;) =
k(aij) -+ k’(aij) =kA + k,A,

Provando 3: k(K'A) = k(K (a;;)) = (k(Kai;)) = (kK a;j)) = (kk")(ai;) = (kE")A;
Provando 4: 14 = 1(a;;) = (1a;;) = (a;j) = A.
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Agora mostraremos algumas propriedades da multiplicacdo de matrizes.

Proposicao 11. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)nxp, definimos o produto
k=1

AB de A por B, representado por AB, a nova matriz C' = (¢;j)mxp, tal que ¢;j = Zaikbkj =

a;1bij + - -+ + ainbyj, para todo 1 < i < m e para todo 1 < j < p.

Vale lembrar que pela defini¢ao, que a multiplicacao das matrizes A e B, apenas
acontece se, e somente se, o nimero de colunas de A for igual ao nimero de linhas da
matriz B, pois A é da ordem m x n e B é n x p. Logo o produto AB é uma matriz que

tem o nuimero de linhas de A e o nimero de colunas de B.

Demonstragdo. Queremos obter uma entrada c;;da matriz C' = AB, para tal, seguiremos

0s seguintes passos:

1° passo: Toma-se a i-ésima linha da matriz A:

(n elementos)

(n elementos)

3° passo: Calcula os n produtos dos elementos:

ail'blj

aig.sz

Qin 'bnj

4° passo: Soma-se os n produtos, obtendo ¢;; = a;.b; = a’'b.

O]
0 1

Exemplo 28. Dadas as matrizes A=| 2 3 —1 [ eB=| 2 |, determinar o produto
1 3

AB.
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Como a matriz A tem ordem 3 x 3 e B sua ordem é 3 x 1, podemos definir o

produto AB que sera uma matriz de ordem 3 x 1.

12 0 1 1.1+22+0.3 5
AB=123 -1 |.| 2 |=]| 21432+(-1)3 | =5
10 1 3 11402413 4

Proposicao 12. Desde que as operagoes sejam possiveis, com A, B e C' € M(mn), temos:

1. A(B+C) = AB+ AC (distributividade da esquerda da multiplicacao em rela¢io a
adi¢ao);

2. (A+ B)C = AC + BC (distributividade a direita da multiplicagio em relagio a
adi¢ao);
3. (AB)C = A(BC) (Associatividade);

4. AI = IA = A (existéncia do elemento identidade).

Demonstragio. Provando 1. Seja D = A.(B 4 C) = (d;)mxp, temos:

dik = D _aij-(bjx + cjx) Z (aijbj + aijeje) = D aibie + Y aicy = AB + AC

j=1 j=1 j=1

Provando 2. Seja E = (A + B).C' = (€ )mxp, temos:

eir = Y (i +biy).ci = Y_(aycg + biein) = Y ayen + Y by = AC + BC
= = — —
Provando 3: Suponhamos que as matrizes A, B e (', sejam de ordens n X 7, r X s € § X m,

respectivamente. Temos que

s

(AB)C)y = S (AB)ucr; — z (Zb) zad (Zb) _ A(BO),

k=1 k=1

Provando 4: Sendo I,, = (04j)nxn, €m que 0;; =0, se i # j e 0,5 = 1, se i = j, logo
B = A[n = (bij)mxna temos bij = Q41015 + @209 + a;;055 + -+ AinOnj = aﬂ.O + aig.O +

-+ 4+ a;,.0 = a;, para todo 7 e j, entao A.I, = A.

]

Uma matriz quadrada A de ordem n, definimos como inversa de A, a matriz B, de

ordem n se o resultado abaixo for valido:
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AB=BA=1,

A demonstragdo de matriz inversa pode ser encontrada em [2]. Outro método de
encontrar a inversa de uma matriz A, é por meio de operagoes elementares sobre as linhas

da matriz A. Segue que se A é uma matriz regular, efetuamos do seguinte modo
(A[I) ~ -+~ (I]ATF)

Proposicao 13. Sejam A uma matriz invertivel e eq, - - - , e, uma sequéncia de transfor-
magoes elementares de modo que e.(---(e1(A))---) = I, onde I é a matriz identidade.

Logo esta mesma sequéncia de transformacoes aplicada a I nos fornece A™L, ou seja,

(- (er(I)) -+ ) = AL,

Demonstracao. Para cada 1 <@ < r, considere E; sendo a matriz elementar associada a

transformacao e;. Logo
E.---E/A=1.
Assim, como A é invertivel
(E,---E)AA =TATY
Onde obtemos

E.---EJ=A"

3 12
Exemplo 29. Determine a inversa da matriz A = ( - )

Para que a matriz A seja invertivel, iremos aplicar uma sequéncia de transformacgoes
elementares até obtermos uma outra matriz, denominada de B, onde esta, estara na forma
escalonada, ou seja, a matriz B deve ser da forma I, tal que B = I, assim A sera

invertivel.
312 |10 ~ 10 ] 1 -2 ~
(A[I) =
2 6 | 0 1 Li— Ly — 2L, 2 6 | 0 1 Lo — Lo+ 214

10 | 1 -2 - 10| -1 2
Ly — —1L; (A|I) = o

0 6| 2 -3 . 01| L
Ly =

Uma matriz A é denominada invertivel se possui uma matriz inversa. Representamos

a inversa da matriz A por AL,
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Logo, obtemos uma matriz na forma (/5|C'), concluimos que A é invertivel e que

sua inversa é dada pela matriz C, onde C' = A~!. Assim,
. -1 2
=1
3 2
Proposicao 14. Se uma matriz A possui uma inversa, esta inversa € unica.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha que B e C sao duas inversas da
matriz A = (a;j)nxn . Logo AB =1, e AC = I,,, temos:

C =CI, = C(AB) = (CA)B = I,B = B.
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