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Resumo

Esta dissertacao tem por objetivo apresentar uma proposta para o ensino do conceito
de derivada no Ensino Médio, usando um minimo de terminologia especializada a quem
nao teve treinamento prévio no assunto e que atenda a diversas areas do conhecimento.

Iniciamos com um pequeno relato histérico de como surgiu e foi desenvolvido o conceito
de derivada. A seguir, apresentamos as ideias basicas, a partir da noc¢ao de taxa de
variagado de uma funcdo e com uma sequéncia de exemplos e atividades, chegando a
interpretacao geométrica de derivada como sendo o coeficiente angular da reta tangente
em um ponto da curva que representa o grafico da funcao.

Algumas regras de derivagao se tornaram necessarias para facilitar o desenvolvimento
algébrico dos exemplos e exercicios usando derivadas, procurando dar énfase aos problemas
aplicados de maximos e de minimos de fung¢oes em intervalos fechados. O procedimento
consiste em usar uma equacao principal que relacione as varidveis, obtendo uma fungao
que forneca um modelo matematico para a situagdo pratica e, entao, usar as técnicas de
derivagao para solucionar o problema.

Palavras-chave: Derivada, Taxa de Variacao, Reta Tangente, Maximos, Minimos.



Abstract

This thesis aims to present a proposal for teaching the concept of derivative in high
school, using a minimum of specialized terminology whom had no previous training in the
subject and that meets the diverse areas of knowledge.

We begin with a short historical account of how the concept of derivative emerged and
was developed. Going on, we present the basic ideas, from the notion of rate of change
of a function and a series of examples and activities, until the geometric interpretation of
derivative as the slope of the tangent line at a point of the curve: the function graph.

Some derivation rules became necessary to facilitate the development of algebraic ex-
amples and exercises using derivatives, in order to emphasize the applied problems of
maximum and minimum functions on closed intervals. The procedure consists of using a
master equation that relates the variables, obtaining a function that provides a mathe-
matical model to the practical situation and then use the bypass techniques to solve the
problem.

Keywords: Derivative, Rate of Change, Tangent Line, Maximum, Minimum.
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Introducao

Na etapa do Ensino Médio, seria importante dar maior enfoque a formacao do aluno a
partir das informagoes tratadas, dos procedimentos e métodos envolvidos e do desenvolvi-
mento de habilidades. Um dos temas a ser considerado ¢ o da variacao de grandezas que
surge naturalmente ao descrever determinados fendomenos, capacitando o aluno a interpre-
tar e resolver questoes internas e externas a matematica (relacionados a outras ciéncias).
Neste contexto esté inserido o estudo de fungoes e sua variagao, elementos basicos para um
dos conceitos fundamentais do Calculo chamado derivada. Esse assunto envolve algebra
e geometria e compreende o estudo de taxas de variagao de fungoes e da reta tangente a
uma curva no plano.

Acreditamos que as fun¢des podem ser estudadas nao somente como entes estaticos,
mas também através de um tratamento mais dinamico, associado a taxas de variacao e
decorrente de problemas praticos que tratam da andlise dessa variacao. E importante
ressaltar que a aplicagao desta proposta exige uma conscientizagao dos professores, de
modo que o aprendizado iniciado no Ensino Fundamental, deve encontrar complementacao
e aprofundamento no Ensino Médio. Neste contexto, o professor deve ordenar o seu
programa conforme o desenvolvimento das disciplinas, encaminhando gradativamente o
estudo dos contetidos propostos neste trabalho, a medida que os novos conceitos tornam-se
adequados naquele momento.

Nossa intenc¢ao é apresentar uma proposta de trabalho para o aluno do ensino médio,
que esteja fundamentada em conceitos, sem tomar a definicdo formal de derivada como
ponto de partida e sem preceder tal ensino de um estudo rigoroso sobre limites.

Dentre os fundamentos estao incluidos a investigacao de taxa de variacao média, cresci-
mento e decaimento, a mensuracao de variagoes instantaneas, a construgao e interpretacao
de retas tangentes.

Como aplicacdo préatica da derivada inclue-se a resolugao de problemas de diversas
dreas (juros, crescimento populacional, célculo de velocidades, anélise do processo de
fotossintese, pontos de nivelamento, lucros e prejuizos), de otimizagdo; aqui é preciso
transformar um problema pratico em modelos mateméaticos, organizar estratégias de re-
solugao, utilizar técnicas e teorias apresentadas e, por fim, chegar de forma simples ao
resultado. Outra aplicacao importante consiste em desenvolver a habilidade de analisar e
interpretar graficos de funcgoes.

No decorrer de cada capitulo, apresentamos exemplos e sugestoes de atividades a
serem trabalhadas com os alunos, no intuito de leva-los a compreensao dos conceitos
introduzidos. Estas atividades foram colocadas em forma de planilhas, visando facilitar
sua aplicagdo, e, sempre que possivel, sao apresentadas de forma a atrair a atencao e
estimular a sua resolucao.

Parte dos exemplos e atividades apresentadas foram adaptadas de alguns textos das
referéncias bibliograficas.

Este trabalho foi dividido em cinco capitulos e um anexo, que descrevemos a seguir.
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No primeiro capitulo, apresentamos uma pequena abordagem da histéria das deriva-
das, destacando a origem desta poderosa ferramenta matematica e ressaltando a contri-
buicao de alguns matematicos da época. O século XVII foi extremamente produtivo para
o desenvolvimento da matematica, gracas, em grande parte, as novas e vastas areas de
pesquisa que nela se abriram. Porém, a realizagdo matematica mais notavel do periodo foi
a invencio do célculo, perto do final do século. E curioso que o desenvolvimento histérico
do célculo seguiu a ordem contraria a daquela dos textos e cursos basicos atuais sobre
o assunto, ou seja, primeiro surgiu o calculo integral e s6 muito tempo depois o calculo
diferencial. A idéia de integracao teve origem em processos somatorios ligados ao calculo
de areas, volumes e comprimentos. A diferenciacdo, criada bem mais tarde, resultou de
problemas sobre tangentes a curvas e de questoes sobre maximos e minimos. Mais tarde
ainda, verificou-se que a integracao e a diferenciagdo estao relacionadas entre si, como
uma espécie de operacgao inversa uma da outra.

No capitulo 2, procuramos desenvolver no aluno a idéia de variagao de uma funcao,
seguida dos conceitos de taxa de variacao média, taxa de variagdo pontual ou instantanea
e finalmente ao de derivada, de maneira intuitiva e usando a interpretagao geométrica no
plano. Para uma anélise local, a ideia é que ao ampliar suficientemente uma parte da curva
que representa o grafico da fungao, esta parte teria o aspecto de uma reta, facilitando a
andlise do comportamento da fun¢ao em um ponto da mesma. Sendo assim, o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da funcao neste ponto é dado pela variagdo pontual
ou instantanea da funcao.

No capitulo 3, apresentamos alguns recursos algébricos que permitem simplificar o
calculo da derivada de algumas fungoes. Todas sao consequéncias de certas manipulagoes
das expressoes algébricas da taxa de variagdo média das funcoes.

No capitulo 4, sao apresentadas algumas aplicagoes na forma de problemas como
maximizar areas, volumes e lucros e minimizar distancias, tempo e custos. Um homem
de negdcios procura maximizar lucros e minimizar os custos. Um engenheiro ao projetar
um novo automédvel deseja maximizar eficiéncia. Um piloto de corrida tenta minimizar
o tempo e o consumo de combustivel. Um fabricante de caixas de papelao determina
as dimensoes de cada caixa que requer a quantia minima de material para um volume
especifico. Na resolucao desses problemas praticos, o desafio maior esta frequentemente
em determinar a funcao que deve ser maximizada ou minimizada; em seguida, utilizando
conceitos e métodos envolvendo derivada, determinar as respostas procuradas.

No capitulo 5, tecemos as consideracoes finais deste trabalho.

No anexo, colocamos enderecos de paginas da Web onde encontramos Applets, pe-
quenos programas desenvolvidos com o software GeoGebra, com alguma tarefa especifica,
que podem ser utilizados como ferramentas que auxiliem no entendimento de conceitos do
calculo diferencial, introduzidos nesta dissertagao. Estes Applets tornam dindmicas as pa-
ginas da Web, de maneira que o aluno pode interagir e, com isso, tenha a possibilidade de
experimentar, visualizar, abstrair, conjecturar, explicar e generalizar. A disponibilidade
de tecnologia nao diminui a importancia de se entender com clareza os conceitos por tras
das imagens na tela. Quando utilizados apropriadamente, computadores sao muito tteis
na descoberta e compreensao de tais conceitos, principalmente pela possibilidade de visua-
lizacao. Entretanto, nenhuma inovagao tecnologica substitui o trabalho classico nas aulas
de matematica, centrado na resolucao de problemas. Estratégias como calculo mental,
contas com algoritmos e criacao de graficos e de figuras geométricas com lapis, borracha,
papel, régua, esquadro e compasso seguem sendo essenciais para o desenvolvimento do
raciocinio matematico.
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Capitulo 1

Um Pouco da Historia das Derivadas

O conceito de funcao que hoje pode parecer simples, é o resultado de uma lenta e
longa evolugao historica iniciada na Antiguidade quando, por exemplo, os matematicos
Babilonios utilizaram tabelas de quadrados e de raizes quadradas e cibicas ou quando
os Pitagoricos tentaram relacionar a altura do som, emitido por cordas submetidas a
mesma tensao, com o seu comprimento. Nesta época o conceito de funcao nao estava
claramente definido: as relagoes entre as grandezas surgiam de forma implicita e eram
descritas verbalmente ou por um grafico.

S6 no séc. XVII, quando Descartes e Pierre Fermat introduziram as coordenadas car-
tesianas, se tornou possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos
e estudar analiticamente fungoes. A Matematica recebe assim um grande impulso, no-
meadamente na sua aplicabilidade a outras ciéncias - os cientistas passam, a partir de
observagoes ou experiéncias realizadas, a procurar determinar a férmula ou funcao que
relaciona as varidveis em estudo.

Figura 1.1: Pierre de Fermat (1601-1665).

A partir daqui todo o estudo se desenvolve em torno das propriedades de tais fungoes.
Por outro lado, a introducao de coordenadas, além de facilitar o estudo de curvas ja
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conhecidas permitiu a “criacao” de novas curvas, imagens geométricas de funcoes definidas
por relacoes entre variaveis.

Foi enquanto se dedicava ao estudo de algumas destas fungoes que Fermat se deu conta
das limitacoes do conceito classico de reta tangente a uma curva no plano como sendo
aquela que encontrava a curva num unico ponto. Tornou-se assim importante reformular
tal conceito e encontrar um processo para tracar uma tangente a um grafico num dado
ponto - esta dificuldade ficou conhecida na Historia da Matematica como o “ Problema
da Tangente”.

Fermat resolveu esta dificuldade de uma maneira muito simples: para determinar uma
tangente a uma curva num ponto P considerou outro ponto () sobre a curva e a reta PQ)
secante a curva. Seguidamente fez deslizar () ao longo da curva em direcao a P, obtendo
deste modo retas P() que se aproximavam duma reta t a que Fermat chamou a reta
tangente a curva no ponto P.

Fermat notou que para certas func¢oes, nos pontos onde a curva assumia valores ex-
tremos, a tangente ao grafico devia ser uma reta horizontal, ja que ao comparar o valor
assumido pela fungdo num desses pontos P(z, f(x)) com o valor assumido no outro ponto
Q(z + ¢, f(z + €)) proximo de P, a diferenga entre f(z + €) e f(x) era muito pequena,
quase nula, quando comparada com o valor de ¢, diferenca entre abcissas de () e P. Assim,
o problema de determinar extremos e de determinar tangentes a curvas passam a estar
intimamente relacionados.

Estas idéias, que estudaremos com mais detalhes na Segao constituiram o embridao
do conceito de DERIVADA o que levou Laplace D a considerar Fermat “o verdadeiro
inventor do Célculo Diferencial”. Contudo, Fermat nao dispunha de notacdo apropriada
e o conceito de limite nao estava ainda claramente definido.

Figura 1.2: Gottfried Wi-
lhelm von Leibniz (1646- Figura 1.3: Isaac Newton, Sir
1716). (1642-1727).

Assim, embora s6 no século XIX, Cauchy introduziria formalmente o conceito de limite
e o conceito de derivada, foi a partir do séc. XVII, com Leibniz e Newton, que o Célculo

'Pierre Simon de Laplace (1749-1827) foi um matematico e astronomo francés tdo famoso em seu
tempo que ficou conhecido como o Newton da Franca.
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Diferencial torna-se um instrumento cada vez mais indispensavel pela sua aplicabilidade
aos mais diversos campos da Ciéncia. Leibniz algebriza o Célculo Infinitésimal, introdu-
zindo os conceitos de variavel, constante e parametro, bem como a notagao dx e dy para
designar “a menor possivel das diferencas em x e em y”. Desta notacao surge o nome do
ramo da Matematica conhecido hoje como Calculo Diferencial.

O primeiro trabalho sobre Calculo Diferencial foi publicado por Leibniz em 1684, sob
o longo titulo Nova methodus pro mazximis et minimis, item que tangentibus, qua nec
irrationales quantatitates moratur. Nesse trabalho apareceram as férmulas:

o Derivada do Produto: d(zy) = zdy + ydx

e Derivada do Quociente d (i) = ydxy;fdy

o da™ = na" !

Newton desenvolveu métodos analiticos unindo técnicas matematicas ja conhecidas, o
que tornou possivel a resolugao de problemas de diversos tipos, como o de encontrar areas,
tangentes e comprimentos de curvas, assim como maximos e minimos de func¢des. Todas
essas descobertas foram feitas anos antes de Leibniz, de forma independente. Newton
recusou-se durante muito tempo a divulgar suas descobertas e, porisso foi Leibniz quem
primeiro publicou. Isto gerou uma disputa muito grande entre os dois matematicos, sobre
quem teria realmente inventado o Calculo. Mas, apesar de Newton ter desenvolvido a
notagdo e a maneira de calcular derivadas antes de Leibniz, aquela que prevaleceu foi a
de Leibniz que mostrou-se mais simples e conveniente.

O primeiro livro sobre calculo diferencial foi Analysis of Infinitely Small Quantities
for the Understanding of Curved Lines (Andlise de quantidades infinitamente pequenas
para o entendimento de curvas,1696) pelo Marqués de I’'Hospital (1661-1704). Muito de
seu trabalho foi realmente devido a Johann Bernoulli (1667-1748) e seguiu o tratamento
de Leibniz para derivadas, maximos, minimos e outras analises de curvas. Mas o método
de I'Hospital para determinar o raio de curvatura era muito parecido com aquele de
Newton. Jakob Bernoulli (1654-1705) e seu irmao mais novo Johann lideraram o caminho
para espalhar o conhecimento do poder das férmulas de calculo de Leibniz, propondo e
resolvendo problemas desafiadores (o problema da catenéria e da braquistcrona sao dois
exemplos) para os quais o cdlculo era necessario. Leibniz, Newton e Huygens também
resolveram estes problemas. Este problemas e outros levaram ao desenvolvimento das
equagoes diferenciais e do calculo das variagoes, novos campos da matematica dependentes
de célculo.

Na Inglaterra, o novo Treatise of Fluzions (Tratado de Fluxions,1737) de Thomas
Simpson (1710-1761) forneceu a primeira derivada da fungao seno. Em 1734, o Bispo
George Berkeley (1685-1753) publicou The Analyst (O Analista), um ataque a falta de
fundamentos rigorosos para seus flixions. Berkeley reconheceu a precisao das férmulas
de Newton e a exatidao das suas aplicagoes abrangentes em fisica e astronomia, mas
criticou as “quantidades infinitamente pequenas” e os “incrementos imperceptiveis” dos
fundamentos das derivadas. Colin Maclaurin (1698-1746) tentou defender Newton no seu
Treatise of Fluxions (Tratado de Fliuxions) (1742), desenvolveu derivadas para fungoes
logaritmicas e exponenciais e expandiu as férmulas de Simpson para incluir as derivadas
das fungoes tangente e secante.

Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) seguiu Leibniz e L’Hospital no seu livro de célculo
Analytical Institutions (Instituicoes Analiticas,1748), onde trata da andlise de quantida-
des finitas, dos problemas elementares de maximo e minimo, tangentes e dos pontos de
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inflexdo. Em um dos volumes, Maria Agnesi apresenta uma extensa discussao sobre a
3
a . .
curva (y = — 5 |, conhecida como “curva de Agnesi”.
2+ a

Considera-se um ponto O numa circunferéncia e seja M o ponto diametralmente oposto
a 0. De qualquer outro ponto A da circunferéncia, traca-se a secante OA. A interseccao
entre a reta que contem OA e a reta tangente a circunferéncia no ponto M é o ponto N.
Por A, traca-se uma reta paralela a M N, e por N uma reta paralela a OM. Seja P a

intersecgao entre essas duas retas. O lugar geométrico dos pontos P quando A percorre
a circunferéncia é chamada Curva de Agnesi (Veja a Figurall.5)).

Figura 1.4: Maria Gaetana Agnesi (1718-
1799). Figura 1.5: A Curva de Agnesi.

Por volta de 1750, Agnesi foi convidada para ocupar a cadeira de Matemética na
Universidade de Bolonha, mas sua vida, em seguida, tomaria um rumo completamente
diferente. Com a morte do pai, movida pelos seus sentimentos religiosos, deixou a docéncia
e recolheu-se em um convento para se dedicar aos que sofriam de doencas graves. Quando
a instituicao Pio Istituto Trivulzo foi aberta, Maria ficou encarregada de sua direcao. Esse
Instituto era uma casa para enfermos, aos quais ela se dedicou inteiramente, doando toda
a sua fortuna e trabalhando ali até a sua morte. Maria era uma pessoa delicada e muito
timida. Nunca teve ambicao de se tornar uma matematica famosa a despeito de seu génio
brilhante. Alguns dizem que ela apenas se interessou por matematica para agradar ao
pai. Nao obstante, a sua inteligéncia e o seu talento tornaram possivel integrar todo o
conhecimento de mais alto nivel sobre Calculo da época de uma maneira muito clara.
Maria Agnesi é reconhecida como a primeira mulher matemética a ter produzido textos
de alta qualidade cientifica.

Leonhard Euler (1707-1783) deu um passo importante na dire¢ao de estabelecer uma
fundamentacao solida para o calculo no seu Introduction to the Analysis of the Infinite
(Introducao a Anélise do Infinito, 1748) quando introduziu fung¢oes (no lugar de curvas)
como os objetos para os quais as derivadas e outras técnicas de calculo seriam aplicadas.
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Por funcao, Euler queria dizer algum tipo de “expressao analitica”; sua concep¢do nao era
tao abrangente como a nossa definicdo moderna. Na sua publicacao, também introduziu
o termo andlise como um nome moderno para calculo e a matematica avancada relaci-
onada. No seu Methods of Differential Calculus (Métodos de Calculo Diferencial,1755),
Euler definiu a derivada como “o método para determinar as razoes entre os incrementos
imperceptiveis, as quais as fungoes recebem, e os incrementos imperceptiveis das quan-
tidades varidveis, das quais elas sao fungoes”, que soa nao muito cientifico hoje em dia.
Mesmo assim, Euler trabalhou com varios casos especiais da regra da cadeia, introduziu
equagoes diferenciais e tratou maximos e minimos sem usar quaisquer diagramas ou gra-
ficos. Em 1754, na famosa Encyclopédie francesa, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783)
afirmou que a “definicdo mais precisa e elegante possivel do calculo diferencial” é que a de-
rivada é o limite de certas razoes quando os numeradores e denominadores se aproximam
mais e mais de zero, e que este limite produz certas expressoes algébricas que chamamos
de derivada.

No final do século XVIII, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) tentou reformar o calculo
e torna-lo mais rigoroso no seu Theory of Analytic Functions (Teoria das Fungoes Ana-
liticas,1797). Lagrange pretendia dar uma forma puramente algébrica para a derivada,
sem recorrer a intuigdo geométrica, a graficos ou a diagramas e sem qualquer ajuda dos
limites de d’Alembert. Lagrange desenvolveu a principal notacdo que usamos agora para
derivadas e o desenvolvimento légico de seu calculo era admiravel em outros aspectos,
mas seu esfor¢co em prover uma base sélida para o calculo falhou porque sua concepcao da
derivada era baseada em certas propriedades de séries infinitas as quais, sabemos agora,
nao sao verdadeiras.

Finalmente, no inicio do século XIX, a definicdo moderna de derivada foi dada por
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) em suas aulas para alunos de engenharia. Em seus
livros Cours d’ analyse de I’Ecole Polytechnique (Curso de Andlise da Escola Politécnica),
escrito em 1821, Résumé des lecons sur le calcul infinitésimal (Resumo de ligdes sobre o
Calculo infinitesimal), de 1823 e Legons sur le calcul différentiel (Ligoes sobre o Calculo
Diferencial), publicado em 1829, Cauchy apresentou uma fundamentacao completa do
Calculo, estabelecendo o carater que ele tem na atualidade. Para isso, tornou fundamental
o conceito de limite de D’Alembert, caracterizando-o aritmeticamente:

“Chamamos quantidade variavel aquela que consideramos capaz de assumir diversos
valores diferentes sucessivamente. Por outro lado, chamamos quantidade constante aquela
que assume um valor fixo e determinado. Quando os valores sucessivamente atribuidos a
uma variavel aproximam-se indefinidamente de um valor fixo, de modo que eles finalmente
difiram deste valor tao pouco quanto quisermos, esse tltimo é chamado o limite de todos
os outros.”

Dessa maneira, Cauchy associou o conceito de limite com o conceito de funcao através
da importante interpretacao que fez do termo infinitamente pequeno. Diferente de muitos
outros mateméaticos anteriores que pensavam em infinitésimo como um nimero fixo muito
pequeno, ele definiu como uma variavel dependente:

“Quando os valores numéricos sucessivos de uma variavel diminuem indefinidamente
de modo a tornarem-se menores do que qualquer nimero dado, dizemos que a variavel se
torna infinitamente pequena ou uma quantidade infinitamente pequena. O limite de tal
variavel é zero.”

Essa definicao também possibilitou elaborar a no¢ao de continuidade de uma funcao.
Esses conceitos foram fundamentais para Cauchy poder definir a derivada como um limite:

“Se a fungao y = f(x) for continua entre dois limites dados pela varidvel x, entao, para
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qualquer valor de x dentro dos limites, um aumento infinitamente pequeno da variavel
produzird um aumento infinitamente pequeno da prépria fungdo. Portanto, se dissermos
que Az = h, os dois termos da razao das diferencas serdo quantidades infinitamente

pequenas.
Ay _ flz+h)— f(z)
Az h ‘

Mas, enquanto que esses dois termos aproximar-se-ao indefinidamente de zero, sua
razao pode convergir para algum outro limite positivo ou negativo. Esse limite, quando
existir, tem um valor definido para cada valor especifico de z, mas varia com x. Indicamos
essa dependéncia chamando a nova func¢ao de Funcao Derivada, designando-a pelo uso
de um apostrofo na notacao: y' ou f'(x).”

Cauchy prosseguiu para encontrar derivadas de todas as fun¢oes elementares, a Regra
da Cadeia para as fungoes compostas e mostrou que o Teorema do Valor Médio para deri-
vadas, que tinha aparecido no trabalho de Lagrange, era realmente a pedra fundamental
para provar varios teoremas basicos do calculo que foram assumidos como verdadeiros.

Atualmente, derivadas e o calculo diferencial estao estabelecidos como uma parte ri-
gorosa e moderna do calculo, de fundamental importancia nas ciéncias naturais e sociais.

Figura 1.6: Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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Capitulo 2

A Derivada de uma Funcao

Problemas que relacionam diferentes grandezas permeiam nosso dia-a-dia mesmo que
nao tenhamos consciéncia disso. Por exemplo, o valor da conta de luz depende da quanti-
dade de energia gasta, a dose de remédio que ¢ dada a uma crianca depende do seu peso,
o valor para fazer cépias de um material depende do nimero de paginas copiadas. H&
também aqueles em que se analisam o crescimento de bactérias, o movimento dos astros,
a variacao da temperatura da Terra, o lancamento de projéteis, a otimizagao de areas e
orcamentos domésticos, entre outros.

E também cada vez mais importante desenvolver a habilidade de analisar e interpretar
graficos, por sua aplicabilidade a outras ciéncias.

Para interpretar e resolver grande parte dos problemas, usamos um tipo especifico de
relacdo entre grandezas variaveis chamado funcao. Em particular, quando as grandezas
sdo numeros reais e uma grandeza y estd expressa em funcdo de outra x escrevemos
y = f(z) para indicar tal relacao.

O estudo da variabilidade de uma fungao proporciona maior visualizacdo e torna mais
significativo o conceito de derivada. O conceito de taxa de variagdo média estd na base
do estudo de fungoes e exprime a razao com que a fun¢do varia num dado intervalo do
dominio.

2.1 Variacao de Grandezas

A variacao de uma grandeza é a diferenga entre o valor final e o valor inicial desta
grandeza, num determinado intervalo real.
Sejam y uma grandeza e Ay (1é-se: “delta y”) a sua variagdo: AY = Yrinal — Yinicial-
O sinal de Ay indica se y cresce ou se decresce, ou seja, y cresce quando Ay > 0 e y
decresce quando Ay < 0.
A taxa de variagdo (T'V') de uma grandeza y em relacao a uma grandeza x é a razao
entre a variagdo de y e a variagao de = (Ax, que se 1& “delta x”), ou seja,
Ay
TV = Ao
Na pratica, a taxa de variagao representa o resultado da comparagao entre as variagoes
de y e de z, sendo mais esclarecedora do que a variagdo como informagao isolada.

Exemplo 2.1.1. Suponha que a grandeza y em um primeiro momento variou de 30 até
50 e, em seguida, variou de 50 até 40. Conforme tabela a seguir, podemos dizer que y
cresceu no primeiro momento e, logo a seguir, decresceu.
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’ Yinicial ‘ Yfinal ‘ Ytinal — Yinicial ‘ Ay ‘ Y
30 50 50 - 30 20 | cresceu
50 40 40 - 50 -10 | decresceu

Exemplo 2.1.2. A informacao de que uma fabrica produziu 760 televisores em 10 meses,
equivale a uma taxa de variagao:

Ay 760 76
T = — = — = — =
v Ax 10 1 76,

ou seja, essa fabrica produz 76 televisores por més.

Exemplo 2.1.3. Um hospital maternidade s6 atende a parturientes de alto risco. Em
um determinado més, o hospital realizou 100 partos e 2 recém-nascidos morreram nesse

periodo.
Essa informacao equivale a uma taxa de variacao:
Ay 2
TV = —=—=0,02
Az 100 Y

ou seja, nesse més o indice de mortalidade de recém-nascidos na instituicao foi de 2%.

2.2 Variacao de uma Funcao

A variacdo de uma funcao estd relacionada com o seu comportamento (crescimento,
decrescimento ou estabilidade) quando a varidvel independente percorre um determinado
intervalo do seu dominio.

Exemplo 2.2.1. Considere a funcio f(z) = z?, * > 0, que define a producio (em

toneladas) de uma empresa, em fun¢do do nimero de horas trabalhadas (x). Temos a
seguinte tabela:

x [0]1]2[3[4[5]6
F@)lo[1[4[9]16]25]36

Construindo o gréfico desta quadratica (Veja a Figura [2.1]) é ficil observar que:

« Nointervalo de 0 a 1 hora de trabalho a produgao foi de Ay = f(1)—f(0) =1-0=1
tonelada. Dizemos que a taxa de variacao média da produgao nesse intervalo foi de
1 ton/h.

« Nointervalo de 1 a 2 hora de trabalho a producao foi de Ay = f(2)—f(1) =4—1=3
toneladas. Dizemos que a taxa de variacao média da producao nesse intervalo foi
de 3 ton/h.

» No intervalo de 2 a 3 horas de trabalho a producao foi de f(3) — f(2) =9—-4=5
toneladas. Dizemos que a taxa de variacdo média da producao nesse intervalo foi
de 5 ton/h.

Concluimos que embora a produgao cresga nos intervalos [0,1], [1,2], [2,3] e, assim por
diante, o crescimento ocorre de forma diferenciada.
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9
Ay=>5
4 -
I
Ay =3
|
1
Ay=1 !
0 1 2 3 i

Figura 2.1: Analisando a taxa de variacdo da funcao f(z) = x?, x > 0, em intervalos de
uma hora.

A taxa de variacdo média (T'V,,) de uma fungdo y = f(x), num intervalo de seu
dominio, é definida como o quociente entre a variagdo Ay de f(x) e a variagdo Ax da
variavel x nesse intervalo e é dada por:

sy Ay flatAw) — f(@)
" Az Ax '

E importante notar que da andlise desta razdo resulta como a funcdo varia, sempre
que Ax for bastante pequeno e que, quanto menor Az, mais precisa é a informacao. Se
Az for grande, ndo ha um bom registro sobre a variacdo uma vez que, na média, esta
informacao se perde.

2.3 Interpretacao Geométrica da Taxa de Variacao
Média

Considere uma fungao f definida no intervalo [x7, 25| com 21 < x9. Sejam A = (x1,y1)
e B = (x2,12) dois pontos distintos pertencentes ao grafico de y = f(z). A reta r que
passa pelos pontos A e B é chamada reta secante ao grafico de y = f(z). As abscissas
dos pontos A e B sao nimeros reais distintos, e, quanto as suas ordenadas, pode ocorrer
Y1 < Y2, Y1 > Y2 OU Y1 = Ya.

Entao, a taxa de variacdo média da fungao f no intervalo [z, x2] é 0 niimero real dado
por:

TV, = 20
To — Xq

que representa o coeficiente angular da reta secante passando pelos pontos extremos do
grafico, no intervalo [z, xs].
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As situacoes citadas estao ilustradas na Figura a seguir.

(1 0° < < 90°

(2) 180° < x < 90°

(3) a=0°

h=4y:

Figura 2.2: Coeficiente angular da secante ao gréafico de y = f(x) como taxa de variagao
média.

Convém observar ainda que:

 na situagdo (1), a taxa de variagdo média é positiva, pois 0 < o < 90° e tg a > 0.

Neste caso, ao deslocar do ponto A = (x1,y;) para o ponto B = (x4, ys), as variagoes
de x e de y sao positivas;

« na situagao (2), a taxa de variagdo média é negativa, pois 90° < a < 180° e tg
a < 0. Neste caso, ao deslocar do ponto A = (1,y;) para o ponto B = (z3,¥2), a
variacao de x é positiva e a variagao de y é negativa;
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 na situacao (3), a taxa de variagdo média é nula, pois @ = 0° e tg a = 0. Neste
caso, ao deslocar do ponto A = (z1,y;1) para o ponto B = (x2,%s), a variagao de x
¢é positiva e a variagao de y é igual a zero.

Atividade 2.3.1. A tabela abaixo mostra a rela¢do entre altura (em centimetros) e idade
(em anos) de uma crianga até os seus doze anos. Para facilitar a linguagem matematica,
denotamos a altura por y e a idade por z.

a) Qual a variacao da altura dessa crianga durante os seis primeiros anos de sua vida?

Ayl0,6] =

b) Qual a variacao da altura dessa crianca no periodo de 6 a 12 anos?

Ayl6,12] =

¢) Qual a taxa de variagdo média da altura nos seis primeiros anos de vida dessa
crianca?

TV,.[0,6] =

d) Qual a taxa de variacdo média da altura dessa crianga entre 6 e 12 anos?

TV,[6,12] =

e) Em qual dos dois periodos essa crianga cresceu mais rapido?

Atividade 2.3.2. Um corpo parte do repouso e se move de modo que as distancias
percorridas na unidade de tempo sdo dadas pela fungdo horaria S(t) = 100 — 7¢?, onde S
é dado em quilémetros e t em horas. A taza de variacao média de S em relacao a t entre
dois instantes t; e to é chamada velocidade média do corpo entre os instantes considerados.
Temos entao:

_AS  S(ty) — S(t1)

Vin
At ty —t

a) Determine a distancia percorrida pelo corpo nas duas primeiras horas.

AS[0,2] =




25

b) Determine a distancia percorrida pelo corpo nas quatro primeiras horas.

AS[0,4] =

¢) Determine a velocidade média do corpo nas duas primeiras horas.

V,,[0,2] =

d) Determine a velocidade média do corpo nas quatro primeiras horas.

Vinl0,4] =

e) Nessas quatro primeiras horas, o corpo estava em um movimento acelerado?

2.4 Taxa de Variacao Média da Funcao de 1° Grau

Dada uma funcao de 1° grau definida por f(x) = ax + b, onde a, b e = sdo reais,
consideremos dois pontos quaisquer x; € x5 com 1 < Ts.
Quando x varia de x7 até o, f(x) varia de f(x1) = ax; + b até f(xe) = axg + b, de

~ Yy, .
modo que a razao Ar € constante, ou seja:
z

Ay fla) = f(z1)  aza+b—(az1+b)  alz — 1)

Az To — T To — T To — T1

Esse ntimero a é a taza de variagio média ou, simplesmente, taza de variagao de f(x),
que pode ser interpretada como uma forma de medir “quao rapido” f(x) estd variando &
medida que a variavel independente x muda.

Dizer que esta razao é constante, significa dizer que a acréscimos constantes em x,
correspondem acréscimos constantes em y, isto é, a alteragao que ocorre na fungao f(z) =
axr + b, quando z varia de x; para o = r1 + Az, nao depende de x, mas sim do tamanho
Az do intervalo considerado (Na Figura [2.3] Az > 0):

f(z1+ Az) = a(z1 + Az) + b = (axy + b) + aAx = f(x1) + aAuw.

Figura 2.3: Tlustracao da taxa de variagao constante na funcao de 1° grau.
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E importante observar que esta taxa corresponde, geometricamente, ao coeficiente
angular da reta y = ax + b. Assim, sendo « o dngulo que esta reta forma com o eixo =,
vale a igualdade tg(a) = a.

Se uma funcao de 1°
grau f(z) = ax +b é cres- v
cente, isto é, se o seu gra-
fico é uma reta que “sobe”
da esquerda para a di-

i | y cresce

T cresce

reita, a razao /
_ f(z2) — f(z1)
To — X1 ’

Figura 2.4: Funcao de 1° grau crescente.
que fornece a declividade

da reta, é positiva, pois f(z) cresce, quando z cresce.

Se uma funcao de 1°
grau f(x) = ax + b é v
decrescente, isto é, se o \
seu grafico é uma reta que
“desce” da esquerda para
a direita, a razao

_ flae) = f(x1)

To — T 7

)
y decres QEJ ‘

Figura 2.5: Func¢ao de 1° grau decrescente.
que fornece a declividade

da reta, é negativa, pois f(z) decresce, quando = cresce.

Ressaltamos que a funcao de 1° grau pode ser caracterizada pela propriedade de ter
variagao constante em qualquer intervalo do seu dominio.

Exemplo 2.4.1. A tabela dada relaciona o nimero = de quilémetros rodados o valor y
(em reais) de uma corrida de taxi.

(e] 1 [ 2 ]3] 4]5] 6 [ 7[87]9 |
|y | 3,00 ] 4,70

=2
=~
[a)
o
—_
o
©
o
o
—_
\.H
ot
[a)
—_
W
[\~
S
—_
N
N
o
—_
=z
D
S

Para duas linhas quaisquer da tabela, a taxa % ¢ constante e igual a 1,5. Esta taxa

constante representa o valor adicional a ser pago (além da bandeirada), por quilometro
rodado.

Atividade 2.4.2. Numa viagem de automével de Campinas para uma cidade distante
180 km, foram gastos 15 litros de gasolina. A tabela a seguir, relaciona a distancia D
percorrida por este automodvel, dada em quilometros, com o seu consumo ¢, dado em
litros. Complete a tabela, supondo que as mesmas condi¢oes sejam mantidas durante
toda a viagem.
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| D(km) | | 120 | 180 \ | 300 |
Le) E | [ 15 [ 20 | |

a) Que hipdtese vocé fez para completar a tabela acima?

b) No contexto do problema apresentado, o que significa a taxa A—?
c

c¢) Determine a equacdo que permite determinar a distdncia percorrida em funcao do
consumo de gasolina.

AD
d) Como é possivel determinar a taxa —— a partir da equacao encontrada no item

Ac

anterior?

e) Como é possivel determinar a taxa Ao a partir do grafico da equacao encontrada
c

no item (c)?

Atividade 2.4.3. A massa m do oxigénio contido em um tanque varia com o tempo ¢ de
acordo com a expressao m = 30 — 4t (m em kg, t em horas).

a) Construa o grafico da fungdo m(t) no sistema cartesiano a seguir:
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b) Determine a taxa de variagdo da massa em relagdo ao tempo. Qual o seu significado?

¢) Em quanto tempo o tanque perde 10 kg de oxigénio?

2.5 Taxa de Variacao Média de uma Funcao Qual-
quer

Considere uma fung¢ao qualquer y = f(z) definida no intervalo [z1,zs] com x; < 5.
f(z2) — f(z1)
Ty — X7
e (22, f(x2)), ao contrario do que acontece no caso de uma fungao de 1° grau (Veja o
Exemplo [2.2.1)). Embora a andlise desta razio possa nao ser tao simples para outros
tipos de fungoes, ela fornece uma maneira de medir a variagao ocorrida nos valores f(x)

quando x varia de x; até x».

A razao pode apresentar valores distintos para diferentes pares (x1, f(x1))

Exemplo 2.5.1. (Este exemplo foi adaptado do livro [24], paginal7l) Dada a fungao
y = f(x) = 322, para uma variagao Ax a partir de 1, a taxa de variacio média entre x;
e ry =11+ Ax é:

flz2) = fl@1)  flrr+Az) — f(x1)  3(x + Az)? — 337%:

T p— p— p—
Vi To — T1 (1 + Az) — x4 Az
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_ 3ai + 62 Az + 3(Ax)? — 327 Awx(6x1 + 3Ax)
B Ax N Ax
Nesse caso, a taxa de variagdo média depende do ponto inicial considerado. Com a
tabela abaixo, fica evidente que, quando o valor de x aumenta de uma unidade, a variagao
correspondente no valor da fun¢do nao é mais constante.

12 -3

o« TV,[1,2] = 57 9 (f(x) aumenta de 9 unidades quando x varia de 1 a 2);
27— 12 . .

o« TV,,[2,3] = 55 = 15 (f(z) aumenta de 15 unidades quando z varia de 2 a 3);
48 — 27 . .

o TV,[3,4] = =21 (f(x) aumenta de 21 unidades quando x varia de 3 a 4);
48 — 3 . .

o« TV,[1,4] = 11 - 15 (f(x) aumenta de 15 unidades quando x varia de 1 a 4).

Convém observar que, T'V,,[1,4] = 15 representa a variagdo no valor da fungao por

unidade de = em média entre 1 e 4.
Outra observagao interessante é a taxa de variagdo média negativa, como por exemplo:

TVl =

unidade que se acrescenta no valor de z, entre —4 e —1.

= —15, ou seja, a funcdo decresce 15 unidades por

by

B

Figura 2.6: Tlustracdo da taxa de variagio da fungao f(x) = 3z%



Atividade 2.5.2. Dadas as fungoes f(x) = 2z, g(z) = 22 e h(z) = 2%:

a) Complete a tabela abaixo:

Intervalo

TV,, de f(x) =2z

TV, de g(z) = 22

TV,, de h(z) = 2*

[0,1]

[1,2]

2,3]

[3,4]

[4,5]

30

b) Construa no intervalo [0,5], o grafico das fungoes f, g e h nos sistemas cartesianos

a seguir:

c¢) Que conclusdo vocé pode tirar com os dados dos itens (a) e (b)?
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2.6 Taxa de Variacao Pontual

O estudo da taxa de variacao média de uma fun¢ao y = f(z) nao fornece informagoes
suficientes para poder analisar o comportamento da funcao em um ponto especifico do
dominio. Considerando a curva que representa o grafico da funcao, esta andlise seria
facilitada se uma parte da curva contendo o ponto, pudesse ser altamente ampliada de
modo que quando observada de muito perto, iria adquirir o aspecto de um “segmento de
reta” . A andlise seria feita através do comportamento do segmento de reta com o qual a
curva se confunde na parte em questao.

Uma forma de alcancar esse objetivo consiste em analisar as retas secantes com base
nas taxas de variagao médias da func¢ao em intervalos do dominio, contendo o ponto, e de
comprimento cada vez menor. Neste caso, o acréscimo Az devera aproximar-se de zero,
o que serd denotado por Ax — 0. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.6.1. (Este exemplo foi adaptado do livro [24], pagina 175) Considerando a
fungdo y = f(x) = 3z?% , a taxa de variagio média entre z1 e 1y = z; + Az, com Az < 0
ou Ax >0, é:

TV _ Ay flze) — f(z) _ flo+Ax) — f(z1) _ 3z + Az)® —3af
" A 1y — 1 (g +Az) -1 Ax N

2 2 _ 9.2
_ 3w+ 6x1Ax;— 3(Ax)? — 3a7 _ Aa:(6ac1A+ 3Ax) — 6, + 3Ax, para Az # 0.
T T

Geometricamente, esta taxa é o coeficiente angular da reta secante ao grafico de y =

f(x) nos pontos (z1, f(x1)) e (z2, f(22)) (Veja Figura [2.7)).

Ily

_ f(az) = f(w)
T , S

TV,, = 6x; + 3Ax

F@) | . TV, = tg(a)

)
i
0 / - o *

Figura 2.7: Reta secante ao grafico de f(x) = 3z% nos pontos (z1, f(x1)) e (za, f(x2)).

Analisando os valores obtidos ao fazer Ax — 0, porém sem se igualar a zero (Veja
Figura [2.8), observamos a mudanga que ocorre com as retas secantes em relagdo ao
ponto (z1, f(z1)) = (1,3) comum a todas elas (Figura [2.9)).
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Sf(x2)

T 0 T — T, x
Ax <0 Ar >0

Figura 2.8: Ax aproxima de zero.

Yy Yy

Figura 2.9: Reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (1, f(x1)).

Ao mesmo tempo, observando os valores das tabelas que seguem:

\A:B>O\TVm:6—l—Ax\ \A$<0 \TVm:fS—I—Ax\
0,1 6,3 -0,1 5,7
0,01 6,03 -0,01 5,97
0,001 6,003 -0,001 5,997
0,0001 | 6,0003 -0,0001 | 5,9997
0,00001 | 6,00003 20,00001 | 5,99997

Observamos que a medida que Az se aproxima de zero, os valores da taxa de
variagdo média se aproximam mais e mais do valor 6, ou seja:
Ay flz2) — f(1)

TV, =24 BT I 6 3ag.
Vi A P 6 — 3Ax

Quando Az — 0 tem-se que T'V,,, — 6.

Na (Figura , a medida que x5 se aproxima de x1, tanto pela esquerda como pela
direita, as retas secantes correspondentes se aproximam, cada vez mais, de uma reta t
especial, que passa pelo ponto (z1, f(z1)) = (1,3) e tem coeficiente angular igual a 6

(Figura [2.10)).

Observe ainda que a curva e a reta t quase se confundem numa parte bem proxima do
ponto (1, 3).
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[

Figura 2.10: Interpretacio geométrica da taxa de variagao pontual da funcao f(z) = 322

no ponto z; = 1.

Exemplo 2.6.2. A equagao hordria do movimento de um corpo é dada por S(t) = t*+5
(S em metros; t em segundos), e desejamos saber a velocidade do corpo no instante ¢ = 2
S.

Sendo S(t) = t* + 5, examinemos, em primeiro lugar, a velocidade média no intervalo
de tempo [2,2 + At], com At > 0 ou At < 0. Temos:

_AS _S2+At)—S(2) _ [(2+At)* +5] — (2° +5)

Y ="7p = (2+At) -2 At

CAFHAAL+ (A +5-9  At(4+ At)
B At B At

=4+ At, para At # 0.

Para achar a velocidade instantdnea em ¢t = 2, fazemos com que o acréscimo At se
torne muito pequeno, tao pequeno quanto quisermos, ou seja, vamos fazer At — 0.
Observemos nas tabelas seguintes o que ocorre, tomando alguns acréscimos positivos
(At > 0) e alguns acréscimos negativos (At < 0):

[ At>0 | V,, =4+ At | | At<0 [TV,,=4+At|
0,1 4,1 -0,1 3,9
0,01 4,01 -0,01 3,99
0,001 | 4,001 0,001 | 3,999
0,0001 | 4,0001 -0,0001 | 3,9999
0,00001 | 4,00001 -0,00001 | 3,99999
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Conforme At se aproxima de zero, tando pela direita como pela esquerda, o quociente

V,n = — se aproxima de 4, ou seja, a taxa de variagao instantdnea — no instante t = 2

At

é igual a 4. Como o deslocamento estd sendo medido em metros e o tempo em segundos,
escrevemos v(2) =4 m/s.

Taxa de Variagao Pontual: Se ao fazer Az se aproximar de zero, as taxas de
variacao correspondentes (T'V,,) se aproximarem de um nimero real, este niimero sera
chamado taza de variacao pontual ou instantanea da fungao no ponto z;.

Atividade 2.6.3. Uma esfera parte do repouso e desce um plano inclinado. A distancia
d em metros, percorrida pela esfera, ¢t segundos apéds ter sido largada, é dada por d(t) =
2, 1t% + 6, 6t.

a) Determine a velocidade média da esfera no primeiro segundo do movimento.

[0, 1] =

b) Considere um acréscimo At e determine a velocidade média da esfera no intervalo
[t,t + At].

Uty t + At]=

At o[t t+ At
0,1
0,01
¢) Para t = 2 segundos, complete a tabela 0,001
ao lado: 0,0001
0,00001
0,000001
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d) Com os resultados obtidos nos itens (b) e (c), o que vocé pode afirmar quanto a
velocidade da esfera no instante ¢ = 2 segundos?

v(2) =

Atividade 2.6.4. Um reservatério de formato irregular armazena agua. O volume de
dgua armazenada varia em funcdo da cota do nivel da agua, segundo a fun¢ao V(c) =
3c? + 5, onde ¢ é a cota em metros e V é o volume em 103 m3.

Mivelda agua

1 Marcadar /

de cotas

a) Considere um acréscimo Ac e determine o volume médio da dgua armazenada no
intervalo [c, ¢ + Ac].

Vinle, e+ Ac=

b) Para ¢ = 10 metros, complete a tabela abaixo:

| Ac [ Vile,c+Ad |
0,1
0,01
0,001
0,0001
0,00001
0,000001

¢) Qual o volume da dgua armazenada quando o marcador de cotas indicar 10 metros?

V(10) =
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2.7 Formalizacao do Conceito de Derivada de uma
Funcao em um Ponto

Fixado um ponto qualquer (z;, f(x1)) do gréfico de uma fungao f, escolhemos pontos
1 + Ax do dominio, cada vez mais préximos de x1, ou seja, com Az muito pequeno,
podendo ser positivo ou negativo. Calculamos a taxa de variagdo média

f(z+ Az) — f(z).
Az ’

que representa o coeficiente angular da reta secante ao grafico passando pelos pontos
(21, f(z1)) € (z1 + Az, f(z1 + Az)).

Os valores assim calculados (dependentes de Az) podem aproximar-se de um tnico
nimero real, quando fazemos Az se aproximar de zero (Ax — 0), o qual representara
a taxa de variagao instantanea da funcao no ponto dado. Neste caso, esse niimero serd
chamado derivada da fungao f no ponto x; e denotado por f'(x1) (1é-se: “f linha de x;7).

Geometricamente, este valor numérico representa o coeficiente angular da reta que
contém o segmento com o qual o grafico de y = f(x) “se confunde” quando ampliado
localmente. Esta serd chamada reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto (x1, f(x1)).

Um procedimento algébrico para obter f’(x1) pode ser sintetizado nos seguintes passos:

TV, =

1. calculamos f(x1) e f(z1 + Az) (sendo Az > 0 ou Az < 0);

2. calculamos a taxa de variagao média dada pela razao (quociente):

Ay f(o +Ax) — f(11)
TVm_Aix_ Az ’

3. fazemos agora Az — 0 (sem igualar a zero), e analisamos se os valores da taxa de
variacao média se aproximam de algum ntimero real (que deve ser tinico).

No caso, em que nao seja possivel obter um niimero real nas condi¢oes acima, dizemos
que a funcao f nao admite derivada ou nao é derivavel no ponto x.

Atividade 2.7.1. Imagine que um vaso de flores caiu da janela de um prédio, isto é,
temos um corpo em queda livre, cujo movimento iniciou-se de uma altura h. Da Fisica,
sabe-se que a equacgao horaria do movimento de um corpo em queda livre, com velocidade
inicial nula, é dada por s(t) = 4,9¢?, sendo s medido em metros, de cima para baixo a
partir da posicao inicial, e t é medido em segundos.

a) Considere um acréscimo At e determine a velocidade média do vaso no intervalo
1,1+ At];

|1, 1+ At]=
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b) Determine a velocidade do vaso no instante t = 1 s;

c¢) Considere um instante ¢t qualquer e determine a velocidade média do vaso no intervalo
[t,t + At];

Umlt, t + At]=

d) Determine a velocidade do vaso num instante ¢ qualquer;

v(t) = s'(t)=

e) Intuitivamente, percebe-se que a velocidade aumenta em cada instante. Construa
o grafico, no intervalo [0,5], da funcdo v(t) obtida no item (d) e justifique que, de fato, a
velocidade é crescente.
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Atividade 2.7.2. Dada a fungao de 2° grau f(x) = az? + bz + ¢ (a # 0):

a) Determine a derivada de f(z) em um ponto genérico x;

flz+ Az)=

flz+ Az) — f(z)
Ax

f'(@)=

b) Utilizando o resultado do item (a), complete a tabela abaixo.

f(z) f'(x) f'(=2) /'(0) 1'(2)

bx? —2x+ 7

52+ 20+ 7

—5x?2 —2x+7

b +2x — 17

Atividade 2.7.3. Mostre que a derivada da fungao de 1° grau f(z) = ax+0b (a # 0) em
um ponto genérico x ¢ igual a a, qualquer que seja o valor de .
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Atividade 2.7.4. Mostre que a derivada da fungdo constante f(x) = ¢ em um ponto
genérico x é igual a zero, qualquer que seja o valor de .

Atividade 2.7.5. Mostre que a derivada da fungao f(z) = az® (a # 0) em um ponto
genérico z ¢ igual a 3ax?, qualquer que seja o valor de .
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Atividade 2.7.6. Complete a tabela:

—5a?

Atividade 2.7.7. Suponha que uma bexiga esta sendo inflada, produzindo uma esfera
perfeita. Sabendo que o volume V da esfera pode ser escrito como uma fun¢ao do raio r
por V(r) = gm"3:

a) Mostre que a taxa de variacao pontual do volume da esfera em relacao ao seu raio
¢ igual a drea da superficie da esfera, ou seja, V'(r) = 4mr?;

V(r+ Ar)=

b) Com que taxa varia o volume da esfera quando r = 10 cm?

V'(10)=

Atividade 2.7.8. Em Fisica, define-se densidade linear de uma barra, haste ou fio, como
sendo a sua massa por unidade de comprimento. Além disso, uma barra, haste ou fio
de um material qualquer é dito nao homogéneo quando algumas de suas partes sao mais
pesadas, por unidade de comprimento, do que outras. Suponha que uma haste reta, nao
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homogénea, de 1 m de comprimento , esta disposta ao longo do eixo do z, de tal maneira
que uma de suas extremidades coincide com a origem do sistema cartesiano, e, a sua
massa (M) em cada pedago do tipo [0,z] é dada por M(x) = bz — 2z°.

a) Ache a densidade da haste em qualquer um dos seus pontos z;

b) Qual das extremidades ¢ mais densa, x =0 ou x = 17

M'(0)=

M'(1)=

2.8 Existéncia da Derivada

A definicao de derivada nos leva ao seguinte problema: em que condicdo existird a
derivada de uma func¢do y = f(z) num ponto x; pertencente ao seu dominio?

Do ponto de vista formal, basta verificar a existéncia de um tinico niimero real do qual
a taxa de variacdo média se aproxima, para valores préximos de z;, por aproximacoes
feitas pela direita ou pela esquerda (veja o procedimento algébrico na Segao .

Do ponto de vista geométrico, a existéncia de derivada de uma fungdo y = f(x) em
x1, representa a possibilidade de “apoiar” uma tnica reta tangente ao grafico da fungao
f no ponto de coordenadas (1, f(x1)).

Apresentaremos, em seguida, exemplos de fungdes que, por algumas ocorréncias es-
peciais, nao possuem derivada nos pontos indicados. Em cada caso, vamos analisar as
aproximacoes laterais em relacao ao ponto considerado. Uma nova linguagem matematica
sera usada, da seguinte forma:

« Quando o incremento Az é negativo (Az < 0), estamos nos referindo a aproximagoes
laterais pela esquerda em relagao ao ponto considerado.

Neste caso, escrevemos Az — 0~ e denotamos por f’ (z1) ao valor do qual os mpg
se aproximam, isto é, mpg — f (z1).
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« Quando o incremento Az é positivo (Az > 0), as aproximagoes laterais ocorrem
pela direita em relagao ao ponto considerado.

Neste caso, escrevemos Az — 0% e denotamos por f’ (z1) ao valor do qual os mpq
se aproximam, isto é, mpgo — f/ (21).

r—3 se >3

243 se r<3 e vamos tentar

Exemplo 2.8.1. Consideremos a fungao f(z) = {

obter a derivada de f no ponto xy =3

Tomando z9 = 1 + Az = 3+ Ax, com os resultados da tabela a seguir, notamos que:

fB+Ax) - f(3)

f(x1) = f(3) f(z2) = f3+Az) | TV, = Ay
Ar —
Ax >0 3—3=0 3+ Ax)—3=Ax ’ Ozl
Ax
Az <0 3-3=0 | -(3+A2)+3=—-Ax _AASC:Ef()_—l

e se xo assume valores préximos de 3, maiores que 3, a taxa de variacdo média se
mantém igual a 1, ou seja,

fi3)=1;

e se xo assume valores proximos de 3, menores que 3, a taxa de variacao média se
mantem igual a -1, ou seja,

fr3)=-1L

Portanto, quando x assume valores proximos de 3 nao se obtém o mesmo valor real,
se a aproximagao € feita pela esquerda ou pela direita. Como tal valor deveria ser tinico,
consideramos que f nao é derivavel em x; = 3, ou ainda, que nao existe f’(3).

N

Figura 2.11: Gréfico da fun¢ao f(x) definida pelas sentengas x — 3 se > 3 ou —x + 3 se
r < 3.

Note que nenhuma reta que passa pelo ponto (3,0) assume valores préximos dos de
f(z), simultaneamente & direita e & esquerda de = = 3. Nesse ponto, o grafico apresenta-se
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anguloso (Figura [2.11)), havendo ai uma brusca altera¢do no modo como a funcao varia:
a esquerda de x = 3, ela é decrescente a uma taxa constante igual a —1; a direita de
x = 3, ela passa a ser crescente a uma taxa constante igual a 1.

Nas figuras a seguir, os gréaficos ilustram o fato de que a existéncia da derivada em
um ponto implica numa “suavidade” do grafico, de modo a admitir uma reta tangente
nesse ponto. Nessas figuras fica bem evidente a ideia de que a curva e a reta tangente
tornam-se quase indistinguiveis proximo do ponto de tangéncia.

Y

/)

Figura 2.12: 3f'(xy), 3f'(22), 3f' (x3).

of e \ =

Figura 2.13: 3f'(21), Bf (x2), 3f'(x3).

Figura 2.14: 3f'(21), ﬂf’(%), 3f'(x3).
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Figura 2.15: 3f'(x1), Bf'(x2), 3f'(x3).

Exemplo 2.8.2. Considerando a fungao f(z) =

x?—1
1

se <0
se r>0"

determinar a derivada da fun¢do f no ponto z; = 0, ou seja, f/(0).

Tomando z9 = 21+ Az = 0+ Az = Az e observando os resultados obtidos nas tabelas

que seguem, verificamos que:

valmmos procurar

0+ Az)— f(0
f2) = FO) | f(a) = S0+ 2a) | TV, = TOFED IO
1-1 0
x>0 Ar Ar 0
Az)?—1-1 (Az)*-2
A 1 Ar)? -1 ( =
v=0 (Az) Az Ax
2 _
Ar <0 | TV, = M
Ax
-0,1 19,9
-0,01 199,99
20,001 | 1999,999
-0,0001 | 19999,9999
-0,00001 | 199999,99999
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e se xo assume valores proximos de zero, maiores do que zero, a taxa de variagao
média se mantém igual a zero, ou seja,

f1.(0) = 0;

e porém, se To assume valores proximos de zero, menores do que zero, a taxa de
variagao média assume valores cada vez maiores, ou seja, ela cresce ilimitadamente.
Esse fato é traduzido em linguagem matemaética da seguinte forma:

Ay

—Z 5 to0.
Azx >

Neste caso, dizemos que a funcao f nao é derivavel em z; = 0.

Notamos que o gréfico (Figura dessa funcao f apresenta um “salto” ao passar
pelo ponto (z1, f(x1)) = (0,1). Isto reflete a idéia de que ao percorrer a curva, nao
o fazemos de modo continuo; ha uma interrupcao. Isto significa que a funcao f nao é
continua em .

ily

Figura 2.16: Grafico da fungiof(z) definida pelas sentencas 22 —1se x < 0 ou 1 se z > 0.

Baseado na idéia intuitiva, o grafico de uma fungao continua em um ponto do dominio
nao apresenta furos ou rupturas ou saltos neste ponto. O significado de continuidade em
um ponto x; é que quando z se aproxima de xy, resulta que f(z) se aproxima de f(xy).
E importante observar que z; deve pertencer ao dominio de f.

f(x) — f(x1) quando x — x;

No estudo de derivada, a nocao de continuidade estara sempre presente. O fato de
uma fungdo y = f(x) ter derivada e admitir uma reta tangente em um ponto considerado,
implicard na continuidade de f nesse ponto. Neste texto, admitiremos que as fungoes
polinomiais sao continuas em todo ponto.

Nas figuras que seguem, apresentamos graficos de fungoes com alguns tipos caracte-
risticos de descontinuidade.
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By

Figura 2.17: 3f'(x1), Bf'(z2), 3f'(x3).

by

0

Figura 2.19: 3f'(x1), Bf'(w2), 3f'(23).

Y

Figura 2.20: 3f'(x1), Bf'(x2), 3f'(x3).
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Exemplo 2.8.3. Consideremos, agora, a fun¢ao f(z) = v/x — 1 e vamos procurar deter-
minar a derivada da fungdo f no ponto z; = 1, ou seja, f'(1).
Tomando xo = 1 + Ax = 1 + Ax e observando os resultados obtidos nas tabelas que

seguem, verificamos que:

flz) = f(1) f(xg) =

fA+Ax) — f(1)
Az

fl+Az) | TV,

MT=1=30=0 | V1+Az—1=VAzx =

Az TV, = L

3 <A$)2
10,1 100
40,01 10 000
40,001 1 000 000
40,0001 | 100 000 000
+0,00001 | 10 000 000 000

» quando a aproximacao ¢ feita pela esquerda, a taxa de variacao média cresce ilimi-
tadamente. Esse fato é descrito na linguagem matematica da seguinte forma:

e
Ax )

« quando a aproximacao ¢ feita pela pela direita do ponto xy = 1, a taxa de variagao
média também cresce ilimitadamente:

&—>+
Ar Q.

Do ponto de vista geométrico, as retas secantes que passam pelo ponto (z1, f(x1))
e por outro ponto proximo deste, com abscissa tanto a direita como a esquerda de xq,
tendem para a posicao vertical (Figura [2.21]).

Pode-se considerar que, neste caso, ha uma reta tangente vertical, sem que a funcao

f seja derivavel em x; = 1.

Convém lembrar que, retas verticais sdo retas que interceptam o eixo x perpendicular-
mente (formam um angulo de 90°). Dessa forma, para essas retas nao se define coeficiente

angular.
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reta tangente vertical reta tangente vertical

(Az < 0)— = 0 (Az > 0)—= 0
Figura 2.21: Gréfico da funcao f(z) = v/ — 1 com as retas secantes convergindo para a
posicao vertical quando x assume valores proximos de x; = 1.

V1I—22 se -1<zx<1

dmit
1—(x—2)2 se 1<x§3’amle

Exemplo 2.8.4. Verificar se a fungao f(z) =

derivada no ponto x; = 1.
Este exercicio é de autoria do professor Alex Sandro [[]

Tomando x5 = 1 + Az = 1 + Ax e observando os resultados obtidos nas tabelas que
seguem, notamos que:

e se xo assume valores cada vez mais proximos de 1, maiores que 1, a taxa de variagao
média assume valores cada vez maiores, ou seja,
Ay

— — .
A +00

e se xo assume valores cada vez mais proximos de 1, menores que 1, a taxa de variagao
média assume valores cada vez menores, ou seja,

Ay
Ar —r —OQ.
fla) = f(1) Fas) = f(1 + Ax) f+Az) — f(1)

Ax

\/—(AJJ)2 + 2Ax

Ar>0| VI=12=0 | \/1-(1+Az—2)2 = /—(Az)2 +2Ax

Ax

—(Az)? — 2Azx
Arx <0 vV1-12=0 \/1—(1+Ax)2:\/—(Ax)2—2A:L’ \/(A)
x

LCapitdao do Quadro Complementar de Oficiais, Alex Sandro Faria Manuel é formado em Licenci-
atura e Bacharelado em Matemaética pela Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ), e,
possui 0 Mestrado em Matemadtica pela Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). E professor
de matematica na Escola Preparatéria de Cadetes do Exército (EsPCEx) desde 2005.
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2 2
Az >0 | TV, = Y=(8o) +24s Az <0 | TV, = y=(8e) —24s
Az Ax
0,1 = -0,1 = 4
0,01 =14 -0,01 = 14
0,001 | =44 20,000 | = —a4
0,0001 = 141 -0,0001 >~ _141
0,00001 | =447 -0,00001 | = —447

Logo, como x assume valores préximos de x1 = 1, com a aproximagcao feita pela direita
ou pela esquerda, mas nao se obtem um mesmo valor para a taxa de variacao média,
significa que nao haverd um valor Unico para representar a taxa de variacdo pontual
(derivada). Neste caso, dizemos que a fungao f nao é derivavel em x; = 1, ou ainda, que
nao existe f’(1).

Do ponto de vista geométrico, notamos que ao tragar retas secantes que passam pelo
ponto (xy, f(x1)) e por outro ponto préximo deste, com abscissa tanto & direita como a
esquerda de x1, elas tendem para a posicao vertical (Figura . Também neste caso,
embora a fun¢do f nao seja derivavel em z; = 1, ela pode admitir uma reta tangente
vertical nesse ponto.

reta tangente vertical

reta tangente vertical
— s -

y

0
Figura 2.22: Gréfico da fungao f(x) definidas pelas sentengas /1 — 22 se —1 <z <1 ou

1—(x—2)2se 1 < x <3, com as retas secantes convergindo para a posi¢ao vertical
quando x assume valores préoximos de z; = 1.

(Az < 0)—= 0

2.9 A Reta Tangente ao Grafico de uma Funcao

A nocao de reta tangente que abordaremos aqui é mais ampla do que a vista na
Geometria Plana. Para uma circunferéncia, sabemos que a reta tangente em um de seus
pontos é a reta que tem com ela um tnico ponto comum, chamado ponto de tangéncia;
as retas nao tangentes ou interceptam a circunferéncia em dois pontos diferentes ou nao

a interceptam (Figura [2.23|).

O conceito moderno de reta tangente originou-se com Fermat E|, em torno de 1630. O

2Newton reconheceu que Fermat foi o primeiro a chegar ao conceito moderno de reta tangente a uma
dada curva em um dos seus pontos.
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Figura 2.23: Posicoes relativas entre reta e circunferéncia.

termo tangéncia aplicado aqui se restringe ao que esta ocorrendo nas proximidades de um
ponto em questao, como ilustramos nas figuras seguintes:

o Na Figura [2.24] a reta tangente a curva no ponto A intercepta a curva em outro
ponto B.

Figura 2.24: Reta tangente a curva no ponto A e cortando a curva no ponto B.

o Na Figura|2.25| a curva estd muito “achatada” perto do ponto B e a reta tangente
parece tocar a curva em mais do que um ponto, e, a0 mesmo tempo, atravessar a
curva.

Figura 2.25: Reta tangente a curva no ponto B e ao mesmo tempo atravessando a curva.

o Na Figura [2.26] a mesma reta tangencia a curva nos pontos C' e D.
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C D

Figura 2.26: Reta tangente a curva nos pontos C' e D.

Uma caracterizacao de reta tangente ao grafico de uma fun¢ao em um dos seus pontos,
é baseada na ideia de aproximacao linear local, no sentido de que tal reta contém o ponto
e “melhor aproxima” o grafico dessa fun¢ao numa parte proxima deste ponto. Assim, os
valores da reta tangente podem substituir, com erro muito pequeno, os valores da funcao
nesta regiao. Para tanto, vamos detalhar a ideia de Fermat mencionada no Capitulo [1]e
definir a inclinacao da reta tangente no ponto. Entao, a tangente é determinada por sua
inclinacao e pelo ponto de tangéncia.

Consideremos uma fungao continua f em um intervalo I e o ponto P = (z1, f(x1)) do
grafico de f, com z; € I, onde se deseja tragar uma reta tangente (Figura .

tangente (t)

0

/

Figura 2.27: Reta tangente a curva y = f(x) no ponto P.

Consideremos, agora, outro ponto ) do gréfico de f, descrito por (z1+Az, f(x1+Azx)),
com (z1 + Az) € I onde Az o deslocamento no eixo x, quando @ se desloca sobre a curva,
até P. A reta que passa por P e @ é secante & curva y = f(z) (Ver Figura [2.28)).

A inclinagao ou coeficiente angular desta reta é dada por:

flz1 + Az) — f(z1)
Ax ’

me =

desde que a reta P(@) nao seja vertical.

Fixado o ponto P e considerando () movendo-se ao longo da curva, aproximando-se
de P, com posic¢oes sucessivas ()1, Q2, (3,..., construimos retas secantes por P e ;. A
Figura mostra os pontos @1, D2, @3, ..., a direita de P, no entanto, esses pontos
podem estar de qualquer lado de P.
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secante (PQ)

Q’,/"/

Figura 2.29: Ponto @ se aproximando de P a medida que Az tende a zero.

Pode ocorrer:

1. mpg — m quando Az — 0. Neste caso, m = f’(z1) é o coeficiente angular da
reta tangente ao gréafico de f em P;

2. mpg — +00 ou mpg — —oo quando Az — 0. Neste caso, as retas secantes se
aproximam de uma reta vertical passando por P.

Defini¢ao 2.9.1. Suponhamos que a fungao y = f(x) seja continua em um ponto x; do
seu dominio. Definimos reta tangente ao gréafico de f no ponto P = (x1, f(z1)) a reta de
equacao:

() y— flz1) = fi(z1)(@ — 21), se f'(21) existir;

(ii) @« =1, se mpg — +00 ou mpgy — —oo quando Az — 0.

Observagao 2.9.2. Da Geometria Analitica, sabemos que a equagao da reta, de coefici-
ente angular m, passando pelo ponto P = (z1,y1), é dada por:

Yy—uh :m(l’—xl)-
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A definigao, a seguir, consta na pagina 142 do [16].

Definicao 2.9.3. A reta normal a um grafico em uma dado ponto é a reta perpendicular
a reta tangente naquele ponto.

Observacao 2.9.4. Lembre-se que, se duas retas sao perpendiculares, com coeficientes
angulares m; e msy, entao:

mp = ——.
mg

Assim, se f'(x1) # 0, a equagdo da reta r, normal a curva y = f(z), no ponto
P = (x1, f(z1)), é dada pela equagao:
1
f'(z1)
No caso de f’(z1) = 0, a reta tangente é uma reta horizontal de equacao y —y; =0 e
a reta normal correspondente uma reta vertical de equagao x — x; = 0.

y— f(z1) =

(x — 1) .

Exemplo 2.9.5. Consideremos a fungao y = f(z) = 2% e o ponto P = (—1,1) no grafico
de f. Sejam t e r, respectivamente, as retas tangente e normal a parabola considerada

(Figura [2.30)
« derivada da funcdo f em um ponto genérico z: f'(z) = 2x (Ver Atividade2.7.2));

o coeficiente angular da reta tangente: m; = f'(—1) = 2.(—1) = —=2;

» equagao da reta tangente no ponto P: y — 1 = —2(x — (—1)), ou seja, y = —2x — 1;
. 1 1

» coeficiente angular da reta normal: m, = —— = —;

my 2

1 1 3
e equacao da reta normal no ponto P: y — 1 = 3 (r+ 1), ou seja, y = §x + 5

-1\0 s

Figura 2.30: Retas tangente e normal & parédbola f(z) = 22 no ponto P = (—1,1).
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Figura 2.31: Um zoom cada vez maior da pardbola f(z) = x

2 no ponto (—1,1).

Podemos interpretar a inclinagdo da reta tangente como inclinagao da curva no
ponto de tangéncia baseado na idéia de que uma parte da curva contendo esse ponto,
ao ser suficientemente ampliada (zoom), parecera uma reta. A Figura ilustra essa
afirmagdo para a curva f(z) = 2% do Exemplo . Quanto maior for o zoom, mais
indistinguivel da reta tangente sera a parabola.

Atividade 2.9.6. Sem utilizar o conceito de derivada, determine a equacdao da reta
tangente a pardbola f(z) = 2% no ponto de coordenadas (—1,1).

Sugestao: Chame de m o coeficiente angular da reta tangente, defina sua equagao
por y — 1 = m(x — (—1)) e use o fato de que uma reta tangente a uma pardbola, em
qualquer um de seus pontos, tem com ela um tnico ponto em comum.
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. 1
Atividade 2.9.7. E dada a funcio f(z) = —ng - 3.

a) Calcule o coeficiente angular da reta ¢ tangente ao gréafico de f(z) no ponto onde
T =205

Sugestao: utilize o resultado obtido no item (a) da Atividade .

my = f'(5) =

b) Determine a equacao da reta tangente o item (a).

Atividade 2.9.8. Determine a equagio da reta t tangente ao grifico de f(z) = —2x3 no
ponto onde x = 3. Sugestao: utilize o resultado obtido na Atividade [2.7.5]

my = f'(3) =

Equacao da reta t:
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Atividade 2.9.9. Verificar, se existe, a derivada das fungoes que seguem para z = 2. A
seguir, esboce em um sistema de coordenadas cartesianas o grafico dessas fungoes.

a) f(x) = |zl

f22) =
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L(2) -

Atividade 2.9.10. Considere a func¢ao f(z) = /.

a) Calcule a derivada da fungiao f(x) = \/x e no ponto z = 4.

OR

b) Use uma calculadora para completar as tabelas seguintes, e, certifique-se do resul-
tado obtido no item (a).



o8

Az <0 | f(4+ Ax) f<4+A§;_f<4) Az >0 | f(4+ Ax) f(4+AA32_f(4)
1 1
-0,5 0,5
-0,05 0,05
20,001 0,001
-0,0001 0,0001

¢) Escreva a equagao da reta ¢ tangente ao grafico de f(z) = y/x no ponto (4, 2).

my = f'(4) =

Equacao da reta t:

d) Verifique algebricamente que a reta encontrada no item (c) intercepta o grafico da
funcao apenas no ponto (4, 2).

Sugestao: resolva o sistema com as equacoes que definem a fungao e a reta tangente.
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Atividade 2.9.11. (Esta atividade foi uma adaptacao dos exercicios 44, 45 e 46, pagina
Ve ose 0<x<A4

§+1 se >4

189, do livro [24]) Considere a fungao f(x) = {
4

1
2\/a

a) Mostre que a derivada de f nopontoz =a (0 <a<4)é f'(a) =

f'(a)=

1
b) Mostre que a derivada de f no ponto x =b (b >4 ) ¢é f'(b) = 7

f'(b)=

c) Verifique se existe f(4).

d) Existe reta tangente ao grafico de f no ponto x = 4?7 Em caso afirmativo, determine
Sua equagcao.

e) No sistema de coordenadas cartesianas, a seguir, esboce o grafico de f.




60

Atividade 2.9.12. Construa o grifico da funcio f(z) = |2? — 4z + 3|—2, e verifique, a
partir dele em quais pontos a funcao f nao é derivavel.

by

Resposta:
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Atividade 2.9.13. Nesta atividade, serd preciso utilizar a condicao de paralelismo entre
retas.

Duas retas do plano cartesiano sao paralelas quando possuem a mesma inclinacao: ou
ambas sao verticais, ou ambas possuem coeficientes angulares iguais.

De fato, se r e s nao sao verticais, entao:

r// s (séparalela dar) & a; = ag & tg oy = tg as & m, = my (Veja Figura
2.32).

0 T 0/

Figura 2.32: Retas paralelas no plano cartesiano.

Vamos considerar a curva definida por f(z) = 2% + 2z + 1 e a reta r de equagao
20 —y = 0.

a) Ache uma equagao da reta ¢ tangente a curva que é paralela a reta 7.

Sugestao: Chame a abscissa do ponto de tangéncia de a e parta da hipétese f'(a) = my.
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b) Ache a equagao da reta n normal a curva no ponto de tangéncia encontrado no item

(a).

c¢) Trace, no sistema de coordenadas cartesianas abaixo, o grafico da curva, da reta
tangente e da reta normal.

Atividade 2.9.14. Dada a funcio f(z) = x — 2%, em que ponto do grafico a tangente ¢
horizontal?

Lembrete: Reta horizontal é paralela ao eixo x e seu coeficiente angular é nulo (Ver

Secao [2.3).
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2.10 Aproximacao Linear

Considerando o gréfico de y = f(z) e um ponto (x1, f(x1)) desse grafico, uma reta
t é tangente a esse grafico em (x1, f(z1)), quando ¢ passa por (z1, f(z1)) e, para valores
de x muito préximos de x1, os valores t(z) distam cada vez menos dos valores f(x),
representando uma boa aproximacao.

Essa observacgao constitui uma base para um método para estimar certos valores atra-
vés de valores aproximados. A idéia é pensar que uma funcao derivavel em um ponto do
seu dominio, “comporta-se” como uma func¢ao polinomial do primeiro grau nas proximi-
dades desse ponto.

Considere a fungao y = f(x) derivavel no ponto x = a. Uma forma de avaliar f(a) é
utilizar os valores correspondentes na reta tangente em (a, f(a)) como uma aproximagao
para f(z), quando x estd préximo de a. Sendo a equagdo dessa reta tangente dada
por y = f(a) + f'(a)(x — a) a aproximagdo f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) é denominada
aproximacao linear ou aproximacgao pela reta tangente de f em a. A fungdo afim
L(z) = f(a) + f'(a)(x — a) cujo grafico é essa reta tangente é chamada linearizacao de
f nas proximidades de a (Veja Figura .

y= f(zx)

y = L(x)

Figura 2.33: Linearizagdo de f em a.

Exemplo 2.10.1. Calcular um valor aproximado para /100, 04 usando aproximagao pela
reta tangente.

Consideremos a fungao f(z) = y/z e o ponto x = 100. Temos:

. f(100) = /100 = 10.

100 + Az) — (100
. J{100 + Ax) 1(100) — 0,05 quando Az — 0, ou seja, f/(100) = 0, 05.
x

« a linearizagdo de f(z) em x=100 é L(x) = 10 + 0, 05(x — 100).

« /100,04 = L(100,04) = 10 + 0, 05(100, 04 — 100) = 10, 002.
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Exemplo 2.10.2. Calcular um valor aproximado para (1,99)? usando aproximacao pela,
reta tangente.

3

Consideremos a fungao f(z) = x° e o ponto x = 2. Temos:

-« f2)=2"=8
it AAxx) = — 12 quando Az — 0, ou seja, f/(2) = 12.

« a linearizagdo de f(z) em x=2 é L(x) = 8 4+ 12(z — 2).

e (1,99)3 2 L(1,99) = 8 + 12(1,99 — 2) = 7, 88.
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Capitulo 3

Regras de Derivacao

O célculo da taxa de variacao instantanea em um ponto do dominio de uma funcao,
usando a ideia de aproximacao local, pode ser facilitado por alguns recursos algébricos.
Neste capitulo desenvolveremos algumas regras que nos permitem calcular com relativa
facilidade, a derivada de algumas funcoes elementares.

3.1 Derivada de uma Funcao Constante

Se ¢ € Rese f(z) = ¢ para todo z, entao f/'(z) = 0.

Az) — _
Demonstracao. TV, = fl@ + A7) = f(z) _ T 0.
Ax Ax

Logo, a derivada de uma funcao constante é igual a zero em qualquer ponto. O]

3.2 Regra da Poténcia: a derivada de f(z) = 2"

Em exercicios anteriores ja foram calculadas derivadas de algumas poténcias de x, que
relacionamos a seguir:

Funcao Inicial | Fungao Derivada

f(z) = f'(x) =1

flz) = a? f'(x) = 2z

fa)=2* | fl2) =322

Observe que o expoente de x na fung¢ao inicial aparece como coeficiente de x na fungao
derivada; ainda, o expoente de x na funcdo derivada é uma unidade a menos do que na
funcao primitiva. Na primeira linha esta regra também se mantém, basta reescrevé-la de
forma conveniente:
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se f(z) = 2! entdo f'(z) =1.2° = 1.

Continuando essa regra, temos:

Funcao Inicial | Fungao Derivada

fa)=2' | fla) =40

flz) = a® f'(a) = 5t

flx) = =" f'(x) = na"™!

Apresentaremos uma justificativa para fungdes com expoente natural n, utilizando o
Binomio de Newton:

—1 —1 -2
(a+b)n —_ an_’_nanflb_i_ n(n )an72b2+ n(n )(n )

TR A a" Py 4 b

Calculemos, entao, a derivada de f(x) = 2™, n € N.

1. Aplicando o desenvolvimento do Binomio de Newton para f(z + Az) = (z + Ax)™

(n

-1
flx+ Az) = (x + Az)" = 2™ + na" Az + nz')x”_Q(Aaj)Q + ...+ (Az)™

2. Determinando a taxa de variacao média:

flz + Ax) — f()

TV, = A =

2" + na" 1Ax + n(n2'— 1)95"_2(Ax)2 + o+ (Az)™ — 2"
= — =
=na" 1t + n(nQ'_l)x”QAx + .. (Az)" L

3. Fazendo Ax — 0 o resultado serd nz™!.

Essa regra vale para todas as fung¢oes poténcias com expoente real e a demonstracao
pode ser encontrada na pagina 249 do livro [24].
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Exemplo 3.2.1. Vamos determinar a derivada das fungoes:

(a) f(z) = 2° = f(z) =87

(b) f(w) =a® = f(a) = 201522
(c) f(z) =a~* —  f(z) = —4z75;

(d) f(z) =28 — f’(x):ix—é,

(0) flo) = Va=ab — f/(@:;x;:Q;E

3.3 Regra da Multiplicacao por Constante

Considere ¢ € R e as fungoes g e f tais que f(z) = c.g(x) para todo z. Se ¢'(x) existir,
entdo f'(z) = c.¢'(x).

Demonstragio. TVm:f<m1 +Ax) — f(21) — c.g(x1 + Ax) — c.g(x1) _

Ax Az

g(z1 + Az) — g(x1)
Azx ’

g(z1 + Az) — g(x1)
Az

Como — ¢'(z1) quando Az — 0,

entao,

c.g(xy + Azx) — c.g(zy)
Az

— c.g'(x)

Logo, a derivada do produto de uma constante por uma funcao é o produto da cons-
tante pela derivada da funcao, se essa derivada existir. O

3.4 Regra da Soma

Teorema 3.4.1. Considere as fungoes f, g e h tais que h(z) = f(x) + g(x), para todo .
Se f'(z) e ¢'(x) existirem entao h'(z) = f'(z) + ¢'(x).

Demonstragio. Por hipétese, h(z) = f(x)+g(x) = h(x+Az) = f(z+Ax)+g(x+ Ax).
Entao,

Mz + Ax) —h(z) _ [f(z+ Ax) + g(x + Ax)] — [f(x) + g(2)]

Az Az
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ot Ar) -~ f(x) _glo+ Ar) — glx)
Az Az ’

Como

flz+ AAxa); — f(2) — f(z) e g(x + AAxx) —g(z) — ¢/(z), quando Az — 0

tem-se que:

Az —
Mot Axgz hz) — f'(z) + ¢/(x), quando Az — 0.

Logo, a derivada da soma de duas func¢oes ¢ a soma de suas derivadas, se ambas exis-
tirem.

Este resultado pode ser estendido para a soma de um ntmero finito de fungoes, isto
é, se

f(@) = fi(z) + fol@) + .. + ful2),

entao
f(@) = filx) + folz) + ... + fr(2),

para todo x, se as derivadas de fi(x), fa(x), ... . fu(x) existirem. O

Exemplo 3.4.2. A derivada da fungao f(z) = 527 +3z*+22+1é f'(x) = 3520 +122%+2.

3.5 Derivada da Funcao Polinomial

As regras anteriores podem ser combinadas com a Regra da Poténcia para calcular a
derivada de qualquer funcao polinomial. Assim, se

-1 -2 2
f() = apnd" 4+ an 12" 4 ap_ox™ " 4 .. 4 422" + a1 + ao,

entao,
f(x) = na,z™ '+ (n — Dap_12" 2 4+ (n — 2)ap_92" > + ... 4+ 2asx + a;.

Exemplo 3.5.1. Encontrar as derivadas das fungoes:
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(a) f(z) = 32" — bt +22% — 3z + 2 = f'(z) = 212° — 2023 + 62 — 3;
(b) f(z) = a® + 25 — 2* — 22 = f(z) =8z + 62° — 43 — 2x;
(c) f(z) =1—2x — 22 =  fl(z)=-2-2x;
(d) f(x) = lx‘l — le = fl(z)=23—ux;
4 2
(© fe) =5 4 20 - — fl)—r -k
(f) f(x) = 3z —1)*> = 922 — 6z + 1 = f'(x) =18z — 6;
(g) fl(x)=(z+3)(z—1)=2*+22 -3 = [f/(z)=2z+2
(h) f(x) = —2(3x —4) = —6x + 8 = f'(x)=—6
Exemplo 3.5.2. Encontrar as derivadas das funcgoes:
(a) f(:c):—2+\3/5:2x_2+a:% = f(x) ——4:5_34—;3:5 ——jg 337\/?;
) ) =5+ = 4 = Pl)= st
© f@)= B ta=wt ot = fla) = =t
3 x 3 2 1 , 5 1 1 1
(d)f(x):23x2—ﬁ:§x3—f2 = f(x):—x3—§x2: e
(© J(@) = fovE = Vaak = Vat =at = @)= ot = oo
(£)f(z) = 62710 — 32735 —  f(z) = —60z""" 4 227 5;
(8) f() = Vale 1) = ot — 2 — )= et - e
(h) f(z) =—-2(3—4)= 627" +38 = f'(z) =6.272

=
8
I
5
=
©
Il
o



Atividade 3.5.3. Complete a tabela, calculando a derivada em cada caso:

f(x) /()

5 3 _
x2 —x2 457t — =

2 1
——r P+ Vad + —
T

3 Vi

x® — 22t + 52 — 1022 — T + 8

1 5
ﬁ—ﬁ‘l'Ql'\/E—CB—l-lQ
x

1
5x_5+2x_2—3x8+7—4x—8
x

3
Atividade 3.5.4. Dada a funcao f(z) = % — Tz% + 48z — 5, determine:

(c) os valores de x para os quais f'(x) = 0.




Atividade 3.5.5. Dada a fungao f(z) = 2® — 3z + 2, determine:
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(a) a equagdo da reta tangente ao grafico de f(z) no ponto de abscissa xy = 0;

(b) a equagdo da reta normal ao grafico de f(x) no ponto de abscissa zy = 0.

2 - _
Atividade 3.5.6. Considere a funcio f(z) = { 2 iz :2 i; _1 _

(a) Determine:

f'(x) =
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(b) Essa funcao é derivavel em z = —17 Justifique.

(c) No sistema de coordenadas cartesianas, a seguir, esboce o grafico de f.

22 se r<1

Atividade 3.5.7. Considere a funcao f(z) = { 29 se ro]”

(a) Determine:

f'(x) =
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(b) Essa funcao é derivavel em = = 17 Justifique.

(c) No sistema de coordenadas cartesianas, a seguir, esboce o grafico de f.

2—r+2 se x<1

Atividade 3.5.8. Considere a funcao f(z) = { 20T se z>1°

(a) Determine:

f'(x) =
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(b) Essa funcao é derivavel em = = 17 Justifique.

(c) No sistema de coordenadas cartesianas, a seguir, esboce o grafico de f.

— 2?2420 +8 se <2

Atividade 3.5.9. Considere a funcao f(z) = { o412 se r>2

By

(a) Determine:

f'(x) =
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(b) Essa funcao é derivavel em = = 2?7 Justifique.

(c) No sistema de coordenadas cartesianas, a seguir, esboce o grafico de f.

Atividade 3.5.10. Considere a fungao f(z) = /x e o ponto = 64. Calcular um valor
aproximado para /65,5 usando aproximacao pela reta tangente.

f(64) =

/65,5 = L(65,5) =




76

Atividade 3.5.11. Considere a fungao f(z) = /x e o ponto = 16. Calcular um valor
aproximado para v/13 usando aproximacao pela reta tangente.

f(16) =

V132 L(13) =

Atividade 3.5.12. Considere a fungdo f(z) = z° e o ponto z = 2. Calcular um valor
aproximado para (2,001)° usando aproximacio pela reta tangente.

(2,001)% = L(2,001) =

Atividade 3.5.13. Considere a fungao f(x) = 23 eo ponto x = 8. Calcular um valor
aproximado para (8, 06)§ usando aproximacao pela reta tangente.
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3.6 A Funcao Derivada e a Derivacao Sucessiva

Seja f uma funcao derivavel em todo z do seu dominio. Entéo existe f’(z) para todo x
no dominio de f e podemos considerar uma outra func¢ao definida por y = f'(z), chamada
funcao derivada da f.

Se f’ for, por sua vez, derivavel, diremos que sua derivada é a derivada sequnda de f
e a indicaremos por f” (lemos f duas linhas).

Da mesma forma, a derivada terceira de f é definida como a derivada de f”, se ela
existir e é denotada por f"”(z) (lemos f trés linhas).

A derivada enésima da funcao f, onde n é um nimero inteiro positivo maior que 1, é
a derivada primeira da derivada (n — 1)ésima de f, que denotamos por f(™,

Exemplo 3.6.1. Vamos achar todas as derivadas da funcio f(z) = 32*—223+522—4x+1.

fl(x) = 122° —62® +10x — 4
f"(z) = 36x*—12x+ 10
f"(x) = T2x—12

@ = 79

£ = 0

f = 0 paran > 5.

Em algumas situagoes essas derivadas possuem significados especiais, como na Fisica
em que a derivada segunda do deslocamento em relacao ao tempo é a aceleragao.

Exemplo 3.6.2. Na Atividade [2.7.1] em que temos um movimento em queda livre, po-
demos também calcular a aceleracao do corpo. Assim, os elementos principais envolvidos
sao:

Equagao do movimento | Velocidade do corpo Aceleracao do corpo

s(t) = 4,92 v(t) =5'(t) =9,8t m/s | a(t) =s"(t) =v'(t) = 9,8 m/s?

Atividade 3.6.3. Um corpo se move em linha reta. Sua posi¢do s (em metros) no instante
t (em segundos) é dada pela funcao s(t) = t3 — 2t + 4. Determine:

(a) a equagao da velocidade do corpo e, a velocidade em ¢t = 2 segundos;
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(b) a equagdo da aceleragao do corpo e, a aceleragdo em t = 1 segundo;

(c) em que instante a velocidade do corpo é 25 m/s.

Atividade 3.6.4. Complete a tabela abaixo, calculando as trés primeiras derivadas das

fungoes dadas:

() f'(@) f'(x) f" ()

10z — 7

622 + 5r — 4

—x3 — 1022+ 11z + 1

2% — 202% + 622 — 6+ 5

8
N|U




79

Capitulo 4

Aplicacoes de Derivadas

Frequentemente deparamos com problemas de natureza pratica em que devemos pro-
curar o maior, 0 menor, o mdximo, o minimo, o melhor de alguma coisa. Func¢oes cons-
tituem ferramentas importantes na resolucao deste tipo de problema e, em particular, a
derivada é um recurso facilitador e valioso por evidenciar as caracteristicas de maximos e
de minimos de fungoes.

Com este objetivo apresentamos algumas defini¢oes, resultados e técnicas que possi-
bilitam a resolugao de tais questoes.

As fungoes consideradas neste capitulo serdo sempre continuas em seus dominios.

Iniciamos este estudo com uma figura que ilustra o grafico de uma fungao y = f(x),
onde assinalamos os pontos de abscissas x1, x9, T3 € x4.

|y

/ 0
Figura 4.1: Pontos extremos de uma funcao y = f(z).

Esses pontos sao chamados pontos extremos da fun¢do. Os pontos x; e x3 sdo
pontos de maximo relativos (ou locais), enquanto que f(z1) e f(z3) sdo valores
maximos relativos. Os pontos x5 e x4 sao chamados pontos de minimo relativos
(ou locais), enquanto que f(z3) e f(x4) sdo os valores minimos relativos.

A formalizacao destas defini¢oes é apresentada a seguir.
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4.1 Extremos Relativos (ou Locais) e Niimeros Cri-
ticos

Definicao 4.1.1. Uma funcao f tem um maximo relativo em z, se existir um intervalo
aberto I, contendo xg, tal que f(xy) > f(z) para todo x € I C D(f). A notagao D(f)
indica o dominio da fungao f (Figura [4.2).

by ' » by

J(zo) |- ,*\\\\b
5 Hao) |---o——8—0

f(x0)

_-— T T

L w
pt
——— e — = ———

o
B
-~
=1 |
(=]
-~
=R
L= ]
&)

Ly

Figura 4.2: f(xy) ¢ um valor maximo relativo.

Definicao 4.1.2. Uma fung¢do f tem um minimo relativo em zg, se existir um intervalo
aberto I, contendo x, tal que f(z¢) < f(x) para todo z € I C D(f) (Figura |4.3|).

by by Ay

i f(xp) |- - O——0—0
f(wn}

f(mn)"

—— == === ————
—_ -

8

Figura 4.3: f(x¢) é um valor minimo relativo.

Definig¢ao 4.1.3. Uma fungao f tem um extremo relativo em x, se f tem um maximo
relativo ou um minimo relativo em zg.

A proposigao seguinte, cuja demonstragao pode ser encontrada na pagina 195 do livro
[T1], mostra que ha uma relagio entre extremos e reta tangente .



81

Proposicao 4.1.4. Considere uma funcao f e seja (a,b) um intervalo aberto contido no
dominio de f tal que f tem um extremo relativo em gy, onde a < x¢ < b. Se f é derivavel
em o entdo f'(zg) = 0.

A interpretagdo geométrica da proposicao é: se f tem um extremo relativo em zq e
se existe f'(xg), entdo o grafico de y = f(x) tem uma reta tangente horizontal no ponto
onde z = xg.

E importante ressaltar que a condicio f'(z¢) = 0 é necesséria mas nio é suficiente
para que z seja um extremo relativo, como ilustra o Exemplo [4.1.5]

Exemplo 4.1.5. Consideremos a funcio definida por f(z) = (z — 1)® + 2. Entao:

fl@) =(x—-1P+2 = f(z) =2 =32 +3z+1 = f'(z) = 32> — 62+ 3 =
f(1)=0.

Um esbogo do grafico dessa fungao esta na Figura 4.4}

Figura 4.4: f(1) = 2 nao é um valor extremo relativo da fungao f, pois em qualquer
intervalo aberto que contém 1, a funcao assume valores maiores e valores menores do que

f().

Observamos que f'(1) =0, mas f(x) <2sexz <1le f(x) >2sex > 1. Assim, f ndo
tem um extremo relativo em x = 1.

Vejamos agora, que uma funcao f pode ter um extremo relativo em um nimero xg
mesmo que a derivada nao exista nesse valor. A ilustracao estd no Exemplo [4.1.6]

2r—1 se <3

. Temos:
8—x se >3

Exemplo 4.1.6. Seja f a fungdo definida por f(x) = {

f'(x) =

Um esbogo do grifico dessa fungio estd na Figura [4.5] e observamos que, embora
f'(2) nao exista, a fun¢do f tem um méaximo relativo em 3.

{ 2 se <3 :>f’_(3)=27éfjr<2):_1:>ﬂf,(3)‘

—1 se >3
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V- <

Figura 4.5: f(3) = 5 é um valor maximo relativo da funcao f, embora f’(3) nao exista.

A nao existéncia da derivada em um ponto também nao garante que f tem um extremo
relativo nesse ponto, como ilustra o Exemplo 4.1.7]

Exemplo 4.1.7. Seja f a fungao definida por f(z) = {

1
f’(x)z{ 2 TS )= A @) =1= 3 /)

4 se x>2

Um esboco do grafico dessa fungao estd na Figura |4.6)|

Figura 4.6: f(2) = 1 nao é um valor extremo relativo da fungao f, pois em qualquer
intervalo aberto que contém 2, a funcao assume valores maiores e valores menores do que

f2).

Definicao 4.1.8. Seja ry um nimero em um intervalo aberto I contido no dominio de
uma fungao f. Dizemos que zy é um ndmero critico de f se f'(x9) = 0 ou f'(xo) nao
existe.

Dessa defini¢ao, podemos concluir que os possiveis extremos relativos de uma funcao
estao entre os valores que anulam a derivada ou aqueles nos quais a derivada nao existe.
Isto estabelece uma forma inicial de selecionar niimeros que poderao ser extremos relativos.
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Exemplo 4.1.9. Para determinar os niimeros criticos da fungio f(x) = </z(x+4), vamos
reescrevé-la de maneira conveniente e, a seguir, determinar sua derivada com as regras
conhecidas:

o f(@)= YT(x+4) =¥z +4Yz = Vo' + 4o = 23 + da3;

= —71 3 1 = —
3x 3(x+1) 2

I

Wi

4 . 4
! _ = _ —
o para que f'(z) =0 devemos ter z +1 =0 = z = —1;
» nao existe f'(z) para z = 0;

 0s numeros criticos da fungao f sdo x = —1 e x = 0 (Veja o grafico da fungao na

Figura [4.7]

£.1(0)

B

fi(-1)=0

Figura 4.7: Nuumeros criticos da fungao f(z) = Ja(z + 4).

4.2 Extremos Absolutos

O estudo relacionado a pontos extremos depende sempre de intervalos nos quais a fun-
¢ao estd definida. Esse intervalo pode ser fechado, aberto ou fechado em uma extremidade
e aberto na outra.

O maior valor que a funcao atinge em um intervalo é chamado valor mdximo absoluto
e o menor valor é chamado valor minimo absoluto.

Definicao 4.2.1. A func¢ao f tem um maximo absoluto em um ponto zy de um intervalo
I C D(f),se f(x) < f(zo), Vo € I. Neste caso, f(zg) serd o valor maximo absoluto de f
no intervalo.

Definicao 4.2.2. A func¢ao f tem um minimo absoluto em um ponto xy de um intervalo
I C D(f), se f(z) > f(xo), Yo € I. Neste caso, f(xq) serd o valor minimo absoluto de f
no intervalo.
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Um extremo absoluto de uma funcao em um intervalo é um valor maximo absoluto
ou um valor minimo absoluto da func¢do no intervalo. Uma fun¢do pode ou nao ter um
extremo absoluto em um dado intervalo.

Exemplo 4.2.3. Considere a funcdo f definida por f(z) = 2z. No intervalo [1,4) esta
funcdo f tem um valor minimo absoluto igual a 2 em x = 1 (extremidade do intervalo), e
nao ha valor maximo absoluto. Um esbogo do gréafico de f neste intervalo esta na Figura

4.8

By

Figura 4.8: Grafico da fung¢ao f(z) = 2z no intervalo [1,4).

Exemplo 4.2.4. Considere a fun¢io definida por f(x) = —x?. No intervalo (—1,2] esta
fungao f tem um valor méximo absoluto igual a 0 em x = 0, e um valor minimo absoluto
igual a -4 em x = 2 (extremidade do intervalo). Um esbogo do grafico de f neste intervalo
estd na Figura [4.9]

Figura 4.9: Grafico da fungdo f(x) = —2? no intervalo (—1,2].
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Exemplo 4.2.5. A fungao definida por f(z) = 7 * 5 Nao possui nem valor maximo
x

absoluto nem valor minimo absoluto no intervalo (—1,1).

Um esbogo do grafico de f no intervalo (—1, 1) estd na Figura . Observe que para
valores cada vez mais préximos de -1 pela direita, a funcao f decresce ilimitadamente, e,
para valores cada vez mais proximos de 1 pela esquerda, a fungdo f cresce ilimitadamente.

y

e R s
B

;
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-1 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 4.10: Grafico da fungao f(z) = no intervalo (—1,1).

x
1 — 22

r+1 se z<1
22 —6x+7 se x>1"°
Pelo esbogo do grafico de f no intervalo [—5,4] (Figura [4.11]), o valor méximo ab-
soluto de f é igual a 2 e ocorre em x = 1 e o valor minimo absoluto de f é igual a -4 e
ocorre em = = —5 (extremidade do intervalo). Note que 1 e 3 sdo nimeros criticos de f,
ja que f'(1) nao existe e f'(3) = 0.

Exemplo 4.2.6. Seja f a fungao definida por f(z) =

Figura 4.11: Grafico da funcao f(z) definida pelas sentengas © + 1 se =5 < x < 1 e
2?2 —6r+T7sel<zg<A4.



86

1
Exemplo 4.2.7. A funcao definida por f(z) = { r—3 o ° 73

nao possui nem valor
2 se r=3

maximo nem valor minimo absolutos no intervalo [1, 5] (Figura [4.12)). Observe que para
valores cada vez mais préximos de 3 pela esquerda, a funcao f decresce ilimitadamente, e,
para valores cada vez mais proximos de 3 pela direita, a funcao f cresce ilimitadamente.

ly i
Y] — 15
o __J 3 5 -
-05 7777 i
1
Figura 4.12: Gréfico da fungao f(x) = 5 5e ¥ # 3 e f(r) =2 se x = 3, no intervalo
x J—

1,5].

Exemplo 4.2.8. Quando a funcao f é uma quadratica, o grafico é uma parabola e o
extremo absoluto sera dado pelo vértice da pardbola. Como exemplo, a funcao f definida
por f(r) = 2* — 4z + 5 (Figura tem valor minimo absoluto igual a 1 em x = 2 e
nao ha valor méaximo absoluto de f em todo o seu dominio.

Ay

\

Figura 4.13: Gréfico da fungao f(z) = z? — 4x + 5.
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Dentre os exemplos anteriores, o inico caso no qual a funcao tem ambos os valores
extremos absolutos é o Exemplo [4.2.6] onde a fungdo é continua no intervalo fechado
[—5, 4].

Segundo o teorema a seguir, cuja a demonstracao pode ser encontrada no livro [2],
uma fungao que seja continua em um intervalo fechado [a,b] admite um minimo e um
maximo absoluto nesse intervalo.

Teorema 4.2.9. (Teorema do valor extremo) Se f é uma fungdo continua em um
intervalo fechado [a, b], entao f terd um valor maximo absoluto e um valor minimo absoluto
em [a,b]. Ou seja, existem nimeros s e t em [a, b] tais f(t) < f(z) < f(s), para qualquer
x em [a, b].

Nas ilustracoes da Figura|4.14] observamos que uma func¢ao continua em um intervalo
fechado [a,b] pode ter um extremo absoluto no interior do intervalo, e neste caso, um
extremo relativo, ou em uma das extremidades do intervalo.

f(s)

J(8) |- £(t)
/‘\ L . -_

I
L
- S \../ ’ 0 '
. I
L
Pontos de maximo e minimo interiores Pontos de maximo e minimo nas extremidades
by by
£(s) ,
. i .
1) | |
i i i
| i I - -
0 a=1 s b T €T
Ponto de maximo interior e Ponto de maximo em uma extremidade
ponto de minimo em uma extremidade e ponto de minimo interior

Figura 4.14: Algumas possibilidades para pontos de maximo e minimo de uma funcgao
continua em um intervalo fechado [a, b].

Vamos analisar isto de modo mais geral, primeiramente para maximos.
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Considere que nos pontos sj, S, ..., Sy, do intervalo (a,b), a derivada seja nula, ou
seja, f’(sj) = 0 para j = 1,2,...,m. Geometricamente, cada reta tangente ao grafico de
y = f(x), no ponto (s;, f(s;)) é horizontal. Assim, os méximos relativos da funcdo f
estao todos entre os valores sy, S, ..., Sy, Indicando por f(s;) o maior entre os valores
f(s1), f(s2), ..., f(sm), como o valor maximo pode ocorrer nas extremidades do intervalo
ou no seu interior, comparamos f(a), f(b) e f(sx), para obter esse maximo.

Supondo agora que existam ty, to, ..., t, em (a,b) nos quais a derivada da fungao f
nao existe, os maximos relativos dessa fungao também podem estar entre esses niimeros.
Se f(t;) denota o maior dos valores f(t1), f(t2), ..., f(t,), o maximo absoluto ocorrerd
entre os valores f(a), f(b), f(sx) e f(t;)-

Formalizando, se f é uma funcdo continua em um intervalo fechado [a,b], entdo o
méaximo absoluto da f em [a, b] é o maior valor entre os valores f(a), f(b), f(c1), f(c2),
.y f(cm), onde ¢q, ca, ..., ¢, s@0 08 nimeros criticos da fun¢do f no intervalo aberto (a, b).
Para determinar o minimo absoluto, o procedimento é anédlogo.

Exemplo 4.2.10. Vamos determinar os valores méaximo e minimo absolutos da fungao
f(x) = 2 +2? — z + 1, no intervalo [—2, 5] (Figura (4.15).

Como f é continua no intervalo [—2, %], o teorema do valor extremo pode ser aplicado.
o f(z) =32+ 2z —1;
o para f'(z) =322 +2x —1=0, temos x = —1 ou z = 3

o f'(x) =32 + 2z — 1 existe para qualquer z no intervalo [—2, %],

1
o pontos criticos de f: r =—-1lex = g;
22 7
) =L S =2 f) = e i) =]
« valor méximo absoluto de f no intervalo [—2, 1]: f(—1) = 2;
« valor minimo absoluto de f no intervalo [-2,1]: f(—2) = —1.
\Y
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v y= f(z)

gy

Figura 4.16: Gréafico de uma fungdo f em um intervalo [a, b].

Exemplo 4.2.11. Usando o grafico da Figura analisamos os numeros criticos, os
valores extremos relativos e os absolutos da fungao f no intervalo [a, b].

o Numeros criticos z1, o9, x5 (a derivada é zero).

o Numeros criticos x3, x4, T, T7 (nd0 existe a derivada).
 Valores méaximos relativos f(z1), f(zs), f(xg).
 Valores minimos relativos f(zs), f(z4).

 Valor maximo absoluto f(b).

 Valor minimo absoluto f(x4).

Atividade 4.2.12. Ache os valores mdximo e minimo absolutos da funcao f(z) = 2° +
32?2 — 9z no intervalo [—4, 4]. Faca um esboco do gréfico da funcao no intervalo.

f'(x)=

Pontos criticos de f:
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Valores da fungdo nas extremidades do intervalo [—4, 4]:

Valores da fungdo nos pontos criticos de f em [—4,4]:

Valor minimo absoluto de f:

Valor méaximo absoluto de f:

By
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4.3 Problemas de Maximizacao e Minimizacao

Algumas das aplica¢es mais importantes da técnica usando derivadas sao os problemas
de mazximizagdo e minimizagdo ou problemas de otimizacdo, em que aprendemos como
relacionar e utilizar as teorias em problemas contextualizados.

Inicialmente é necessario destacar os vinculos entre as grandezas envolvidas no pro-
blema que possibilitem compreendé-lo e resolvé-lo. Neste contexto, a ideia é encontrar ou
construir uma funcao que forneca um “modelo matematico” para o problema. Expressa
assim a variavel a ser analisada, a resolucao podera ser feita usando o recurso da derivada.
Neste caso, passamos a tratar de maximos ou minimos de fungoes e sua identificagao. A
solucao procurada sera obtida ao interpretar os resultados.

Os intervalos a serem considerados para analisar as funcoes estao associados as infor-
macoes vinculadas aos problemas propostos.

Exemplo 4.3.1. De uma lamina de zinco retangular de 30 ¢m de largura deve-se fazer
uma calha dobrando as bordas perpendicularmente a folha. Quantos centimetros devem
ser dobrados de cada lado, de modo que a calha tenha capacidade maxima?

Figura 4.17: Calha.

A Figura ilustra o desenho da calha, x denota o nimero de centimetros a ser
dobrado de cada lado. A largura da base da calha é (30 — 2x) em. A capacidade da calha
serd maxima quando a area do retangulo de lados 30 — 2z e x for maxima. Denotando a
area por A(x), temos:

A(x) = (30 — 27) = 302 — 22°

Como 0 < 2z < 30, o dominio de A sera o intervalo fechado [0,15]. Sendo A uma
fungao continua em [0, 15], segue do teorema do valor extremo, que A tem um valor
maximo absoluto nesse intervalo. Sabemos também que esse valor maximo absoluto deve
ocorrer em um namero critico de A ou em um extremo do intervalo.
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Para encontrar os nimeros criticos de A determinamos A’(z) e, entdo, encontramos
os valores de x para os quais A’(z) = 0 ou A’(x) ndo existe.

A'(z) =30 — 4z

A'(x) existe para todos os valores de x, pois A(x) é um polindémio.

Se A/(x) =0=30—4r=0=2="17,5.

Assim, o tinico nimero critico de A é x = 7,5, que pertence ao intervalo fechado [0, 15].
Como A(0) = 0 e A(15) = 0, enquanto que A(7,5) = 82,5, o valor maximo absoluto de
A no intervalo [0, 15] é 82,5, ocorrendo quando = = 7, 5.

Logo, devem ser dobrados 7,5 ¢m de cada lado para obtermos a capacidade méxima.

Exemplo 4.3.2. Um fabricante de caixas de papelao deseja fazer caixas abertas a partir
de pedacos de papelao de 40 cm de largura por 52 cm de comprimento, cortando quadrados
iguais dos quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determine o comprimento do
lado do quadrado a ser cortado para obter uma caixa com o maior volume possivel.

r

r

|
40 |4ﬂ—2$
§

ol 52 — 21 “r

Figura 4.18: Pedago de papelao. Figura 4.19: Caixa.

A Figura [4.1§] ilustra um pedaco do papeldo e a Figura a caixa. Se x cm
for o comprimento do lado do quadrado a ser cortado, as medidas em centimetros das
dimensoes da caixa sao x, (40 — 2z) e (52 — 2z). O volume da caixa é o produto das trés
dimensoes. Logo, se V(x) em?® for o volume da caixa, entdo:

V(z) = (40 — 22)(52 — 22) = 42° — 1842* + 2080x

Das condigoes do problema, temos que x nao pode ser negativo, nem maior do que
20. Assim, o dominio de V' serd o intervalo fechado [0, 20]. Como V' é continua em [0, 20],
segue do teorema do valor extremo que V' tem um valor maximo absoluto nesse intervalo.

Como V'(x) = 122% — 3682 + 2080 existe para todo x, os pontos criticos de V sdo
encontrados no equacionamento V'(x) = 0, ou seja:

1222 — 368z + 2080 = 0 = x = 375,85 ou x = 7,47.

O tnico ponto critico de V' que esta no intervalo [0,20] é z = 7,47. Como V(0) = 0,
V(7,47) = 6937,56 e V(20) = 0, o valor méximo absoluto de V' em [0, 20] é aproximada-
mente 6 937,56, ocorrendo quando x = 7,47.

Logo, o maior volume possivel é de aproximadamente 6 937,56 cm?, obtido quando o
comprimento do lado do quadrado a ser cortado é de aproximadamente 7,47 cm.
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Exemplo 4.3.3. Determinar o raio e a altura de um cilindro circular reto com o maior
volume, o qual pode ser inscrito em um cone circular reto com 10 cm de altura e 6 cm de
raio.

10— h

10 cm

—p—

Figura 4.20: Cilindo inscrito em um cone.

Na Figura [4.20] r e h representam, respectivamente, o raio da base e a altura do
cilindro inscrito no cone.
Aplicando semelhanca de tridngulos, temos:

10 — 1
0 hZO:hzlo—gr

”
Se V(r) for o volume do cilindro, entao:

V(r) = mr*h = V(r) = mr? <1O — 27“) — V(r) = 10mr? — gm‘?’,

¢ o dominio de V' serd o intervalo fechado [0, 6].

Sendo V' continua em |0, 6], segue do teorema do valor extremo, que V' tem um valor
maximo absoluto nesse intervalo, podendo ocorrer em um ponto critico, ou em uma das
extremidades desse intervalo.

Como V'(r) = 207r — 57r? existe para todos os valores de r no intervalo [0, 6], encon-
tramos os nimeros criticos de V em V'(r) = 0, ou seja:

20mr — 512 =0 = r =0 our = 4.
Valores de V' nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo:
V(0) =0, V(4) = 160% e V(6) = 0.

4=
3

W | Ut

Logo, o valor maximo da fungao V' é 160% no pontor =4e h=10—

10
O cilindro inscrito com maior volume tem raio 4 cm e altura 3 cm.
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Exemplo 4.3.4. Durante varias semanas, o departamento de transito de uma certa cidade
vem registrando a velocidade dos veiculos que passam por um certo cruzamento. Os
resultados mostram que entre 13 e 18 horas, a velocidade média nesse cruzamento ¢é dada
aproximadamente por v(t) = ¢* — 10, 5t% + 30t + 20 (km/h), onde t é o ntimero de horas
apds o meio-dia. Qual o instante, entre 13 e 18 horas, em que o transito é mais rapido?
E qual o instante em que ele é mais lento?

Como v(t) é continua para qualquer valor de ¢, o objetivo é determinar o valor maximo

e o valor minimo absoluto da funcao v(t) no intervalo [1,6]. Temos:

» Pontos criticos de v(t):

V'(t) =0= 3t? - 21t +30 =0 =t = 2 ou t = 5, ambos pertencem ao intervalo
[1,6].

 Valores de v(t) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo:
v(1) = 40,5, v(2) =46, v(5) = 32,5 e v(6) = 38.

o Comparando os resultados, concluimos que t = 2 é o ponto de maximo absoluto e
t =5 ¢ o ponto de minimo absoluto de v(t) no intervalo [1, 6].

Logo, o transito é mais rapido as 14h, quando os carros passam pelo cruzamento a
uma velocidade média de 46 km/h, e, o transito é mais lento as 17h, quando os carros
passam pelo cruzamento a uma velocidade média de 32,5 km/h.

Exemplo 4.3.5. Quando uma pessoa tosse, o raio da traquéia diminui, afetando a velo-
cidade do ar na traquéia. Se ry € o raio normal da traquéia, a relacao entre a velocidade
v do ar e o raio r da traquéia é dada por uma funcao da forma v(r) = ar*(ro — r), onde
a ¢ uma constante positiva. Determine o raio para o qual a velocidade do ar é maxima.

O raio da traquéia contraida ndo pode ser negativo, nem maior que o raio normal, rg.
Como v(r) é continua para qualquer valor de r, o objetivo é encontrar o valor méximo
absoluto de v(r) no intervalo [0, 7). Temos:

 Pontos criticos de v(r):

2 .
V(r)=0= argr’* —ar*=0=r=0our = 370 ambos pertencem ao intervalo

[0, 70].

 Valores de v(r) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo:

2 da
v(0) =0, v (3r0> = Er% e v(rg) = 0.

o Comparando os resultados, concluimos que r = §T0 é o ponto de maximo absoluto

de v(r) no intervalo [0, r¢].

2
Logo, a velocidade do ar é maxima quando o raio da traquéia contraida é igual a 3

do seu raio normal.
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Exemplo 4.3.6. Uma mercadoria produzida por determinada empresa é vendida por R$
100,00 a unidade. O custo total para a produgao de x unidades é de C'(z) = 100.000 +
40z + 0,002522, e, a producdo maxima mensal é de 20.000 unidades. Quantas unidades
devem ser fabricadas e vendidas, no periodo de um més, para obter lucro maximo?

A receita total é dada pelo produto da quantidade x de mercadorias vendidas pelo
preco unitario de cada unidade, ou seja:

R(x) = 100z

O lucro obtido sobre x unidades sera:

L(z) = R(z) — C(x) = (100x) — (100.000 + 40z + 0,0025z%) = —100 + 60z + 0, 00252

Sendo a produgao maxima mensal é de 20.000 unidades, o dominio da fungao L(z) é o
intervalo fechado [0,20.000]. Como L(x) é continua para qualquer valor de x, o objetivo
¢ encontrar o valor maximo absoluto de L(x) em [0,20.000]. Temos:

» Pontos criticos de L(x):
L'(z) =0= 60— 0,005z =0 = x = 12.000,

¢ o tinico ponto critico pertencente ao intervalo [0, 20.000].

» Valores de L(x) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo:
L(0) = —100.000, L(12.000) = 260.000 e L(20.000) = 100.000.

o Comparando os resultados, concluimos que z = 12.000 é o ponto de maximo absoluto
de L(x) no intervalo [0, 20.000].

Logo, devem ser produzidas 12.000 unidades da mercadoria, para a empresa obter um
lucro méximo mensal, que é de R$ 260.000, 00.

Exemplo 4.3.7. O custo e a receita total com a producao e comercializacdo mensal de
um produto sdo dados, respectivamente, por C(q) = 600 + 2,2q e R(q) = 10g — 0,006¢?,
sendo 200 < ¢ < 1200. Encontrar a quantidade ¢ de unidades produzidas que minimiza o
lucro.

O lucro obtido sobre ¢ unidades sera:
L(q) = R(q) — C(q) = 10¢ — 0,006¢* — 600 — 2,2¢q = —0, 0064 + 7,8¢q — 600

. Pelo enunciado, o dominio da fungao L(q) é o intervalo fechado [200, 1200] (Veja Figura
4.21).

Como L(q) é continua para qualquer valor de ¢, o objetivo é encontrar o valor minimo
absoluto de L(q) em [200, 1200]. Temos:
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1935

720

120 ¢

Figura 4.21: Gréfico da fungao L(q) = —0,006¢* + 7,8¢ — 600 no intervalo [200, 1200] .

« Pontos criticos de L(q):
L'(q) =0 = —0,012¢ + 7,8 = 0 = ¢ = 650,

é o unico ponto critico pertencente ao intervalo [200, 1200].

» Valores de L(g) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo:
L(200) = 720, L(650) = 1935 e L(1200) = 120.

e Comparando os resultados, concluimos que ¢ = 1200 é o ponto de minimo absoluto
de L(q) no intervalo [200, 1200].

Portanto, o lucro minimo ocorre quando a quantidade produzida é de 1200 unidades.

Atividade 4.3.8. Dado um cone de geratriz igual a 5 ¢m, determinar o raio da base e a
sua altura de modo que se tenha o maior volume possivel.

Na Figura [4.22] temos o esbo¢o de um cone genérico de altura h, raio da base r e
geratriz 5 cm. Utilize o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo destacado, coloque
r2 em funcdo de h?, e, lembre-se que o volume do cone é dado por:

1
V =-.Ab.h
3



Figura 4.22: Cone.
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Dominio de V' (h):

Pontos criticos de V'(h):
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Valores de V(h) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

O cone que possui geratriz igual a 5 ¢m e que possui o maior volume é o de medidas:

Raio da base: r =

Altura: h =

Atividade 4.3.9. Para construir um galinheiro de forma retangular, um fazendeiro utiliza
uma tela de 16 metros de comprimento. Sabendo que o fazendeiro vai usar um muro como
fundo do galinheiro, determine as dimensoes do mesmo para que sua area seja maxima.

Muro

u

Figura 4.23: Galinheiro.

Chame de x e y as dimensdes do galinheiro, conforme a Figura e observe que
2z +y = 16.

Represente a drea do galinheiro por A(x), e, lembre-se que a area de um retangulo é
igual ao produto de suas dimensoes.
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Dominio de A(x):

Pontos criticos de A(x):

Valores de A(x) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

O galinheiro de area maxima é o de dimensoes:
Comprimento: y =

Largura: x =

A area maxima do galinheiro é:
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Atividade 4.3.10. Em um canteiro semicircular de 4 metros de raio sao reservados, con-
forme Figura [4.24] dois outros canteiros, também semicirculares, destinados ao cultivo
de flores, e a parte restante sera destinada ao plantio de grama. Sabendo que os precos
do metro quadrado da grama, das flores destinadas ao canteiro 1 e das flores destinadas
ao canteiro 2 sdo, respectivamente, R$ 5,00, R$ 20,00 e R$ 50,00, determine as medidas
dos raios dos canteiros das flores para que o custo do empreendimento seja minimo.

cantetro 1

2R | 8 —2R

R m !

Figura 4.24: Canteiro.

Chame as areas do canteiro 1, do canteiro 2 e a area da grama, respectivamente, por
Al(R), AQ(R) (§ Ag(R)

Represente por C'(R) o custo do emprendimento, que é definido por C'(R) = 20.4;(R)+
50.45(R) + 5.A3(R).

C(R) =

Dominio de C'(R):
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Pontos criticos de C(R):

Valores de C'(R) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

Os raios dos canteiros das flores para que o custo seja minimo sao:

Raio do canteiro 1: R =

8—2R

Raio do canteiro 2: 5

O custo minimo do empreendimento é:
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Atividade 4.3.11. Determine dois niimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que seu
produto seja o maior possivel.
Sugestao: Chame de P(n) o produto entre os niimeros e represente-os por n e (70—n).

P(n) =

Dominio de P(n):

Pontos criticos de P(n):

Valores de P(n) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

Os nimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que o produto é o maior possivel sao:

O maior produto é:
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Atividade 4.3.12. Uma lata cilindrica é feita para receber um litro de éleo. Encontre
as dimensoes (raio da base e altura) que minimizarao o custo do metal utilizado para
produzir a lata.

o Queremos encontrar as dimensoes da lata que armazena 1 litro (V' =1 litro = 1000
em?) que tenha a menor superficie (ou 4rea S).

o A Figura mostra a planificagdo da lata.

9

' h h

-

Y
i

3

;
¢
4

\

2mr

Figura 4.25: Lata cilindrica.

« A area total da lata cilindrica é: S = Apsse + Atampa + Alateral-
« O volume é igual a 1000 cm?, ou seja, mr2h = 1000.

» Encontre S(r) e o seu ponto minimo.

S(r) =

Dominio de S(r):
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Pontos criticos de S(r):

Valores de S(r) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

A menor area é a produzida pelo cilindro de dimensdes:

Raio da base: r =

Altura: h =

Atividade 4.3.13. Um estudante, ao construir uma pipa, deparou-se com o seguinte
problema: possuia uma vareta de miriti com 80 ¢m de comprimento que deveria ser
dividida em trés varetas menores, duas necessariamente com o mesmo comprimento x,
que sera a largura da pipa, e outra de comprimento ¥y, que determinara a altura da pipa.
A pipa deverd ter formato pentagonal, como na Figura [4.26] de modo que a altura da

regiao retangular seja Zy, enquanto a da triangular seja Zy Para garantir maior captacao

de vento, ele necessita que a area da superficie da pipa seja a maior possivel. Determine
a maior area da pipa que pode ser construida nessas condigoes.

+ Area da pipa = (Area do retangulo) + (Area do tridngulo) =

1
= (base x altura) +( 5 X base x altura) =

1 1/3 5
= -xy+ - () Ty = -xy.

4 2 \4 8
e O comprimento da vareta a ser dividida é 80 ¢m, ou seja,
r+z+y =380
y =80 — 2x.

o Coloque a area da pipa em fun¢ao de x e encontre o seu valor maximo.



Figura 4.26: Pipa.

Lo

e | S
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Dominio de A(z):

Alz) =

Pontos criticos de A(z):
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Valores de A(x) nos pontos criticos e nas extremidades do intervalo que define o seu
dominio:

A maior area da pipa é:
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Conclusao

Um dos principais objetivos do programa de mestrado PROFMAT é proporcionar aos
professores uma possibilidade de aperfeicoamento e, através da dissertacao, apresentar
propostas que contribuam para o aprimoramento do ensino de matematica, visando uma
formagcao mais abrangente, com foco no curriculo do Ensino Médio.

Nesta dissertagao apresentamos uma proposta para ensinar derivada, através de uma
abordagem a partir de ideias simples como a de variagdo de uma funcao e direcionar
gradativamente para conceitos mais elaborados como taxa de variacao média e taxa de
variacao pontual, fazendo uso de tabelas e interpretacoes geométricas.

Através de uma sequéncia de exemplos e atividades, procuramos um enfoque que
tornasse possivel o desenvolvimento de uma maneira intuitiva, criando condigoes prévias
adequadas para que a nocao de derivada pudesse ser assimilada de forma consistente. Aqui
os recursos algébricos e a interpretacao em termos de reta tangente foram determinantes.

Finalizando, com as aplicacoes através de problemas de maximizacao e minimizacao,
pretendemos mostrar que as ferramentas envolvendo func¢do e derivada podem tornar o
ensino da Matematica mais amplo.

Esperamos que este trabalho possa contribuir, de alguma forma, para o processo de
ensino e aprendizagem de temas como derivadas no Ensino Médio, vindo a facilitar o
entendimento da defini¢ao formal de limite e derivada de uma func¢ao num futuro curso

de Célculo.
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Apéndice A
Applets no GeoGebra

Applet é um software aplicativo que é executado no contexto de outro programa. Os
applets podem ser manipulados online ou offline, através de tablets (Android, IPad e
Windows Tablet) e desktops (IOS, Linux, Windows e outros). O termo foi introduzido
pelo Apple Script em 1993 (http://pt.wikipedia.org/wiiki/Applet).

O GeoGebra é um software gratuito de matematica dinamica e que retine recursos de
geometria, algebra e calculo. Ele permite que vocé faga applets, dispensando conhecimen-
tos prévios de linguagens de programagcao. Em outras palavras, vocé fica responséavel pelo
conteudo matematico, utiliza as ferramentas do programa GeoGebra para desenvolver o
seu trabalho e, o GeoGebra traduz este trabalho em linguagem de programagao, para
poder ser executado em uma pagina da web.

A caracteristica do applet de permitir a interagdo com o usuario, muda a posicao do
mesmo: de observador passa a ser agente ativo do processo. E isto, sem sombra de divida,
facilita a aprendizagem.

Como todo trabalho, a construcao de um applet no GeoGebra se desenvolve melhor
com um planejamento prévio. O planejamento ¢ individual, mas ¢ fundamental que vocé
utilize quatro etapas fundamentais:

1. Identificar os objetivos matematicos a serem alcancados.
2. Elaborar os mecanismos matematicos que permitem a interacao do aluno usuério.
3. Construir o arquivo no GeoGebra utilizando as ferramentas desse programa.

4. Salvar o arquivo na terceira etapa em “Planilha Dindmica como Pagina Web” (html),
ou seja, um applet.

Nas paginas seguintes, todos os links para applets apontam para o GeoGebra Tube
(https://tube.geogebra.org/)), dando-lhe a opgao de visualizar o applet online ou fazer
download do arquivo .ggb para seu desktop ou dispositivo mével.

Para a visualizacao dos applets nao ha necessidade de instalar o programa GeoGebra
mas sua maquina deve ter a linguagem Java habilitada. Caso seja preciso baixe e instale
o “Java Runtime Envorinment” (https://www.java.com/pt_BR/download/).


http://pt.wikipedia.org/wiiki/Applet
https://tube.geogebra.org/
https://www.java.com/pt_BR/download/

A.1 Applet 1

Taxa de variagcao média da funcao de 1° grau.

Endereco Web : http://tube.geogebra.org/m/1495325

it Aplicagaes € Function Composit
Namero
® a:-15
a,= 15
@ b=22
b, =
c=1
d,=15
e=1
£=15
%=15
h=1
L,=15
k=1
=1
m,=15
o=1
s,=15
=1
Funcio
@ -1
Ponto

—

C i |[) tubegeogebraorg/m/1495325

[ Google [ tad Uniclass - feito

Fungéo:
)= 1.5x+(2.2)

Clique e arraste para alterar os valores.
N
a-1s

B Facebook 6

eCalculo W ESPCEX “* WebMat - Calculo 1. 4 IMECC &

Taxa de Variagdo Média da Fung¢do de Primeiro Grau

SPRREV o Previdencia

FalSIGEPE 49 Descartes @ Folha de Pagament.

& Calulo Diferencial e

& Calculo Diferencal e
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Q

Criado com GeoGebra - Marina Gaglioli - Pariihe ou copie



http://tube.geogebra.org/m/1495325
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A.2 Applet 2

Interpretagdo geométrica da derivada da fungado f(r) = —z% + 6z no ponto
r =1

Endereco Web : http://tube.geogebra.org/m/1474659

.. [ Google [ tad Unicloss - feito... [ Facebook & eColeulo W ESPCEX WF WebMat - Caleulo 1. 4 IMECC &

SPPREV o Previdencia |7 SIGEPE (& Descartes @ Folha de Pagament.

& Calculo Diferencial e.. ¢ Calculo Diferencial e. » [ Outros marcadores

Interpretacdo geométrica da derivada.

Interpretagéo geométrica da derivada de uma fungzo em um ponto.

. ©
Fungéo be17

Q

@ ()= -2+6x °

Namero
a=1

® b=18

@ c=4

@ d=32
Ponto

@ P=(1,5

@ Q=(18,756)

Reta

T 5 - 5 7 o
@ ty=ax+
n 3

Criado com GeoGebra ~ Marina Gagloli - Partine ou copie

o [g @0
—



http://tube.geogebra.org/m/1474659
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A.3 Applet 3

Reta tangente e neta normal em cada ponto de uma curva.

Endereco Web : http://tube.geogebra.org/m/1499543

@ i [ tubegeogebra.org/m/1499543 RO LHOTD
1 aplcagses € Function Composi.. [ Google [ Itad Unicsss - feito.. [3 Facebook & eColculo ) ESPCEX  WebMat- Cilulo 1.. 4 IMECC & SPPREV o Previdencia [Fa SIGEPE. 49 Descartes @ Folha de Pagament.. & Csleulo Diferencale.. ¢ Caculo Dierencil e » | C3 Outros marcadores]

RETA TANGENTE E RETA NORMAL A UMA CURVA

Q

Para obter as equacdes das retas tangente e normal em cada ponto da curva
‘mova o ponto A e clique nas quadriculas.

n: —x+2.41y = 20.69

Derivada de f(x) = (£ —1)*/6 + 1 no ponto = —6.24 = f(~6.24) = ~2.41

A = (-6.24,9.72)

Criado com GeoGebra  Marina Gaglioli - Partihe ou copie
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A.4 Applet 4

Verificagcao de taxa média e taxa instantdnea com um

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1368393

114

exemplo aplicado.

@@\o hitp://tube.geogebra.org/m/ 1368393

5 - oo |G B ==

s € Function Composition - G... &) WidTangent Games .~ [ Banco tad - Feito Para V.. [ Bemvindo a0 Facebook -

1 ESPCEX ) Sigepe [EJ Google 4 IMECC <o Previdencia @ Folha de Pagamento - Sec...

Movimento do Macaco

Applet para verificagéo de taxa média e taxa instantanea com um exemplo aplicado.

Nimero N Um macaco que esté no solo comega a pular de galho em galho nas érvores.
Pergunta-se:
2 a) O que € a taxa média da mudanga de altura em que esta o macaco entre dois momentos de tempo diferentes?
Vm = 0.41 b) O que é a taxa instantanea de variao da altura em que esta 0 macaco em um determinado instante de tempo?
2
O t=76
18
Ponto
1
© A=(76,0) .
B =(37.58,0)
12
Marque cada nimero ordenadamente e, ap6s a realizagéo das
©® c=(76,9.99) q p zag
|0~D atividades, desmarque a caixa antes de marcar a préxima.
® D=(0,9.99) D|
’ [
E =(11.6,9.99)
: O
F =(11.6, 10.03)
4
G undefined
2
H undefined
0
1= (28.35,7.22) o 2 4 & 8 1t 12 14 16 18 2 %2 4 3 8 3 3% 34 3 % 40 4 4 45 4
J=(19.22, 10.96) v||?
< > 1L}

Clique nas caixas de texto.

Faca o que é solicitado, escreva suas conclusdes em uma folha e entregue-a.  Criado com o GeoGebra ~ francine — Share or copy

31

)
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A.5 Applet 5

115

Utilizacao da equacao de movimento para a analise das taxas de variacao
média e instantanea de uma funcao.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/86842

| &6 |~

o-scj@ i a

s € Function Composition- G... &) WidTangent Games... ~ (B Banco lta - Feito Para Vo... [ Bem-vindo so Facebook

Jocidad x

...  ESPCEX 5] Sigepe [ Google JAIMECC <o Preidencia @ Folha de Pagamento - Sc..

B-8-=

Objetivo:

Compreeder e comparar as taxas de
variag&o média e instantanea.

Problema:

A equagéo de movimento de um
automovel que viaja em linha reta
¢ dada pela equag&o:

s(t) = 8t% + 40t
onde (s) é a distancia percorrida
em Km e (t) é o tempo em horas

0 automével parte da Cidade A
(s=0 e t=0) em dire¢éo a Cidade C.

Criado com o GeoGebra — Rita — Share or cop;

Velocidades Média e Instanténea

Pressione os botdes com as setas direcionais para efetuar a mudanga de pagina

s ~
17 s(t) = 8t2 + 40t ~
%00
0
100
0, . t
Velocidade Méxima Pemitida (90 ki) 51005 7 15 3 25 5 95 4 45 5 55 %
citaden Cnten 01 Guarda2
[km=0] [km=112] [km=288]
Distancia (s) 4 A
(km) js=0
i
! ......... —fmem—— —_———————— e ———— -+
A i P :
i
Tempo(t) | 4-g c
(roras) 4 + + +

& v Piginav Segurancaw Ferramentss v @+
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A.6 Applet 6

Relacao entre coeficiente angular de retas secantes e retas tangentes - taxa
de variacao média e instantanea.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/88127

C fi [ tube.geogebra.org/m, R ROLOd™ F
i Apicagses € Function Compositi. [ Google ([ Itad Uniclss - feito... [ Facebook & eCalulo W ESPCEX W* WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV G0 Previdencia |7/ SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Ciulo Dferenciale.. & Calculo Dierencia . » £ Outros marcadores

Retas Secante e Tangente

Para acessar as instrugdes, pressione os botdes "ANTERIOR" e "PROXIMO"
= =
Objetivos: A =10 =05 - 45x 412 PROXIMO| |

Determinar o coeficiente angular
de retas secantes e retas tangentes

Determinar as taxas de variagao
média e instantanea de uma fungéo

“ Clique e arraste os pontos Py e Py
na curva do gréfico da fung@o

* Anote as coordenadas dos pontos
Polio¥o) € Pyl )

Polég. flxg)) € Py(xg+ Ax, fx;+Ax))

Py(33) e P,(88) [

Criado com GeoGebra - Rita - Partihe ou copie

O
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A.7 Applet 7

Volume méaximo de uma caixa.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/52940

€3 Vatume masima de om

C i | [ tube.geogebra.org/m/52940

Volume mdximo de uma caixa.

Papel de formato quzdrado (m x m)
para construir a caixa.

m

066
Caixa Construida

Fungo Volume:

() = (m —22)’s
sendo =4

V(066)=4.74  Volume Méximo

Mova este ponta

.

Criado com GeoGebra - Gastio Junior - Partihe ou copie

2 Aplicagdes €Y Function Composit.. [EJ Google (B8 Itad Uniclss - feito .. [] Facebook & eCalculo ) ESPCEX “* WebMat - Caculo 1.

Volume de uma caixa construida a partir de um papel com formato quadrado, removendo quadrados menores de comprimento x.

~

A e

9

SPPREV @0 Previdencia [ SIGEPE 49 Descartes @ Folha de Pogament..

Calculo Diferencial .

& Calculo Dierencal ..

RRQLOd =

117

- la

» [ Outros marcadores
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A.8 Applet 8

Problema de minimizacao de custo.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/3058

ss-feto.. B3 Facebook

Custo da vedacéo de um terreno

Custo da vedagZo de um terreno

& eCaleulo W ESPCEX Y Web)

AB = 8.93m

AC = 11.198m

Q0

as dimenso

Mat - Calculo

i mecc

& SPREV o Previdencia

7/ SIGEPE

@ Descartes @ Folha

& Calculo Diferencial e

< PotE 20

118

2112
26080015
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A.9 Applet 9

Inclinagao e coeficiente angular de uma reta.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/86819

e = A ([ wbegeogebraorg/material/simple/id/a6819

: Aplcasses €2 Funcion Composit

< GeaGebra

G Google (BB Itad Uniclss - feito... B3 Facebook &5 eCalulo ) ESPCEX * WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV @0 Previdencia [fa SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.. &

Inclinacdo e Coeficiente Angular de uma
Reta

Para acessar as instrugdes, pressione os botdes "ANTERIOR" e "PROXIMO"

y ~
Objetivo: R ~
Identificar a inclinagao (6) e

determinar o coeficiente angular (m) v

de umareta (r).

Responda e marque a. s 3
Ppara conferir sua resposta

] &) 0queéainclinagdo (6) de
uma reta

SN Q 77784 5

= b ~ a0
[P0 /s


http://tube.geogebra.org/material/simple/id/86819

A.10 Applet 10

Equacao da reta dados um ponto e o coeficiente angular.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/86825

C fi [} tubegeogebraorg
i Aplcagses € Function Compositi.. G Google [ It U

< GeaGebra

ss-feito... [Ed Facebook &5 eCalulo W ESPCEX Y* WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV @ Previdencia |7 SIGEPE 9 Descartes @ Folha de Pagament

Equagdo da Reta na Forma Ponto e
Coeficiente Angular

Objetivo: Determinar a equagdo da reta Y
dados um ponto e o coeficiente angular. 2
Y-Yp= M. (X-x))

0

1. Clique e arraste o ponto P, 5 41
(anote as coordenadas do ponto)

Py (Xg.¥p) =Py (2,3) Py
2. Clique e arraste o controle deslizante ‘m"

(anote o valor do coeficiente angular m)
m=41

s & 5 o2 4 o ¥
3. Determine a equacéo da reta. - X
(Marque a caixa para conferir)
Resposta
y-@)=41.(x-(2))
y=41x-52

& Csleulo Diferencal .

& Calculo Diferencial e »  [3 Outros
o< i

120
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A.11 Applet 11

Interpretacao geométrica da derivada.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/87330

< GeoaGebra
Interpretagcdo Geométrica da Derivada

Clique nos botdes das setas direcionais para mudar de pagina

0

Trace o grafico da fungio f(z) = ;75 —z+4 (clique e arraste o ponto X)

B
V0594 ey _ Coordenadas do ponto P(x. (<))
y=1t)

475 594

L R e CH B S N heat® T 8 5 ® non o®
) (=]

@---------°

o.. [ Facebook ¢ eCalculo T ESPCEX ¥ WebMat- Calulo 1. 4 IMECC &5 SPPREV G0 Previdencia i SIGEPE 9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Calcu

121
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A.12 Applet 12

A derivada a partir do coeficiente angular da reta tangente.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/63841

T
€ & C A [)tubegeogebra.org/m/63841 [ONeor)
Aplicagdes €3 Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito ... [ 3 Facebook &) eCalculo ) ESPCEX ¥* WebMat - Caleulo 1. .gj IMECC &) SPPREV o Previdencia 7y SIGEPE (i Descartes @ Folha de Pagament.. & Caleulo Diferenciale.. ¢ Caleulo Diferencil e. » | (3 Outros marcadores]
. .
< GeoaGebra W<
A Derivada a Partir do Coeficiente Angular
da Reta Tangente
O proposito dessa atividade é explorar a interpretac&o geométrica da derivada de uma fungo f(x)
em um valor x=a, como coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f(x) no ponto (a,f(a) ), o
qual vamos denotar por m_a. Além disso, que ao variarmos o valor de a e considerarmos a
trajetoria descrita pelos pontos (a,m_a ), podemos olhar a derivada como uma funco.
Melhor resolu da tela para esta atividade: 1366 x 558.
Entre com uma fungéo (%) .
. :
angente
f(x)=x*
((animar oponto A= @, 1@) ) ({nterromper Animagéo ) 3 :
Observe que ao variar o ponto (af(a)), 0 ponto de
=aem, = coefici tangente, - 2 .
descreve uma nova fungio (Janela a direita). -
Vocé ¢ capaz de determinar essa fungdo? '
a,128 N
.
Entre com a fungo do grafico 3 direita = 2x 1
Parabéns, vocé acertou! = -
Clique no botao abaixo para exibir o grafico da funo derivada.
] Exibir Grafico da Funcdo Derivada b.m)
~
-
=
GeaGebra- allska iia
€ material-63841.9gb $ Exbirtorents.. % Mostrar todas a5 transferéncias.. X
0 !
auos
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A.13 Applet 13

Explorando as regras de derivagao.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/63826

5 % ROLHOTD

€« C fi [} tubegeogebraorg simple,
;i Aplicsgdes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclsss - eito.. [3 Facebook & eCalculo 8 ESPCEX “ WebMat - Coculo |

< GeoGebra

LIMECC & SPPREV <0 Previdencia [fa SIGEPE 9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Caulo Diferenciale... & Calculo Dierencia . » | (3 Outros marcadore:

Yo i

Explorando as Regras de Derivagcdo

O objetivo dessa atividade & explorar as principais regras de derivagdo. Sendo que as regras de
derivagdo apresentadas ao longo da atividade foram baseadas em Stewart (2008)

Melhor resolucéio da tela para esta atividade: 1366 x 558

Q

ENTRE COM UMA FUNCAO DICAS (REGRAS DE DERIVAGAC):
1) = (x-2) (6 + 1)
(m] 3 m]
Vocé é capaz de determinar a fungio .
oo d: T [JRegra da poténcia [ Regra do quociente.
Se necessirio, consulte a dica que (] Regra da muttiplicagao por constante. (] Derivada da fungao exponencial natural.
for mais adequada para a funcio.
)Regra da soma. [ Regra ca Cadeia
()= (-2 @ x+x7+1
®=(-2@ [JRegra da diferenca. (] Derivadas das funces trigonométricas.
PARABENS, VOCE ACERTOU! Se fe g forem ambas deriviveis, entiio :

)+ o)) = 7 () + 7 o(e):
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A.14 Applet 14

Estudo da variacao do volume de uma caixa em funcao de sua altura.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/117936

CE=raems

[« = & # [[) tbegeogebraorg/m 1 R o&£HO T

1 Aplcagdes €Y Function Composi. G Google (B Itad Uniclss - feito... B Facebook &5 eCalculo W ESPCEX Y* WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV G0 Previdencia %/ SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Caulo Diferenciale... & Calculo Dierencia . » | (3 Outros marcadored

simple,

Y 2
< GeoaGebra W<
Variagdo do Volume de Caixa Retangular
Uma folha retangular de zinco com 22 x 18 cm de dimensdes, pode ser utilizada para montar uma
caixa (sem tampa) de base retangular, removendo quadrados de lado "x" das quinas da folha,
como mostra a imagem abaixo.
Movimentando a bolinha (vermelha) na base da folha retangular, vocé pode escolher o tamanho do
quadrado que sera removido. Note que a medida do lado desse quadrado, sera a mesma medida
da altura da caixa.
o
=
i ¥-1 oo P(46;517.78 ~
Estudo da variagéo do volume de (46:517.78)
uma caixa em fungao de sua altura =
Volume =517.78 e
atua= 6
comprimento = 1279 100
Tarqua =879
PP ———
x=46 *
X
V() = #(18 - 26)(22 - 20) ) Questses para Investigacso

Grntiescio ) V(x) = 4 — 802 + 396x V/(x) = 12 — 160 + 396

D - i V(4.6) = 517.78 V'(4.6) = —1.08

Dvalores H Volume do Sélido em Observe que a derivada se anula

iperiags fungéo da altura x quando o volume é maximo 1. Na configuracio original (com o Gréfico, Valores e Derivada desativados), procure

identificar qual é a medida de "x" para que tenhamos um volume méximo.
2. Ativando o Gréfico e os Valores (com a Derivada desativada), faca a mesma identificac&o.
3. Refiita sobre a vantagem de se utilizar a derivada para se identificar estes valores maximos
———
(x_méx e V_méx).

GeaGebra - Carlos Eduardo de Oliveira
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A.15 Applet 15

Piramide de volume maximo.

125

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/113785

simple/id/113785

& - C f [ wbegeogebraorg
22 Aplicacdes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook & eCalculo B ESPCEX Y WebMat - Calculo 1.

< GeaGebra
Pirdmide de volumen mdximo

Resolucion paso a paso del calculo de las dimensiones de la piramide de volumen méximo siendo

su superficie total constante

LIMECC b SPRREV <o Prevdencia [y SIGEPE (& Descartes @ Foha de Pagament.. &

& Calulo Diferencial ... & Caleulo Dferencal .

Q

=157

v

Volumen

Volumen = 1.86

Superficie= 10
Paso=T

(e oo Jockn)
(aemston fummucindo)

y

2
Buscamos las ligaduras : S =1?+ 2lhy; hy* = h* + %

[ 2
Despejamos hy = \(h? + IX Sustituimos en § — § = 1 + 20/ h? + II
/5T =282

h—h=Y=2

—2:10£2+10°—2-10 £
—2-1082 +10%

Funcién a mazimizar: V= %l’h

7=2o
s 8'=g

enVov= %u/sz —as

GeaGebra- J Javier Sinchez

€ materia- 117936955

RO&LHOd™ F

» (3 Outros marcadores|

DAL
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A.16 Applet 16

Construcao de um cilindro de superficie minima com volume constante.

Enderego Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/111847

< C i [} tubegeogebra.org/material/simple, 84

12 Aplicagdes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook & eCalculo ) ESPCEX Y WebMat - Calculo 1. i IMECC & SPPREV o Previdencia [Fal SIGEPE 4@ Descartes @ Folha de Pagament.. & Calculo Diferenciale.. ¢ Calulo Diferencial e.
< GeaGebra

Minima superficie

Construccion del cilindro de superficie minima con volumen constante.

Q

o Dimensiones del cilindro de minima
superficie con volumen constante

Funcién : S = 2mrh + 277 = 25.97 [JGrafica ¥Proceso (Paso 1

Buscamos la ligadura entrery higadura : Ve mrth oo

“Paso3

v o
Despejamos h — h = — MPaso4
@l @Paso 5

= @APaso 6
Proceso completo
Ocultaproceso

2v
Sustituyendo en S — S = S 272

2v
g Derivando: §'= — 5 + 4mr

Igualando a cero la derivada y despeja — 2’ +amr=0
Volumen del cilindro 10 L

> Dimensiones del cilindro: r = 1’/% =1.17; h =2.34

Pulsa "ctri+F" para borrar rastros

s [ B
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A.17 Applet 17

Cone de volume maximo inscrito em uma esfera de raio R.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/material/simple/id/111552

Bd Facebook & eCalculo ) ESPCEX ™ WebMat - Cilculo 1. 4 IMECC &5 SPRREV @0 Preui

1 es € Fus
< GeaGebra

Cono de volumen méaximo

FalSIGEPE 49 Descartes @ Folha de Pagament.

Célculo de las dimensiones del cono de méximo volumen que se puede inscribir en una esfera de
radioR

h=776

Q

|
Cono de maximo volumen que puede inscribirse
en una esfera de radio R

V= ;n*h —V(X)= ; x (5*— X?) (5+X) =141.25
P=R-a® h=R+x Restef
Mazimo en X = 1.67 Volumen maximo = 155.14

Dimensiones del cono de mazimo volumen r = 4.71; h = 6.67

GeaGebra- J Javier Sinchez



http://tube.geogebra.org/material/simple/id/111552

128

A.18 Applet 18

Funcao derivada.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/107738

HRQLOOD F

» | (3 Outros marcadore

& CacloDierencale.
o<

[ Nombre dérivé - fonction X
j€ = C f [} tubegeogebra.org/material/simple/id/107738

1 Aplcagdes (3 Function Composis.. G Google (8 Itad Uniclss - feito .. [ Facebook & eColeulo B ESPCEX * WebMat - Calculo 1. IMECC & SPPREV. 0 Previdencia % SIGEPE 3 Descortes @

< GeoGebra
Nombre dérivé - fonction dérivée

GewGebra- ireine



http://tube.geogebra.org/m/107738

129

A.19 Applet 19

Quebra-cabe¢a com derivadas.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/42241

simple,

C # [ tubegeogebraorg HWeROLOT

i1 Apicagdes € Function Compositi.. G Google (B Itad Uniclss - feito... B Facebook & eCalculo ) ESPCEX ¥* WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV @0 Previdencia %/ SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Caulo Diferenciale... & Calculo Dierencia . » | (3 Outros marcadored

< GeoGebra PAGICH
derivate puzzle

The upperline shows the graphics of three functions. The second line shows the graphics of the

derivates and the third these of the second derivate.
But you have to puzzle it PVIREI

o
RER]

2
e
32 N\[o7 %3
2
a
) a
o o
/qr‘z:<\ o 3333

Drag the graphs on the right into the right place in order to complete the derivate puzzle

GeaGebra-
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A.20 Applet 20

Retas tangentes ao grafico de uma funcao.

Enderegco Web: http://tube.geogebra.org/m/1605323

b |
< C i [} tubegeogebra.org/m/1605249 o .
: Aplicagses €Y Functon Composit.. G Google [ tad Unicass - feito... EA Focebook & eCaleulo ) ESPCEX W WebMat - Cilulo 1.. 4 IMECC & SPPREV 0 Previdencia (%l SIGEPE 4 Descortes @ Folha de Pagament.. & Caleulo Diferendale.. & Caeulo Diferenci e

< GeaGebra

Retas Tangentes ao Grdfico de uma
Funcdo

Mova o ponto A sobre o grafico da funcdo f(x) = —x

Coeficiente angular da reta tangente
ao gréafico de f no ponto A -0.53 = ED

Qual é o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto A = (0,0)?

sl
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A.21 Applet 21

Extremos absolutos de uma fun¢ao em um intervalo fechado.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1661065

& - C f |[) tubegeogebra.org/m/1661065 TRROLOdTE
22 Aplicacaes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito .. B Facebook & eCalculo W ESPCEX P WebMat - Cilculo 1. i IMECC & SPPREV  ¢© Previdencia Fu SIGEPE @ Descartes @ Folha de Pagament.. & Calculo Diferenciale.. & Calculo Diferencial . » 3 Outros marcadores|
A
< GeoaGebra v s <

Extremos Absolutos de uma Fung&o em um
Intervalo Fechado

CLIQUE SEPARADAMENTE EM CADA EXEMPLO PARA EXIBIR A RESOLUGCAO

Heemor [ Joerroz

Extremos absolutos da fungio f(z) = 2z* — 3a* — 12z + 5 no intervalo [—2, 4]

f(z) = 6x® — 6z — 12

6z* — 6z —12=0

-z —2=0

(+1)(z—=2)=0 >x=—-loux=2

£(2) =2(2)* —3(2)* —12(2) + 5=—15
f(=1) =2(=1)* = 3(=1) - 12(=1) + 5= 12

f(=2) =2(=2)" = 3(=2)* —12(=2) +5=1
£(4) =2(4)° —3(4)* —12(4) —7 =37
0O valor mazimo absoluto de f é 37 e ocorre em = 4

O valor minimo absoluto de f é — 15 e ocorre em © = 2



http://tube.geogebra.org/m/1661065

A.22 Applet 22

Interpretacao geométrica da derivada.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1605983

= C A [} tubegeogebra.org/m/1605983

i+ Apicagses € Function Composit.. G Google. (B Itad Uniclass - feito & Calculo Diferenciale... & Calculo Diferencia ..

i Facebook &5 eCalculo W ESPCEX * WebMat- Calculo 1. L IMECC & SPPREV G0 Previdencia %/ SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.

Terpretagio Geometnc: X
RROLOT 3

132

» [ Outros marcadored

< GeoGebra

Interpretagdo Geométrica da Derivada.

O grafico apresenta a fungdo f(x) = x* + 1

e uma reta tangente ao grafico de f no ponto A

. :
1. Arraste lentamente o ponto A
2. Verifique que a inclinacdo da reta tangente no
ponto A & igual a ordenada do ponto Q

3. Derive a fungio f e compare com o trajeto
desenhado pelo ponto Q

Inclinagdo da reta tangente
a0 gréficode fnopontoA = —0.48

Coordenadas dopontoQ = (—0.48,0.7)

GeaGebra- Marina Gaglioli
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A.23 Applet 23

Reta tangente vertical.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1606069

c 2O LHOdD F

i1 Apicagdes € Function Compositi.. G Google (B Itad Uniclss - feito... B Facebook & eCalculo ) ESPCEX ¥* WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV @0 Previdencia %/ SIGEPE (9 Descartes @ Folha de Pagament.. & Caulo Diferenciale... & Calculo Dierencia . » | (3 Outros marcadored

< GeaGebra DA A

[J tube.geogebra.org/m/1606035

Reta Tangente Vertical

Q

77777 Para —1<z<1 = f(x) = /1—a? z 3

Para 1<z<3 = flz)=/1—(z—2)*

Mova os seletores e observe que as retas secantes

,,,,, convergem para a posicao vertical quando x assume

— L
valores prézimos de 1. / \ /

GeaGebra- Marina Gagliol
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A.24 Applet 24

Taxa de variacdo média da funcgao f(x)=|x|.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1644379

C #i [ tbegeogebraorg/m
es €3 Function Composit

< GeaGebra

Taxa de Variagcdo Média da Fungdo
f(x)=1x|

G Google ss-feito... [ Facebook & eCalculo W ESPCEX Y* WebMat- Calculo 1. . IMECC & SPPREV @0 Previdencia

74 SIGEPE &9 Descartes @ Folhade Pagament.. & Caleulo D

134

10! :P
Considere a funcao f(x) = |z|.
1. Determinar a taza de variagio média da funcao f para = < 0.
2. Determinar a taxa de variagao média da fungao f para x > 0.
3. A funcao f é derivavel em x = 0?7
4. Mova o controle deslizante e con fira suas respostas.

B

-

Q

)
o DD 18/002015
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A.25 Applet 25

Funcoes e derivadas.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1226409

e @EDC

» 3 Outros marcadores|

% <

T Tonction et Qemves - Geo X,
& Calculo Diferenciale.. & Calculo Diferencial .

€« C i [} tubegeogebra.org/m,

i+ Apicagses € Function Composit.. G Google. (B Itad Uniclass - feito

GeaGebra
fonction et dérivée

9 Descartes @ Folha de Pagament.

IS 6 SPRREV <o Previdencia i SIGEPE

[ Facebook & eCalculo ) ESPCEX ™ WebMat - Ciculo 1

xmin=-11 xmax=7
. . gl surox2

4.3 sur la courbe:
ymax=23

f(x) = (x4 - 14x? - 24x - 16) / 16 x
f(z) | —2.261 @@ itesse = 02 ymin =18
(eim)'e <0 — R o

Equation de la tangente: y=10.852x-48.924 | f'(x) | 10.852
Soraurer =
20
e
s
o : 3 7
graphe de la fonction

s [PAG
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A.26 Applet 26

Maximo de uma fun¢ao quadratica.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1644511

e e ome TR
€ C A [} tubegeogebra.org/m/1644511 %R O @ FH
ic2 Aplicacaes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook & eCaleulo W ESPCEX P WebMat - Caleulo 1. i IMECC & SPPREV o Previdencia Ty SIGEPE 49 Descartes @ Folha de Pagament.. & Caleulo Diferenciale.. & Caleulo Diferencial . » | (3 Outros marcadores
< GeaGebra e £ <
Mdximo de uma Fungdo Quadrdtica
=)
z=3
£ y=2
1. Clique e arraste o ponto azul para visualizar o
Y quadrilatero de dimensoes x e y inscrito no triangulo.
Al 2. O grafico representa a area do quadrilatero em
¢ funcao de x.
3. Escreva a funcgao definida pelo gra fico.
4. Determine as dimensoes do quadrildtero para
que sua drea seja maxima.
3 =
>

GeaGebra- Marina Gagliol
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A.27 Applet 27

Maximizacao da area de um retangulo.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1672175

" ROLOdTD I

€ - X A [[) tubegeogebraorg/m/1672175
& Caleulo Diferenciale.. & Caleulo Diferencal . » £ Outros marcadores

fr 4 <

Aplcagdes €3 Functon Composit.. G Google [ tad Uriclass - feito... 3 Facebook (5 eCalculo ) ESPCEX Y* WebMat - Calculo 1. 4 IMECC &5 SPPREV o Previdencia [fal SIGEPE (9 Descartes @, Flh de Pagament

< GeaGebra
Maximizagdo da Area de um Reténgulo
A : . =
K Area méxima de um retgngulo com sua base sobre o eixo x ANIMAGAO =
» e os vértices do lado opdsto sobre a pardbolay = —x? + 12.
SOLUCAO

‘ ] PAUSA

. Seja ABCD o retangulo procurado de vértice B=(xy), onde x ey
X=275

10
10

.

o x
T % [0 5§ &
s
B =(2,75.4.4375)

10

B
-

2
0 B T z iz

3 ) > o 3 T : 3 o tn n 3 T S
- -2
>
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A.28 Applet 28

Minimizacao de area.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1682445

< GeaGebra

Minimizacdo de Area

€ = C # |[) tubegeogebraorg/m/1682445

Aplcagdes €3 Functon Compositi.. G Google [ tad Uniclass - feito

Ed Facebook & eCalculo ) ESPCEX ™ WebMat - Clculo 1.

LMECC b SPRREV <o Prevdencia [y SIGEPE (& Descates @ Folhade Pagament

(ONeorr}

(3 Outros marcadores

Um arame de 170 cm partes. Com e formar um quadrad a —~
1800 retangulo cuja base é o dobro da altura. Calcular i das d deve dividir o para que a soma das dreas =
1700 do quadrado e do retangulo seja minima.
B A [ SoLUGAO
ANIMAGAO Comprimento do arame usado para o quadrado (Perimetro do quadrado) : x = 41
1500
Comprimento do arame usado para o retangulo (Perimetro do retangulo) : 170 —
4
Lado do quadrado =
1300 e X=41 17 170
. -—— Base do retangulo = 10— = 129 _ 43 St =5%""9
17 170
e = (41,1029 5625) o S()=0= 73x——5-=0=x=80
1000 e Altura do retangulo = = =25
: (17 2
500 alla 5(0):%+7(1 °m L
500 Area do quadrado = (%) = ;76 = 105.0625
400m. 802 (170 - 80)°
7001~ Minito = (80; 850) , S(80) = S5 + g =850
i N (170 — x) 6 18
a0 Area do retangulo = -0 = 024.5 , ,
e 5(170) = % + W = 1806,25
o B 70— D
a00] SO= g+ g e 20— x?  O¥eme deve ser dividido em 80 cm e 90 cm.
0 Soma das dreas : S(x) :—6 + 1‘3" =1029.5625
x ¢ [0.170]
20
100 1uzs lkmh(m 10cm 20cm 30cm 40cm  S0cm 60cm 70cm 80cm  90cm 100cm 110cm 120cm 130cm 140cm 150cm 160cm 170cm 180cm 190cm 200cm 210cm 220cm 230cm
L
° 0 20 40 60 80 100120140160

GeaGebra- Marina Gagliol
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A.29 Applet 29

Taxa de variagao média e taxa de variagcao pontual.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1682463

e = & A [[) tubegeogebraorg/m/1682463 %

12 Aplicagdes € Function Compositi.. G Google [ Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook & eCalculo ) ESPCEX Y WebMat - Calculo 1. i IMECC & SPPREV o Previdencia [Fal SIGEPE 4@ Descartes @ Folha de Pagament.. & Calculo Diferenciale.. ¢ Calulo Diferencial e.
< GeaGebra

Taxa de Variagcdo Média e Taxa de
Variagdo Pontual

I )
Fum;iof(x)=g+x +x =1.02x+53
B
B
A=(3.68,1.56)
7
B=(2,7.33)
5
Taxa de Variacdo Média (TV, )
&y ay=
TV, = coeficiente angular da reta secante = mag = - = 1.02
Taxa de Variacdo Pontual (m)
m = coeficiente angular da reta tangente = 0.41
A
H Ax=56
)
o
T TR TR s 2 0 1 3 D S S - T
o
=
¥= 0417705

GeaGebra- Marina Gadliol
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A.30 Applet 30

Maximizacao de um retangulo de perimetro constante.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1896547

€ 5 C fi [ tubegeogebraorg/m/1682479

;i Aplicagdes € Funcion Composit

< GeaGebra

3@

G Google (BB Itad Uniclass - feito... [Ed Facebook & eCalulo W ESPCEX * WebMat- Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV G0 Previdencia %/ SIGEPE (9 Descartes @8 Folha de Pagament.. & Calulo Diferenciale... & Calculo Dierencial .

<

Maximizagdo de um Retdngulo de

140

O F

» (3 Outros marcadores|

Perimetro Constante

Maximo = (25, 625) ()
= . 1. ANIMAGAO Dentre todos os retangulos de perimetro
A(x) = 50 x — 2 . i 5
600, (x) = 50x—x 100 cm, determinar as dimensoes
s50. 80cm daquele que tem area maxima.
500- oo b @)SOLUGAD
450. x = base
e x= y = Altura = 50
@ Perimetro = 100 = 2x + 2y = 100 =y = 50 — x = 50
350 S0em Area: A(x,y) =x:y=0-50=0cm?
A(x) = x- (50 — x) = 50 x — x = 0 cm?
00
s0em
250
s0em
200
10 e A(50) = 50.50 — 502 = 0
- 0 reténgulo procurado tem dimensdes 20 cm ¢ 30 cm
Lo . sua 4rea § 625 cm?
5.
0]©.0) oem
e o R o R R bem em  Zem  em  Mem  Sem  dem Tem Gem Sem 10m Them 1em T3em 1dem 18em  1shem
50
s ®

GeaGebra- Marina Gagliol
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A.31 Applet 31

Inclinagao da reta tangente a uma curva no plano.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1691803

no Plano

Mostlar retas tangentes quando x<1

Inclinagéo da Reta Tangente = -0.5

Inclinacdo da Reta Tangente a uma Curva

< C i |[) tube.geogebra.org/material/simple/id/1691803
5 Aplicagaes €Y Function Compositi.. G Google (B Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook ¢ eCalculo T ESPCEX W WebMat - Calculo 1. 4 IMECC &5 SPPREV o Previdencia 7l SIGEPE 4 Descartes @) Folha de Pagament.
< GeaGebra

0

Mostrar reta tangente quando x>1

Inclinagédo da Reta Tangente = 0.5

-1 -0 9 -8 7 <6 -5 -47-3 -2 -1

& Calulo Diferencile... ¢ Calclo Diferencil . » | (3 Outros

141

fr 4 <

2007

SR,
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A.32 Applet 32

Maximizacao de area limitada por circulos.

Endereco Web: http://tube.geogebra.org/m/1691837

NEKMIZ2g80 e Area L

« C f [ tubegeogebra.org/m/1691837 R ROLEOdT I
22 Aplicagdes € Function Compositi.. G Google ([ Itad Uniclass - feito .. 3 Facebook & eCalculo T ESPCEX Y WebMat - Calculo 1. 4 IMECC & SPPREV o Previdencia P SIGEPE 4@ Descartes @ Folha de Pagament.. & Calculo Diferenciale.. ¢ Calculo Diferencial e. » (3 Outros marcadores|
< GeoGebra AV A

Maximizacdo de Area Limitada por Circulos

160 Méximo = (10, 157.0796) 2] Considere uma circunferéncia de raio 10 cm. Divide — se um de seus didmetros em 2 partes que se tomam como diametros de duas
circunferéncias tangentes interiores a ela. Que comprimento deve ter cada um destes diametros para que
81 seja maxima a drea limitada pelas trés circunferéncias (sombreada em verde)?
140 = (61,135.5754)

120 " ANIMAGAD, -m soLugio

Diametro da vermelha : x = 6.3

< x\? 6.3\% _ 3969
Area da vermetha = 3 :7\'( ) = w =372
Diametro da azul : (20 —x) = 13.7

. 20 —x\? 13.7\° _ 18769
Aveadaazul:-pr(———z———) =7r(——2——) = S0g ™= 1474114
0. - . - -
Area da verde : Area total - Area da vermella — Area da azul
2
e T g g St x) 8631 -
o A(x) = 7 10 (2) 7\'( 5 = Sop ™ = 1355754
% % % B W B 3 % B 4 2 4 % 6w w2 % %
»
A'(x) = mx+ 10
0 T 2 £ A(x)=0=m+10m=0=x=10

A == 10— = (3)’ 7("’2”)1 A(0) = A(20) =0, A(10) = 507 cm?

x € [0.20]

Cada diametro deve ter 10 cm.

GeaGebra- Marina Gagliol
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